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å'æ �Bç	èyé3ê#ë��#ì�é3ç	èy�¢èyé�í0ç	é3�#é3ì�ç	�B�#î°ì��#îQ��ï	ì�ð'î¢�Bé3�#ñ"�:ò����6��ó#�#ê ~��B�

ô ·�Ð�ÏXÔ`ÐDÍmÑAÔKÖ`Ì�Í�Ï{Ì]×8Þ�Ï]É[ÐDÍ�ÖKÕ/Ô`Ì]É`ÖKÔ`ÌXÕKÔ`ÐDÕæÞ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�ÖæÍ ß�Ñ�Ü�Ñ{Ë`Ì��*Ì]É`Ù�Í�ÖKÔ[Ñ�Ô[ÑÕ¡�É[Ð�Ï¥_Ð�ÏXÓ�Ö
Ö/Ï�¦�ÌXØ`Ì<Ð�ÏXÔ`ÐDÍ�Î´ÍmÑDÌXÓ�ÏO¤/Ô[ÑFÓ�Ð�£´ÚlËKÓ�Ð ÐDÓ�Ô`Ð�ÏXÖKÓ�Ì]É`Ù�ÔKÎ´Õ°¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ®¯»Ï�£´
�ÚlÔ[Ñ�¡KØKÖ1£�ÌXØBÚ4ª º�Ú�»	¬�²9Ô[Ñ
Ó�Ø[ÑDÌ¥KÓ�ÐDØKÖKÖ<ÏXÓDÑAÛKÖ`ÐDÔ[ÑAØKÔ`Ð%¨cÐ�Ü`Í�ÖKÝ�ÌXÔKÖQ¤ÀÍ�Ö�×�Ø`ÌXÍ�Ð%¨cÐ

n
±�Þ6¨cÐAÉ`Ù�ÔKÖQ¥�Ñ2Ü[Ð�ÏXÓ�ÖQ¨XÑDÌXÓ5£¼ÖKÔKÖ1£¼ÞB£�Ñ�
%¼fØKÖ0{Ó�Ð�£

Þ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�ÙFÏXÓDÑAÛKÖ`ÐDÔ[ÑAØKÔ`Ð%¨cÐ6Ü`Í�ÖKÝ�ÌXÔKÖQ¤ Ó�Ø[Ñ�¥KÓ�Þ�ÌXÓ�ÏO¤á¥�Ñ�¥ Þ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Ùc¡`Ð]½¼Ñ{Þ�ÏXÞ�

 ãØ[Ñ%·�ÐDÓDÑ�×aª 	�n�Ú�	��!¬�ÓDÑ�¥_ÐDÕÕ¡`Ð{ÜK×mÐ{ÜÕ¡`ÐDß{Í�ÐAÉ`Ö�ÉFÜ[Ð%¥�ÑAß�ÑAÓ�Ù�Þ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Ù6ÏXÓDÑAÛKÖ`ÐDÔ[ÑAØKÔ`Ð%¨cÐ�Í�Ø[Ñ�¹�Ì!±

ÔKÖQ¤@¡KØ[ÑAÍ�Ö�É`Ù�Ô`Ð%¨cÐ*Í�Ö�×�Ø`ÌXÍ�Ð%¨cÐ
n
±�Þ6¨cÐAÉ`Ù�ÔKÖQ¥�Ñ�Í5¥KØKÞ6¨cÌ}ÍfÓ�ÐDËKÔ`ÐDÕ<Ô`Ì]É`ÖKÔ`ÌXÕKÔ`ÐDÕ]¡`Ð�ÏXÓDÑAÔ`ÐDÍ�¥_Ì´Í�Ï]É`Þ_Ë[Ñ�¤_×lÒ

a) 0 < p 6 p∗n
¡KØKÖ Ë`ÌXÓ�Ô`Ð�£

n = 2, 4, 6 õ b) 0 < p < p03
ÜKÉ1¤�Ó�Ø`Ì]×6Í�Ö�×�Ø`ÌXÕ õ c) 0 < p < p05

Í�Ï]É`Þ_Ë[ÑDÌ
n = 5


1 }Ì]É`ÖKËKÖKÔKÎ
p0k, p∗n

ß�Ñ�Ü�ÑAÔKÎ Í<ÓDÑ%·AÉ`ÖKÛ`Ì���


ö�ÈCÙCÑ�Â3É�ÈAÅ	Ä�÷'Ì3Â3ÇCÂ3Ü3Í!ÃO×3Â3Í"Ý�Ë�ÈÜ3Í�Ë3Â�Û
p∗n

Â
p0n ø ×%Ê	Ì3Ë3Â@Ð3ÊCÑ�Â3Ë3Ê�Þ#Ê	Î

Pn
Â
Qn

ÃOÊ	Ê	ÇCÎ	Í�Ç	ÃOÇCÎ	Í�Ë3Ë3Ê

P2 = 7p3 − 3p2 + 5p− 1 p∗2 ≈ .2137403629

P3 = 10p6 + 3p5 + 6p4 + 10p3 + 6p2 + 3p− 2 p∗3 ≈ 0.3212811546
Q3 = 5p6 + 9p5 + 5p3 + 9p2 − 1 p03 ≈ 0.3040641646

P4 = 7p6 + p4 + 9p2 − 1 p∗4 ≈ .3298399891

P5 = 18p10 + 10p8 + 15p7 + 34p5 + 15p3 + 10p2 − 2 p∗5 ≈ 0.3461008645
Q5 = 27p12 + 81p11 + 132p10 + 135p9 + 90p8 + 96p7 +
+ 153p6 + 196p5 + 165p4 + 60p3 + 2p2 − 9p− 3

p05 ≈ .3410383818

P6(x) = 23p9 + 13p6 + 37p3 − 1 p∗6 ≈ .2991212951

�5C£.¡1·�Ì]É®ª��Cj	¬}ËKÖ`Ï]É[ÌXÔKÔ`Ð3Ð�·DÔ[ÑAØKÞ_Ý<Ö�Éãß{Ô[Ñ�¥_Ð%¡`ÌXØ`Ì�£�ÌXÔKÔ`Ð�ÏXÓ�Ù/ÐDÓ�Ô`Ð�ÏXÖKÓ�Ì]É`Ù�Ô`Ð%¨cÐa¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ[Ñ
¡KØKÖõÍ�Î"¡`ÐAÉ`Ô`ÌXÔKÖKÖþÞ�Ï]É[ÐDÍ�ÖKÕ

d) n = 3, p03 < p < p∗3
Ö�É`Ö

e) n = 5, p05 < p < p∗5,
×mÐDÓ	¤

É`ÖKÔ`ÌcÑAØKÖKßcÐDÍmÑAÔKÔ[Ñ�¤ ÏXÖ`ÏXÓ�Ì�£�Ñ'Ð�·AÉ�Ñ�Ü�ÑDÌXÓ¾¡KØKÖ¢{Ó�Ð�£ É`ÖQµ�Ù8ÏXÓ�Ì¡`ÌXÔKÔ`ÐDÕ Ô`ÌXÞ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Ù�Ê�
���ÏXÓ�ÐDÕKËKÖB±
Í�Ð�ÏXÓ�Ù6Í�Ö�×�Ø`ÌXÍ�Ð%¨cÐ<Ó�Ø`ÌXÞ6¨cÐAÉ`Ù�ÔKÖQ¥�Ñ<Í6Ï]É`Þ_Ë[ÑDÌ

d)
¡KØ`Ð�ÑAÔ[Ñ�É`ÖKß{ÖKØ`ÐDÍmÑAÔ[Ñ6ÔKÖKÝ�Ì>£�ÌXÓ�Ð{Ü�Ñ%£¼Ö-��ù�ß«±�Ó�Ì{ÐDØKÖKÖB


  Ë[ÑDÏXÓ�Ô`Ð�ÏXÓ�ÖBÚ�¡`ÌXØ`ÌXËKÖ`Ï]É[ÌXÔKÎ#Ö�Ö`Ï{Ï]É[Ì]Ü[ÐDÍmÑAÔKÎ#Ô[Ñ�Ð�ÏXÔ`ÐDÍ�Ì�Ø`ÌXß{Þ�É`Ù�ÓDÑAÓ�ÐDÍ©ß'ÑAØQ¥_Ì{ÌXÍmÑ Ö â Ð%¥_ÐAÉ`Ù�Ï¥_Ð%¨cÐ
¯»Ï�£´
4¥KÔKÖQ¨{Þ�ª��Cº�¬�ÖøÐ�·DßcÐDØ¿ª��C»	¬�²<Í�Ï{Ì-Í�ÏXÓ�Ø`ÌXË[ÑAÊ�¹�Ö`Ì{ÏO¤ ßXÜ[Ì{ÏXÙæØ`ÌXßcÐDÔ[ÑAÔ`ÏXÎ Ü[Ð�Ë`ÌXÓ�Í�ÌXØKÓ�Ð%¨cÐ¢¡`ÐDØ�¤_Ü1¥�Ñ
Í�¥�É`Ê�ËKÖKÓ�Ì]É`Ù�Ô`ÐK
 ô ¥�ÑAß�Ñ�É[Ð�ÏXÙ`Ú�ËKÓ�Ð8Ð{Ü`ÖKÔãÖKß�ÔKÖ�×ú¯

n = 3, p = p03
²0¡KØKÖKÍ�Ð{Ü`ÖKÓ¾¥ãÔ`ÌXÞ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�ÖB


¸uÌ{ÐDØ`Ì�£¼Î Ð�·ÀÞ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Ö�Í�Ö�×�Ø`ÌXÍ�Ð%¨cÐA¡`ÌXÔKÓDÑ�¨cÐDÔ[Ñ�Í�Ï]É`Þ_Ë[ÑDÌ
e)
ÑAÔ`ÐDÔ`ÏXÖKØ`ÐDÍmÑAÔKÎõÍ�Ø[Ñ%·�ÐDÓDÑ�×aª 	�n�Ú�	��¬s


û�× Ü[Ð%¥�ÑAß�ÑAÓ�Ì]É`Ù�ÏXÓ�Í�Þ3ÑAÍ�Ó�ÐDØ Ô[Ñ�Ü[Ì{ÌXÓ�ÏO¤«¡`Ð�ÏXÍ�¤�Ó�ÖKÓ�Ù ÐDÓcÜ[Ì]É`Ù�ÔKÞ_Ê Ø[Ñ%·�ÐDÓ�Þ�

ûfÓDÑ�¥BÚfÍ Ü�ÑAÔKÔ`ÐDÕ Ø[Ñ%·�ÐDÓ�Ì=Þ6¥�ÑAß�ÑAÔKÎ Ô`Ì{Ð�·{×mÐ{Ü`Ö1£¼Î2ÌãÖ Ü[Ð�ÏXÓDÑAÓ�ÐDËKÔKÎ2ÌãÞ�Ï]É[ÐDÍ�ÖQ¤ Þ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Ö

ÖãÔ`ÌXÞ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Öü¡KØ[ÑAÍ�Ö�É`Ù�Ô`Ð%¨cÐ�Ó�ÐDË`ÌXËKÔ`Ð%¨cÐ�Í�Ö�×�Ø`ÌXÍ�Ð%¨cÐ
n
±�Þ6¨cÐAÉ`Ù�ÔKÖQ¥�Ñ�¯

n 6= 5
²]Ú�Ø[ÑDÏ¡`ÐAÉ[ÐcÝ�ÌXÔKÔ`Ð�±

¨cÐ<Í�ÔKÞ_Ó�ØKÖ«¥KØKÞ6¨XÑ�

ý�ÑDÏXÓ�ÐC¤B¹<Ñ�¤�ÏXÓDÑAÓ�Ù�¤FÐDØQ¨XÑAÔKÖKßcÐDÍmÑAÔ[Ñ<Ï]É[Ì]Ü`Þ_Ê�¹�Ö1£æÐ�·DØ[ÑAßcÐ�£´
Q {¡KÞ_ÔQ¥KÓ�Ì*	�Í�Î"¡KÖ`ÏcÑAÔKÎõÞ_Ø[ÑAÍ�Ô`ÌXÔKÖQ¤

Ü`Í�ÖKÝ�ÌXÔKÖQ¤
n
Ó�ÐDË`ÌXËKÔKÎ}×/Í�Ö�×�Ø`ÌXÕ/Í�ÔKÞ_Ó�ØKÖ¶¥KØKÞ6¨cÐDÍ�ÐDÕæÐ�·AÉ�ÑDÏXÓ�ÖBÚuÞ6¥�ÑAß�ÑAÔKÎ Ö�×8ÖKÔKÓ�Ì¨{Ø[Ñ�É`Î Ö¶¨{ØKÞ6¡Q¡KÎ

ÏXÖ1£�£�ÌXÓ�ØKÖKÖB
3þlÑAÓ�Ì�£À¡KØKÖKÍ�Ì]Ü[ÌXÔ`ÐfÐ%¡KØ`Ì]Ü[Ì]É[ÌXÔKÖ`Ì´ÏXÓDÑAÛKÖ`ÐDÔ[ÑAØKÔ`Ð%¨cÐfÜ`Í�ÖKÝ�ÌXÔKÖQ¤l
�ÿlØKÞ6¡Q¡`ÌqÍ�Ø[Ñ�¹�ÌXÔKÖKÕ�Þ_Ø[ÑAÍ%±
Ô`ÌXÔKÖKÕ'Ü`Í�ÖKÝ�ÌXÔKÖQ¤�ÐDÓ�Í�ÌXË[ÑDÌXÓ ÏXÓDÑAÛKÖ`ÐDÔ[ÑAØKÔ`Ð�Ì<Í�Ø[Ñ�¹�ÌXÔKÖ`Ì@¡KØ[ÑAÍ�Ö�É`Ù�Ô`Ð%¨cÐ�Í�Ö�×�Ø`ÌXÍ�Ð%¨cÐÕ£¼Ô`Ð%¨cÐDÞ6¨cÐAÉ`Ù�ÔKÖQ¥�Ñ
Í�ÔKÞ_Ó�ØKÖ«¥KØKÞ6¨cÐDÍ�ÐDÕ-Ð�·AÉ�ÑDÏXÓ�Ö-Í6Ï]É`Þ_Ë[ÑDÌ�Ð{Ü`ÖKÔ[Ñ�¥_ÐDÍ�Î}×-ÖKÔKÓ�ÌXÔ`ÏXÖKÍ�Ô`Ð�ÏXÓ�ÌXÕ3Í�Ö�×�Ø`ÌXÕB


¼fÞ_ÔQ¥KÓ6�0¡`Ð�ÏXÍ�¤B¹�ÌXÔFÞ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Ö-ÏXÓDÑAÛKÖ`ÐDÔ[ÑAØKÔ`Ð%¨cÐ6Í�Ø[Ñ�¹�ÌXÔKÖQ¤y¡KØ[ÑAÍ�Ö�É`Ù�Ô`Ð%¨cÐ<Í�Ö�×�Ø`ÌXÍ�Ð%¨cÐq£¼Ô`Ð�±
¨cÐDÞ6¨cÐAÉ`Ù�ÔKÖQ¥�Ñ6Í�ÔKÞ_Ó�ØKÖ«¥KØKÞ6¨cÐDÍ�ÐDÕ-Ð�·AÉ�ÑDÏXÓ�ÖB


 /Ó�Ì{ÐDØ`Ì�£�Ì2��
��PØ[ÑAßC·DÖKØ[ÑAÊ�Ó�ÏO¤<Ï]É`Þ_Ë[ÑAÖBÚ%¥_Ð%¨eÜ�Ñ9É`ÖKÔ`ÌXÕKÔ`Ð%¨cÐ5¡KØKÖ1·AÉ`ÖKÝ�ÌXÔKÖQ¤À¯�¥KÍmÑ�Ü`Ø[ÑAÓ�ÖKËKÔ`ÐDÕ6Ë[ÑDÏXÓ�Ö
ÐDÓ�Ô`Ð�ÏXÖKÓ�Ì]É`Ù�Ô`Ð%¨cÐy¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ[Ñ3²2Ü[Ð�ÏXÓDÑAÓ�ÐDËKÔ`Ð�ÜKÉ1¤ Ø`Ìµ�ÌXÔKÖQ¤«¡KØ`Ð�·AÉ[Ì�£¼Î Þ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�ÖB
 ô ÏXÓDÑ�É`Ù%±
ÔKÎ/£ Ï]É`Þ_Ë[Ñ�¤Q£§¡`Ð�ÏXÍ�¤B¹�ÌXÔ[Ñ Ó�Ì{ÐDØ`Ì�£�Ñ ��
 	�ÚÂÜ[Ð%¥�ÑAß�ÑAÓ�Ì]É`Ù�ÏXÓ�Í�Ð«¥_ÐDÓ�ÐDØ`ÐDÕ/Ó�Ø`Ì�·DÞ�ÌXÓ«¡KØKÖKÍDÉ[ÌXË`ÌXÔKÖQ¤�Ï]É�Ñ�¨XÑ	±
Ì�£¼Î}×�Ø�¤_Ü�ÑÕ¸uÌXÕ�É[ÐDØ[Ñ-ÐDÓ�Ô`Ð�ÏXÖKÓ�Ì]É`Ù�Ô`Ð%¨cÐÀ¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ[Ñ Ü[Ð Ë`ÌXÓ�Í�ÌXØKÓ�Ð%¨cÐá¡`ÐDØ�¤_Ü1¥�Ñ Í�¥�É`Ê�ËKÖKÓ�Ì]É`Ù�Ô`ÐK

¼fØ`Ð�·AÉ[Ì�£�Ñ�Þ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�ÖBÚ�Ø[ÑDÏ{Ï�£�ÑAÓ�ØKÖKÍmÑDÌ�£�Ñ�¤�ÍfÓ�Ì{ÐDØ`Ì�£�Ì´��
 	�ÚDÌ{ÏXÓ�Ì{ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ/£8Ð�·DØ[ÑAßcÐ�£3Ø[ÑDÏ¡[Ñ�Ü�ÑDÌXÓ�ÏO¤
Ô[Ñ�Ø�¤_Ü Ï{Ð{Ü[ÌXØmÝ�ÑAÓ�Ì]É`Ù�ÔKÎ}×-ß�Ñ�Ü�Ñ{ËBÚ�Ó�Ø`Ì�·DÞ_Ê�¹�Ö�× ÖKÔ�Ü`ÖKÍ�Ö�Ü`ÞmÑ�É`Ù�Ô`Ð%¨cÐ]¡`Ð{ÜK×mÐ{Ü�Ñ�
1û�× Ø`Ìµ�ÌXÔKÖ`ÌfÍ<Ï]É`Þ_Ë[ÑDÌ
Ë`ÌXÓ�Ô`Ð%¨cÐ8ËKÖ`Ï]É�Ñ'Í�Ö�×�Ø`ÌXÕ ¯

n = 2, 4, 6
²@¡`Ð{Ü`Ø`Ð�·DÔ`Ð�Ø[ÑAßcÐ�·DØ[ÑAÔ`Ð8Í{ª 	��¬s
�  ¡KÞ_ÔQ¥KÓ�ÌÕl'Ü�ÑDÌXÓ�ÏO¤=Ü[ÌXÓDÑ�É`Ù%±

Ô`Ð�Ì2Ü[Ð%¥�ÑAß�ÑAÓ�Ì]É`Ù�ÏXÓ�Í�Ð�Þ_Ó�Í�ÌXØmÝ�Ü[ÌXÔKÖKÕFÓ�Ì{ÐDØ`Ì�£¼Îõ��
 	�Ú�¥�ÑDÏcÑAÊ�¹�Ì{Ì{ÏO¤ Í�Ö�×�Ø`ÌXÍ�Ð%¨cÐÀÓ�Ø`ÌXÞ6¨cÐAÉ`Ù�ÔKÖQ¥�Ñ\¯
n = 3

²]Ò
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Á�Â�ÃCÄ���ÄBÚ�Ã�Ñ�Ê	Î	Â�ÛyÖ�ÃOÇCÊ	Ø3Ü3Â3Î	Ê�ÃOÇCÂcÐ3Ì�ÈCÎ	Â�Ñ�Ò	Ë3Ê	Ó�Ê0Î	Â�Ô�Ì3Í�Î	Ê	Ó�Ê
n � Ö%Ó�ÊCÑ�Ò	Ë3Â3×�È��6Ð3ÊCÑ�Ö%Ü�ÈCÍ!Þ���Í5Þ#Í�ÇCÊ
	6Ê�Þ©Ñ�Â3Ë3Í!ÈCÌ3Â �Ý!ÈCÉ3Â3Â��hÃ�Þ.Ä3ÇCÍ�Ê	Ì3Í!Þ#Ö�3Ä Å���Ä��*ÃOÇ�ÈCÍ�Ç	Ã)ÛAÊ	ÇC×3Ì���Ç��<ÞÀÎ	Ê	Ð3Ì3Ê�Ã4Ê	Ù5Ö�ÃOÇCÊ	Ø3Ü3Â3Î	Ê�ÃOÇCÂAÎ�Ã�Ñ�Ö%Ü�È�Û�Ô

p = p∗n
�
n = 2, 4, 6

�
Â
p0n 6 p 6 p∗n

�
n = 3, 5

�
¡`Ð�Ï]É[Ì]Ü[ÐDÍmÑAÓ�Ì]É`Ù�Ô`ÐFÑAÔ[Ñ�É`ÖKß{ÖKØKÞ_Ê�Ó�ÏO¤3Ï]É`Þ_Ë[ÑAÖ¶¯�S�²

p ∈ (p03, p∗3)
Ú�¯�SUS�²

p = p03
Ú�¯�SUSUS�²

p = p∗3



 �¡KÞ_ÔQ¥KÓ�Ì��ÀÜ�ÑAÔKÎú¡KØKÖ�É[ÐcÝ�ÌXÔKÖQ¤l
�¼fØKÖKÍ�Ì]Ü[ÌXÔKÎ ÖKß{Í�Ì{ÏXÓ�ÔKÎ2Ì*Ø`ÌXß{Þ�É`Ù�ÓDÑAÓ�Î Ð�ÛKÖKØQ¥KÞ�É1¤�ÔKÓ�ÔKÎ}×«£�ÑAÓ%±
ØKÖKÛ[Ñ�×�Ö�Í�Î"¡KÖ`ÏcÑAÔKÎ�¤�Í�ÔKÎ2Ì*Í�Î´Ø[ÑAÝ�ÌXÔKÖQ¤-Ø�¤_Ü�Ñ�Í�Ì]É`ÖKËKÖKÔBÚKÖ`Ï¡`ÐAÉ`Ù�ß{Þ�Ì�£¼Î}×-Í<Ø[Ñ%·�ÐDÓ�Ì�


½IÌXß{Þ�É`Ù�ÓDÑAÓ�Î Ü�ÑAÔKÔ`ÐDÕ-ÏXÓDÑAÓ�Ù�Ö'ÑAÔ`ÐDÔ`ÏXÖKØ`ÐDÍmÑAÔKÎþÍ�Ï{Ð�Ð�·%¹�ÌXÔKÖKÖ¶ª 	�n�¬s


���������/�"�@�.�A��� �c�"��� �.�A���
â Ö`ÏXÓ�Ì�£�ÑAÓ�ÖKß�ÑAÛKÖKÖõÐ�ÏXÔ`ÐDÍ�ÔKÎ}× Ø`ÌXß{Þ�É`Ù�ÓDÑAÓ�ÐDÍ°¡`Ð'Ü`Í�ÖKÝ�ÌXÔKÖKÊ�Ó�ÐDË`ÌXËKÔKÎ}×ãÍ�Ö�×�Ø`ÌXÕ Í�ÔKÞ_Ó�ØKÖ Ö Í�Ô`Ì

¥KØKÞ6¨cÐDÍ�ÐDÕ3Ð�·AÉ�ÑDÏXÓ�Ö«¡`Ð�ÏXÍ�¤B¹�ÌXÔ[Ñ�Ø[Ñ%·�ÐDÓDÑ«ª 	�	�¬s

�ÀÍ�ÖKÝ�ÌXÔKÖ`Ì*ÏXÖ`ÏXÓ�Ì�£¼Î

n
Ó�ÐDË`ÌXËKÔKÎ}× Í�Ö�×�Ø`ÌXÕFÔ[Ñ>¡�É[Ð�Ï¥_Ð�ÏXÓ�Ö Í�ÔKÞ_Ó�ØKÖy¥KØKÞ6¨XÑÀØ[Ñ�Ü`ÖKÞ�ÏcÑ

R
Ð%¡KÖ`ÏXÎ´ÍmÑ	±

ÌXÓ�ÏO¤�Þ_Ø[ÑAÍ�Ô`ÌXÔKÖQ¤Q£¼ÖBÒ

ż∗k = 1
2πi

n∑

j=1

′ κj
zk − zj −

1
2πi

n∑

j=1

κj
zk − ẑj

, k = 1, . . . , n.
¯¡	�
��	²

þ[Ü[Ì{ÏXÙ
zk = xk+iyk, k = 1, . . . , n

äú¥_Ð�£.¡�É[Ì¥_ÏXÔKÎ2Ì'¡`ÌXØ`Ì�£�ÌXÔKÔKÎ2Ì�Ú
xk, yk

äõÜ[Ì¥�ÑAØKÓ�ÐDÍ�Î¢¥_Ð�ÐDØ�Ü`ÖKÔ[ÑAÓ�Î
k
±�¨cÐ/Í�Ö�×�Ø�¤lÚ

κk
ä Ì¨cÐ�ÖKÔKÓ�ÌXÔ`ÏXÖKÍ�Ô`Ð�ÏXÓ�Ù`Ú

ẑk =
R2

z∗k

ä ÐDÓ�Ø[ÑAÝ�ÌXÔKÖ`Ì
k
±�¨cÐ�Í�Ö�×�Ø�¤{¨{Ø[ÑAÔKÖKÛ`ÌXÕ§¥KØKÞ6¨XÑ�


� Ó�ØKÖ�×�ÐDß{Ô[Ñ{Ë[ÑDÌXÓ5¡KØ`Ð%¡KÞ�Ï¥�Ï]É�Ñ�¨XÑDÌ�£�Ð%¨cÐ
j = k

ÚDÑ´ß{Í �ÌXßXÜ[ÐDËQ¥�Ñ;äú¥_Ð�£.¡�É[Ì¥_ÏXÔ`Ð�Ì´Ï{Ð%¡KØ�¤�Ý�ÌXÔKÖ`Ì�
"!�ÑAßcÐDÍ�Ð�Ì
¡KØ`Ð�ÏXÓ�Ø[ÑAÔ`ÏXÓ�Í�Ð

Z
ÏXÖ`ÏXÓ�Ì�£¼Î ¯¡	�
��	²´Ì{ÏXÓ�Ù

(C \ {0})n Ï*Í�Î´Ø`ÌXß�Ñ%£¼Ö'ÍDÜ[ÐAÉ`Ù�Í�Ï{Ì]×«¨{ÖQ¡`ÌXØQ¡�É[Ð�Ï¥_Ð�ÏXÓ�ÌXÕ zj =
= zk

Ú
j 6= k



â Ö`ÏXÓ�Ì�£�Ñá¯¡	�
��	²4ä ¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔ`ÐDÍmÑ�Ú�Ï�¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ`Ð�£

H = − 1
4π

∑

16j<k6n
κjκk ln

[
(zj − zk)(z∗j − z∗k)

]
+

+ 1
8π

n∑

j=1

n∑

k=1

κjκk ln
[
(R2 − zjz∗k)(R2 − z∗j zk)

]
,
¯¡	�
 	3²

Ö1£�Ì{ÌXÓ<Ü`ÍmÑ�ÖKÔKÓ�Ì¨{Ø[Ñ�É�Ñ�Ò1{Ô`ÌXØQ¨{ÖKÊ
H
Ö-ÏXÞB£�£�ÑAØKÔKÎ´Õá£�Ð�£�ÌXÔKÓ�ÖKÔ`ÌXØKÛKÖKÖ

M =
n∑

k=1

κk|zk|2.
¯¡	�
 �3²

â Ö`ÏXÓ�Ì�£�Ñc¯¡	�
��	²uÖKÔKÍmÑAØKÖ[ÑAÔKÓ�Ô[Ñ�ÐDÓ�Ô`Ð�ÏXÖKÓ�Ì]É`Ù�Ô`Ð0¨{ØKÞ6¡Q¡KÎ
G,
Ð�·DØ[ÑAß{Þ_Ê�¹�Ö`Ì"¥_ÐDÓ�ÐDØ`ÐDÕ ÏXÞ_Ó�Ù*ßcÌXØQ¥�Ñ�É`Ù%±

Ô`Ð�Ì�ÐDÓ�Ø[ÑAÝ�ÌXÔKÖ`Ì
j
Ò
z 7→ z∗

Ö'Í�Ø[Ñ�¹�ÌXÔKÖ`Ì
grot Ò z 7→ eiαz

Ú
α ∈ R 
K��ÌXÕ`ÏXÓ�Í�Ö`Ì g 7→ Lg

¨{ØKÞ6¡Q¡KÎ
G
Ô[Ñ

oqp4r]sqoqp*tqoquAvxwysqoqu0z{sq|qu]}:~��6�6�1}#�*���Q}��{�1}��3��~��B�����1�3�



å'æ �Bç	èyé3ê#ë��#ì�é3ç	èy�¢èyé�í0ç	é3�#é3ì�ç	�B�#î°ì��#îQ��ï	ì�ð'î¢�Bé3�#ñ"�:ò����6��ó#�#ê ~��6�

¦ÀÑAßcÐDÍ�Ð�£�¡KØ`Ð�ÏXÓ�Ø[ÑAÔ`ÏXÓ�Í�Ì
Z
Ð%¡KØ`Ì]Ü[Ì]É1¤KÌXÓ�ÏO¤=Ø[ÑAÍ�ÌXÔ`ÏXÓ�Í�Ð�£

Lgz = (gz1, . . . , gzn)
ÜKÉ1¤�É`Ê5·�ÐDÕæÓ�ÐDËQ¥KÖ

z = (z1, . . . , zn) ∈ Z Ö�É`Ê5·�Ð%¨cÐ�Ü`Í�ÖKÝ�ÌXÔKÖQ¤ g ∈ G 
ý�Ñ�¡`Ð�£¼ÔKÖ1£´Ú�ËKÓ�Ð�ÏXÓDÑAÛKÖ`ÐDÔ[ÑAØKÔKÎ/£ãÔ[ÑAß{Î´ÍmÑDÌXÓ�ÏO¤ Ü`Í�ÖKÝ�ÌXÔKÖ`Ì�ÚB¥_ÐDÓ�ÐDØ`Ð�Ì*Ð�ÏXÞ6¹�Ì{ÏXÓ�ÍDÉ1¤KÌXÓ�ÏO¤y¡KØ`Ì{Ð�·DØ[Ñ	±
ßcÐDÍmÑAÔKÖQ¤Q£¼ÖFÔ`Ì¥_ÐDÓ�ÐDØ`ÐDÕ Ð{Ü`Ô`Ð%¡[ÑAØ[Ñ%£�ÌXÓ�ØKÖKË`Ì{Ï¥_ÐDÕÀ¡`Ð{Ü1¨{ØKÞ6¡Q¡KÎ§¨{ØKÞ6¡Q¡KÎõÏXÖ1£�£�ÌXÓ�ØKÖKÖ Ü�ÑAÔKÔ`Ð%¨cÐ�Þ_Ø[ÑAÍ�Ô`Ì!±
ÔKÖQ¤l


â ÓDÑAÛKÖ`ÐDÔ[ÑAØKÔ`Ð�Ì'Ü`Í�ÖKÝ�ÌXÔKÖ`Ì�Ú2ÐDÓ�Í�ÌXË[ÑAÊ�¹�Ì{ÌÀ¡`Ð{Ü1¨{ØKÞ6¡Q¡`Ì'Í�Ø[Ñ�¹�ÌXÔKÖKÕ
grot,

Ø[ÑAß{Î2Ï¥KÖKÍmÑDÌ�£ ÍæÍ�Ö�Ü[Ì
zk = eiωtuk


1¸uÐ%¨eÜ�Ñ<Þ_Ø[ÑAÍ�Ô`ÌXÔKÖ`Ì�ÏXÓDÑAÛKÖ`ÐDÔ[ÑAØKÔKÎ}× Ü`Í�ÖKÝ�ÌXÔKÖKÕ-ß�Ñ�¡KÖ`ÏXÎ´ÍmÑDÌXÓ�ÏO¤-Í<Í�Ö�Ü[Ì�ÏXÖ`ÏXÓ�Ì�£¼Î

−iωu∗k = 1
2πi

n∑

j=1

′ κj
uk − uj −

1
2πi

n∑

j=1

κj
uk − ûj

, k = 1, . . . , n
¯¡	�
 l6²

ÜKÉ1¤�Ô`ÌXÖKß{Í�Ì{ÏXÓ�ÔKÎ}×
u1, . . . , un ∈ C

Ö
ω ∈ R 
  Ï]É`Þ_Ë[ÑDÌ6Ð{Ü`ÖKÔ[Ñ�¥_ÐDÍ�Î}×/ÖKÔKÓ�ÌXÔ`ÏXÖKÍ�Ô`Ð�ÏXÓ�ÌXÕ

κ1 = . . . = κn = κ
×mÐDØ`Ð%µ�Ð�ÖKß{Í�Ì{ÏXÓ�Ô`Ð-Ì{Ì<Ó�ÐDËKÔ`Ð�Ì

Ø`Ìµ�ÌXÔKÖ`Ì

uk = R0e
2πi(k−1)/n, k = 1, . . . , n,

¯¡	�
 �3²

ω =
κ

4πR2
0

(
2n

1− pn − n− 1

)
,

¯¡	�
 j3²

¨eÜ[Ì*Í�Í�Ì]Ü[ÌXÔ`Ð�Ð�·�ÐDß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖ`Ì
p =

R2
0

R2
,
Ñ�Í�Ì]É`ÖKËKÖKÔ[Ñ

R0
Þ�Ü[ÐDÍDÉ[ÌXÓ�Í�ÐDØ�¤KÌXÓ�Ô`ÌXØ[ÑAÍ�ÌXÔ`ÏXÓ�Í�Þ

0 < R0 < R



â Ð�ÐDÓ�Í�ÌXÓ�ÏXÓ�Í�Þ_Ê�¹�ÖKÕ3ÏXÓDÑAÛKÖ`ÐDÔ[ÑAØKÔKÎ´Õ3Ø`ÌXÝ<Ö1£=Ü�ÑDÌXÓ�ÏO¤ Ø[ÑAÍ�ÌXÔ`ÏXÓ�ÍmÑ%£¼Ö

zk(t) = eiωtuk, k = 1, . . . , n.
¯¡	�
 �²

¸IÑ�¥KÖ1£æÐ�·DØ[ÑAßcÐ�£´Ú�¥_ÐDÔ1¦*ÖQ¨{Þ_Ø[ÑAÛKÖQ¤ Ð{Ü`ÖKÔ[Ñ�¥_ÐDÍ�Î}× Í�Ö�×�Ø`ÌXÕBÚ�Ø[ÑDÏ¡`ÐAÉ[ÐcÝ�ÌXÔKÔKÎ}×FÔ[Ñ�Ð%¥KØKÞ_Ý<Ô`Ð�ÏXÓ�Ö Ø[Ñ	±
Ü`ÖKÞ�ÏcÑ

R0
Í�Í�ÌXØQµ�ÖKÔ[Ñ�×q¡KØ[ÑAÍ�Ö�É`Ù�Ô`Ð%¨cÐ

n
±�Þ6¨cÐAÉ`Ù�ÔKÖQ¥�Ñ�ÚmÍ�Ø[Ñ�¹<ÑDÌXÓ�ÏO¤�Ï"¡`Ð�ÏXÓ�ÐC¤�ÔKÔ`ÐDÕ Þ6¨eÉ[ÐDÍ�ÐDÕ Ï¥_ÐDØ`Ð�ÏXÓ�Ù�Ê

ω = ω(p)



#>���%$'&)(+*�,A�@�-(-$'&).0/����/�"��12."��(-3'( �"��45�@���-(-3'(
n 6�7 3'(812."�A��95�

¼fØ`Ì]Ü1¡`ÐAÉ[ÐcÝ<Ö1£´Ú�ËKÓ�ÐÀÍ�Ï{Ì2Í�Ö�×�ØKÖ�Ö1£�ÌXÊ�Ó�Ð{Ü`ÖKÔ[Ñ�¥_ÐDÍ�Þ_ÊþÖKÔKÓ�ÌXÔ`ÏXÖKÍ�Ô`Ð�ÏXÓ�Ù
κ

�û*Ï{Ï]É[Ì]Ü`Þ�Ì�£/Þ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖB±

Í�Ð�ÏXÓ�Ù�ÏXÓDÑAÛKÖ`ÐDÔ[ÑAØKÔ`Ð%¨cÐ Ø`Ìµ�ÌXÔKÖQ¤¶¯¡	�
 �²]

þlÑ%£�ÌXÔ[Ñq¡`ÌXØ`Ì�£�ÌXÔKÔKÎ}×�Í�ÏXÖ`ÏXÓ�Ì�£�Ìc¯¡	�
��	²

zk(t) = R0e
iωtvk(t)

¡KØKÖKÍ�Ð{Ü`ÖKÓy¥�Þ_Ø[ÑAÍ�Ô`ÌXÔKÖKÊ ÐDÓ�Ô`Ð�ÏXÖKÓ�Ì]É`Ù�Ô`Ð%¨cÐ6Ü`Í�ÖKÝ�ÌXÔKÖQ¤lÒ

v̇∗k = 1
2πi

n∑

j=1

′ κ
vk − vj −

1
2πi

n∑

j=1

κ
vk − v̂j

+ iωv∗k, k = 1, . . . , n,
¯¡��
��	²

Ï�ÐDÓ�Ô`Ð�ÏXÖKÓ�Ì]É`Ù�ÔKÎ/£{¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ`Ð�£

E(v) = H(v) +
ω

2
M(v), M = κ

n∑

k=1

|vk|2,
¯¡��
 	3²

¨eÜ[Ì
v = (v1, . . . , vn) ∈ Cn 
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�6�6� �c���#�C�q���6���B�#�

ý�Ñ>¥�ÑAÝ�Ü[ÐDÕ\¡�É[Ð�Ï¥_Ð�ÏXÓ�Ö\¡`ÌXØ`Ì�£�ÌXÔKÔKÎ}×
vk
Í�Í�Ì]Ü[Ì�£¶¥KÍmÑAß{ÖQ¡`ÐAÉ1¤�ØKÔKÎ2Ì5¥_Ð�ÐDØ�Ü`ÖKÔ[ÑAÓ�ÎõÖ ß�Ñ�¡KÖQµ�Ì�£

vkÍ6Í�Ö�Ü[Ì

vk =

√
2(
R2

0

2
+ rk)e

i(
2π
n (k−1)+θk)

.
¯¡��
 �3²

 ü¡`ÌXØ`Ì�£�ÌXÔKÔKÎ}×
r = (r1, . . . , rn), θ = (θ1, . . . , θn)

Þ_Ø[ÑAÍ�Ô`ÌXÔKÖ`Ìy¯¡��
��	²*¡KØKÖKÔKÖ1£�ÑDÌXÓ�Í�Ö�Ü

ṙk =
∂E

∂θk
(v(r, θ)),

¯¡��
 l6²

θ̇k = − ∂E
∂rk

(v(r, θ)).
¯¡��
 �3²

â ÓDÑAÛKÖ`ÐDÔ[ÑAØKÔ`Ð�£¼Þ Ü`Í�ÖKÝ�ÌXÔKÖKÊ ¯¡	�
 �²3ÐDÓ�Í�ÌXË[ÑDÌXÓõÔ`Ì¡KØ`ÌXØKÎ´Í�Ô`Ð�ÌãÏ{Ì�£�ÌXÕ`ÏXÓ�Í�ÐøØ[ÑAÍ�Ô`ÐDÍ�Ì{ÏXÖKÕ�ÏXÖ`ÏXÓ�Ì!±
£¼Î ¯¡��
 l6²XÚ�¯¡��
 �3²XÚ�Ø[ÑDÏ¡`ÐAÉ[ÐcÝ�ÌXÔKÔ`Ð�Ì�Ô[Ñ@¡KØ�¤Q£�ÐDÕ

Γ = {(r, θ) ∈ R2n : r = 0, θ1 = . . . = θn}



½¼ÑAßXÉ[ÐcÝ�ÌXÔKÖ`Ìá¦*Þ_ÔQ¥KÛKÖKÖ
E(v(ρ)), ρ

def
= (r, θ)

Í3Ø�¤_Ü{¸uÌXÕ�É[ÐDØ[Ñáä Ð{Ü`Ô`Ð'ÖæÓ�Ð-Ý�Ì Í8Ð%¥KØ`Ì{ÏXÓ�Ô`Ð�ÏXÓ�Ö
É`Ê5·�Ð%¨cÐ<Ø[ÑAÍ�Ô`ÐDÍ�Ì{ÏXÖQ¤-Ï{Ì�£�ÌXÕ`ÏXÓ�ÍmÑ

Γ
Ò

E(v(ρ)) =
κ2

4π
(E0 +E2(v(ρ)) +E3(v(ρ)) +E4(v(ρ)) + . . . ),

¯¡��
 j3²

¨eÜ[Ì}Ó�ÐDËQ¥�Ñ%£¼Ö�Ð�·�ÐDß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÎ Ï]É�Ñ�¨XÑDÌ�£¼Î2Ì´Í�Î"µ�ÌPË`ÌXÓ�Í�ÌXØKÓ�ÐDÕ�ÏXÓ�Ì¡`ÌXÔKÖB
��fÍmÑ�Ü`Ø[ÑAÓ�ÖKËKÔ[Ñ�¤]¦�ÐDØ1£�Ñ
E2

¡KØ`Ì]ÜQ±
ÏXÓDÑAÍ�Ö1£�Ñ<Í6Í�Ö�Ü[Ì

E2 = (Sρ, ρ),
¯¡��
 �²

S =




F1
1

2
G0

−1

2
G0 F2


, ρ = (r, θ),

Ñq£�ÑAÓ�ØKÖKÛ[Ñ�É`ÖKÔ`ÌcÑAØKÖKß�ÑAÛKÖKÖ'ÏXÖ`ÏXÓ�Ì�£¼Î ¯¡��
 l6²XÚ�¯¡��
 �3²PÔ[Ñ�ÔKÞ�É[ÌXÍ�Ð�£ãØ[ÑAÍ�Ô`ÐDÍ�Ì{ÏXÖKÖ-Ö1£�Ì{ÌXÓ6Í�Ö�Ü

L =

(
−G0 2F2

−2F1 −G0

)
.

¯¡��
 º3²

ß'ÑAÓ�ØKÖKÛKÎ
F1, F2, G0

¤�ÍDÉ1¤�Ê�Ó�ÏO¤-ÛKÖKØQ¥KÞ�É1¤�ÔKÓDÑ%£¼Ö{¯»Ï�£´
�¡KÞ_ÔQ¥KÓF��
��	²]Ú�¡KØKÖKË`Ì�£
F1, F2

ä ÏXÖ1£�£�ÌXÓ%±
ØKÖKË`Ì{Ï¥KÖ`Ì¾£�ÑAÓ�ØKÖKÛKÎ�Ú9Ñ

G0
ä ¥_Ð�Ï{Ð�ÏXÖ1£�£�ÌXÓ�ØKÖKË`Ì{Ï¥�Ñ�¤l
 ô ÔKÖõÍ�Î"¡KÖ`ÏcÑAÔKÎ�ÍãØ[Ñ%·�ÐDÓ�Ìaà*ÑAÍ�Ì]É[Ð%¥�Ñúª���	¬

Ö«¤�ÍDÉ1¤�Ê�Ó�ÏO¤Õ¡`ÐAÉ`ÖKÔ`Ð�£�Ñ%£¼Ö3ÐDÓ6ÛKÖQ¥�É`ÖKË`Ì{Ï¥_ÐDÕÀ£�ÑAÓ�ØKÖKÛKÎ
C
Ò

Fm
def
=

n−1∑

k=0

fmkCk, G0
def
=

n−1∑

k=1

g0kCk.
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å'æ �Bç	èyé3ê#ë��#ì�é3ç	èy�¢èyé�í0ç	é3�#é3ì�ç	�B�#î°ì��#îQ��ï	ì�ð'î¢�Bé3�#ñ"�:ò����6��ó#�#ê �6�1�

þ[Ü[Ì{ÏXÙ6Þ_Ë[ÑDÏXÓ�Í�Þ_Ê�Ó6Í�Ì]É`ÖKËKÖKÔKÎ�Ò

f10 = −n
2 − 1
12

− (n− 1)− n2 pn

(1− pn)2
+ 2n

1− pn −
2 p2 − 3 p+ 2

(1− p)2
,

f1k = 1
2

1

1− cos 2π k
n

−
p ((1 + p2) cos 2π k

n − 2 p)

(1− 2 p cos 2π k
n + p2)2

, k = 1, . . . , n− 1,

f20 =
n2 − 1

12
+

n2pn

(1− pn)2
− p

(1− p)2
,

f2k = −1
2

1

1− cos 2πk
n

−
p((1 + p2) cos 2πk

n − 2p)

(1− 2p cos 2πk
n + p2)2

, k = 1, . . . , n− 1,

g0k =
2p(1− p2) sin 2πk

n

(1− 2p cos 2πk
n + p2)2

.

â Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ2Ì�ß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖQ¤
λ1k, λ2k

Ö
iλ0k(k = 1, . . . , n)

£�ÑAÓ�ØKÖKÛ
F1, F2

Ö
G0
Ï{Ð�ÐDÓ�Í�ÌXÓ�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔ`Ð

ÓDÑ�¥KÝ�Ì�Í�Î"¡KÖ`ÏcÑAÔKÎþÍ6Ø[Ñ%·�ÐDÓ�Ì�à*ÑAÍ�Ì]É[Ð%¥�Ñ«ª���C¬sÒ

λ1k = −1

2
k(n− k)− (n+ 1)− n2pn−k(1 + pk)2

2(1 − pn)2
−

− nk(pk − pn−k)
2(1 − pn)

+
2n

1− pn ,
¯¡��
 »3²

λ2k =
1

2
k(n− k)− nk(pk − pn−k)

2(1 − pn)
− n2pn−k(1− pk)2

2(1− pn)2
,

¯¡��
��Cn3²

λ0k =
nk(pk + pn−k)

1− pn − n2pn−k(1− p2k)

(1− pn)2
.

¯¡��
����	²

â Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ2ÌÀß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖQ¤á£�ÑAÓ�ØKÖKÛKÎ
S
¡`ÐAÉ`Þ_Ë[ÑDÌ�£´Ú`Ï{Ð�·DÖKØ[Ñ�¤Õ¥_ÐDØKÔKÖá¡`ÐAÉ`ÖKÔ`Ð�£�ÐDÍ`Ò

Λ2 − (λ1k + λ2k)Λ + λ1kλ2k −
1

4
λ2

0k, k = 1, . . . , n.
¯¡��
��c	3²

â Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ2ÌÀß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖQ¤á£�ÑAÓ�ØKÖKÛKÎõÉ`ÖKÔ`ÌcÑAØKÖKß�ÑAÛKÖKÖ�¯¡��
 º3²PÍ�Î´ËKÖ`Ï]É1¤�Ê�Ó�ÏO¤«¡`Ð]¦�ÐDØ1£¼Þ�É�Ñ%£úª���	¬sÒ

σ±k = −iλ0k ± 2
√
−λ1kλ2k, k = 1, . . . , n.

¯¡��
��c�3²
þlÑ%£�ÌXÓ�Ö1£´Ú[ËKÓ�Ð]¡KØKÖ É`Ê5·�Ð�£ ËKÖ`Ï]É[Ì�Í�Ö�×�Ø`ÌXÕ

n
Ö-ß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖKÖa¡[ÑAØ[Ñ%£�ÌXÓ�Ø[Ñ

p ∈ (0, 1)
£�ÑAÓ�ØKÖKÛKÎ

F2
Ú

G0
Ö1£�ÌXÊ�Ó<ÔKÞ�É[ÌXÍ�Ð�Ì�Ï{Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔ`Ð�Ì*ß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖ`Ì

λ2n = 0, λ0n = 0
Ö Ð�·%¹�ÖKÕ�Ï{Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ´Õ-Í�Ì¥KÓ�ÐDØ

hn =
= (1, . . . , 1) : F2hn = 0, G0hn = 0


 â É[Ì]Ü[ÐDÍmÑAÓ�Ì]É`Ù�Ô`ÐKÚ:£�ÑAÓ�ØKÖKÛ[Ñ
S
Íc¡KØ`Ì]Ü[ÏXÓDÑAÍDÉ[ÌXÔKÖKÖ¾¦�ÐDØ1£¼Î ¯¡��
 �²

ÓDÑ�¥KÝ�ÌÀÖ1£�Ì{ÌXÓFÏ{Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ´Õ3Í�Ì¥KÓ�ÐDØ
(0, hn) ∈ R2n,

ÐDÓ�Í�ÌXË[ÑAÊ�¹�ÖKÕ-ÔKÞ�É[ÌXÍ�Ð�£¼Þ Ï{Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔ`Ð�£¼Þ ß{Ô[Ñ{Ë`Ì!±
ÔKÖKÊ�Ò

S(0, hn) = 0



 PÍ�Ì]Ü[Ì�£ãØ�¤_Ü3Ð�·�ÐDß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖKÕBÒ
Γ⊥ = R2n 	 Γ

ä ¡`Ð{Ü1¡KØ`Ð�ÏXÓ�Ø[ÑAÔ`ÏXÓ�Í�Ða¡KØ`Ð�ÏXÓ�Ø[ÑAÔ`ÏXÓ�ÍmÑ
R2n,

Ü[Ð%¡`ÐAÉ`ÔKÖKÓ�Ì]É`Ù�Ô`Ð�Ì\¥æÐ{Ü`Ô`Ð�£�ÌXØKÔ`Ð�£¼Þ
¡`Ð{Ü1¡KØ`Ð�ÏXÓ�Ø[ÑAÔ`ÏXÓ�Í�Þ

Γ,
Û`Ì]É`ÖQ¥_Ð�£ ß�Ñ�¡`ÐAÉ`Ô`ÌXÔKÔ`Ð�£¼Þ�Ø[ÑAÍ�Ô`ÐDÍ�Ì{ÏXÖQ¤Q£¼Ö3ÏXÖ`ÏXÓ�Ì�£¼Î ¯¡��
 l6²XÚ�¯¡��
 �3² õ

ρ = (r, θ) ∈ R2n ä®¡`ÌXØ`Ì�£�ÌXÔKÔ[Ñ�¤lÚ�¡KØ`Ì]Ü[ÏXÓDÑAÍ�Ö1£�Ñ�¤�Í9Í�Ö�Ü[Ì
ρ = ρ⊥+ρ0,

ÓDÑ�¥�ËKÓ�Ð
ρ⊥ ∈ Γ⊥, ρ0 ∈ Γ õ

oqp4r]sqoqp*tqoquAvxwysqoqu0z{sq|qu]}�~��6�6�1}��*���Q}��{�1}#�3�;~��B�����1�3�



�6�B~ �c���#�C�q���6���B�#�

S⊥
ä XXÞ_Ý�ÌXÔKÖ`Ìa£�ÑAÓ�ØKÖKÛKÎ

S
Ô[Ñ¾¡`Ð{Ü1¡KØ`Ð�ÏXÓ�Ø[ÑAÔ`ÏXÓ�Í�Ð

Γ⊥,
ÓDÑ�¥øËKÓ�Ð=Ì{Ì3Ï¡`Ì¥KÓ�ØøÞ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Ö

σ(S⊥) = σ(S)�{0} 
ô Ó�Ô`Ð�ÏXÖKÓ�Ì]É`Ù�ÔKÎ´Õ ¯ Ø`Ì]Ü`Þ_ÛKÖKØ`ÐDÍmÑAÔKÔKÎ´Õ�²«¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ
E(v(ρ))

ÖKÔKÍmÑAØKÖ[ÑAÔKÓ�ÌXÔ ÐDÓ�Ô`Ð�ÏXÖKÓ�Ì]É`Ù�Ô`Ð
ß�Ñ%£�ÌXÔKÎ

ρ → ρ + γρ0, γ ∈ R

�¼*ÐDÓ�Ð�£¼ÞæÍ�Ð%¥KØ`Ì{ÏXÓ�Ô`Ð�ÏXÓ�Ö É`Ê5·�Ð%¨cÐ8Ø[ÑAÍ�Ô`ÐDÍ�Ì{ÏXÖQ¤ Ï{Ì�£�ÌXÕ`ÏXÓ�ÍmÑ

Γ
Ö1£�Ì!±

ÌXÓc£�Ì{ÏXÓ�Ð�ÑDÏXÖ1£.¡KÓ�ÐDÓ�ÖQ¥�Ñ�Ò

E(v(ρ)) = E(v(ρ⊥)) =
κ2

4π
(E0 + (S⊥ρ⊥, ρ⊥) + o(|ρ⊥|2).

¯¡��
��l6²

â É[Ì]Ü`Þ_Ê�¹<Ñ�¤�Ó�Ì{ÐDØ`Ì�£�ÑfÐ�·�Ð�ÏXÔ`ÐDÍ�Î´ÍmÑDÌXÓA£�ÌXÓ�Ð{Ü6É`ÖKÔ`ÌcÑAØKÖKß�ÑAÛKÖKÖ�Ífß�Ñ�Ü�Ñ{Ë`Ì´Þ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Ö�Í�Ö�×�Ø`ÌXÍ�Ð�±
¨cÐ
n
±�Þ6¨cÐAÉ`Ù�ÔKÖQ¥�Ñ�
���ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�ÙA¡`Ð�½¼Ñ{Þ�ÏXÞ6ÏXÓDÑAÛKÖ`ÐDÔ[ÑAØKÔ`Ð%¨cÐÀØ`Ìµ�ÌXÔKÖQ¤á¯¡	�
 �²IÐDß{Ô[Ñ{Ë[ÑDÌXÓÀÞ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Ù

Ï{Ì�£�ÌXÕ`ÏXÓ�ÍmÑ3Ø[ÑAÍ�Ô`ÐDÍ�Ì{ÏXÖKÕ
Γ
Þ_Ø[ÑAÍ�Ô`ÌXÔKÖQ¤=ÐDÓ�Ô`Ð�ÏXÖKÓ�Ì]É`Ù�Ô`Ð%¨cÐ3Ü`Í�ÖKÝ�ÌXÔKÖQ¤®¯¡��
 l6²XÚ*¯¡��
 �3²X
7ý*ÌXÞ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Ù

¡`ÐDÔKÖ1£�ÑDÌXÓ�ÏO¤<ÍfÔ[ÑAÖ1·�ÐAÉ[Ì{Ì}ÏXÖ�É`Ù�Ô`Ð�£8Ï�£¼Î2Ï]É[Ì*ä ¯ Ó�Ø[ÑAÔ`ÏXÍ�ÌXØ`ÏcÑ�É`Ù�Ô`Ð�²¼Ô`ÌXÞ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�ÐfÖKÔKÍmÑAØKÖ[ÑAÔKÓ�Ô`Ð�Ì/£¼Ô`Ð�±
Ý�Ì{ÏXÓ�Í�Ð�ÏXÓDÑAÛKÖ`ÐDÔ[ÑAØKÔKÎ}×-Í�Ø[Ñ�¹�ÌXÔKÖKÕB
1 }Ì]É`ÖKËKÖKÔKÎ

p0k, p∗k
ß�Ñ�Ü�ÑAÔKÎ Í6ÓDÑ%·AÉ`ÖKÛ`Ì���


:<;"=[G>;�?�HA@l?CB[?AD>E�FHGJIJKMLJFON�LJKHPRQSN�FHT2P�LJIUP ¯¡	�
 �²WVHN�FXQMI�YJZ�LJKH[OK\QMI ]MN�P^QMKH[OK
n _a` [OK
YJZ�LJIJb�F`�c E�KMdJe�IUQMK2VJK�fgF `�c^` Q c Y ` e�F�h ]

1◦ i 0 < p < p∗n
VHN�Ije P�E�LJK
k

n = 2, 4, 6 l
2◦ i 0 < p < p0n m Y�h n = 3, 5

FnE�FHbXopP�VHN�I
n = 1,IqLUP `�c E�KMdJe�IUQMKsrtb�KH[ m F n > 7

I�YJI
p∗n < p < 1

VHN�I�YJu+vMK
k
n = 2, . . . , 6 iwxKMb�FsyMFHE2PzYJZ c E2QMK i ý�Ñ�É`ÖKËKÖ`Ì<Ï{Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ}×8ß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖKÕü¯¡��
��c�3²�£�ÑAÓ�ØKÖKÛKÎ É`ÖKÔ`ÌcÑAØKÖKß�ÑAÛKÖKÖü¯¡��
 º3²

Í]¡KØ[ÑAÍ�ÐDÕ«¡`ÐAÉ`Þ6¡�É[Ð�Ï¥_Ð�ÏXÓ�Ö3Ø[ÑAÍ�Ô`Ð�ÏXÖ�É`Ù�Ô`Ð6Í�Î"¡`ÐAÉ`Ô`ÌXÔKÖKÊ Ô`ÌXØ[ÑAÍ�ÌXÔ`ÏXÓ�ÍmÑ

λ1kλ2k < 0,
¯¡��
��c�3²

¡`Ðq¥KØ[ÑAÕKÔ`ÌXÕá£�ÌXØ`Ì�Ú1¡KØKÖ Ð{Ü`Ô`Ð�£ ß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖKÖ-ÖKÔ�Ü[Ì¥_ÏcÑ
k = 1, . . . , n



ûfßq¯¡��
 »3²]Ú�¯¡��
��Cn3²�Ï]É[Ì]Ü`Þ�ÌXÓAÚ_ËKÓ�Ð

λ1k
Ö
λ2k

ÏXÖ1£�£�ÌXÓ�ØKÖKËKÔKÎ§¡`Ð
k
Ö
n−k 
"{fÓ�Ð�·DÎ ÖKß{Þ_ËKÖKÓ�ÙA¥KØKÖKÓ�ÖB±Ë`Ì{Ï¥_Ð�Ìfß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖ`Ì�ÖKÔ�Ü[Ì¥_ÏcÑ

k,
¡`ÐAÉ[ÐcÝ<Ö1£ãÌ¨cÐÀØ[ÑAÍ�ÔKÎ/£

k = n/2
ÜKÉ1¤�Ë`ÌXÓ�ÔKÎ}×

n
Ö�É`Ö

k = (n+ 1)/2
ä

ÜKÉ1¤�Ô`ÌXË`ÌXÓ�ÔKÎ}×l

��É1¤�Ë`ÌXÓ�ÔKÎ}×

n
Í�Ì]É`ÖKËKÖKÔ[Ñ

λ
2
n
2

Í�Ï{Ì¨eÜ�Ñq¡`ÐAÉ[ÐcÝ<ÖKÓ�Ì]É`Ù�Ô[Ñ]¡KØKÖ
0 < p < 1

Ò

λ
2
n
2

=
n2(1− pn/2)2

8(1 + pn/2)2
.

¯¡��
��Cj3²

��Ï]É[ÐDÍ�Ö`ÌÀÐDÓ�ØKÖKÛ[ÑAÓ�Ì]É`Ù�Ô`Ð�ÏXÓ�Ö3Í�Ì]É`ÖKËKÖKÔKÎ
λ

1
n
2

Ò

λ
1
n
2

= −1
8
n2 − n− 1− 1

2

n2pn/2

(1 + pn/2)2
+ 2n

1− pn < 0
¯¡��
����²

¡`ÌXØ`Ì¡KÖQµ�Ì�£ Í<Í�Ö�Ü[Ì

Pn > 0,
¯¡��
��Cº3²

Pn
def
= (n2 + 8n+ 8)p3n/2 + (3n2 − 8n− 8)pn +

+(3n2 + 8n− 8)pn/2 + n2 − 8n+ 8.

ý*ÌXØ[ÑAÍ�ÌXÔ`ÏXÓ�Í�Ð{¯¡��
��Cº3²�Í�Î"¡`ÐAÉ`ÔQ¤KÌXÓ�ÏO¤=ÜKÉ1¤
n > 8

Ö
p > 0


7¼*ÐAÉ`ÖKÔ`Ð�£¼Î
P2
Ú
P4
Ú
P6
Í�Î"¡KÖ`ÏcÑAÔKÎ

Í6ÓDÑ%·AÉ`ÖKÛ`Ì���


oqp4r]sqoqp*tqoquAvxwysqoqu0z{sq|qu]}:~��6�6�1}#�*���Q}��{�1}��3��~��B�����1�3�



å'æ �Bç	èyé3ê#ë��#ì�é3ç	èy�¢èyé�í0ç	é3�#é3ì�ç	�B�#î°ì��#îQ��ï	ì�ð'î¢�Bé3�#ñ"�:ò����6��ó#�#ê �6�6�

 þÏ]É`Þ_Ë[ÑDÌ�Ô`ÌXË`ÌXÓ�Ô`Ð%¨cÐ
n = 2m + 1

Þ�Ï]É[ÐDÍ�Ö`Ì
λ

2,
n+1

2

> 0
¡KØKÖ

0 < p < 1
�¥KÍ�ÖKÍmÑ�É[ÌXÔKÓ�Ô`Ð�Ó�Ð�£¼Þ�Ú

ËKÓ�Ðq¡`ÐAÉ`ÖKÔ`Ð�£

P̂2m+1 = p4m+2(m2 +m)− p3m+2(2m2 +m)− p3m+1(2m2 + 3m+ 1) +

+p2m+1(6m2 + 6m+ 2)− pm+1(2m2 + 3m+ 1)−
−pm(2m2 +m) + (m2 +m)

Ô`Ì*Ö1£�Ì{ÌXÓ]¥_ÐDØKÔ`ÌXÕ-Ô[Ñ@{Ó�Ð�£ãÖKÔKÓ�ÌXØKÍmÑ�É[Ì�
�¼*Ð%¥�ÑAÝ�Ì�£´Ú[ËKÓ�Ð@{Ó�Ð<ÓDÑ�¥B
 â Ð%¨eÉ�ÑDÏXÔ`Ð6Ó�Ì{ÐDØ`Ì�£�Ì���Ì¥�ÑAØKÓDÑáª ��	�¬sÚ
ËKÖ`Ï]É[Ð]¡`ÐAÉ[ÐcÝ<ÖKÓ�Ì]É`Ù�ÔKÎ}×À¥_ÐDØKÔ`ÌXÕÀ£¼Ô`Ð%¨cÐDË�É[ÌXÔ[Ñ

P̂2m+1
ÚQ¡`Ð{Ü[ÏXËKÖKÓ�Î´ÍmÑDÌ�£¼Î}×3Ï*Þ_Ë`ÌXÓ�Ð�£ Ö�×Õ¥KØ[ÑAÓ�Ô`Ð�ÏXÓ�ÖBÚ

Ø[ÑAÍ�Ô`Ð*ËKÖ`Ï]É`Þ�ß{Ô[Ñ�¥_Ð%¡`ÌXØ`Ì�£�ÌXÔFÌ¨cÐfØ�¤_Ü�Ñ�¥_Ð%C¦>¦*ÖKÛKÖ`ÌXÔKÓ�ÐDÍ*É`Ö1·�Ð*Ô[Ñ�Ë`ÌXÓ�Ô`Ð�Ì}ËKÖ`Ï]É[Ð>£�ÌXÔKÙ�µ�Ì�
 ô ÏXÓDÑ�É[Ð�ÏXÙ
ß�Ñ%£�ÌXÓ�ÖKÓ�Ù`ÚcËKÓ�Ð"¡`ÐAÉ`ÖKÔ`Ð�£

P̂2m+1
Ö1£�Ì{ÌXÓ9Ë`ÌXÓ�Î´Ø`Ì]×B¥KØ[ÑAÓ�ÔKÎ´ÕA¥_ÐDØ`ÌXÔKÙ

p = 1
Ú�Ñ}Ì¨cÐ´Ø�¤_ÜA¥_Ð%C¦>¦*ÖKÛKÖ`ÌXÔKÓ�ÐDÍ

Ö1£�Ì{ÌXÓ6Ë`ÌXÓ�Î´Ø`Ì�ß{Ô[Ñ�¥_Ð%¡`ÌXØ`Ì�£�ÌXÔKÎ�

��ÌXÕ`ÏXÓ�Í�Þ�¤/ÑAÔ[Ñ�É[Ð%¨{ÖKËKÔKÎ/£ Ð�·DØ[ÑAßcÐ�£õÍ�Ï]É`Þ_Ë[ÑDÌ�Ô`ÌXË`ÌXÓ�Ô`Ð%¨cÐ

n = 2m + 1
Ú#¡KØKÖ�×mÐ{Ü`Ö1£ú¥8Þ�Ï]É[ÐDÍ�ÖKÊ

ÐDÓ�ØKÖKÛ[ÑAÓ�Ì]É`Ù�Ô`Ð�ÏXÓ�Ö
λ

1
n+1

2

m(m− 3) +m(2m+ 1)pm + (m+ 1)(2m+ 1)pm+1 +
¯¡��
��C»3²

+2(3m2 + 3m− 1)p2m+1 + (m+ 1)(2m + 1)p3m+1 +

+m(2m+ 1)p3m+2 + (m+ 4)(m+ 1)p4m+2 > 0,

Í�Î"¡`ÐAÉ`ÔQ¤�Ê�¹�Ì�£¼Þ�ÏO¤¢¡KØKÖ
m > 3

Ö
p > 0


�¼*ÐAÉ�Ñ�¨XÑ�¤
m = 1

Ö
2,
¡`ÐAÉ`Þ_Ë[ÑDÌ�£þÔ`ÌXØ[ÑAÍ�ÌXÔ`ÏXÓ�ÍmÑ

P3 > 0Ö
P5 > 0

Ï@¡`ÐAÉ`ÖKÔ`Ð�£�Ñ%£¼Ö
P3
Ö
P5

¯ ÓDÑ%·AÉu
��	²]
���É1¤�Ï{Ì�£¼Ö�Í�Ö�×�Ø`ÌXÕ8Ô`ÌXØ[ÑAÍ�ÌXÔ`ÏXÓ�Í�Ð¢¯¡��
��C»3²�¡KØKÖKÔKÖ1£�ÑDÌXÓ
Í�Ö�Ü

P7
def
= 7p3(3 + 4p+ 10p4 + 4p7 + 3p8 + 4p11) > 0.

ô ·DØ[ÑAÓ�Ö1£�ÏO¤ Ó�Ì¡`ÌXØKÙ ¥ Ï{Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ/£ ß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖQ¤Q£ £�ÑAÓ�ØKÖKÛKÎ
S
Ú6ß�Ñ�Ü�ÑAÍmÑDÌ�£¼Î/£ Þ_Ø[ÑAÍ�Ô`ÌXÔKÖQ¤6±

£¼Ö°¯¡��
��c	3²X
���Ï]É[ÐDÍ�Ö`Ì�Ö�×\¡`ÐAÉ[ÐcÝ<ÖKÓ�Ì]É`Ù�Ô`Ð�ÏXÓ�Ö'Ö1£�Ì{ÌXÓ6Í�Ö�Ü

λ1k > 0,
¯¡��
 	�n3²

λ1kλ2k −
1

4
λ2

0k > 0.
¯¡��
 	��	²

ûfß Í�Î´Ø[ÑAÝ�ÌXÔKÖKÕ�¯¡��
����	²ÀÏ]É[Ì]Ü`Þ�ÌXÓAÚIËKÓ�Ð-Í'Ï]É`Þ_Ë[ÑDÌ�Ë`ÌXÓ�Ô`Ð%¨cÐ
n
Í�Ì]É`ÖKËKÖKÔ[Ñ

λ
0
n
2

= 0

 â É[Ì]Ü[ÐDÍmÑAÓ�Ì]É`Ù�Ô`ÐKÚ

¡KØKÖ
k = n

2

Ô`ÌXØ[ÑAÍ�ÌXÔ`ÏXÓ�Í�Ða¯¡��
 	��	²*¡KØ`ÐDÓ�ÖKÍ�Ð%¡`ÐAÉ[ÐcÝ<Ô`Ð�Ô`ÌXØ[ÑAÍ�ÌXÔ`ÏXÓ�Í�Þ¢¯¡��
��c�3²X

  Ï]É`Þ_Ë[ÑDÌ

n = 3, 5
Ô`ÌXØ[ÑAÍ�ÌXÔ`ÏXÓ�Í�Ðú¯¡��
 	��	²6Ø[ÑAÍ�Ô`Ð�ÏXÖ�É`Ù�Ô`ÐæÔ`ÌXØ[ÑAÍ�ÌXÔ`ÏXÓ�ÍmÑ%£

Q3 < 0
Ö
Q5 < 0



¼*ÐAÉ`ÖKÔ`Ð�£¼Î

Q3
Ö
Q5
ß�Ñ�Ü�ÑAÔKÎþÍ<ÓDÑ%·AÉ`ÖKÛ`Ì���


¼fÞ�ÏXÓ�Ù�Í�Î"¡`ÐAÉ`Ô`ÌXÔKÎ=Þ�Ï]É[ÐDÍ�ÖQ¤
1◦
Ó�Ì{ÐDØ`Ì�£¼Î ��
���Í�Ï]É`Þ_Ë[ÑDÌqË`ÌXÓ�Ô`Ð%¨cÐ�ËKÖ`Ï]É�Ñ2Í�Ö�×�Ø`ÌXÕÀÖ�É`Ö

2◦
Í�Ï]É`Þ_Ë[ÑDÌ

Ô`ÌXË`ÌXÓ�Ô`Ð%¨cÐ
n

1 }Ï{ÌÀÏ{Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ2Ì�ß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖQ¤À£�ÑAÓ�ØKÖKÛ

S⊥
¡`ÐAÉ[ÐcÝ<ÖKÓ�Ì]É`Ù�ÔKÎ�
#¼*Ð%{Ó�Ð�£¼Þ«¥KÍmÑ�Ü`Ø[ÑAÓ�ÖKËKÔ[Ñ�¤

¦�ÐDØ1£�Ñ
E2

¤�ÍDÉ1¤KÌXÓ�ÏO¤¾¡`ÐAÉ[ÐcÝ<ÖKÓ�Ì]É`Ù�Ô`Ð�±sÐ%¡KØ`Ì]Ü[Ì]É[ÌXÔKÔ`ÐDÕ Íá¡`Ð{Ü1¡KØ`Ð�ÏXÓ�Ø[ÑAÔ`ÏXÓ�Í�Ì
Γ⊥

�¸uÌ¡`ÌXØKÙ3ÖKßFÑDÏXÖ1£.¡B±

Ó�ÐDÓ�ÖQ¥KÖ¢¯¡��
��l6²´Ï]É[Ì]Ü`Þ�ÌXÓAÚ[ËKÓ�Ð�ÐDÓ�Ô`Ð�ÏXÖKÓ�Ì]É`Ù�ÔKÎ´ÕÀ¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ
E(v(ρ))

Ü[Ð�ÏXÓ�ÖQ¨XÑDÌXÓ Ó�Ø[ÑAÔ`ÏXÍ�ÌXØ`ÏcÑ�É`Ù�Ô`Ð
ÏXÓ�Ø`Ð%¨cÐ%¨cÐ]£¼ÖKÔKÖ1£¼ÞB£�Ñ�Ô[Ñ�Ï{Ì�£�ÌXÕ`ÏXÓ�Í�Ì*Ø[ÑAÍ�Ô`ÐDÍ�Ì{ÏXÖKÕ

Γ

B¸IÑ�¥KÖ1£ Ð�·DØ[ÑAßcÐ�£´Ú`ÏXÓDÑAÛKÖ`ÐDÔ[ÑAØKÔKÎ´Õ-Ø`ÌXÝ<Ö1£�¯¡	�
 �²

Þ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍc¡`Ð]½¼Ñ{Þ�ÏXÞ�

¼fÞ�ÏXÓ�Ù�Í�Î"¡`ÐAÉ`Ô`ÌXÔKÎæÞ�Ï]É[ÐDÍ�ÖQ¤ÀÔ`ÌXÞ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Ö<Ó�Ì{ÐDØ`Ì�£¼Îã��
���
	ß'ÑAÓ�ØKÖKÛ[Ñ´É`ÖKÔ`ÌcÑAØKÖKß�ÑAÛKÖKÖ

L
Ö1£�Ì{ÌXÓ

Ï{Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ2ÌÀß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖQ¤ Íq¡KØ[ÑAÍ�ÐDÕ«¡`ÐAÉ`Þ6¡�É[Ð�Ï¥_Ð�ÏXÓ�ÖB

��É1¤ Ü[Ð%¥�ÑAß�ÑAÓ�Ì]É`Ù�ÏXÓ�ÍmÑ6Ô`ÌXÞ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Ö3Ð�ÏXÓDÑ�É[Ð�ÏXÙ�ß�Ñ%£�ÌXÓ�ÖKÓ�Ù`ÚKËKÓ�Ð<Í�Ø[ÑDÏ{Ï�£�ÑAÓ�ØKÖKÍmÑDÌ�£�ÐDÕ3ß�Ñ�Ü�Ñ{Ë`Ì

Ó�Ø[ÑAÔ`ÏXÍ�ÌXØ`ÏcÑ�É`Ù�Ô[Ñ�¤ú¥_Ð�£.¡`ÐDÔ`ÌXÔKÓDÑæÜ�ÑAÔKÔ`ÐDÕõÏXÖ`ÏXÓ�Ì�£¼Î,ÐDÓcÜ[Ì]É1¤KÌXÓ�ÏO¤üä Ð%¥�ÑAß{Î´ÍmÑDÌXÓ�ÏO¤øÔ`ÌXß�ÑAÍ�Ö`ÏXÖ1£�ÐDÕ ÐDÓ
ÓDÑAÔQ¨cÌXÔKÛKÖ[Ñ�É`Ù�Ô`ÐDÕB
;¼*Ð%{Ó�Ð�£¼Þ Ô`ÌXÞ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�ÙãÜKÉ1¤ Ô`Ì{Ì'Ï]É[Ì]Ü`Þ�ÌXÓãÖKß8Ð�·%¹�Ö�× Ó�Ì{ÐDØ`Ì�£ ã�¤B¡KÞ_Ô`ÐDÍmÑ=Ð
Ô`ÌXÞ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�ÖB
:´qÓ�Ð<ß�ÑAÍ�ÌXØQµ<ÑDÌXÓ6Ü[Ð%¥�ÑAß�ÑAÓ�Ì]É`Ù�ÏXÓ�Í�Ð�Ó�Ì{ÐDØ`Ì�£¼Î ��
���
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�6�"| �c���#�C�q���6���B�#�

Á�Â�ÃCÄJ3ÄQ÷'Ì3Â3ÇCÍ�Ì3Â3ØyÖ�ÃOÇCÊ	Ø3Ü3Â3Î	Ê�ÃOÇCÂ]Ð3Ì�ÈCÎ	Â�Ñ�Ò	Ë3Ê	Ó�Ê0Î	Â�Ô�Ì3Í�Î	Ê	Ó�Ê>ÇCÌ3Í�Ö%Ó�ÊCÑ�Ò	Ë3Â3×�Èn�YÇCÍ�Ê	Ì3Í!Þ��}3Ä Ås� 3Ä �s��ÄQ÷'Ì3Â3ÇCÂ3Ü3Í �ÃO×3Â�ÞqÝ�Ë�ÈÜ3Í�Ë3Â�Û�Þ@Ð�ÈCÌ�È	Þ#Í�ÇCÌ�È
p
ÃOÊ	Ê	ÇCÎ	Í�Ç	ÃOÇCÎ	ÖH~4Ç<Ì3Í�Ý�Ê	Ë�ÈCË�ÃS�+�

p03 ø 	6Î	Ö%×3Ì�ÈCÇCË���Ø/Ë3Ö!Ñ�Ò"�S	6Â�ÈCÓ�Ê	Ë�È�Ñ�Â3Ý�Â3Ì3Ö	Í!Þ���Ø
Ã�Ñ�Ö%Ü�ÈCØJ�

pk:m ø Ì3Í�Ý�Ê	Ë�ÈCË�Ã
k : m

�
p∗3 ø Ì3Í�Ý�Ê	Ë�ÈCË�Ã;Å���Ås��Ë3Í�	6Â�ÈCÓ�Ê	Ë�È�Ñ�Â3Ý�Â3Ì3Ö	Í!Þ���ØAÃ�Ñ�Ö%Ü�ÈCØ1Ä

â É[Ì]Ü`Þ_Ê�¹<Ñ�¤8Ó�Ì{ÐDØ`Ì�£�Ñ�Ó�Ø`Ì�·DÞ�ÌXÓ�ÜKÉ1¤�ÏXÍ�Ð�Ì¨cÐ�Ü[Ð%¥�ÑAß�ÑAÓ�Ì]É`Ù�ÏXÓ�ÍmÑ Þ_Ë`ÌXÓDÑ�Ô`Ì]É`ÖKÔ`ÌXÕKÔKÎ}×/Ï]É�Ñ�¨XÑDÌ�£¼Î}×
ÏXÖ`ÏXÓ�Ì�£¼Î�


:<;"=[G>;�?�HA@l?��Â?AD>E�FHGJIJKMLJFON�LJKHPRQSN�FHT2P�LJIUP ¯¡	�
 �²WVHN�FXQMI�YJZ�LJKH[OK\QMI ]MN�P^QMKH[OK
n _a` [OK
YJZ�LJIJb�F`�c E�KMdJe�IUQMK2VJK�fgF `�c^` Q c Y ` e�F�h ]�O�

p = p∗n
VHN�I�YJu+vMK
k

n = 2, 3, 4, 6
r

�^�
p03 < p < p∗3 m Y�h n = 3

r<IqLUP `�c E�KMdJe�IUQMK2Q�N�POyMKMLJFHL c LJK
k c Y ` e�FXP���
n = 3, p = p03

i
���U�<���U�U�����J� ö1Í�Ê	Ì3Í!Þ���3Ä Ås�M3Ä �'Ë3Íg	BÈ�~4Ç/Ê	ÇCÎ	Í�Ç/Ê	Ù/Ö�ÃOÇCÊ	Ø3Ü3Â3Î	Ê�ÃOÇCÂ>Ð3Ì�ÈCÎ	Â�Ñ�Ò	Ë3Ê	Ó�Ê"Î	Â�Ô�Ì3Í�Î	Ê	Ó�Ê"Ð3Í�Ë3Ç�ÈCÓ�Ê �Ë�È��B×%Ê	Ó�	BÈ

p05 6 p 6 p∗5
ÄU��ÇCÊ�Þ#Ö]Ã�Ñ�Ö%Ü�È�~§ÈCÎ	ÇCÊ	Ì]Ð�Ñ6ÈCË3Â3Ì3Ö	Í�Ç0Ð3Ê�ÃOÎCÛ3ÇCÂ3ÇCÒAÊ	ÇO	6ÍOÑ�Ò	Ë3ÖH~üÌ�ÈCÙ	Ê	ÇCÖ	Ä6Á#Í�Ý�Ö!Ñ�Ò�Ç�ÈCÇ��

Ü�È	ÃOÇCÂ3Ü3Ë3Ê>ÈCË3Ê	Ë�ÃOÂ3Ì3Ê	Î�ÈCË��©Î>ÃOÇ�ÈCÇCÒCÛ�Ôn� ���X�"��Å���Ä
wxKMb�FsyMFHE2PzYJZ c E2QMK i

¼*Ð{Ü`Ø`Ð�·DÔ`Ð�Ì-Ü[Ð%¥�ÑAß�ÑAÓ�Ì]É`Ù�ÏXÓ�Í�ÐæÞ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�ÖøÍ¾¥KØKÖKÓ�ÖKË`Ì{Ï¥_Ð�£#Ï]É`Þ_Ë[ÑDÌ
p = p∗n

ÜKÉ1¤ãË`ÌXÓ�Ô`Ð%¨cÐ
ËKÖ`Ï]É�Ñ'Í�Ö�×�Ø`ÌXÕ

n = 2, 4, 6
¡KØKÖKÍ�Ì]Ü[ÌXÔ`Ð8Í8ÏXÓDÑAÓ�Ù�Ì¾ª 	��¬´Ö Ï{Ð�ÏXÓ�ÐDÖKÓ8Í8Ó�Ð�£´Ú¼ËKÓ�Ð8ÐDÓ�Ô`Ð�ÏXÖKÓ�Ì]É`Ù�ÔKÎ´Õ�¨XÑ	±

£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ ¯¡��
��l6²�ÏXÖ`ÏXÓ�Ì�£¼Î Ü[Ð�ÏXÓ�ÖQ¨XÑDÌXÓ°£¼ÖKÔKÖ1£¼ÞB£�Ñ'Ô[Ñ3Ó�Ø[ÑDÌ¥KÓ�ÐDØKÖKÖ ÏXÓDÑAÛKÖ`ÐDÔ[ÑAØKÔ`Ð%¨cÐ�Ü`Í�ÖKÝ�ÌXÔKÖQ¤
Í�Ö�×�Ø`ÌXÍ�Ð%¨cÐ

n
±�Þ6¨cÐAÉ`Ù�ÔKÖQ¥�Ñ�
_��Ñ�¥6Ö6ÍÀÏ]É`Þ_Ë[ÑDÌ2Í�Ö�×�Ø`ÌXÍ�Ð%¨cÐÀÏ{Ì�£¼ÖKÞ6¨cÐAÉ`Ù�ÔKÖQ¥�Ñcª ºKÚ3»KÚ`�Cn	¬[Ô[Ñ5¡�É[Ð�Ï¥_Ð�ÏXÓ�ÖBÚ�{Ó�Ð

¡`ÐDÓ�Ø`Ì�·�ÐDÍmÑ�É[Ða¡KØKÖKÍDÉ[ÌXË`ÌXÔKÖ`ÌFÏ]É�Ñ�¨XÑDÌ�£¼Î}×æØ�¤_Ü�Ñá¸uÌXÕ�É[ÐDØ[Ñá¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ[Ñ3Ü[Ð-Ë`ÌXÓ�Í�ÌXØKÓ�Ð%¨cÐÀ¡`ÐDØ�¤_Ü1¥�Ñ
Í�¥�É`Ê�ËKÖKÓ�Ì]É`Ù�Ô`ÐK


��Ð%¥�ÑAß�ÑAÓ�Ì]É`Ù�ÏXÓ�Í�Þ-Þ_Ó�Í�ÌXØmÝ�Ü[ÌXÔKÖKÕ'Ó�Ì{ÐDØ`Ì�£¼ÎþÜKÉ1¤ Í�Ö�×�Ø`ÌXÍ�Ð%¨cÐ�Ó�Ø`ÌXÞ6¨cÐAÉ`Ù�ÔKÖQ¥�Ñc¡`Ð�ÏXÍ�¤B¹�ÌXÔ3Ï]É[Ì]Ü`Þ_Ê;±
¹�ÖKÕ¶¡KÞ_ÔQ¥KÓál`
�¼fØ`ÌXÝ�Ü[Ì�Í�Ï{Ì¨cÐKÚ7·AÉ�Ñ�¨cÐ{Ü�ÑAØ�¤æÔ[Ñ�É`ÖKËKÖKÊ ÛKÖQ¥�É`ÖKË`Ì{Ï¥_ÐDÕ¢¡`ÌXØ`Ì�£�ÌXÔKÔ`ÐDÕBÚIÞB£�ÌXÔKÙ�µ<ÑDÌ�£ Ô[Ñ
Ì]Ü`ÖKÔKÖKÛKÞ¾¯ÈÜ[Ð�Ü`Í�Þm×�²qËKÖ`Ï]É[Ð6ÏXÓ�Ì¡`ÌXÔ`ÌXÕ3ÏXÍ�Ð�·�Ð{Ü`ÎþØ[ÑDÏ{Ï�£�ÑAÓ�ØKÖKÍmÑDÌ�£�ÐDÕÀ¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔ`ÐDÍ�ÐDÕ8ÏXÖ`ÏXÓ�Ì�£¼Î�


 øÐDÓ�ÏXÞ_Ó�ÏXÓ�Í�Ö`Ì�Ø`ÌXßcÐDÔ[ÑAÔ`Ï{ÐDÍ6Ü[Ð�Ë`ÌXÓ�Í�ÌXØKÓ�Ð%¨cÐ]¡`ÐDØ�¤_Ü1¥�Ñ6Í�¥�É`Ê�ËKÖKÓ�Ì]É`Ù�Ô`Ð6Ö�Í�Î"¡`ÐAÉ`Ô`ÌXÔKÖKÖ-Ô`ÌXØ[ÑAÍ�ÌXÔB±
ÏXÓ�ÍmÑ �^� Þ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Ù*Ð�·�Ð�ÏXÔ`ÐDÍ�Î´ÍmÑDÌXÓ�ÏO¤@¡KØ`ÐDÍ�ÌXØQ¥_ÐDÕ<Þ�Ï]É[ÐDÍ�ÖKÕ�Ó�Ì{ÐDØ`Ì�£¼Î¢ù9ØKÔ`ÐAÉ`ÙDÜ�ÑC³6ß3ÐDßcÌXØ[Ñ@ª 	���ÚA	�l�¬s


ô ÓcÜ[Ì]É`Ù�Ô`Ð�Ö`Ï{Ï]É[Ì]Ü`Þ�ÌXÓ�ÏO¤3Þ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�ÙFÍ�Ð<Í�Ï{Ì]× Í�ÏXÓ�Ø`ÌXË[ÑAÊ�¹�Ö�×mÏO¤-Ø`ÌXßcÐDÔ[ÑAÔ`ÏXÔKÎ}×3Ï]É`Þ_Ë[Ñ�¤_×¶¯»Ï�£´

¥KÔKÖQ¨{ÞÕß'ÑAØQ¥_Ì{ÌXÍmÑ«ª��Cº	¬�²]
1û�×FÍ�Ï{Ì¨cÐ6Ð%¥�ÑAß�Ñ�É[Ð�ÏXÙ�Ë`ÌXÓ�Î´Ø`Ì�Ò

Z3²
p = p03 ≈ .3040641646

ä Ï]É`Þ_Ë[ÑAÕFÜ`Í�Þ6¥KØ[ÑAÓ�Ô`Ð%¨cÐ6ÔKÞ�É[ÌXÍ�Ð%¨cÐ<Ï{Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔ`Ð%¨cÐ�ß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖQ¤�ÖÕ¡KØ`Ð�±
ÏXÓ�Î}×ÕXÉ[Ì�£�ÌXÔKÓDÑAØKÔKÎ}×�Ü[Ì]É`ÖKÓ�Ì]É[ÌXÕ¢¯ Ø`ÌXßcÐDÔ[ÑAÔ`Ï>¡`ÌXØKÍ�Ð%¨cÐ]¡`ÐDØ�¤_Ü1¥�Ñ3² õ^�²

p = p1:3 ≈ .3168967611
ä Ï]É`Þ_Ë[ÑAÕ Ø`ÌXßcÐDÔ[ÑAÔ`ÏcÑ ��Òe� õX	²

p = p1:2 ≈ .3193266263
ä Ï]É`Þ_Ë[ÑAÕ Ø`ÌXßcÐDÔ[ÑAÔ`ÏcÑ���Òe	 õ

N�²
p = p∗3 ≈ 0.3212811546

ä Ï]É`Þ_Ë[ÑAÕ3Ø[ÑAÍ�ÔKÎ}×-Ë[ÑDÏXÓ�ÐDÓ©¯ Ø`ÌXßcÐDÔ[ÑAÔ`ÏF��Ò{�	²]Ú[Ô`Ì]Ü`Ö[Ñ�¨cÐDÔ[Ñ�É`ÖKß{ÖKØKÞ�Ì!±
£¼Î´Õ-Ï]É`Þ_Ë[ÑAÕB
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å'æ �Bç	èyé3ê#ë��#ì�é3ç	èy�¢èyé�í0ç	é3�#é3ì�ç	�B�#î°ì��#îQ��ï	ì�ð'î¢�Bé3�#ñ"�:ò����6��ó#�#ê �6�B�

� ��� ��&��81@� �n(+95�+���+&*�>12.-$'&*�-��&*�t(+�@�t�¡ ¢#>��� �21��£$�1 7 ,��8� �"��45�@���-(-3'(
&<�@� 7 3'(812."�A��95�¥¤

n = 3 ¦
¼fÞ�ÏXÓ�Ù

n = 3

 â Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ2Ì�ß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖQ¤

λ1k, λ2k
Ö
iλ0k (k = 1, 2, 3)

£�ÑAÓ�ØKÖKÛ
F1
Ú
F2
Ö
G0
Ú

Ï{Ð�ÐDÓ�Í�ÌXÓ�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔ`ÐKÚ[ß�Ñ�Ü�ÑAÊ�Ó�ÏO¤ Í�Î´Ø[ÑAÝ�ÌXÔKÖQ¤Q£¼Ö�¯¡��
 »3²�³#¯¡��
����	²{Ò

λ11 = λ12 = −1
2

P3

(p− 1)2 M
, λ13 = −2

2 p6 + 8 p3 − 1

(p− 1)2 M
,

λ21 = λ22 = 1
2

(p+ 2) (2 p+ 1) (p − 1)2

M
, λ23 = 0,

λ01 = −λ02 = −3
(p2 − 1) p

M
, λ03 = 0.

þ[Ü[Ì{ÏXÙ6Í�Í�Ì]Ü[ÌXÔ`Ð�Ð�·�ÐDß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖ`Ì
M = (1 + p+ p2)2,

Ñ@¡`ÐAÉ`ÖKÔ`Ð�£
P3
ß�Ñ�Ü�ÑAÔ Í6ÓDÑ%·AÉ`ÖKÛ`Ì���


ß'ÑAÓ�ØKÖKÛKÎ
F1, F2

Ö1£�ÌXÊ�Ó6Ð�·%¹�ÖKÕ-Ï{Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ´Õa·�ÑAß{Ö`Ï

h1 = (1,−1

2
,−1

2
),

h2 = (0,

√
3

2
,−
√

3

2
),

h3 = (1, 1, 1),

ÓDÑ�¥-ËKÓ�Ð
Fjhk = λjkhk, j = 1, 2, k = 1, 2, 3.

��É1¤«£�ÑAÓ�ØKÖKÛKÎ
G0
Í�Î"¡`ÐAÉ`ÔQ¤�Ê�Ó�ÏO¤-Ï{Ð�ÐDÓ�Ô`Ð%µ�ÌXÔKÖQ¤lÒ

G0h1 = −λ01h2, G0h2 = λ01h1, G0h3 = 0.

ûfß@¯¡��
��c	3².¡`ÐAÉ`Þ_Ë[ÑDÌ�£´ÚmËKÓ�Ð�¥KØKÖKÓ�ÖKË`Ì{Ï¥_Ð�Ì�ß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖ`Ì�Í�Ì]É`ÖKËKÖKÔKÎ
p = p03

ÜKÉ1¤6ß{Ô[Ñ�¥_Ð%¡`ÐAÉ[ÐcÝ<ÖKÓ�Ì]É`Ù%±
Ô`Ð�ÏXÓ�ÖæÏ{Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ}×/ß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖKÕ¢£�ÑAÓ�ØKÖKÛKÎ

S
Úlß�Ñ�Ü�ÑAÔKÔ`ÐDÕæÍ°¯¡��
 �²XÚlÓ�Ð Ì{ÏXÓ�Ù-ß{Ô[Ñ�¥_Ð%¡`ÐAÉ[ÐcÝ<ÖKÓ�Ì]É`Ù�Ô`Ð�ÏXÓ�Ö

¥KÍmÑ�Ü`Ø[ÑAÓ�ÖKËKÔ`ÐDÕ3Ë[ÑDÏXÓ�Ö
E2

¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ[Ña¯¡��
 j3²]ÚKÔ[Ñ�×mÐ{Ü`ÖKÓ�ÏO¤ ÖKß�Þ_Ø[ÑAÍ�Ô`ÌXÔKÖQ¤

4λ12λ22 − λ2
02 = 0.

â Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ2ÌFß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖQ¤¢£�ÑAÓ�ØKÖKÛKÎ É`ÖKÔ`ÌcÑAØKÖKß�ÑAÛKÖKÖ
L
Úuß�Ñ�Ü�ÑAÔKÔ`ÐDÕ=Í¢¯¡��
 º3²XÚuÍ�Î´ËKÖ`Ï]É1¤�Ê�Ó�ÏO¤°¡`ÐÀ¦�ÐDØB±

£¼Þ�É�Ñ%£ ¯¡��
��c�3²X
2�fØKÖKÓ�ÖKË`Ì{Ï¥_Ð�Ì=ß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖ`ÌæÍ�Ì]É`ÖKËKÖKÔKÎ
p = p∗3

Ô[Ñ�×mÐ{Ü`ÖKÓ�ÏO¤ ÖKß/Þ�Ï]É[ÐDÍ�ÖQ¤
λ12 = 0



 }Ï{Ì'Ï{Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ2Ì8ß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖQ¤®£�ÑAÓ�ØKÖKÛKÎ

L
É[ÌXÝ�ÑAÓãÔ[Ñ°£¼ÔKÖ1£�ÐDÕ Ð�ÏXÖBÚ'¥_Ð%¨eÜ�Ñ=Í�Î"¡`ÐAÉ`Ô`ÌXÔ`Ð=Ô`ÌXØ[ÑAÍ�ÌXÔB±

ÏXÓ�Í�Ð
0 < p < p∗3


'§�Ï]É`Ö=Ý�Ìc{Ó�Ð-Þ�Ï]É[ÐDÍ�Ö`Ì�Ô[ÑAØKÞ6µ�ÌXÔ`Ðá¨{ØKÞB·�Ð
(p∗3 < p < 1)

ÚuÓ�Ð-ÏXØ`Ì]Ü`Ö=ÔKÖ�×/Ì{ÏXÓ�Ù
Ï�¡`ÐAÉ[ÐcÝ<ÖKÓ�Ì]É`Ù�Ô`ÐDÕ3Í�Ì¹�Ì{ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔ`ÐDÕ-Ë[ÑDÏXÓ�Ù�Ê�


��Ñ�É[Ì{Ì ¡`ÐDÔ[Ñ�Ü[Ð�·DÖKÓ�ÏO¤ ÏXÖ1£.¡�É[Ì¥KÓ�ÖKË`Ì{Ï¥�Ñ�¤ £�ÑAÓ�ØKÖKÛ[Ñ
A
Ô`ÐDØ1£�Ñ�É`ÖKß{Þ_Ê�¹�Ì¨cÐ ¡KØ`Ì{Ð�·DØ[ÑAßcÐDÍmÑAÔKÖQ¤

¥KÍmÑ�Ü`Ø[ÑAÓ�ÖKËKÔ`ÐDÕ3Ë[ÑDÏXÓ�Ö«¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ[Ñ
E2

¯»Ï¡`Ð�Ï{Ð�·q¡`Ð�ÏXÓ�Ø`Ð�ÌXÔKÖQ¤-Ï�£´
�ÚKÔ[Ñ�¡KØKÖ1£�ÌXØBÚ`Íq¥KÔKÖQ¨cÌ]ª��Cº�¬�²]

¼fÞ�ÏXÓ�Ù6Í�Î"¡`ÐAÉ`Ô`ÌXÔ`Ð6Þ�Ï]É[ÐDÍ�Ö`Ì

0 < p < p∗3.
¯�l`
��	²

ß'ÑAÓ�ØKÖKÛ[Ñ
A
Ö1£�Ì{ÌXÓ6Í�Ö�Ü

A =
1√
3


 −νh2 −νh2

1√
2λ13

h3 νh1 −νh1 0

−ν−1h1 ν−1h1 0 −ν−1h2 −ν−1h2

√
2λ13h3


. ¯�l`
 	3²
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�6�6� �c���#�C�q���6���B�#�

þ[Ü[Ì{ÏXÙ6Þ_Ë[ÑDÏXÓ�Í�Þ�ÌXÓ�Í�Ì]É`ÖKËKÖKÔ[Ñ

ν = 4

√
λ21

λ11
.

¯�l`
 �3²
ß'ÑAÓ�ØKÖKÛ[Ñ

A
ÏXÖ1£.¡�É[Ì¥KÓ�ÖKË`Ì{Ï¥�Ñ�¤¢¯»Ï�£´
�ÚKÔ[Ñ�¡KØKÖ1£�ÌXØBÚ�ª 	���¬�²<ä#Í�Î"¡`ÐAÉ`ÔQ¤KÌXÓ�ÏO¤-Þ�Ï]É[ÐDÍ�Ö`Ì�Ò

A>JA = J.

þ[Ü[Ì{ÏXÙ`Ú1¥�Ñ�¥-Ð�·DÎ´ËKÔ`ÐKÚ
J =

(
0 I
−I 0

)
.

â Ö1£.¡�É[Ì¥KÓ�ÖKË`Ì{Ï¥�Ñ�¤3ß�Ñ%£�ÌXÔ[Ñ@¡`ÌXØ`Ì�£�ÌXÔKÔKÎ}×

(r, θ) = A(ξ, ζ),
¯�l`
 l6²

ξ = (ξ1, ξ2, ξ3), ζ = (ζ1, ζ2, ζ3),

¡KØKÖKÍ�Ð{Ü`ÖKÓy¥KÍmÑ�Ü`Ø[ÑAÓ�ÖKËKÔKÎ2ÌÀÏ]É�Ñ�¨XÑDÌ�£¼Î2Ì
E2
Ø[ÑAßXÉ[ÐcÝ�ÌXÔKÖQ¤¢¯¡��
 j3²*¥ Í�Ö�Ü`Þ

E2(r(ξ, ζ), θ(ξ, ζ)) = −ω1(ξ2
1 + ζ2

1) + ω2(ξ2
2 + ζ2

2 ) +
1

2
ξ2

3 ,
¯�l`
 �3²

ω1
def
= −1

2
Imσ+

1 , ω2
def
=

1

2
Imσ+

2 .

 }Ì]É`ÖKËKÖKÔKÎ
ω1, ω2

Í�Î´ËKÖ`Ï]É1¤�Ê�Ó�ÏO¤c¡`Ð0¦�ÐDØ1£¼Þ�É�Ñ%£ü¯¡��
��c�3²/¯»Ï�£´
�ØKÖ`Ï�
3l6²]
 ô ÔKÖc¡`ÐAÉ[ÐcÝ<ÖKÓ�Ì]É`Ù�ÔKÎ ¯
ω1 > 0

Ú
ω2 > 0

²4¡KØKÖ Í�Î"¡`ÐAÉ`Ô`ÌXÔKÖKÖ-Þ�Ï]É[ÐDÍ�ÖKÕ
p03 < p < p∗3




Á�Â�ÃCÄ ¨�Ä�©1Ì�Èsª'Â3×3ÂqÜ�È	ÃOÇCÊ	Ç
ω1

�YÇCÊ	Ë3×�È�Û@Ñ�Â3Ë3Â�Û��<Â
ω2

�YÇCÊCÑ6ÃOÇ�È�Û@Ñ�Â3Ë3Â�Û��<Î0Ã�Ñ�Ö%Ü�ÈCÍ/Î	Â�Ô�Ì3Í�Î	Ê	Ó�Ê�ÇCÌ3Í�Ö%Ó�ÊCÑ�Ò	Ë3Â3×�È
Â

0 < p 6 p∗3
ý*Ì¡KØ`ÌXØKÎ´Í�Ô`Ð�Ì�Ï{Ì�£�ÌXÕ`ÏXÓ�Í�Ð�Ø[ÑAÍ�Ô`ÐDÍ�Ì{ÏXÖKÕ�¯¡��
 l6²XÚ7¯¡��
 �3²PÉ[ÌXÝ<ÖKÓ�Ô[Ñq¡KØ�¤Q£�ÐDÕ

Γ = {(ξ, ζ) ∈ R6 : ξ =
= 0, ζ1 = 0, ζ2 = 0} 
¼*ÌXØ`Ì�£�ÌXÔKÔ[Ñ�¤

ζ3
ä ÛKÖQ¥�É`ÖKË`Ì{Ï¥�Ñ�¤lÚ�Ó�Ð8Ì{ÏXÓ�Ù©¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ

E(r(ξ, ζ), θ(ξ, ζ))
Ô`ÌFß�ÑAÍ�Ö`ÏXÖKÓ�ÐDÓ

¡`ÌXØ`Ì�£�ÌXÔKÔ`ÐDÕ
ζ3

.¼*ÐAÉ�Ñ�¨XÑ�¤

ξ3 = 0
Ú.¡`ÐDÔKÖKÝ�ÑDÌ�£ ËKÖ`Ï]É[Ð8ÏXÓ�Ì¡`ÌXÔ`ÌXÕ ÏXÍ�Ð�·�Ð{Ü`Î Ø[ÑDÏ{Ï�£�ÑAÓ�ØKÖKÍmÑDÌ�£�Ð%¨cÐ¶¨XÑ	±

£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ[Ñ<Ü[Ð�Ü`Í�Þm×l
Q¼fØKÖQµÀÉ`Ö«¥Õ¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔ`ÐDÍ�ÐDÕ8ÏXÖ`ÏXÓ�Ì�£�ÌÀÏ5¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ`Ð�£
W
Ò

W (ξ1, ξ2, ζ1, ζ2) = E(r(ξ0, ζ0), θ(ξ0, ζ0)),
¯�l`
 j3²

¨eÜ[Ì*Í�Í�Ì]Ü[ÌXÔKÎþÍ�Ì]É`ÖKËKÖKÔKÎ
ξ0 = (ξ1, ξ2, 0), ζ0 = (ζ1, ζ2, 0)




oqp4r]sqoqp*tqoquAvxwysqoqu0z{sq|qu]}:~��6�6�1}#�*���Q}��{�1}��3��~��B�����1�3�



å'æ �Bç	èyé3ê#ë��#ì�é3ç	èy�¢èyé�í0ç	é3�#é3ì�ç	�B�#î°ì��#îQ��ï	ì�ð'î¢�Bé3�#ñ"�:ò����6��ó#�#ê �6�B�

ý�Ñ�¡`Ð�£¼ÔKÖ1£þÐ�·%¹�Ì¡KØKÖKÔQ¤�Ó�Þ_Ê#Ó�ÌXØ1£¼ÖKÔ`ÐAÉ[Ð%¨{ÖKÊ ¯»Ï�£´
�ÚlÔ[Ñ�¡KØKÖ1£�ÌXØBÚ4ª��Cº�¬�²]
:¼fÞ�ÏXÓ�Ù
(n,m)

ä ¡KØ`ÐDÖKß±
Í�ÐAÉ`Ù�ÔKÎ´Õ'Í�Ì¥KÓ�ÐDØ'ÏÀÛ`Ì]É[ÐDËKÖ`Ï]É[ÌXÔKÔKÎ/£¼Ö©¥_Ð�£.¡`ÐDÔ`ÌXÔKÓDÑ%£¼Ö�Ö-Í�Î"¡`ÐAÉ`Ô`ÌXÔKÎ Ô`ÌXØ[ÑAÍ�ÌXÔ`ÏXÓ�ÍmÑ

n > 0
Ú
m > 0

Ú
ω1 > 0

Ú
ω2 > 0


U«�yMF m FHe P `�c E�KMdJe�IUQMK c E�I¬L ` YUP^QMKH[OKN�FXQMLJKHQHP c I�h®[OF�k5I�YJZ�E�KMLJKHQMKMd c I c E2Pzk5¯ c [OF _k5I�YJZ�E�KMLJIJFHLJK
k ¯�l`
 �3²Or�¯�l`
 j3²°I�k±P^P�E²k±P c E�K�N�POyMKMLJFHL c LJ¯td c Y ` e�FHd n : m,
P c YJI%QM¯tVJK
YJLUP�LJK�K m LJKI y�N�FXQHP�L c E2Q

nω1 = mω2I�YJI
nω2 = mω1.³±KSN´h m b�K
k�N�POyMKMLJFHL c FnVHN�I�µsE�K
k¶LJFsyM¯gQMFXP�E c h·QHPzYJIJe�IJLJF

k = n+m i¸8N�IJE�IJe P c b�IJd c Y ` e�FHd m Q ` b�N�FHE�LJKH[OK2L ` YUP^QMKH[OK2b�KSN�L�hjI�k±P^P�ERk±P c E�KsrtP c YJIjK m LJF2I y°QHPzYJIJe�IJL
ωj(j = 1, 2)

N�FXQMLJFnL ` YJu8rgF m N ` [OF�h®LUP�E�rtLJFHVHN�I�k±PaNUrtb�KH[ m FnQM¯tVJK
YJLUP�LJ¯ `�c YJKHQMI�h
ω1 = 0, ω2 6= 0.

��Ñ�É[Ì{Ì>¡`Ð�Ï]É[Ì]Ü[ÐDÍmÑAÓ�Ì]É`Ù�Ô`Ð�Ø[ÑDÏ{Ï�£�ÑAÓ�ØKÖKÍmÑAÊ�Ó�ÏO¤3Ï]É`Þ_Ë[ÑAÖ°¯�S�²
p ∈ (p03, p∗3)

Ú�¯�SUS�²
p = p03

Ú�¯�SUSUS�²
p = p∗3



¹ áaºlá¼»n½<¾t¿<À�ÁWÂ�Ã�Ä�ÅJÆ�ÂÈÇ<ÂÉ½)ÂUÊ�ÅJË<ÌgÍ+Î

p ∈ (p03, p∗3)
 ú{Ó�ÐDÕ3ÏXÖKÓ�ÞmÑAÛKÖKÖÀ¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ�¯�l`
 j3²2Ï>¥KÍmÑ�Ü`Ø[ÑAÓ�ÖKËKÔ`ÐDÕ'Ë[ÑDÏXÓ�Ù�Ê ¯�l`
 �3²'¤�ÍDÉ1¤KÌXÓ�ÏO¤-ß{Ô[Ñ�¥_Ð%¡`ÌXØ`Ì!±

£�ÌXÔKÔKÎ/£¿¯
ω1 > 0, ω2 > 0

²]Ú`Ô`Ð6Í�Ï{Ì�Ï{Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ2Ì�ß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖQ¤À£�ÑAÓ�ØKÖKÛKÎþÉ`ÖKÔ`ÌcÑAØKÖKß�ÑAÛKÖKÖ�¯¡��
 º3²PÉ[ÌXÝ�ÑAÓ
Ô[Ñ]£¼ÔKÖ1£�ÐDÕ3Ð�ÏXÖB
_��Ð%¥�ÑAß�ÑAÓ�Ì]É`Ù�ÏXÓ�Í�ÐFÞ_Ó�Í�ÌXØmÝ�Ü[ÌXÔKÖKÕ3Ó�Ì{ÐDØ`Ì�£¼Î ��
 	6Ï{Ð�ÏXÓ�ÐDÖKÓ�Í]¡KØ`ÐDÍ�ÌXØQ¥_ÌÀÞ�Ï]É[ÐDÍ�ÖKÕ-Ó�Ì{Ð�±
Ø`Ì�£¼Î ù9ØKÔ`ÐAÉ`ÙDÜ�ÑC³6ß3ÐDßcÌXØ[Ñ¢ª 	��KÚ¼	�l`Ú���n	¬s
B��É1¤°{Ó�Ð%¨cÐ3ÔKÞ_Ý<Ô`Ð3Ô`ÐDØ1£�Ñ�É`ÖKßcÐDÍmÑAÓ�Ù¾¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ¿¯�l`
 j3²
Ü[Ð/Ë`ÌXÓ�Í�ÌXØKÓ�Ð%¨cÐ¶¡`ÐDØ�¤_Ü1¥�Ñ/Í�¥�É`Ê�ËKÖKÓ�Ì]É`Ù�Ô`ÐK
"¼fØKÖ�{Ó�Ð�£�Ø`ÌXßcÐDÔ[ÑAÔ`ÏXÔKÎ2Ì'Ï]É`Þ_Ë[ÑAÖ Ô`Ì Í�Î"µ�Ì Ë`ÌXÓ�Í�ÌXØKÓ�Ð�±
¨cÐa¡`ÐDØ�¤_Ü1¥�Ña¡`Ð{ÜKÉ[ÌXÝ�ÑAÓ/ÐDÓcÜ[Ì]É`Ù�Ô`Ð�£¼Þ=Ø[ÑDÏ{Ï�£�ÐDÓ�Ø`ÌXÔKÖKÊ�
<û�×æÍ�Ï{Ì¨cÐ3Ü`ÍmÑ¢¯»Ï�£´
¼ØKÖ`Ï�
��3²]Ò¼Ø`ÌXßcÐDÔ[ÑAÔ`Ï8��Òe�
¯
p1:3 ≈ .3168967611

Ú
ω2 = 3ω1

²´Öã��Òe	a¯
p1:2 ≈ .3193266263

Ú
ω2 = 2ω1

²]
`��Ñ�É[Ì{Ì@·DÞ�Ü[ÌXÓ\¡`Ð%¥�ÑAß�ÑAÔ`ÐKÚ
ËKÓ�Ð>¡KØKÖ�Ô`ÐDØ1£�Ñ�É`ÖKß�ÑAÛKÖKÖ\¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ[ÑÕ¯�l`
 j3²¼Ü[Ð�Ë`ÌXÓ�Í�ÌXØKÓ�Ð%¨cÐ0¡`ÐDØ�¤_Ü1¥�ÑÀÍ�¥�É`Ê�ËKÖKÓ�Ì]É`Ù�Ô`ÐÀØ`ÌXßcÐDÔ[ÑAÔ`Ï!±
ÔKÎ2Ì�Ô`Ì]É`ÖKÔ`ÌXÕKÔKÎ2Ì6Ï]É�Ñ�¨XÑDÌ�£¼Î2Ì�ÚlÏ¡`ÌXÛKÖ1¦*ÖKË`Ì{Ï¥KÖ`Ì�ÜKÉ1¤À{Ó�Ö�×3Ø`ÌXßcÐDÔ[ÑAÔ`Ï{ÐDÍ`ÚÂÔ`ÌA¡`ÐC¤�ÍDÉ1¤�Ê�Ó�ÏO¤l
:¼*Ð%{Ó�Ð�£¼Þ
Ö�ÜKÉ1¤FÔKÖ�×\¡KØKÖ1£�ÌXÔKÖ1£�Ñ6Ó�Ì{ÐDØ`Ì�£�Ñqù9ØKÔ`ÐAÉ`ÙDÜ�ÑC³6ß3ÐDßcÌXØ[Ñ�


�fÍmÑ�Ü`Ø[ÑAÓ�ÖKËKÔKÎ2Ì9Ï]É�Ñ�¨XÑDÌ�£¼Î2Ì
W2

¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ[Ñy¯�l`
 j3²XÚQ¯�l`
 �3²uÞ_Ý�ÌPÖ1£�ÌXÊ�Ó*Ô`ÐDØ1£�Ñ�É`Ù�ÔKÞ_Ê§¦�ÐDØ1£¼Þ

W2(ξ1, ξ2, ζ1, ζ2) = −ω1 (ξ1
2 + ζ1

2) + ω2 (ξ2
2 + ζ2

2).

½¼ÑAßXÉ[ÐcÝ�ÌXÔKÖ`Ì0¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ[ÑÀ¯�l`
 j3²XÚ:¯�l`
 �3²PÍ�Ø�¤_Üá¸uÌXÕ�É[ÐDØ[Ñ�Í6Ð%¥KØ`Ì{ÏXÓ�Ô`Ð�ÏXÓ�Ö ÔKÞ�É1¤ Ó�Ì¡`ÌXØKÙ6Ö1£�Ì{ÌXÓ<Í�Ö�Ü

W (ξ1, ξ2, ζ1, ζ2) =
κ2

4π
(E0 +W2(ξ1, ξ2, ζ1, ζ2) +W3(ξ1, ξ2, ζ1, ζ2) +

¯�l`
 �²
+ W4(ξ1, ξ2, ζ1, ζ2) + . . . ).

þ[Ü[Ì{ÏXÙ
W3,W4

ä ¦�ÐDØ1£¼Î Ó�Ø`ÌXÓ�Ù�ÌXÕ�ÖFË`ÌXÓ�Í�ÌXØKÓ�ÐDÕ ÏXÓ�Ì¡`ÌXÔKÖ Ï{Ð�ÐDÓ�Í�ÌXÓ�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔ`ÐKÚKÖ1£�ÌXÊ�¹�Ö`ÌfÏ]É[Ì]Ü`Þ_Ê�¹�Þ_Ê
ÏXÓ�ØKÞ6¥KÓ�Þ_ØKÞÂÒ

W3 = c (ζ1
2 ζ2 − ξ1

2 ζ2 + 2 ζ1 ξ1 ξ2) +

+ d (−ζ1 ζ2
2 + ξ2

2 ζ1 − 2 ζ2 ξ1 ξ2) +
¯�l`
 º3²

+ e(−ζ1
3 + 3 ζ1 ξ1

2) + f (ζ2
3 − 3 ζ2 ξ2

2),

W4 = a4 (ξ2
2 + ζ2

2)2 + b4 (ξ1
2 + ζ1

2)2 + d4 (ξ2
2 ζ1

2 + ζ2
2 ξ1

2) +

+ e4 (ξ2
2 + ζ2

2) (ξ1 ξ2 − ζ1 ζ2) + f4 (ξ1
2 + ζ1

2) (ξ1 ξ2 − ζ1 ζ2) +

+ g4 (ζ1
2 ζ2

2 + ξ2
2 ξ1

2) + h4 ξ1 ζ2 ξ2 ζ1.

oqp4r]sqoqp*tqoquAvxwysqoqu0z{sq|qu]}�~��6�6�1}��*���Q}��{�1}#�3�;~��B�����1�3�



�6� � �c���#�C�q���6���B�#�

Ï�Í�ÔKÎ2Ì*Í�Î´Ø[ÑAÝ�ÌXÔKÖQ¤�Ö�×y¥_Ð%C¦>¦*ÖKÛKÖ`ÌXÔKÓ�ÐDÍ`ÚKÏXÞ6¹�Ì{ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ}×FÜKÉ1¤�Ü�Ñ�É`Ù�Ô`ÌXÕQµ�Ì¨cÐKÚQ¡KØKÖKÍ�Ì]Ü[ÌXÔKÎ Í@¡KÞ_ÔQ¥B±
Ó�ÌÀ��
 	�


 }Ï{ÌfÏ]É�Ñ�¨XÑDÌ�£¼Î2Ì*Ó�Ø`ÌXÓ�Ù�ÌXÕ ÏXÓ�Ì¡`ÌXÔKÖ«£�ÐcÝ<Ô`Ð<Þ�Ü�Ñ�É`ÖKÓ�Ù�Í@{Ó�Ð�£=Ø[ÑAßXÉ[ÐcÝ�ÌXÔKÖKÖá¥�ÑAÔ`ÐDÔKÖKË`Ì{Ï¥_ÐDÕ-ß�Ñ%£�Ì!±
Ô`ÐDÕ«¡`ÌXØ`Ì�£�ÌXÔKÔKÎ}×

(ξi, ζi) −→ (Ψi,Φi), i = 1, 2,ß�Ñ�Ü�ÑAÍmÑDÌ�£�ÐDÕ3Ï]É[Ì]Ü`Þ_Ê�¹�Ö1£¼Öá¦�ÐDØ1£¼Þ�É�Ñ%£¼Ö°¯»Ï�£´
Kß�Ñ%£�ÌXË[ÑAÔKÖ`Ì�Íq¥_ÐDÔKÛ`Ì*Ü�ÑAÔKÔ`Ð%¨cÐq¡`Ð{Ü1¡KÞ_ÔQ¥KÓDÑ]l`
l�	²]


Ψi = ξi +
∂N3(ξ1, ξ2,Φ1,Φ2)

∂Φi
,

¯�l`
 »3²

ζi = Φi +
∂N3(ξ1, ξ2,Φ1,Φ2)

∂ξi
.

¯�l`
��Cn3²
þ[Ü[Ì{ÏXÙ

N3
ä ¦�ÐDØ1£�Ñ�Ó�Ø`ÌXÓ�Ù�ÌXÕ3ÏXÓ�Ì¡`ÌXÔKÖ

N3 = a1 ξ2 (ξ2
2 − 3 Φ2

2) + b1 (−Φ2
2 ξ1 + 2 Φ2 Φ1 ξ2 + ξ2

2 ξ1) +
¯�l`
����	²

+ k1 (−ξ2 Φ1
2 + 2 Φ2 Φ1 ξ1 + ξ2 ξ1

2) +m1 ξ1 (ξ1
2 − 3 Φ1

2)
Ï�¥_Ð%C¦>¦*ÖKÛKÖ`ÌXÔKÓDÑ%£¼Ö

k1 = 1
2

c
ω2 + 2ω1

, b1 = 1
2

d
ω1 + 2ω2

, a1 = 1
6

f
ω2
, m1 = 1

6
e
ω1
.

¼*ÌXØ`Ì]×mÐ{Ü`Ö1£�¥Õ¥_Ð�£.¡�É[Ì¥_ÏXÔKÎ/£ü¡`ÌXØ`Ì�£�ÌXÔKÔKÎ/£´Ò

Ψ1 = 1
2
Z1 + 1

2
Z∗1 , Ψ2 = 1

2
Z2 + 1

2
Z∗2 , Φ1 = − i

2
(Z1 − Z∗1 ), Φ2 = − i

2
(Z2 − Z∗2 ).

¼*ÐAÉ`Þ_Ë[ÑDÌ�£ãØ[ÑAßXÉ[ÐcÝ�ÌXÔKÖ`Ì�Ò
W (Z1, Z2, Z

∗
1 , Z

∗
2 ) = −ω1|Z1|2 + ω2|Z2|2 +

¯�l`
��c	3²
+c20|Z1|4 + c11|Z1|2|Z2|2 + c02|Z2|4 + 0 · Z3

1Z2 + 0 · Z∗31 Z∗2 + . . . ,
ÍÕ¥_ÐDÓ�ÐDØ`Ð�£õÓ�ÐDËQ¥�Ñ%£¼ÖæÐ�·�ÐDß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÎ Ï]É�Ñ�¨XÑDÌ�£¼Î2Ì6Ë`ÌXÓ�Í�ÌXØKÓ�ÐDÕ/ÏXÓ�Ì¡`ÌXÔKÖ�Ö'Í�Î"µ�Ì�Ú#¥KØ`Ð�£�Ì<Í�Î"¡KÖ`ÏcÑAÔKÔKÎ}×lÚ
ß�Ñ�Ü�ÑAÍmÑDÌ�£¼Î2Ì�Í�Î´Ø[ÑAÝ�ÌXÔKÖQ¤Q£¼ÖBÒ

c20 = 1
4

3 e2 ω2 + 6 e2 ω1 − c2 ω1

ω1 (ω2 + 2ω1)
+ b4,

c11 =
2 c2 ω2 − d2 ω2 − 2 d2 ω1 + c2 ω1

(ω1 + 2ω2) (ω2 + 2ω1)
+ 1

2
d4 + 1

2
g4,

c02 = −1
4

6ω2 f
2 − d2 ω2 + 3 f2 ω1

ω2 (ω1 + 2ω2)
+ a4.

þlÑ%£�ÌXÓ�Ö1£´Ú�ËKÓ�Ð�Í�Ø[ÑAßXÉ[ÐcÝ�ÌXÔKÖKÖ°¯�l`
��c	3²PÐDÓ�ÏXÞ_Ó�ÏXÓ�Í�Þ_Ê�Ó<Ï]É�Ñ�¨XÑDÌ�£¼Î2Ì
Z3

1Z2
Ö
Z∗31 Z∗2


Q´qÓ�Ð�ÐDß{Ô[Ñ{Ë[ÑDÌXÓAÚKËKÓ�Ð
Ó�Ì{ÐDØ`Ì�£�Ñ«ù9ØKÔ`ÐAÉ`ÙDÜ�ÑC³6ß3ÐDßcÌXØ[Ñ«¡KØKÖ1£�ÌXÔKÖ1£�Ñ Ö�Í-Ï]É`Þ_Ë[ÑDÌ<Ø`ÌXßcÐDÔ[ÑAÔ`ÏcÑ

1 : 3,
Ó�Ð-Ì{ÏXÓ�Ù«¥_Ð%¨eÜ�Ñ

ω2 = 3ω1¡KØKÖ ß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖKÖá¡[ÑAØ[Ñ%£�ÌXÓ�Ø[Ñ
p = p1:3



� ÓDÑ�¥_Ð�£¼ÞæÝ�Ì ß�Ñ�¥�É`Ê�Ë`ÌXÔKÖKÊ ¡KØKÖ�×mÐ{Ü`Ö1£ ÖæÍ8Ï]É`Þ_Ë[ÑDÌ Ø`ÌXßcÐDÔ[ÑAÔ`ÏcÑ

1 : 2,
¥_Ð%¨eÜ�Ñ

ω2 = 2ω1
¡KØKÖ

ß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖKÖ�¡[ÑAØ[Ñ%£�ÌXÓ�Ø[Ñ
p = p1:2


�¸uÌ¡`ÌXØKÙ¾{Ó�Ð8Ï]É[Ì]Ü[ÏXÓ�Í�Ö`Ì-ÐDÓ�ÏXÞ_Ó�ÏXÓ�Í�ÖQ¤ Ï]É�Ñ�¨XÑDÌ�£¼Î}×
Z2

1Z2
Ö
Z∗21 Z∗2Í6Ø[ÑAßXÉ[ÐcÝ�ÌXÔKÖKÖ�¯�l`
��c	3²X


â Ð%¨eÉ�ÑDÏXÔ`Ð6Ó�Ì{ÐDØ`Ì�£�Ì0ù9ØKÔ`ÐAÉ`ÙDÜ�ÑC³6ß3ÐDßcÌXØ[Ñ�Ú[Ì{Ï]É`Ö Í�Î"¡`ÐAÉ`Ô`ÌXÔ`Ð6Þ�Ï]É[ÐDÍ�Ö`Ì
c20ω

2
1 + c11ω1ω2 + c02ω

2
2 6= 0,

¯�l`
��c�3²
Ó�Ð6ÔKÞ�É[ÌXÍ�Ð�Ì�Ø[ÑAÍ�Ô`ÐDÍ�Ì{ÏXÖ`ÌA¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔ`ÐDÍ�ÐDÕ�ÏXÖ`ÏXÓ�Ì�£¼Î Ï*Ü`Í�ÞB£.¤ ÏXÓ�Ì¡`ÌXÔQ¤Q£¼Ö'ÏXÍ�Ð�·�Ð{Ü`Î Ö«¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[Ñ	±
Ô`Ð�£

W
Þ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð]¡`Ð@ã�¤B¡KÞ_Ô`ÐDÍ�Þ�
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å'æ �Bç	èyé3ê#ë��#ì�é3ç	èy�¢èyé�í0ç	é3�#é3ì�ç	�B�#î°ì��#îQ��ï	ì�ð'î¢�Bé3�#ñ"�:ò����6��ó#�#ê �6�6�

Á�Â�ÃCÄ�Ð�Ä"©1Ì�Èsª'Â3×AÝ!ÈCÎ	Â�ÃOÂ�Þ#Ê�ÃOÇCÂ
c20ω

2
1 + c11ω1ω2 + c02ω

2
2

Ê	Ç
p
Ë�È�Â3Ë3ÇCÍ�Ì3Î�È�Ñ�Í

p03 < p < p∗3

Á�Â�ÃCÄ"Ñ3Ä�©1Ì�Èsª'Â3×AÝ!ÈCÎ	Â�ÃOÂ�Þ#Ê�ÃOÇCÂA×%ÊsÒ
ª+ª'Â3É3Â3Í�Ë3ÇCÊ	Î
c20

�
c11

�
c02

Ê	Ç
p
Ë�È�Â3Ë3ÇCÍ�Ì3Î�È�Ñ�Í

p03 < p < p∗3

 PÎ´ËKÖ`Ï]É[ÌXÔKÖQ¤«¡`Ð%¥�ÑAß{Î´ÍmÑAÊ�ÓAÚ[ËKÓ�Ð<Þ�Ï]É[ÐDÍ�Ö`Ìc¯�l`
��c�3²PÍ�Î"¡`ÐAÉ`Ô`ÌXÔ`ÐÀ¯»Ï�£´
KØKÖ`Ï�
[��Ú1j3²]

��Ó�Í�ÌXØmÝ�Ü[ÌXÔKÖ`Ì � Ó�Ì{ÐDØ`Ì�£¼Î ��
 	�ÜKÉ1¤

n = 3
Ü[Ð%¥�ÑAß�ÑAÔ`ÐK


���U�<���U�U�����J� Æ�Â�ÃOÇCÍ!Þ:ÈcÖ%Ì�ÈCÎ	Ë3Í�Ë3Â3Ø¡�Ó¨�Ä ÔM���t�Ó¨�Ä Å	Å��'Ñ�Â3Ë3Í�Ø3Ë�ÈcÊ	ÇCË3Ê�ÃOÂ3ÇCÍOÑ�Ò	Ë3Ê
ξ1
Â
ξ2
Ä:Ú4Ü3Â3Ç���Î�È�ÛjÒ�ÇCÊ"�

Ð3Ì3ÍSÕ�Ë3Â3Í"Ð3Í�Ì3Í!Þ#Í�Ë3Ë���Í
ξ1
Â
ξ2
Ë3Í�ÇCÌ3ÖO	6Ë3Ê�Îs��Ì�ÈCÝ�Â3ÇCÒ�Ü3Í�Ì3Í�Ý"Ë3Ê	Îs��Í ø Φ1,Φ2,Ψ1Ψ2

Ä
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�1��� �c���#�C�q���6���B�#�

¹ á×Ö¼á®Ø�Ù<Ì<Ú�Ì<¿<ÅUÛ Ü<Ì<ÁWÛ�½<¾t¿<À�ÁÞÝ+ßÉ¾tÜ<Ù<À�Ú�Ë<Â�Æ�ÂÈËg¾�½)ÅJß�Â�Æ�ÂpÛ Â�Ã'Û Ú�ß�ÅJË<Ë<Â�Æ�Â�àJË<ÀJ¿<ÅJË<ÌgÍ+Î
p = p03

 �{Ó�Ö�×3Þ�Ï]É[ÐDÍ�ÖQ¤_×
ω1 = 0

Ö©£�ÑAÓ�ØKÖKÛ[Ñ�É`ÖKÔ`ÌcÑAØKÖKß�ÑAÛKÖKÖ/Ô[Ñ�ÔKÞ�É[ÌXÍ�Ð�£ Ø`Ìµ�ÌXÔKÖKÖ©¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔ`ÐDÍ�ÐDÕ
ÏXÖ`ÏXÓ�Ì�£¼Î Ï"¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ`Ð�£

W
Ö1£�Ì{ÌXÓ*Ü`Í�Þ6¥KØ[ÑAÓ�Ô`Ð�Ì9ÔKÞ�É[ÌXÍ�Ð�Ì2Ï{Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔ`Ð�Ì9ß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖ`Ì@¯»Ï]É`Þ_Ë[ÑAÕ]¡KØ`Ð�±

ÏXÓ�Î}×ÀXÉ[Ì�£�ÌXÔKÓDÑAØKÔKÎ}×'Ü[Ì]É`ÖKÓ�Ì]É[ÌXÕ�²]
�½¼ÑAßXÉ[ÐcÝ�ÌXÔKÖ`ÌÀ¯�l`
 �²;¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ[Ñ¶¯�l`
 j3²2Í�Ð%¥KØ`Ì{ÏXÓ�Ô`Ð�ÏXÓ�Ö�ÔKÞ�É1¤
Ü[Ð<Ó�Ø`ÌXÓ�Ù�Ì¨cÐ]¡`ÐDØ�¤_Ü1¥�Ñ<Í�¥�É`Ê�ËKÖKÓ�Ì]É`Ù�Ô`Ð6Ö1£�Ì{ÌXÓ6Í�Ö�ÜuÒ

W =
κ2

4π
(W0 +W2 +W3 + . . . ),

¯�l`
��l6²

W2 = ω20 (ξ2
2 + ζ2

2),

W3 = c0 (ζ1
2 ζ2 − ξ1

2 ζ2 + 2 ζ1 ξ1 ξ2) +

+ d0 (−ζ1 ζ2
2 + ξ2

2 ζ1 − 2 ζ2 ξ1 ξ2) +

+ e0 (−ζ1
3 + 3 ζ1 ξ1

2) +

+ f0 (ζ2
3 − 3 ζ2 ξ2

2).

þ[Ü[Ì{ÏXÙ
ω20 = ω2(p03) = 0.4244835326

Ö�Þ_Ë[ÑDÏXÓ�Í�Þ_Ê�Ó6Í�Ì]É`ÖKËKÖKÔKÎ

c0 = 0.628911375, d0 = 0.488941391,

e0 = 0.256293787, f0 = −0.011646841,

Í�Î´ËKÖ`Ï]É1¤KÌ�£¼Î2Ì0¡`Ðq¦�ÐDØ1£¼Þ�É�Ñ%£�¯¡��
��Cn3²*¡KØKÖ
p = p03


!�ÐDØ1£�Ñ
W3
Ô[Ñ�¤_Ü`Ø`Ì*¥KÍmÑ�Ü`Ø[ÑAÓ�ÖKËKÔ`ÐDÕ6Ë[ÑDÏXÓ�Ö

W2
¯
ξ2 = 0, ζ2 = 0

²uÔ`Ì}Ð�·DØ[Ñ�¹<ÑDÌXÓ�ÏO¤<Ó�ÐcÝ�Ü[Ì{ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔ`Ð
Í=ÔKÞ�É`Ù`Ò

W3(ξ1, 0, ζ1, 0) = e0 (−ζ1
3 + 3 ζ1 ξ1

2)

 ô Ó�ÏXÊ}Ü�Ñú¯»Ï�£´
5ª 	�º�¬�²6ÖõÏ]É[Ì]Ü`Þ�ÌXÓãÔ`ÌXÞ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Ù

ÔKÞ�É[ÌXÍ�Ð%¨cÐ<Ø`Ìµ�ÌXÔKÖQ¤�Ø[ÑDÏ{Ï�£�ÑAÓ�ØKÖKÍmÑDÌ�£�ÐDÕa¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔ`ÐDÍ�ÐDÕ'ÏXÖ`ÏXÓ�Ì�£¼Î�


¹ á×á¼á®Ø�Ù<Ì<Ú�Ì<¿<ÅUÛ Ü<Ì<ÁWÛ�½<¾t¿<À�ÁÞÝ+ßÉ¾tÜ<Ù<À�Ú�Ë<Â�ÁWÇ<À�Ù<âã¿<Ì)Û Ú�Â}ä2Ë<Ì<ä2â�åÞÛ Â�Ã'Û Ú�ß�ÅJË<Ë<â�åàJË<ÀJ¿<ÅJË<Ì<ÁæÎ+Ù<Å´àJÂ�Ë<À�Ë)Û
1 : 1 ç p = p∗3

¼fÞ�ÏXÓ�Ù¢¥KÍmÑ�Ü`Ø[ÑAÓ ÐDÓ�Ô`Ð%µ�ÌXÔKÖQ¤ Ø[Ñ�Ü`ÖKÞ�ÏcÑæÐ%¥KØKÞ_Ý<Ô`Ð�ÏXÓ�ÖBÚ}Ô[Ñ¶¥_ÐDÓ�ÐDØ`ÐDÕøÉ[ÌXÝ�ÑAÓ=Ó�ÐDË`ÌXËKÔKÎ2Ì'Í�Ö�×�ØKÖBÚ
¥<Ø[Ñ�Ü`ÖKÞ�ÏXÞA¥KØKÞ6¨cÐDÍ�ÐDÕ�Ð�·AÉ�ÑDÏXÓ�Öq¡KØKÖKÔKÖ1£�ÑDÌXÓ0¥KØKÖKÓ�ÖKË`Ì{Ï¥_Ð�Ì2ß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖ`Ì

p = p∗3
¯»Ï�£´
DÓDÑ%·AÉ`ÖKÛKÞ��	²]
�¸uÐ%¨eÜ�Ñ

Í�Î"¡`ÐAÉ`Ô`ÌXÔKÎþÞ�Ï]É[ÐDÍ�ÖQ¤
λ21(p∗3) > 0, λ11(p∗3) = λ12(p∗3) = 0.

ß'ÑAÓ�ØKÖKÛ[Ñ8É`ÖKÔ`ÌXØKÖKß�ÑAÛKÖKÖ
L
Ï{Ð�ÏXÓ�ÐDÖKÓæÖKß-Ü`Í�Þ6¥KØ[ÑAÓ�Ô`Ð%¨cÐ/ÔKÞ�É[ÌXÍ�Ð%¨cÐ=Ï{Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔ`Ð%¨cÐæß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖQ¤

σ = 0Ö Ü`Í�Þ6¥KØ[ÑAÓ�Ô`ÐDÕÕ¡[ÑAØKÎõËKÖ`ÏXÓ�Ðq£¼ÔKÖ1£¼Î}×FÏ{Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ}×�ß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖKÕ
σ = ±iλ01


���ÑAÝ�Ü[Ð�£¼Þ ÖKßfÔKÖ�×FÏ{Ð�ÐDÓ%±
Í�ÌXÓ�ÏXÓ�Í�Þ�ÌXÓ�Ý�ÐDØ�Ü�ÑAÔ`ÐDÍmÑ]¥�É[ÌXÓ�¥�Ñ<Í<Ý�ÐDØ�Ü�ÑAÔ`ÐDÍ�ÐDÕ©¦�ÐDØ1£�Ì�£�ÑAÓ�ØKÖKÛKÎ

L



��ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Ù0¡`Ð�½¼Ñ{Þ�ÏXÞ<ÏXÓDÑAÛKÖ`ÐDÔ[ÑAØKÔ`Ð%¨cÐÀÍ�Ø[Ñ�¹�ÌXÔKÖQ¤«¯¡	�
 �²�¡KØ[ÑAÍ�Ö�É`Ù�Ô`Ð%¨cÐ�Í�Ö�×�Ø`ÌXÍ�Ð%¨cÐ*Ó�Ø`ÌXÞ6¨cÐAÉ`Ù%±
ÔKÖQ¥�Ñ-Í3Ø[ÑDÏ{Ï�£�ÑAÓ�ØKÖKÍmÑDÌ�£¼Î}×=Þ�Ï]É[ÐDÍ�ÖQ¤_×/Ü[Ð%¥�ÑAÝ�Ì�£ Ï]É[Ì]Ü`Þ_Ê�¹�Ö1£ Ð�·DØ[ÑAßcÐ�£´
 â Ô[Ñ{Ë[Ñ�É�Ñ'ÏXÍ�Ì]Ü[Ì�£ ß�Ñ�Ü�Ñ{ËKÞ
¥ÀÖ`Ï{Ï]É[Ì]Ü[ÐDÍmÑAÔKÖKÊ Þ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Öq¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ[ÑfÏ�Ü`Í�ÞB£.¤�ÏXÓ�Ì¡`ÌXÔQ¤Q£¼Ö�ÏXÍ�Ð�·�Ð{Ü`Î�Ú�Ñ´ß�ÑAÓ�Ì�£á¡KØKÖ1£�ÌXÔKÖ1£
Ø`ÌXß{Þ�É`Ù�ÓDÑAÓ�ÎøØ[Ñ%·�ÐDÓyª 	�»KÚm	�jKÚm	�	¬�Ð�·�Þ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Ö Ø[ÑAÍ�Ô`ÐDÍ�Ì{ÏXÖKÕ\¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔ`ÐDÍ�Î}×FÏXÖ`ÏXÓ�Ì�£/Í>¥KØKÖKÓ�ÖKË`Ì!±
Ï¥_Ð�£'Ï]É`Þ_Ë[ÑDÌqØ`ÌXßcÐDÔ[ÑAÔ`ÏcÑ

1 : 1

{��É1¤0{Ó�Ð%¨cÐ;¡KØKÖ�Ü[ÌXÓ�ÏO¤�Ô`ÐDØ1£�Ñ�É`ÖKßcÐDÍmÑAÓ�Ù�¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ<Ü[Ð9Ë`ÌXÓ�Í�ÌXØKÓ�Ð%¨cÐ

¡`ÐDØ�¤_Ü1¥�Ñ�

¼*ÐDÔQ¤�Ó�Ö`Ì2Ô`ÐDØ1£�Ñ�É`Ù�Ô`ÐDÕÕ¦�ÐDØ1£¼Î{¥KÍmÑ�Ü`Ø[ÑAÓ�ÖKËKÔ`Ð%¨cÐA¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ[Ñ�Í>¥KØKÖKÓ�ÖKË`Ì{Ï¥KÖ�× Ï]É`Þ_Ë[Ñ�×<Ü`Í�Þ�±

¥KØ[ÑAÓ�ÔKÎ}× Ý�ÐDØ�Ü�ÑAÔ`ÐDÍ�Î}×á¥�É[ÌXÓ�Ð%¥3Ð�·�ÏXÞ_Ý�Ü�ÑDÌXÓ�ÏO¤ Í6Ø[Ñ%·�ÐDÓDÑ�×¶ª 	�ºKÚ`	�»�¬BÍ3£�Ì{ÏXÓ�ÌÀÏÀÑ�É1¨cÐDØKÖKÓ3£�Ð�£{¡`Ð�ÏXÓ�Ø`Ð�Ì!±
ÔKÖQ¤á£�ÑAÓ�ØKÖKÛKÎ Ô`ÐDØ1£�Ñ�É`ÖKß�ÑAÛKÖKÖB
# øØ[ÑDÏ{Ï�£�ÑAÓ�ØKÖKÍmÑDÌ�£¼Î}×'Þ�Ï]É[ÐDÍ�ÖQ¤_×«¥KÍmÑ�Ü`Ø[ÑAÓ�ÖKËKÔKÞ_Ê Ë[ÑDÏXÓ�Ùy¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�Ð�±

oqp4r]sqoqp*tqoquAvxwysqoqu0z{sq|qu]}:~��6�6�1}#�*���Q}��{�1}��3��~��B�����1�3�



å'æ �Bç	èyé3ê#ë��#ì�é3ç	èy�¢èyé�í0ç	é3�#é3ì�ç	�B�#î°ì��#îQ��ï	ì�ð'î¢�Bé3�#ñ"�:ò����6��ó#�#ê �1�6�

ÔKÖ[ÑAÔ[Ñ
E2

¡KØKÖKÍ�Ð{Ü`ÖKÓc¥ Ô`ÐDØ1£�Ñ�É`Ù�Ô`ÐDÕÀ¦�ÐDØ1£�Ì*Ï]É[Ì]Ü`Þ_Ê�¹<Ñ�¤«£�ÑAÓ�ØKÖKÛ[Ñ
B

B = [B1, B2, B3, B4, B5, B6],

B1 = −k0

x
[h0, h1], B2 = −k0

x
[h0, h2],

B3 =
1√

3
√

2λ13(p∗3)
[h3, h0],

B4 = k0x[h1, h0], B5 = k0x[h2, h0],

B6 =

√
2λ13(p∗3)√

3
[h0, h3].

þ[Ü[Ì{ÏXÙ
Bk

ä ¥_ÐAÉ[ÐDÔQ¥KÖ¾£�ÑAÓ�ØKÖKÛKÎ
B (k = 1, . . . , 6),

Í�Í�Ì]Ü[ÌXÔ`Ð�Ð�·�ÐDß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖ`Ì
[hi, hj ]

ÜKÉ1¤
6
±G£�ÌXØKÔ`Ð%¨cÐ

Í�Ì¥KÓ�ÐDØ[Ñ�Ú:¡`ÌXØKÍ�Î2Ì�Ó�ØKÖ©¥_Ð�£.¡`ÐDÔ`ÌXÔKÓ�Îx¥_ÐDÓ�ÐDØ`Ð%¨cÐ Ð�·DØ[ÑAß{Þ_Ê�ÓFÍ�Ì¥KÓ�ÐDØ
hi,
Ñc¡`Ð�Ï]É[Ì]Ü`ÔKÖ`Ì

hj

#û*Ï¡`ÐAÉ`Ù�ßcÐ�±

ÍmÑAÔKÎ Í�Ì]É`ÖKËKÖKÔKÎ
k0 =

√
2

3
, x =

√
2λ21(p∗3)

Ö ÔKÞ�É[ÌXÍ�ÐDÕ Í�Ì¥KÓ�ÐDØ
h0 = (0, 0, 0)


�¼fØKÖKÍ�Ì]Ü[Ì�£ Ï{Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ2Ì�ß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖQ¤á£�ÑAÓ�ØKÖKÛ
G0, F1

Ö
F2
Ò

iλ01(p∗3) = 0.4259563340i, iλ02(p∗3) = −.425956334i, λ03(p∗3) = 0,

λ11(p∗3) = 0, λ12(p∗3) = 0, λ13(p∗3) = 1.567214365,

λ21(p∗3) = .4327856420, λ22(p∗3) = .4327856420, λ23(p∗3) = 0.

ß'ÑAÓ�ØKÖKÛ[Ñ
B
ÏXÖ1£.¡�É[Ì¥KÓ�ÖKË`Ì{Ï¥�Ñ�¤áä#Í�Î"¡`ÐAÉ`Ô`ÌXÔ`Ð6Þ�Ï]É[ÐDÍ�Ö`Ì

B>JB = J. PÍ�Ð{Ü`Ö1£ ÏXÖ1£.¡�É[Ì¥KÓ�ÖKË`Ì{Ï¥KÞ_Ê ß�Ñ%£�ÌXÔKÞ\¡`ÌXØ`Ì�£�ÌXÔKÔKÎ}×

(r, θ) = B(ξ, ζ).
¯�l`
��c�3²

¼*ÌXØ`Ì�£�ÌXÔKÔ[Ñ�¤
ζ3
ä ÛKÖQ¥�É`ÖKË`Ì{Ï¥�Ñ�¤¾¡`ÌXØ`Ì�£�ÌXÔKÔ[Ñ�¤¾¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ[Ñ

E

:¼*ÐAÉ�Ñ�¨XÑ�¤8Ø[ÑAÍ�ÔKÎ´Õ�ÔKÞ�É`Ê ¡`ÌXØ`Ì!±

£�ÌXÔKÔKÞ_Ê
ξ3,

¡`ÐDÔKÖKÝ�ÑDÌ�£ ËKÖ`Ï]É[Ð6ÏXÓ�Ì¡`ÌXÔ`ÌXÕ3ÏXÍ�Ð�·�Ð{Ü`ÎþØ[ÑDÏ{Ï�£�ÑAÓ�ØKÖKÍmÑDÌ�£�Ð%¨cÐc¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ[Ñ6Ü[Ð�Ü`Í�Þm×l

�fÍmÑ�Ü`Ø[ÑAÓ�ÖKËKÔKÎ2Ì�Ï]É�Ñ�¨XÑDÌ�£¼Î2Ì

W2
¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ[Ña¯�l`
 j3²]Ú�¯�l`
��c�3²*¡KØKÖKÔQ¤_É`Ö Ô`ÐDØ1£�Ñ�É`Ù�ÔKÞ_Êx¦�ÐDØ1£¼Þ

W2(ξ1, ξ2, ζ1, ζ2) = λ01(p∗3)(ζ2ξ1 − ξ2ζ1) +
1

2
(ξ2

2 + ξ2
1).

½¼ÑAßXÉ[ÐcÝ�ÌXÔKÖ`ÌA¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ[Ña¯�l`
 j3²XÚ�¯�l`
��c�3²PÍ6Ø�¤_ÜÀ¸uÌXÕ�É[ÐDØ[Ñ<Í6Ð%¥KØ`Ì{ÏXÓ�Ô`Ð�ÏXÓ�Ö-ÔKÞ�É1¤Õ¡KØKÖKÔKÖ1£�ÑDÌXÓ�Í�Ö�Ü

W (ξ1, ξ2, ζ1, ζ2) =
κ2

4π
(E0 +W2(ξ1, ξ2, ζ1, ζ2) +

+ c̃ (3 ξ1
2 ξ2 − ξ2

3) + d̃ (ξ2
2 ζ1 − ξ1

2 ζ1 + 2 ξ1 ξ2 ζ2) +

+ ẽ (−2 ξ1 ζ1 ζ2 − ξ2 ζ1
2 + ξ2 ζ2

2) +

+ f̃ (−ζ1
3 + 3 ζ1 ζ2

2) +

+ ã4(ζ2
1 + ζ2

2)2 + . . . .

þ[Ü[Ì{ÏXÙFÓ�ÐDËQ¥�Ñ%£¼Ö�Ð�·�ÐDß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÎ Ï]É�Ñ�¨XÑDÌ�£¼Î2Ì<Í�Î"µ�ÌÀË`ÌXÓ�Í�ÌXØKÓ�ÐDÕ�ÏXÓ�Ì¡`ÌXÔKÖBÚ�¥KØ`Ð�£�Ì�Í�Î"¡KÖ`ÏcÑAÔKÔ`Ð%¨cÐK
: }Ì]É`ÖB±
ËKÖKÔKÎ

c̃, d̃, ẽ, f̃
Í�Î´ËKÖ`Ï]É1¤�Ê�Ó�ÏO¤«¡`Ð]¦�ÐDØ1£¼Þ�É�Ñ%£´Ú�Íq¥_ÐDÓ�ÐDØKÎ}×�Í3£�Ì{ÏXÓ�Ð

p
Ï]É[Ì]Ü`Þ�ÌXÓ6ËKÖKÓDÑAÓ�Ù

p∗3
ä#ÖKÔ�Ü[Ì¥_Ï

∗3 Ð%¡KÞ6¹�ÌXÔ Ø[Ñ�Ü`Ö«¥KØ[ÑAÓ�¥_Ð�ÏXÓ�Ö-ß�Ñ�¡KÖ`ÏXÖBÒ

c̃ = 1
8

k3
0(2p+ 1)(p+ 2)(p2 + 7p+ 1)(p− 1)2

(1 + p+ p2)3x3
≈ .1721024289,

oqp4r]sqoqp*tqoquAvxwysqoqu0z{sq|qu]}�~��6�6�1}��*���Q}��{�1}#�3�;~��B�����1�3�



�1�3~ �c���#�C�q���6���B�#�

d̃ = −9
8

k3
0p(p− 1)(p+ 1)(p2 + 7p+ 1)

x(1 + p+ p2)3
≈ .2199243590,

ẽ = 3
8

k3
0x(32p3 + 9p5 + 21p4 + 9p2 − 3p+ 2 + 2p6)

(1 + p+ p2)3
≈ .2156968287,

f̃ = −1
8

x3k3
0(44p9 + 27p8 + 72p7 + 78p6 + 135p5 + 99p4 − 18p3 − 9p+ 4)

(p− 1)3(1 + p+ p2)3
≈ .1300071065,

ã4 = − 9
64

K4x
4k4

0

(p− 1)4(1 + p+ p2)4
≈ .1787248462,

K4 = 86p12 + 69p11 + 224p10 + 586p9 + 636p8 + 609p7 + 252p6 + 105p5 − 36p4 + 58p3 + 13p− 10.
â Ü[Ì]É�ÑDÌ�£{¥�ÑAÔ`ÐDÔKÖKË`Ì{Ï¥KÞ_Ê ß�Ñ%£�ÌXÔKÞ\¡`ÌXØ`Ì�£�ÌXÔKÔKÎ}×

(ξi, ζi) −→ (Ψi,Φi), i = 1, 2,

ß�Ñ�Ü�ÑAÍmÑDÌ�£¼Þ_Êx¦�ÐDØ1£¼Þ�É�Ñ%£¼Ö

Ψi = ξi +
∂S3(ξ1, ξ2,Φ1,Φ2)

∂Φi
,

ζi = Φi +
∂S3(ξ1, ξ2,Φ1,Φ2)

∂ξi
.

þ[Ü[Ì{ÏXÙ
S3

ä ¦�ÐDØ1£�Ñ�Ó�Ø`ÌXÓ�Ù�ÌXÕ3ÏXÓ�Ì¡`ÌXÔKÖ

S3 = (2 ξ2 Φ1 Φ2 + ξ1 Φ2
2 − ξ1 Φ1

2) ã1 + (−ξ2
2 Φ2 + ξ1

2 Φ2 + 2 ξ2 ξ1 Φ1) b̃1

+ (−Φ2
3 + 3 Φ1

2 Φ2) c̃1 + (3 ξ1 ξ2
2 − ξ1

3) d̃1,

¥_Ð%C¦>¦*ÖKÛKÖ`ÌXÔKÓ�Î�¥_ÐDÓ�ÐDØ`ÐDÕ-Ö1£�ÌXÊ�Ó<Í�Ö�Ü

ã1 = 1
3

λ ẽ+ f̃

λ2
, b̃1 = 1

9

− 2λ ẽ− 2 f̃ + 3λ2 d̃

λ3
,

d̃1 = 1
27

− 2λ ẽ − 2 f̃ − 9λ3 c̃+ 3λ2 d̃

λ4
, c̃1 = 1

3

f̃

λ
,

λ = λ01(p∗3) ≈ .4259563340.
¼*ÐAÉ`Þ_ËKÖ�É`Öá¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ

W
Ú�Ô`ÐDØ1£�Ñ�É`ÖKßcÐDÍmÑAÔKÔKÎ´Õ-Ü[Ð<Ó�Ø`ÌXÓ�Ù�Ì¨cÐ]¡`ÐDØ�¤_Ü1¥�Ñ

W (Ψ,Φ) =
κ2

4π
(E0 + λ01(p∗3)(Φ2Ψ1 −Ψ2Φ1) +

1

2
(Ψ2

2 + Ψ2
1) +

+ A(Φ2
1 + Φ2

2)2 + . . . ,

¨eÜ[Ì�Ó�ÐDËQ¥�Ñ%£¼Ö'Ð�·�ÐDß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÎ Ï]É�Ñ�¨XÑDÌ�£¼Î2ÌÀÍ�Î"µ�Ì�Ë`ÌXÓ�Í�ÌXØKÓ�ÐDÕ'ÏXÓ�Ì¡`ÌXÔKÖBÚ1¥KØ`Ð�£�Ì�Í�Î"¡KÖ`ÏcÑAÔKÔKÎ}×l
 ô Ó3£�ÌXÓ�Ö1£
ÓDÑ�¥KÝ�Ì�ÚuËKÓ�Ð�Ô`ÐDØ1£�Ñ�É`ÖKß�ÑAÛKÖQ¤æÏ]É�Ñ�¨XÑDÌ�£¼Î}×�Ë`ÌXÓ�Í�ÌXØKÓ�Ð%¨cÐá¡`ÐDØ�¤_Ü1¥�Ñ«¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ[Ñ

W
Ô`Ì]£�ÌXÔQ¤KÌXÓ Í�Ì!±

É`ÖKËKÖKÔKÞ
A



ã�¤B¡KÞ_Ô`ÐDÍ�Ï¥�Ñ�¤ Í�Ì]É`ÖKËKÖKÔ[Ñ
A
Í�Î´ËKÖ`Ï]É1¤KÌXÓ�ÏO¤«¡`Ð]¦�ÐDØ1£¼Þ�É[Ì

A =
9

2
c̃21 + 3f̃ ã1 − 9λc̃1ã1 + 3ẽc̃1 + ã4 ≈ .2911354372

oqp4r]sqoqp*tqoquAvxwysqoqu0z{sq|qu]}:~��6�6�1}#�*���Q}��{�1}��3��~��B�����1�3�



å'æ �Bç	èyé3ê#ë��#ì�é3ç	èy�¢èyé�í0ç	é3�#é3ì�ç	�B�#î°ì��#îQ��ï	ì�ð'î¢�Bé3�#ñ"�:ò����6��ó#�#ê �1���

Öá¤�ÍDÉ1¤KÌXÓ�ÏO¤«¡`ÐAÉ[ÐcÝ<ÖKÓ�Ì]É`Ù�Ô`ÐDÕB
 â Ð%¨eÉ�ÑDÏXÔ`Ð�Ø[Ñ%·�ÐDÓDÑ%£ ª 	�»KÚ[	�jKÚ[	�C¬sÚ[ÐDÓ�ÏXÊ}Ü�Ñ6Ï]É[Ì]Ü`Þ�ÌXÓ Þ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Ùy¡`Ð
ã�¤B¡KÞ_Ô`ÐDÍ�Þ�ÔKÞ�É[ÌXÍ�Ð%¨cÐ3Ø[ÑAÍ�Ô`ÐDÍ�Ì{ÏXÖQ¤°¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔ`ÐDÍ�ÐDÕ ÏXÖ`ÏXÓ�Ì�£¼Î ¯�l`
 j3²XÚ*¯�l`
��c�3²X
 ô Ó3£�ÌXÓ�Ö1£´ÚIËKÓ�Ð3ÏXÔ[Ñ{Ë[Ñ	±
É�Ñ�ÍFØ[Ñ%·�ÐDÓ�ÌÕª 	�»�¬�·DÎ}É�Ñy¡`Ð%¥�ÑAß�ÑAÔ[ÑÕ¦�ÐDØ1£�Ñ�É`Ù�Ô[Ñ�¤3Þ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Ù Ö3É`ÖQµ�ÙFß�ÑAÓ�Ì�£øÍFØ[Ñ%·�ÐDÓDÑ�×�ª 	�j�Úl	�	¬
Ø[ÑAß{ÔKÎ/£¼Ö«£�ÌXÓ�Ð{Ü�Ñ%£¼Ö«·DÎ}É�Ñ�Ü[Ð%¥�ÑAß�ÑAÔ[Ñ�Þ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Ù]¡`Ð0ã�¤B¡KÞ_Ô`ÐDÍ�Þ�
 ô ·�Ñ0{Ó�Ö Ü[Ð%¥�ÑAß�ÑAÓ�Ì]É`Ù�ÏXÓ�ÍmÑ<Ð%¡KÖB±
Ø[ÑAÊ�Ó�ÏO¤�Ô[Ñ�Ø`ÌXß{Þ�É`Ù�ÓDÑAÓ�Î Ø[Ñ%·�ÐDÓcù9ØKÔ`ÐAÉ`ÙDÜ�ÑÕª ��n�¬BÖ«ß3ÐDßcÌXØ[ÑÕª 	�l�¬s


ô ÏXÓDÑ�É[Ð�ÏXÙ�ß�Ñ%£�ÌXÓ�ÖKÓ�Ù`Ú�ËKÓ�Ð´Þ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Ù5¡`Ð"ã�¤B¡KÞ_Ô`ÐDÍ�ÞfÔKÞ�É[ÌXÍ�Ð%¨cÐ2Ø`Ìµ�ÌXÔKÖQ¤>¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔ`ÐDÍ�ÐDÕ<ÏXÖB±
ÏXÓ�Ì�£¼Î Ï0¨XÑ%£¼Ö�É`Ù�Ó�ÐDÔKÖ[ÑAÔ`Ð�£

W
ÐDß{Ô[Ñ{Ë[ÑDÌXÓ�Þ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Ù Ï{Ì�£�ÌXÕ`ÏXÓ�ÍmÑ�Ø[ÑAÍ�Ô`ÐDÍ�Ì{ÏXÖKÕ

Γ
ÏXÖ`ÏXÓ�Ì�£¼Î ¯¡��
 l6²XÚ

¯¡��
 �3²>¯»Ï�£´
�Ú[Ô[Ñ�¡KØKÖ1£�ÌXØBÚ�¡KÞ_ÔQ¥KÓxèSè)m Ø[Ñ%·�ÐDÓ�Î ª »�¬�²]
�´qÓ�Ð6Ö3ÐDß{Ô[Ñ{Ë[ÑDÌXÓ Þ�ÏXÓ�ÐDÕKËKÖKÍ�Ð�ÏXÓ�Ù\¡`Ðc½¼Ñ{Þ�ÏXÞ-ÏXÓDÑAÛKÖ`Ð�±
Ô[ÑAØKÔ`Ð%¨cÐ6Í�Ø[Ñ�¹�ÌXÔKÖQ¤¶¯¡	�
 �²*¡KØ[ÑAÍ�Ö�É`Ù�Ô`Ð%¨cÐ6Í�Ö�×�Ø`ÌXÍ�Ð%¨cÐ6Ó�Ø`ÌXÞ6¨cÐAÉ`Ù�ÔKÖQ¥�Ñ�


é��pê¶�A��12(t� �.�A���
ë áaºlá®ì�Ì<Üg½)Ì<¿<ÅUÛ Ü�À�Í�ä2À�Ú�Ù<Ì<í<ÀîÌWí<Ì<Ù<Üg¾�½<ÍtË<Ú�â

þ[Ü[Ì{ÏXÙq£¼Îü¡KØ`Ì]Ü[ÏXÓDÑAÍ�Ö1£=ÖKß{Í�Ì{ÏXÓ�ÔKÎ2Ìq¯»Ï�£´
�ÚmÔ[Ñ�¡KØKÖ1£�ÌXØBÚ#ª ���¬�²�Ø`ÌXß{Þ�É`Ù�ÓDÑAÓ�Î Ð�ÛKÖKØQ¥KÞ�É1¤�ÔKÓ�ÔKÎ}×\£�ÑAÓ%±
ØKÖKÛ[Ñ�×lÚKÖ`Ï¡`ÐAÉ`Ù�ßcÐDÍmÑAÔKÔKÎ2ÌÀÍ�Ü�ÑAÔKÔ`ÐDÕ-Ø[Ñ%·�ÐDÓ�Ì�


ô ¡KØ`Ì]Ü[Ì]É`Ö1£pGJIJbMYJIJe P c b ` u�k5FHEæN�IJG ` C ÚB¡`ÐAÉ�Ñ�¨XÑ�¤

C =




0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1
1 0 0 0 . . . 0



.

¯¡��
��	²

ã*ÖKÔ`ÌXÕKÔKÎ´Õ/Ð%¡`ÌXØ[ÑAÓ�ÐDØ
C
ÛKÖQ¥�É`ÖKË`Ì{Ï¥KÖ¶¡`ÌXØ`Ì{ÏXÓDÑAÍDÉ1¤KÌXÓ«¥_Ð�ÐDØ�Ü`ÖKÔ[ÑAÓ�Î�Í�Ì¥KÓ�ÐDØ[Ñ

x = (ξ1, . . . , ξn)
ÚÂÓDÑ�¥

ËKÓ�Ð
Cx = (ξ2, ξ3, . . . , ξn, ξ1)



¼fÞ�ÏXÓ�Ù6ß�Ñ�Ü�ÑAÔ«¡`ÐAÉ`ÖKÔ`Ð�£

f(λ) = a1 + a2λ+ . . . + anλ
n−1 ¯¡��
 	3²

ÐDÓ
λ
Ï"¥_Ð�£.¡�É[Ì¥_ÏXÔKÎ/£¼ÖÕ¥_Ð%C¦>¦*ÖKÛKÖ`ÌXÔKÓDÑ%£¼ÖB
B¼fØ`Ð�ÏXÓ�Ð�Ì2Í�Î´ËKÖ`Ï]É[ÌXÔKÖ`Ì;¡`Ð%¥�ÑAß{Î´ÍmÑDÌXÓAÚ�ËKÓ�Ð�¡`ÐAÉ`ÖKÔ`Ð�£

f(C)ÐDÓc£�ÑAÓ�ØKÖKÛKÎ
C
Ì{ÏXÓ�Ù¬GJIHN�b ` Y�hJLJE<Ú�Ó�Ð6Ì{ÏXÓ�Ùc£�ÑAÓ�ØKÖKÛ[Ñ�Í�Ö�Ü�Ñ

f(C) =




a1 a2 a3 . . . an−1 an
an a1 a2 . . . an−2 an−1

an−1 an a1 . . . an−3 an−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
a2 a3 a4 . . . an a1



.

¯¡��
 �3²

à*ÑAØ[Ñ�¥KÓ�ÌXØKÖ`ÏXÓ�ÖKË`Ì{Ï¥KÖKÕÀ¡`ÐAÉ`ÖKÔ`Ð�£
χn(λ) = det(λI − C)

£�ÑAÓ�ØKÖKÛKÎ
C
Ì{ÏXÓ�Ù

χn(λ) = λn − 1.
¯¡��
 l6²

§�¨cÐq¥_ÐDØKÔKÖ
λj
ä Ï{Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ2Ì�ß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖQ¤á£�ÑAÓ�ØKÖKÛKÎ

C
ä Ü�ÑAÊ�Ó�ÏO¤ Ø[ÑAÍ�ÌXÔ`ÏXÓ�Í�Ð�£

λj = e
i
2πj

n , j = 0, . . . , n− 1.
¯¡��
 �3²

 }Ï{Ì�ÐDÔKÖ«¡KØ`Ð�ÏXÓ�Î2Ì�
1û�£ Ï{Ð�ÐDÓ�Í�ÌXÓ�ÏXÓ�Í�Þ_Ê�Ó Ï{Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ2Ì�Í�Ì¥KÓ�ÐDØKÎ

ϕj = (1, λj , . . . , λ
n−1
j ), j = 0, 1, . . . , n− 1.

¯¡��
 j3²

oqp4r]sqoqp*tqoquAvxwysqoqu0z{sq|qu]}�~��6�6�1}��*���Q}��{�1}#�3�;~��B�����1�3�



�1�H| �c���#�C�q���6���B�#�

ï±IHN�b ` Y�hJLJE�LJF�h¬k5FHEæN�IJGJFa¯¡��
 �3²PÖ1£�Ì{ÌXÓ6Ó�Ì*Ý�Ì�Ï{Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ2ÌÀÍ�Ì¥KÓ�ÐDØKÎ
ϕj
ÚQ¥_ÐDÓ�ÐDØKÎ/£ Ï{Ð�ÐDÓ�Í�ÌXÓ%±

ÏXÓ�Í�Þ_Ê�Ó�Ï{Ð�·�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔKÎ2Ì�ß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖQ¤

f(λj) =
n∑

k=1

ake
i
2πj

n (k−1)
.

¯¡��
 �²

ë á×Ö¼á·ð¼ß�Ë<â¬Å¡ß�â¬Ù<À�Ê�ÅJË<ÌgÍÞß�Å´½)Ì<¿<Ì<Ë ç Ì)Û Ç<ÂÉ½)ñÉà´¾'ÅJä2â�åÞß}Çg¾tË<Ü<Ú�Å ¹
ô ¡`ÌXØ[ÑAÓ�ÐDØKÔ[Ñ�¤á¦�ÐDØ1£�Ñ<Ï]É�Ñ�¨XÑDÌ�£¼Î}× Ó�Ø`ÌXÓ�Ù�ÌXÕ-ÏXÓ�Ì¡`ÌXÔKÖ

E3
Ø�¤_Ü�Ñ°ò´ÌXÕ�É[ÐDØ[Ñ«¯¡��
 j3²PÖ1£�Ì{ÌXÓ6Í�Ö�Ü

E3 = a(F∗r, r
2) + g1(G∗θ, r

2) + g2(G∗rθ, r) +

+ f2(F∗r, θ
2)− 2f2(F∗rθ, θ) + 2f2(r, θ2) +

+ 3g3(G∗θ, θ
2) + (f3 + 2f1)(r, r2).

þ[Ü[Ì{ÏXÙ
F∗
Ö
G∗

ä ÛKÖKØQ¥KÞ�É1¤�ÔKÓ�ÔKÎ2Ì5£�ÑAÓ�ØKÖKÛKÎ�ÚmÏXÖ1£�£�ÌXÓ�ØKÖKËKÔ[Ñ�¤ Öc¥_Ð�Ï{Ð�ÏXÖ1£�£�ÌXÓ�ØKÖKËKÔ[Ñ�¤FÏ{Ð�ÐDÓ�Í�ÌXÓ�ÏXÓ�Í�ÌXÔB±
Ô`ÐKÚ

F∗ =




0 1 1
1 0 1
1 1 0


, G∗ =




0 1 −1
−1 0 1

1 −1 0


, ¯¡��
 º3²

Í�Í�Ì]Ü[ÌXÔKÎ Ð�·�ÐDß{Ô[Ñ{Ë`ÌXÔKÖQ¤�ÜKÉ1¤�Í�Ì¥KÓ�ÐDØ`ÐDÍ

r2 def
= (r2

1, r
2
2 , r

2
3), rθ

def
= (r1θ1, r2θ2, r3θ3), θ2 def

= (θ2
1, θ

2
2, θ

2
3),

Ö Þ_Ë[ÑDÏXÓ�Í�Þ_Ê�Ó<Í�Ì]É`ÖKËKÖKÔKÎ

a = −2
3
− 1

2

p (3 p4 + 17 p3 + 12 p2 + 3 p+ 1)

(1 + p+ p2)3
,

f1 = −2
3

+ 1
6

p (16 p5 + 33 p4 + 27 p3 + 20 p2 + 9 p+ 3)

(1 + p+ p2)3
,

f2 = 1
2

p (p2 − 1) (p2 + 7 p+ 1)

(1 + p+ p2)3
,

f3 =
8

3

p3

(p− 1)3
,

g1 =

√
3

9
+

√
3

2

p (3 p4 + p3 − 6 p2 − 3 p− 1)

(1 + p+ p2)3
,

¯¡��
 »3²

g2 = −2
9

√
3 +
√

3
p (p4 − p3 − 6 p2 − p+ 1)

(1 + p+ p2)3
,

g3 = −
√

3
27
−
√

3
6

p (p4 − p3 − 6 p2 − p+ 1)

(1 + p+ p2)3
.

�*Ð%C¦>¦*ÖKÛKÖ`ÌXÔKÓ�Î
c, d, e, f

ÚuÍD×mÐ{Ü1¤B¹�Ö`Ì6Í«¡KØ`Ì]Ü[ÏXÓDÑAÍDÉ[ÌXÔKÖ`Ì\¦�ÐDØ1£¼Î�Ó�Ø`ÌXÓ�Ù�ÌXÕæÏXÓ�Ì¡`ÌXÔKÖ
W3

¯�l`
 º3²XÚ
ß�Ñ�Ü�ÑAÊ�Ó�ÏO¤ Ø[ÑAÍ�ÌXÔ`ÏXÓ�ÍmÑ%£¼Ö

−12
ν3

√
3
c = (3 f3 + 6 f1 − 3 a) ν6 +

√
3 (g2 − g1) ν4 + 3 f2 ν

2 − 9 g3

√
3,

−12
ν3

√
3
d = (3 f3 + 6 f1 − 3 a) ν6 −

√
3 (g2 − g1) ν4 + 3 f2 ν

2 + 9 g3

√
3,

¯¡��
��Cn3²

oqp4r]sqoqp*tqoquAvxwysqoqu0z{sq|qu]}:~��6�6�1}#�*���Q}��{�1}��3��~��B�����1�3�



å'æ �Bç	èyé3ê#ë��#ì�é3ç	èy�¢èyé�í0ç	é3�#é3ì�ç	�B�#î°ì��#îQ��ï	ì�ð'î¢�Bé3�#ñ"�:ò����6��ó#�#ê �1�3�

−12
ν3

√
3
e = (2 f1 − a+ f3) ν6 +

√
3 (g2 − g1) ν4 − 3 f2 ν

2 + 3 g3

√
3,

−12
ν3

√
3
f = (2 f1 − a+ f3) ν6 −

√
3 (g2 − g1) ν4 − 3 f2 ν

2 − 3 g3

√
3.

 }Ì]É`ÖKËKÖKÔ[Ñ
ν
Í�Î´ËKÖ`Ï]É1¤KÌXÓ�ÏO¤«¡`Ð]¦�ÐDØ1£¼Þ�É[Ì]¯�l`
 �3²X


 PÎ"¡KÖQµ�Ì�£Rb�K�µ
ó�ótIJGJIUP�LJE�¯�ræQ�]´K m hJT�IUPxQ¬VHN�P m c E�FXQ^YUP�LJIUP©¯�l`
 º3²°ótKSN�k5¯ôe P�E2QHPaN�E�KMd c E2P�VUP _LJI
W4

i «-QHP m PzkõVJK
YJIJLJK
k5¯
Rk, k = 1, . . . , 6

r<I®ó ` LJb�GJIJu D ö
R1 = −86p12 − 69p11 − 224p10 − 586p9 − 636p8 − 609p7 −

−252p6 − 105p5 + 36p4 − 58p3 − 13p+ 10,

R2 = (p6 + 9 p5 + 57 p4 + 55 p3 − 9 p2 − 3 p− 2)(2 p+ 1) (p − 1)5,

R3 = (2 p6 + 15 p5 + 84 p4 + 149 p3 + 84 p2 + 15 p+ 2) (p− 1)6,

R4 = 4 (4 p2 + p+ 1) (p5 + 16 p4 + 31 p3 + 8 p2 − 7 p− 4) (p − 1)5,

R5 = 36 p (p+ 1) (p4 − 4 p3 − 21 p2 − 4 p+ 1) (p− 1)5,

R6 = 2(10 p8 + 53 p7 + 200 p6 + 284 p5 + 246 p4 + 60 p3 − 24 p2 +

+25 p+ 10) (p− 1)4,

D = 32(p− 1)4 ν4 (1 + p+ p2)4.

«-PzYJIJe�IJLJ¯
a4

I
b4

QM¯te�I c Y�hJu+E c h®VJK°ótKSN�k ` YJF�k
a4 = 1

6D
(3R1ν

8 −R4 ν
6 − 6R2 ν

4 +R5 ν
2 + 3R3),

b4 = 1
6D

(3R1ν
8 +R4 ν

6 − 6R2 ν
4 −R5 ν

2 + 3R3).

 }Ì]É`ÖKËKÖKÔKÎ
d4
Ö
g4
Ö1£�ÌXÊ�Ó�Ï]É[Ì]Ü`Þ_Ê�¹�ÖKÕ�Í�Ö�ÜuÒ

d4 = 1
D

(R1ν
8 +R3 −R6ν

4),

g4 = 1
D

(3R1ν
8 + 2R2 ν

4 + 3R3).

 PÎ"¥�É�Ñ�Ü1¥KÖFÜ�ÑAÔKÔ`ÐDÕ ÏXÓDÑAÓ�Ù�ÖÕ¡KØ`ÐDÍ�Ð{Ü`Ö�É`Ö`ÏXÙ�Ï9Ö`Ï¡`ÐAÉ`Ù�ßcÐDÍmÑAÔKÖ`Ì�£{¡[Ñ�¥_ÌXÓDÑ<ÑAÔ[Ñ�É`ÖKÓ�ÖKË`Ì{Ï¥KÖ�×�Í�Î´ËKÖ`Ï!±
É[ÌXÔKÖKÕá`aZ�RQ_YI�


½¼Ñ%·�ÐDÓDÑ�¡`Ð{ÜKÜ[ÌXØmÝ�ÑAÔ[Ñ¿ù�£�ÌXØKÖQ¥�ÑAÔ`Ï¥KÖ1£ ¦�ÐDÔ�Ü[Ð�£ ¨{Ø[ÑAÝ�Ü�ÑAÔ`Ï¥KÖ�×�Ö`Ï{Ï]É[Ì]Ü[ÐDÍmÑAÔKÖKÕ#Ö Ø[ÑAß{Í�ÖKÓ�ÖQ¤
¯�ùæ!Aÿ�û�½*²]Ú#¨{Ø[ÑAÔKÓ�÷8ø�`æ�!±b	�º�lm		±a÷-ù/±)n�j�Ú#½IÐ�Ï{ÏXÖKÕ`Ï¥KÖ1£ú¦�ÐDÔ�Ü[Ð�£�¦*Þ_Ô�Ü�Ñ%£�ÌXÔKÓDÑ�É`Ù�ÔKÎ}×3Ö`Ï{Ï]É[Ì]Ü[ÐDÍmÑAÔKÖKÕBÚ
¨{Ø[ÑAÔKÓ�Îõú�n�º	±)n��!±)n�n�º�»���Ú>ú�n�»	±)n��!±)»�	���n�l%±Gû*�<
�û*Ï{Ï]É[Ì]Ü[ÐDÍmÑAÔKÖ`ÌFÍ�Î"¡`ÐAÉ`Ô`ÌXÔ`Ð'Í3Ø[Ñ%£.¥�Ñ�×%§�Í�Ø`Ð%¡`ÌXÕ`Ï¥_ÐDÕ
Ô[Ñ{Þ_ËKÔ`ÐDÕ É�Ñ%·�ÐDØ[ÑAÓ�ÐDØKÖKÖ ¯C§<ý ô ²îû� PÖ�×�Ø`ÌXÍmÑ�¤ ¨{Ö�Ü`Ø`Ð{Ü`ÖKÔ[Ñ%£¼ÖQ¥�Ñ�ü ¯�¨{Ø[ÑAÔKÓ�½)!2!Aûãú n�C±)n��!±)»�	�	��c�	±
ý5ý�ý�û5ãA²fÖ/ÑAÔ[Ñ�É`ÖKÓ�ÖKË`Ì{Ï¥_ÐDÕ/Í�Ì]Ü[Ð�£�ÏXÓ�Í�ÌXÔKÔ`ÐDÕæÛ`Ì]É[ÌXÍ�ÐDÕ¾¡KØ`Ð%¨{Ø[Ñ%£�£¼Î0û�½¼ÑAß{Í�ÖKÓ�Ö`Ì6Ô[Ñ{Þ_ËKÔ`Ð%¨cÐ«¡`ÐDÓ�ÌXÔB±
ÛKÖ[Ñ�É�Ñ�Í�Î2Ïµ�ÌXÕ«µA¥_ÐAÉ`Î5ü°úþ	�
���
��sþD����l`

ÿ /A��$>(+9 1@��&*�����+& 7 �� 
� ÅS���������
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