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∂η
− ∂V
∂η

,
Â�	�Ã

Ñ�ÓKÊ
u = ξ̇

√
E, v = η̇

√
G W Í�ÎÍqÜeÏGËeÇZâ�È Í�ÒZÊ"Íq×�ÎeÔZÎÍqÜÒ$ÉKÏeÍqÜÒ*¿$Þ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜÒ$ËßÕKÏ�¾\ÔKÏGËeÇKÊqÕ\Ò\Ò$×�ÎÎeÔ?O

ÓZÒ\ÕKÏGÜÕ\Ì¹Ý�ÇZÒ\Õ\Ò\Û
ξ, η,

¾ZÎGÇZÕKÏGâ¦¾\ÔZÎeÒ\Ú�ËOÎ�ÓZÕKÏGâ!¾ZÎ6ËÔZÊ�Ö�ÊqÕ\Ò!¾\ÔZÊiÓKÍqÜeÏGËeÇZâ\ÊqÜOÍ�â ËEØ¿ÎeÔZÖ�Ê d
dt

= ∂
∂t

+

+ u√
E

∂
∂ξ

+ v√
G

∂
∂η
, V W Î.Ä��RÊ�ÖTÕ\Ì^Ûµ¾ZÎeÜOÊqÕ*¿\ÒKÏ�Ç=ËÕZÊ6Å�Õ\Ò�ÝEÍqÒ�Ç��

�¿ÇZâÌ¾ZÎGÇZá�ÉZÊqÕ\Ò\â Ú�ÏeÖT×\Õ\á�ÜOÎeÛòÍqÒZÍqÜOÊ�ÖTÌ¿Ù�á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â Â�	�Ã4ÍiÇKÊiÓZáOÊqÜþÓKÎ#¾ZÎGÇZÕ\Ò\Üà á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\ÒZÊ�Ö
ÕZÊqÔKÏGÚ�Ô\Ì^ËÕZÎÍqÜÒ

√
EG

∂%

∂t
+
∂(u%

√
G)

∂ξ
+
∂(v%

√
E)

∂η
= 0.

Â���Ã

à¹ÍqÈ¹ÓZáXË Ó½Ï�ÇZàÕZÊqÛ*Å�Ê�Ö Äeá�ÓKÊ�Ö ¾\ÔZÊiÓ1¾ZÎGÇ½ÏGÑqÏGÜàZÙ¿É\ÜOÎ ËÌ�¾ZÎGÇZÕZÊqÕZÎ áOÍiÇKÎeËÒZÊ@�SÔ�Ø~Û^�éØ~Û^ 1Ú1Û^¡w��ÖKÙ
Ï1ÒZÖ�ÊqÕ\ÕZÎ1Ó½ÏGËeÇKÊqÕ\ÒZÊ

p
Òv¾�ÇKÎeÜÕZÎÍqÜà

ρ
ÍqËâ�Ú�ÏGÕ\Ì ÜOÊ�Ö áOÍiÇKÎeËÒZÊ�Ö^Ù�É\ÜOÎ�ËÌ^ÔKÏGÞ�ÊqÕ\ÒZÊ dp

ρ
ËÕZÎeËà4â�Ë#O

ÇZâ\ÊqÜOÍ�â6ÓZÒZØ¿Ø¿ÊqÔZÊqÕ*¿\ÒKÏ�ÇKÎÖÄÕZÊq×�ÎeÜOÎeÔZÎeÛ=Ø�á�Õ\×*¿\Ò\Ò
P
Ù\ÜOÎ�Ê�ÍqÜà

1
ρ
∂p

∂ξ
= ∂P

∂ξ
, 1

ρ
∂p

∂η
= ∂P
∂η

.

�MÏG×\ÒZÖþÎ.ÄeÔKÏGÚ
ÎÖ^Ù�Ë1ÍiÇZá�ÉKÏeÊTÄOÏGÔZÎeÜÔZÎ#¾\ÕZÎÍqÜÒÄËµ¾\ÔKÏGËOÎeÛ$ÉKÏeÍqÜÒ á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\âÀÂ�	�Ã�ÍqÜOÎeÒ\ÜßÓZÒZØ¿Ø¿ÊSO
ÔZÊqÕ*¿\ÒKÏ�Ç1Ø�á�Õ\×*¿\Ò\Ò

Φ = P + V
�

h2ikj/lnmkiko8p8l�q�¢�vn�\zn{��£�
�y�Hu�{��2�[|(�
��s`���^�������
ρ = const

�^�^��vy�[�[�n{I�^u��n�[���n�[�nzn�^����� � u��[{�s`�^�2���[�I�n��vn�zn{�zn�y�

jEk$lNmEjEk�nEjEoqpsrImEjEoutvmEwEoNxèy>{8{8|1x�}��H�*xB�v�1x~���é�1�.|#�B�>�?�



êÓë>ìèíïî/ð�ì�îTñIë>îSòèó#ô>õHôÏñIî6ö~÷µìÆñIô�øBî/øBð�ù&úÆë>ì�ú*ò~î/ûÆð�÷µü�ô�ë>îSò~ú�ð�ô�ý/ñIìvó#ë>þ8ÿuîSò~ð�ô�ûÆý���îSò~ùÁ�?y>�

S JMW\PKaM[]aMLz¡4`�PKLz¤�[]aMLz¡ P�TEIKJTY)[���JMI½Y)[>�MLH¤2¥ßWZY#¦KWöDI§Á[]IKJM[�Y)Wá�K[.§I¨½Y ¥I*§I¨B¨MWöD �¿ÇZâ
¾ZÎGÇZá�ÉZÊqÕ\Ò\â1ÏGÕKÏ�ÇKÎeÑqÏ;Ò\Õ\ÜOÊqÑ�ÔKÏ�Ç½Ï8��Î#Å�Ò`�yf¯ÏGÑ�ÔKÏGÕ\Þ�Ï�Ù½Ò\Ú¯×�ÎeÜOÎeÔZÎeÑ
Î\Ù½Ë8ÍqËOÎeÈ ÎeÉZÊqÔZÊiÓZàZÙ½Ö�Î
Þ�ÕZÎIÄeá�ÓKÊqÜ
ËÌ^ÔKÏGÚ�Ò\Üà Ó½ÏGËeÇKÊqÕ\ÒZÊ=Þ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜÒRÙ�¾ZÊqÔZÊ6¾\Ò*Å�Ê�Ö�á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â Â�	�Ã�Ë4ÕZÊ�Íq×�ÎGÇZà×�Î$Ò\ÕZÎÖ�ËÒ�ÓKÊ��à«ËOÊiÓKÊ�Ö
Ò�Ô.Õ�Ö?×�Ø�Ù6Ú1Ú1Û^¡w��©¯Þ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜÒµ¾ZÎ�Ø¿ÎeÔZÖTá�ÇKÊ

Ω = 1√
EG

(
∂
∂ξ

(
v
√
G
)
− ∂
∂η

(
u
√
E
)) Â�f8Ã

ÒRÙZÒZÍ6¾ZÎGÇZàÚ�áâãÂ�	�ÃiÙ1¾ZÎGÇZá�ÉKÏeÊ�Öæá�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\âvÙöÏGÕKÏ�ÇKÎeÑ�Ò\É\Õ\ÌwÊ¯Ò\Ú�ËOÊ�ÍqÜÕ\ÌwÖôË;×�Ç½ÏeÍ�ÍqÒ\ÉZÊ�Íq×�ÎeÛ1Ñ�Ò�ÓZÔZÎ�ÓZÒ\ÕKÏ/O
ÖTÒ\×�Ê¿×�ÏG×«ª6Ø8Ô.Õ�ÚBÙ6Ú1Ö`¬gBØ~Û�®�Ù�¯�Ök°�±�Ô�®
�SÔÙ

∂u
∂t

= Ωv − 1√
E

∂
∂ξ

(
Φ +

u2 + v2

2

)
,

∂v
∂t

= −Ωu− 1√
G

∂
∂η

(
Φ +

u2 + v2

2

)
.

Â���Ã

Ý�¾ZÎÖ�Î#Í�àÈ Â���ÃiÙ�ÏßÜeÏG×\Þ�ÊEá�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â$ÕZÊqÔKÏGÚ�Ô\Ì^ËÕZÎÍqÜÒ Â���Ã¯ÕZÊ�ÍiÇKÎ
Þ�ÕZÎá¾ZÎGÇZá�É\Ò\Üà�á�ÜËOÊqÔ]Þ�ÓKÊqÕ\ÒZÊÙ
×�ÎeÜOÎeÔZÎÊuå�ÊqÔZÖ�ÊiÇKÎ;ÕKÏGÚ�Ì^Ë]ÏeÊqÜg�EÙ6Û Ø�Ù²®�Û�Ü+~Ù²³�©�®\´�Û�³�©nµ1Ô�
§Á[]IKJM[�Y)W � D+¶ ³`¬·�SÔ�Ø~Û^�éØ~Û^ 1Ú1Û�´�Û��EÙ�¸?Ù6Ú1Ö`¬µÖ�¹#ÙçÔ�³�©�Ú1Û�ÜµÚBÙ�¡�º Ö`®�Ô.Ù²®�Û�Ütº Ö�¹^¯�Û^¡w��Öt 1Û^¹�¹#Ù6Ü�»

¡w�EÕ�ÖBÙ²®? 1Û^�EÙ6Ú�µ1Ö1Ô�³�©�Ú�¼�×V®�Ô�¡w¡HÛ#Õ^¼�×g¡HÖ`³gµ1Ö#Ø8¯nª^³`¬�µ1Ö`¬
ΓC =

∫
C

u
√
E dξ+ v

√
Gdη

Õ^¹�Û�³�©NÒ�Ô�®
¯�Ú�ªn»
��Û�Ü½¯6Ø~ÖBÕ�Û�Ü

C ¾ ¡HÛ^¡w��Ûw¬�¿EÙ6ÜÆÖ?ÒÏÛ^¹�Ú1Ö?×!Ö½�EÙ�×«ºÁÙ�¸8Ô�¡w��Ö�µ½º Ö�¹^¯�Û^¡w��Ö ¾ Û^¡w��Ô.Ù���¡�¬!ÚBÙ6Ö?Òw®�Ù6Ú1Ú1Û�Ü
Õ�ÛTÕ Ø�Ù²®~¬À¹#Õ�ÖRºÁÙ6Ú1Ö`¬2Á

à�ÇZÒ\ÜOÊqÔKÏGÜá�ÔZÊ�Î ��f#Ð1Ê�ÜeÏ)ÜOÊ�ÎeÔZÊ�Ö�ÏEÂ Ó\ÇZâ�ÍiÇZá�ÉKÏGâ�¾�ÇKÎÍq×�ÎÍqÜÒ~ÃXÄÎGÇKÊ�Ê¹Ò\Ú�ËOÊ�ÍqÜÕKÏ)×�ÏG×M�EÙ6Û Ø�Ù²®�ÔVÂ*Û�®
»
¡HÛ�Ú1Ô� � Ä#Í�ÊqÒ\Ú�ËOÊ�ÍqÜÕKÏGâ ÜOÊ�ÎeÔZÊ�Ö�ÏµÞ�ÊiÇZàOÖTÑ
ÎGÇZà.¿KÏ=Î�¾ZÊqÔZÊqÕZÎÍ�Ê8Ú�ÏGËÒ�Ý�ÔZÊqÕ\ÕZÎÍqÜÒÆ¾ZÎeÜOÎe×�ÎÖ ¾ZÎGÇZá�ÉKÏeÊqÜOÍ�â
Ò\Ú¿ÕZÊ�Ê�×�ÏG×�¾\ÔZÎÍqÜOÎÊ¿ÍiÇKÊiÓKÍqÜËÒZÊ�

³6[]N�¤$LTY)W\[�Y)W8¡v¤$Lv`U�vIKN� C¨RDIÃÓ�Ra���¨MLz¡Æ �IB�vWöD � ÍqÜeÏGÕZÎeËÒZÖ�Í�âEÜOÊ6¾ZÊqÔ\àN¾ZÎ�ÓZÔZÎ.ÄeÕZÊ�Ê�ÕKÏ�ÍiÇZá>O
ÉKÏeÊ!ÚBÙ�¡�º Ö`®�Ô.Ù²®�Û�ÜÀÛ^¹�Ú1Û Ø~Û^¹�Ú1Û�Ü�Þ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜÒsÂ

ρ = const
Ãi��ÇAáOÍqÜà$Ö�ÏeÍ�Í�ÎeËÌwÊ1ÍqÒ�ÇZÌ ÎeÜOÍqá�ÜOÍqÜËá�È)Ü

V = 0
ÒRÙMÍiÇKÊiÓKÎeË]ÏGÜOÊiÇZàÕZÎ\Ù

Φ =
p
ρ
�&�&ÕKÏ�ÇKÎeÑ�Ò\É\ÕZÎÓ¾�ÇKÎÍq×�ÎÖTá ÍiÇZá�ÉKÏGÈ�Ù�ËËOÊiÓKÊ�Ö�¾ZÎeÕ\â�ÜÒZÊ"Ø�á�Õ\×*¿\Ò\Ò

ÜOÎe×�Ï
ψ(ξ, η)

�RÄ¯Ò\×�ÍqÒ\Ô\áOÊ�Ö ÕKÏ
S
ÜOÎeÉ\×\á

O
ÙÜOÎeÑ�Ó½Ï�Ú�ÕKÏ�ÉZÊqÕ\ÒZÊ

ψ
Ë¿ÜOÎeÉ\×�Ê

A
¾ZÎGÇKÎ
Þ�ÒZÖ4ÔKÏGËÕ\ÌwÖá¾ZÎeÜOÎe×\á

Þ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜÒ=ÉZÊqÔZÊqÚ¿×\Ô\Ò\Ëá�È�Ù\Í�ÎÊiÓZÒ\Õ\â�È Í�á�È
O
Ò
A
Ð

ψ(A) =

∫

OA

vn ds,

Ñ�ÓKÊ
vn W ×�ÎÖX¾ZÎeÕZÊqÕ\ÜeÏ¿Íq×�ÎeÔZÎÍqÜÒ;Ë�ÕKÏ�¾\ÔKÏGËeÇKÊqÕ\Ò\Ò;ÕZÎeÔZÖ�Ï�ÇZÒ�×�×\Ô\Ò\ËOÎeÛ

OA
�#à ÍqÒ�ÇZá�ÕZÊ�Í�Þ�ÒZÖ�ÏeÊ�Ö�ÎÍqÜÒ

Ê�ÜOÎeÜu¾ZÎeÜOÎe×8ÒZÖ�Ê�ÊqÜ�Î�ÓZÕZÎ¯Ò;ÜOÎ¿Þ�Ê&Ú�ÕKÏ�ÉZÊqÕ\ÒZÊwÓ\ÇZâ;ËOÍ�ÊiÝ�Ñ
ÎÖ�ÎeÜOÎ#¾\Õ\Ì¹Ý�×\Ô\Ò\ËÌ¹ÝvÙ�Í�ÎÊiÓZÒ\Õ\â�È Í�Ò�Ý
O
Ò
A
�

�¿ÏG×EÒ6ÕKÏ�¾�ÇKÎÍq×�ÎÍqÜÒRÙ½Íq×�ÎeÔZÎÍqÜà�ÉKÏeÍqÜÒ*¿EÞ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜÒßÔKÏGËÕKÏ�×�ÎÍ�ÎÖTá"Ñ�ÔKÏ�ÓZÒZÊqÕ\Üá6Ø�á�Õ\×*¿\Ò\ÒEÜOÎe×�Ï�Ð

(u, v) = J∇ψ,
Ñ�ÓKÊ

J W Î#¾ZÊqÔKÏGÜOÎeÔ�¾ZÎeËOÎeÔZÎeÜeÏ;ÕKÏ��.g�Ñ�ÔKÏ�ÓZáOÍ�ÎeËZÙZÒ�ÇZÒ6Ë;×�ÎÎeÔOÓZÒ\ÕKÏGÜÕZÎeÛ=Ú�Ï�¾\ÒZÍqÒ

u = 1√
G

∂ψ

∂η
, v = − 1√

E

∂ψ

∂ξ
.

Â�d�Ã

Ý�ÇKÊiÓKÎeË]ÏGÜOÊiÇZàÕZÎ\ÙKÚ�ÏGËÒ�Ý�ÔZÊqÕ\ÕZÎÍqÜà\Â���Ã«ÒEØ�á�Õ\×*¿\Ò\â"ÜOÎe×�Ï
ψ
ÍqËâ�Ú�ÏGÕ\ÌXÍ�ÎÎeÜÕZÎ#Å�ÊqÕ\ÒZÊ�Ö

Ω = −∆ψ,
Â��.Ã

jEk$lNmEjEk�nEjEoqpsrImEjEoutvmEwEoNxzy>{8{8|1x~}��H�*xB�v�1x����,�1�.|#�B�>�?�



�?y�� X�Y[Z\Y^] ô/ò~ì�ý/ô�ë`_baVYRc�Y^dã÷�ÿu÷>î/ë`_\c�Y^d-Y[e&÷�ÿuô8ó#÷>ð�ô�ë

Ñ�ÓKÊ

∆ = 1√
EG

(
∂
∂ξ

(√
G
E
∂
∂ξ

)
+ ∂
∂η

(√
E
G
∂
∂η

)) ÂÅ��Ã

W Î#¾ZÊqÔKÏGÜOÎeÔEf¯Ï�¾�Ç½ÏeÍ
Ï��8Ë¹ÊiÇZà�ÜÔKÏeÖTÒæÕKÏ S �"½�Í6¾ZÎGÇZàÚ�áâ Â���ÃqÙ&Â���Ã�ÒÀÂ��.ÃqÙ�Ö�Î
Þ�ÕZÎÓ¾ZÎe×�ÏGÚ�ÏGÜàvÎ f>�/Ð{Ù�É\ÜOÎ
Ú�ÏGËÒ�Ý�ÔZÊqÕ\ÕZÎÍqÜà

Ω
á�ÓKÎeËeÇKÊqÜËOÎeÔ]â\ÊqÜ�ÓZÒZØ¿Ø¿ÊqÔZÊqÕ*¿\ÒKÏ�ÇZàÕZÎÖTá"á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\ÈþË�ÉKÏeÍqÜÕ\Ì¹Ý�¾\ÔZÎeÒ\Ú�ËOÎ�ÓZÕ\Ì¹Ý

∂Ω
∂t

= 1√
EG

(
∂ψ

∂η
∂Ω
∂ξ
− ∂ψ

∂ξ
∂Ω
∂η

)
,

Â���Ã

â�ËeÇZâ�È Í�Ê�ÖTáOÍ�â�ÏGÕKÏ�ÇKÎeÑ
ÎÖ�á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\âNÞ�ÊiÇZàOÖTÑ
ÎGÇZà.¿KÏAÓ\ÇZâ�ÍiÇZá�ÉKÏGâE¾�ÇKÎÍq×�ÎÍqÜÒR� � ÜOÖ�ÊqÜÒZÖ�ÜeÏG×\Þ�ÊÙOÉ\ÜOÎ
ÍEá�ÉZÊqÜOÎÖ Â��.ÃiÙ�á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\ÒZÊãÂ���Ã�¾\ÔZÊiÓKÍqÜeÏGËeÇZâ\ÊqÜÄÍ�Î.ÄÎeÛO¹�ÖkÆ;ÆUÙ	Ø�Ù6Ú�µ1Ö1Ô�³�©�Ú1Û#Ùgª6Ø8Ô.Õ�ÚBÙ6Ú1ÖBÙÓÕ«¸8Ô�¡w��Ú�¼�×
 #Ø~Û�Ö?Ò#Õ�Û^¹�Ú�¼�×M�éØ�Ù���©>Ùw´�Û� 1Û ØR¬�¹^¯�Ô ¾ ¯�Û^��Û Ø~Û�®
ª3¹�Û�³Rº Ú1Ô3ªn¹�Û#Õw³BÙ��EÕ�Û ØR¬���©VÆIª�Ú�¯nµ1Ö`¬g��Û^¯�Ô

ψ(ξ, η, t)�EÙ�¸?Ù6Ú1Ö`¬ÓÖ�¹#ÙçÔ�³�©�Ú1Û�Ü\ÚBÙ�¡�º Ö`®�Ô.Ù²®�Û�Ütº Ö�¹^¯�Û^¡w��ÖK�
±6IB �[]a�¨MLMW8§I¨Ka���[\ �[>®M[]aMLz¡�D à ÍiÇZá�ÉKÏeÊ¯ÎeÜOÍqá�ÜOÍqÜËÒ\âßÚ�ÏGËÒ�Ý�ÔZÊqÕ\ÕZÎÍqÜÒvÂ

Ω = 0
Ã¹ÜOÊqÉZÊqÕ\ÒZÊ�Î.Ä�O

Ç½Ï�Ó½ÏeÊqÜT¾ZÎeÜOÊqÕ*¿\ÒKÏ�ÇKÎÖ Íq×�ÎeÔZÎÍqÜOÊqÛ
ϕ
Ð

u = 1√
E

∂ϕ

∂ξ
, v = 1√

G

∂ϕ

∂η
,

Âg��g�Ã

Ï&Ø�á�Õ\×*¿\Ò\â¯ÜOÎe×�Ï
ψ
Òq¾ZÎeÜOÊqÕ*¿\ÒKÏ�Ç

ϕ
¾\ÔZÊiÓKÍqÜeÏGËeÇZâ�È)Ü¿Í�Î.ÄÎeÛ�Í�Î#¾\Ô]â�Þ�ÊqÕ\Õ\ÌwÊ^ÑqÏGÔZÖ�ÎeÕ\Ò\ÉZÊ�Íq×\ÒZÊwØ�á�Õ\×*¿\Ò\Ò

ÕKÏ
S
Ù�ÜOÎ;Ê�ÍqÜà

∆ϕ = ∆ψ = 0,

∂ϕ

∂ξ
=

√
E
G

∂ψ

∂η
,

∂ϕ

∂η
= −

√
G
E

∂ψ

∂ξ
.

Âg��/Ã

S6a� �[>¥JMW8§ÈÇ6IB´�LH¤2¥ßW*¥JMW\az¤�WöD à�¾\ÔZÊiÓ1¾ZÎGÇKÎ
Þ�ÊqÕ\Ò\ÒRÙEÉ\ÜOÎ>Ú�ÏGËÒ�Ý�ÔZÊqÕ\ÕZÎÍqÜà ¾ZÎÍqÜOÎ
â�Õ\ÕKÏ�Ù
Ò\ÚµÂ���Ã&ÕZÊ�ÍiÇKÎ
Þ�ÕZÎ�¾ZÎGÇZá�É\Ò\ÜàßÏGÕKÏ�ÇKÎeÑ;Ò\Õ\ÜOÊqÑ�ÔKÏ�Ç½Ï6��Î#Å�Ò`�yf¯ÏGÑ�ÔKÏGÕ\Þ�Ï!Â ×�ÍqÜeÏGÜÒ4Ñ
ÎeËOÎeÔ]âvÙvÕZÊ�ÎeÜOÖ�ÊqÉZÊqÕ?O
Õ\Ì^Ûµå�ÊqÔZÖ�ÊiÇKÎ>Ãi�B½AÚIÂ���Ã«Ò!Â��.Ã�¾ZÎGÇZá�ÉKÏeÊ�Ö�Â�¾\Ô\Ò

ρ = 1
Ã

∂
∂ξ

(
p+

u2 + v2

2

)
= Ω

∂ψ

∂ξ
+

√
E
G
∂
∂η

(∂ψ
∂t

)
,

∂
∂η

(
p+

u2 + v2

2

)
= Ω

∂ψ

∂η
−
√
G
E
∂
∂ξ

(∂ψ
∂t

)
.

Âg�
	�Ã

Ç�ÎÍq×�ÎGÇZà×\á6Ú�ÏGËÒ�Ý�ÔZÊqÕ\ÕZÎÍqÜà
Ω = const

Ù�Ò\ÚIÂ��.Ã«ÕKÏ�Ý]Î�ÓZÒZÖ
∆
∂ψ

∂t
= 0

Ù�ÜOÎ;Ê�ÍqÜà;ÒZÖ�Ê�ÊqÜ�Ö�Ê�ÍqÜOÎ
±6JM[e`X§�I>¤�[]aMLM[ � DÊÉ ªn¡w��©

ψ(ξ, η, t) ¾ ÆIª�Ú�¯nµ1Ö`¬Ë��Û^¯�Ô«�SÔ�Ø~Û^�éØ~Û^ 1Ú�¼�×-�EÙ�¸?Ù6Ú1Ö1Ü¸Ú1Ô« #Ø~Û�Ö?Ò^»
Õ�Û�³�©�Ú1Û�ÜÌ¹#Õ^ª^®�Ù	Ø~Ú1Û�ÜD 1Û#Õ#Ù	Ø1×*Ú1Û^¡w��ÖïÖ�¹#ÙçÔ�³�©�Ú1Û�ÜïÚBÙ�¡�º Ö`®�Ô.Ù²®�Û�ÜDº Ö�¹^¯�Û^¡w��Ö? #Ø~ÖDªn¡�³1Û#Õ�Ö1Ö

Ω =

= const ¾ ÆIª�Ú�¯nµ1Ö`¬ ∂ψ
∂t

¬BÕw³`¬BÙ���¡�¬«´�Ô�Ø`®�Û�Ú1Ö�¸?Ù�¡w¯�Û�Ü2Á

�TÏeÍ�Í�Ö�ÎeÜÔ\ÒZÖ Ø�á�Õ\×*¿\Ò\È
ϕ(ξ, η, t)

ÙöÜeÏG×\á�È�ÙKÉ\ÜOÎ ∂ϕ(ξ, η, t)

∂t
W ÑqÏGÔZÖ�ÎeÕ\Ò\ÉZÊ�Íq×�ÏGâ�ÕKÏ S Ø�á�Õ\×*¿\Ò\âvÙ

Í�Î#¾\Ô]â�Þ�ÊqÕ\ÕKÏGâ × ∂ψ(ξ, η, t)

∂t

Â ÑqÏGÔZÖ�ÎeÕ\Ò\É\ÕZÎÍqÜà Ø�á�Õ\×*¿\Ò\Ò ∂ψ

∂t

Ë$ÍiÇZá�ÉKÏeÊµ¾ZÎÍqÜOÎ
â�Õ\ÕZÎeÛ Ú�ÏGËÒ�Ý�ÔZÊqÕ\ÕZÎ�O
ÍqÜÒÄÎeÜOÖ�ÊqÉKÏ�Ç½ÏeÍqà�Ô]â�ÓKÎÖ ÏGËÜOÎeÔZÎeË�Î ��f#Ð%Ãi�UÝ á�ÉZÊqÜOÎÖ ÓZËá]Ý!¾ZÎÍiÇKÊiÓZÕ\Ò�Ý$Í�ÎÎeÜÕZÎ#Å�ÊqÕ\Ò\Û�Âg��/ÃqÙ"¾\ÔKÏGËÌwÊ
ÉKÏeÍqÜÒÆÂg�
	�Ã¹Ê�ÍqÜàN¾\ÔZÎeÒ\Ú�ËOÎ�ÓZÕ\ÌwÊ�Î�ÓZÕZÎeÛßÒ6ÜOÎeÛEÞ�Ê¿Ø�á�Õ\×*¿\Ò\Ò6ÒRÙZÍiÇKÊiÓKÎeË]ÏGÜOÊiÇZàÕZÎ\Ù½Í6¾\ÔKÏGËOÊiÓ\ÇZÒ\Ë]Ï

jEk$lNmEjEk�nEjEoqpsrImEjEoutvmEwEoNxèy>{8{8|1x�}��H�*xB�v�1x~���é�1�.|#�B�>�?�



êÓë>ìèíïî/ð�ì�îTñIë>îSòèó#ô>õHôÏñIî6ö~÷µìÆñIô�øBî/øBð�ù&úÆë>ì�ú*ò~î/ûÆð�÷µü�ô�ë>îSò~ú�ð�ô�ý/ñIìvó#ë>þ8ÿuîSò~ð�ô�ûÆý���îSò~ùÁ�?y8�

§Á[]IKJM[�Y)W ¢ÎÍ LMa� �[>¥JMW8§ÏÇ6IB´�LH¤2¥ßW*¥JMW\az¤�W8Ð
D-¶ ³`¬@�SÔ�Ø~Û^�éØ~Û^ 1Ú�¼�×-�EÙ�¸?Ù6Ú1Ö1ÜÀÖ�¹#ÙçÔ�³�©�Ú1Û�Ü
ÚBÙ�¡�º Ö`®�Ô.Ù²®�Û�Ü�º Ö�¹^¯�Û^¡w��Ö�¡: 1Û^¡w��Ûw¬1Ú1Ú1Û�Ü�Ò�Ô.Õ�Ö?×�Ø�Ù6Ú1Ú1Û^¡w��©nÑ

Ω = const
Õ^¼I 1Û�³1ÚBÙ6Ú1Û�¡HÛ�Û^��Ú1Û^ÒEÙ6Ú1ÖBÙ

p+
u2 + v2

2
= Ωψ − ∂ϕ

∂t
+ f(t).

Âg����Ã

Ó ÏeÖ�ÊqÜÒZÖ^Ù�É\ÜOÎ�¾\ÔZÎeÒ\Ú�ËOÎGÇZàÕ\á�È Ø�á�Õ\×*¿\Ò\È ËÔZÊ�Ö�ÊqÕ\Ò
f(t)

Ö�Î
Þ�ÕZÎ=Î.ÄeÔKÏGÜÒ\Üà=ËßÕ\á�ÇZàß×�Ï�ÇZÒ1ÄeÔZÎ�O
ËOÎeÉ\Õ\ÌwÖv¾\ÔZÊ�Î.ÄeÔKÏGÚ
ÎeË]ÏGÕ\ÒZÊ�Ö

ϕ→ ϕ+
∫
f(t) dt

Ù\ÕZÊ�Ö�ÊqÕ\â�È Í�ÒZÖ�¾ZÎGÇKÊ¿Íq×�ÎeÔZÎÍqÜOÊqÛR�

) äÕÔTä·Ö#<;×/6�×/./Kt6EF;,bLIJ/,?./0E5�FHGI136�J/./KMLON/<;F;6�JPLI./<&ACBRQ�L
ÇAÔ\Ò\ËOÊiÓKÊ�Ö Ê6Í�Ê¿ÔKÏGÚ�Ò\Ú�ËOÊ�ÍqÜÕ\ÌwÊ�Ë�ÕKÏeÍqÜOÎ
â?Í�Ê�Ê�ËÔZÊ�ÖTâßÔZÊqÚ�á�ÇZà�ÜeÏGÜÌ Î�ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\Ò1ÕKÏN¾ZÎeËOÊqÔOÝ�ÕZÎ�O

ÍqÜ�â�Ýv�v�¿ÏG×�á�Þ�Ê�á�×�ÏGÚ�Ì^Ë]Ï�ÇKÎÍqàZÙRË"ÔKÏ#ÄÎeÜeÏ�Ý�Î ��Ù�f>��Ù�f.f#Ð$¾\ÔZÊiÓKÍqÜeÏGËeÇKÊqÕ\Ì�Ò�ÓKÊqÛ\ÕZÎ"ÔKÏGÚqÇZÒ\É\Õ\ÌwÊE¾ZÎ�Ó\Ý]Î�ÓZÌ
×æÎ#¾\ÔZÊiÓKÊiÇKÊqÕ\Ò\È ÜOÎeÉZÊqÉ\ÕZÎeÑ
Î�ËÒ�Ý�Ô]âÄÕKÏ=Í�Ø¿ÊqÔZÊ���¯ËÒ\Þ�ÊqÕ\ÒZÊEÜOÎeÉZÊqÉ\Õ\Ì¹Ý$ËÒ�Ý�ÔZÊqÛæÕKÏ=Í�Ø¿ÊqÔZÊÏ¾ZÎ�ÓZÔZÎ.Ä�O
ÕZÎ�Î.ÄÍqá�Þ�Ó½ÏeÊqÜOÍ�â=ËÓÎ ��d�Ùg	�fZÙg	��Ùç��/Ð{� � Ü
ÇZÒ\É\ÕKÏGâ1ÎeÜ�×�Ç½ÏeÍ�ÍqÒ\ÉZÊ�Íq×�ÎeÛ�Ö�Î�ÓKÊiÇZà"ËÒ�Ý�ÔZÊqËOÎeÑ
Î;ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\âßÕKÏ
Í�Ø¿ÊqÔZÊ�ËËOÊiÓKÊqÕKÏ�ÕZÊiÓ½ÏGËÕZÎ;ËµÎ �
�/Ð{�\�)ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â"ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\âEÜOÎeÉZÊqÉ\Õ\Ì¹ÝEËÒ�Ý�ÔZÊqÛEÕKÏ�¾ZÎeËOÊqÔOÝ�ÕZÎÍqÜ�â�ÝEËÔKÏ/O
Í�ÊqÕ\Ò\âvÙ]×�ÏG×"á�Þ�ÊAÎeÜOÖ�ÊqÉKÏ�ÇKÎÍqàZÙ8¾ZÎGÇZá�ÉZÊqÕ\ÌË	AÊiÇ\ÇZÒ¦Î 	�/Ð{Ù]Ëq¾\ÔZÊiÓ1¾ZÎGÇKÎ
Þ�ÊqÕ\Ò\ÒRÙ\É\ÜOÎ�Íqá�Ö�Ö�ÏGÔ\ÕKÏGâ8Ò\Õ\ÜOÊqÕ?O
ÍqÒ\ËÕZÎÍqÜàAËÒ�Ý�ÔZÊqÛ�ÔKÏGËÕKÏwÕ\á�ÇZÈ�ÙGÏ^ÜeÏG×\Þ�Ê«ÔZÊ6Å�ÊqÕ\ÒZÊ«á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\âqÇAá]ÏeÍ�Í�ÎeÕKÏqÂ��.ÃvÒ\Ú�ËOÊ�ÍqÜÕZÎ\�#½AÕ\ÜOÊqÔZÊ�ÍqÕZÎÊ
Í)ÓZÒZØ¿Ø¿ÊqÔZÊqÕ*¿\ÒKÏ�ÇZàÕZÎ�O�Ñ
Ê�ÎÖ�ÊqÜÔ\Ò\ÉZÊ�Íq×�ÎeÛ�ÜOÎeÉ\×\Ò6Ú�ÔZÊqÕ\Ò\âEÎ.ÄÎ.Ä#Í�ÊqÕ\ÒZÊ�Ê�ÜÒ�Ý"ÉKÏeÍqÜÕ\Ì¹Ý6ÔZÊqÚ�á�ÇZà�ÜeÏGÜOÎeË�ÕKÏ
ÍiÇZá�ÉKÏGÛ�¾\ÔZÎeÒ\Ú�ËOÎGÇZàÕZÎeÛ�×�ÎÖX¾KÏG×\ÜÕZÎeÛ¯ÓZËá�Ö�ÊqÔ\ÕZÎeÛ�¾ZÎeËOÊqÔOÝ�ÕZÎÍqÜÒ¿Ó½ÏGÕZÎ^ËwÕZÊiÓ½ÏGËÕZÊqÛ¿ÔKÏ#ÄÎeÜOÊéÎ �6f#Ð{� � ÜOÖ�ÊSO
ÜÒZÖ�ÜeÏG×\Þ�Ê)ÔKÏ#ÄÎeÜá�Î �	/Ð{ÙOÑ�ÓKÊ&×\ÔZÎÖ�Ê&Í�Ø¿ÊqÔ\Ì

S2 ÔKÏeÍ�Í�Ö�ÎeÜÔZÊqÕ"ÍiÇZá�ÉKÏGÛI¾�ÇKÎÍq×�ÎÍqÜÒVf¿Î.ÄOÏ�ÉZÊqËOÍq×�ÎeÑ
Î
H2 �

à ÔKÏ#ÄÎeÜOÊIÎ �6f#Ð�ÓKÎe×�ÏGÚ�ÏGÕKÏ;ËÌ¹ÓZËÒ\Õ\á�ÜeÏGâ=ËµÎ �	/ÐTÑ�Ò*¾ZÎeÜOÊqÚ�Ï�ÙKÉ\ÜOÎ;ËÒ�Ý�ÔZÊqËOÎeÛßÓZÒ*¾ZÎGÇZà�ÕKÏ�ÓZËá�Ö�ÊqÔ\ÕZÎeÛÓ¾ZÎ�O
ËOÊqÔOÝ�ÕZÎÍqÜÒ�ÓZËÒ\Þ�ÊqÜOÍ�â¦¾ZÎ8Ñ
Ê�Î�ÓKÊqÚ�Ò\ÉZÊ�Íq×�ÎeÛR� � ÓZÕKÏG×�Î"Ó½ÏGÞ�Ê�Î�ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\Ò4ÊiÓZÒ\ÕZÍqÜËOÊqÕ\ÕZÎeÑ
Î6ÜOÎeÉZÊqÉ\ÕZÎeÑ
Î
ËÒ�Ý�Ô]â�Â Í
ÏeÖ�Î#¾\ÔZÎ�ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\Ò~ÃAÕKÏT¾\ÔZÎeÒ\Ú�ËOÎGÇZàÕZÎeÛ1ÓZËá�Ö�ÊqÔ\ÕZÎeÛ\¾ZÎeËOÊqÔOÝ�ÕZÎÍqÜÒ¦¾ZÎe×�Ï8Ö�Ï�ÇKÎ8É\ÜOÎ8Ò\Ú�ËOÊ�ÍqÜ#O
ÕZÎµÂ ËOÎeÚ
Ö�Î
Þ�ÕZÎ\ÙZÓ\ÇZâ6ÜÔZÊiÝ]ÎÍqÕZÎeÑ
ÎTÊqÇ\ÇZÒ*¾ZÍ�ÎeÒ�Ó½Ï�ÔZÊ6Å�ÊqÕ\ÒZÊ¯Ö�Î
Þ�ÊqÜÏÄeÌ^ÜàN¾ZÎGÇZá�ÉZÊqÕZÎ;ËNÊqÇ\ÇZÒ*¾\ÜÒ\ÉZÊ�Íq×\Ò�Ý
×\Ë]Ï�ÓZÔKÏGÜá�ÔKÏ�ÝBÃi�k�TÏeÍ�Í�Ö�ÎeÜÔ\ÒZÖ¸¾ZÎ�ÓZÔZÎ.ÄeÕZÊ�Ê¿ÔKÏGÚqÇZÒ\É\Õ\ÌwÊ¿ËOÎeÚ�Õ\Ò\×�ÏGÈ Í�ÒZÊ¯ÍqÒ\Üá]Ï�¿\Ò\ÒR�
§ÁIB®M[>®Ma���[�PKL"�RJML aMWÆ�vI½Y �MW*�� �a����À�MIKPK[]J��RaMIKN� #¡z��D à«Ò�Ý�ÔZÊqËOÎÊ�ÜOÊqÉZÊqÕ\ÒZÊ�ÕKÏ�×�ÎÖX¾KÏG×\Ü#O

ÕZÎeÛ�¾ZÎeËOÊqÔOÝ�ÕZÎÍqÜÒ
S
ÒZÖ�Ê�ÊqÜN¾ZÎ�ÍqÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\È Í`¾�ÇKÎÍq×�ÎÍqÜàÈ Íqá8Í�Ê�ÍqÜËOÊqÕ\Õ\á�È ÎÍ�Î.ÄÊqÕ\ÕZÎÍqÜàZÐ

¡wª^®~®�Ô�Ø~Ú1Ô�¬µÒ�Ô.Õ�Ö?×�Ø�Ù6Ú1Ú1Û^¡w��©ÏÕ^¡�Ù6ÜÀ 1Û#Õ#Ù	Ø1×*Ú1Û^¡w��ÖEØ8Ô.Õ�Ú1ÔIÚ�ª^³�Ñ#Á

��ÊqÛZÍqÜËÒ\ÜOÊiÇZàÕZÎ\Ù,¾\áOÍqÜàÙØ W Î.ÄGÇ½ÏeÍqÜàÄÕKÏ
S
�&Ç�Î ÜOÊ�ÎeÔZÊ�Ö�Ê!ÝÁÜOÎe×�Í
Ï�Ù�¿\Ò\Ô\×\á�ÇZâ?¿\Ò\â Íq×�ÎeÔZÎÍqÜÒ

ËeÓKÎGÇZà=Ñ�ÔKÏGÕ\Ò*¿\Ì
∂D

ÔKÏGËÕKÏ6ÓZËOÎeÛ\ÕZÎÖTá�Ò\Õ\ÜOÊqÑ�ÔKÏ�ÇZá�ÎeÜßÚ�ÏGËÒ�Ý�ÔZÊqÕ\ÕZÎÍqÜÒ
Ω

¾ZÎ
D
ÙvÕZÎEÜeÏG×\Þ�Ê8ÔKÏGËÕKÏ

Ò6ÓZËOÎeÛ\ÕZÎÖTá"Ò\Õ\ÜOÊqÑ�ÔKÏ�ÇZá6Í�Î�Ú�ÕKÏG×�ÎÖDÚw�kÛ�ÎeÜ
Ω

¾ZÎ
M/D

Ù\ÜeÏG×\ÒZÖ Î.ÄeÔKÏGÚ
ÎÖ^Ù ∫
S

Ω dS = 0
�

Ý�ÇKÊiÓKÎeË]ÏGÜOÊiÇZàÕZÎ\Ù�ÕKÏ"×�ÎÖX¾KÏG×\ÜÕZÎeÛÆ¾ZÎeËOÊqÔOÝ�ÕZÎÍqÜÒ Ú�ÏGËÒ�Ý�ÔZÊqÕ\ÕZÎÍqÜàßÕZÊ;Ö�Î
Þ�ÊqÜ\ÄeÌ^ÜàßÍ�ÎÍqÔZÊiÓKÎeÜOÎ�O
ÉZÊqÕKÏ�Ë�Î�ÓZÕZÎeÛEÜOÎeÉ\×�Ê�Bâ¿Ï

S
ÜOÎeÉZÊqÉ\Õ\Ì^ÛßËÒ�Ý�Ô\à;Ö�Î
Þ�ÊqÜ8Íqá8Í�Ê�ÍqÜËOÎeË]ÏGÜàT¾\Ô\ÒEÕKÏ�ÇZÒ\É\Ò\Ò

��¹ÇZÒ1ÄÎ�ÜeÏG×�ÎeÑ
Î;Þ�Ê�ËÒ�Ý�Ô]âvÙ\ÕZÎE¾\ÔZÎeÜÒ\ËOÎ#¾ZÎGÇKÎ
Þ�ÕZÎeÛ=Ò\Õ\ÜOÊqÕZÍqÒ\ËÕZÎÍqÜÒãÎ �Ùg��Ð{Ù
	��¹ÇZÒ1ÄÎ;Ø¿ÎeÕZÎeËOÎeÛ6Ú�ÏGËÒ�Ý�ÔZÊqÕ\ÕZÎÍqÜÒÆÎ �6fZÙ�f>��Ù�f.f#Ð{�
S JMW\PKaM[]aMLM[�`�PKLz¤�[]aMLz¡  �IB®M[>®Ma���� PKL"�RJM[>© aMW��z§�IKN��vIKN� �LÁD �MÏG×\ÒZÖ Î.ÄeÔKÏGÚ
ÎÖ^ÙRÉ\ÜOÎ.ÄeÌ

Ó\ÇZâ�Ú�Ï�Ó½ÏGÕ\ÕZÎeÛE¾ZÎeËOÊqÔOÝ�ÕZÎÍqÜÒ
S
Ú�Ï�¾\ÒZÍ
ÏGÜà¿á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â�ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\â�ËAâ�ËÕZÎÖ1ËÒ�ÓKÊÙeÕZÊ�Î.Ä�Ý]Î�ÓZÒZÖ�Î�¾\ÔZÊqÞ�O

ÓKÊ�ÔZÊ6Å�Ò\Üà;á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\ÒZÊ�ÇAá]ÏeÍ�Í�ÎeÕKÏ
∆ψ = Ω,

Âg�6f8Ã
Ñ�ÓKÊ

Ω W ¾ZÎÍqÜOÎ
â�Õ\ÕKÏGâ�ÕKÏ
S
Ø�á�Õ\×*¿\Ò\â�Â ×\ÔZÎÖ�Ê�ÜOÎeÉZÊq×RÙöÑ�ÓKÊ�ÔKÏeÍ6¾ZÎGÇKÎ
Þ�ÊqÕ\Ì>ËÒ�Ý�Ô\Ò~ÃiÙ

∆ W Î#¾ZÊqÔKÏGÜOÎeÔË¹ÊiÇZà�ÜÔKÏeÖTÒ`�yf¯Ï�¾�Ç½ÏeÍ
Ï�ÕKÏ
S
�

jEk$lNmEjEk�nEjEoqpsrImEjEoutvmEwEoNxzy>{8{8|1x~}��H�*xB�v�1x����,�1�.|#�B�>�?�



�?yyÜ X�Y[Z\Y^] ô/ò~ì�ý/ô�ë`_baVYRc�Y^dã÷�ÿu÷>î/ë`_\c�Y^d-Y[e&÷�ÿuô8ó#÷>ð�ô�ë

h2ikj/lnmkiko8p8l�q3ÝP��vy{�{����[�nzn�y�
Ω
�n�n{�sC���wu���vn�n{��Þ���[�[�[|�����H�2�

δ
�Åß���zn�nàn�n|�¢~�n�yu��u
��zn{����[���[�n�[|3���[z�

���wu�zn�����
�¯ËÒ\Þ�ÊqÕ\ÒZÊ¹ÜOÎeÉZÊqÉ\ÕZÎeÑ
Î)ËÒ�Ý�Ô]â

s0 = (ξ0, η0)
Î#¾\ÒZÍqÌ^Ë]ÏeÊqÜOÍ�âgÚ
ÓKÊ�ÍqÒ\Õ\Ñ�á�ÇZâ�Ô\Ò\Ú
ÎeË]ÏGÕ\ÕZÎeÛHÛ¯Ø�á�Õ\×*¿\ÒZÊqÛ

ÜOÎe×�Ï�ÙZÒ\Ú�ËOÊ�ÍqÜÕZÎeÛßË�Ô\ÒZÖ�ÏGÕZÎeËOÎeÛßÑ
Ê�ÎÖ�ÊqÜÔ\Ò\Òß×�ÏG×ßØ�á�Õ\×*¿\Ò\âM�MÎ.ÄeÒ\ÕKÏ�Î 	.d/Ð{Ù

ξ̇0 = 1
G

∂ψR(s0)

∂η0
, η̇0 = − 1

E

∂ψR(s0)

∂ξ0
, ψR(s0) = lim

s→s0

(
ψ(s, s0)− ln d(s, s0)

2π

)
,

Âg�
��Ã

Ñ�ÓKÊ Ø�á�Õ\×*¿\Ò\â ÜOÎe×�Ï
ψ W ÔZÊ6Å�ÊqÕ\ÒZÊæá�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â�ÇAá]ÏeÍ�Í�ÎeÕKÏÌÂg�6f8Ã�ÍæÎÍ�Î.ÄÊqÕ\ÕZÎÍqÜàÈ Ë ÜOÎeÉ\×�Ê

s0
Ù

d(s, s0) W Ñ
Ê�Î�ÓKÊqÚ�Ò\ÉZÊ�Íq×�ÎÊßÔKÏeÍ�ÍqÜOÎ
â�Õ\ÒZÊEÎeÜ s ÓKÎ s0
�Xà Î �6f#Ð&ÎeÜOÖ�ÊqÉKÏeÊqÜOÍ�âvÙ�É\ÜOÎ=Ë�ÎeÜ
ÇZÒ\É\ÒZÊEÎeÜ�ÍiÇZá>O

ÉKÏGâ�¾�ÇKÎÍq×�ÎÍqÜÒ ÒæÍ�Ø¿ÊqÔ\Ì¿Ù�ÕKÏÓ¾ZÎeËOÊqÔOÝ�ÕZÎÍqÜÒ¸¾ZÊqÔZÊ�Ö�ÊqÕ\ÕZÎeÛô×\Ô\Ò\ËÒ\Ú�Õ\Ì
S
ÜOÎeÉZÊqÉ\Õ\Ì^Û ËÒ�Ý�Ô\à4Ö�Î
Þ�ÊqÜ

ÓZËÒ\ÑqÏGÜàOÍ�âµ¾ZÎ�ÓEÓKÊqÛZÍqÜËÒZÊ�ÖæËÌ^Ú�Ë]ÏGÕ\ÕZÎeÑ
Î;ÒZÖæÍ
ÏeÖTÒZÖ�¾ZÎeÜOÎe×�Ï��
Ó ÏeÖ�ÊqÜÒZÖ ËEÍqËâ�Ú�Ò4Í�Ê�ÜÒZÖ^ÙöÉ\ÜOÎ6â�ËÕZÎÊ�ÔZÊ6Å�ÊqÕ\ÒZÊ�á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â¸Âg�6f8Ã&Ò\Ú�ËOÊ�ÍqÜÕZÎ6ÇZÒ*Å�à"Ó\ÇZâ�ÎeÉZÊqÕ\à

ÕZÊqÚ�ÕKÏ�É\Ò\ÜOÊiÇZàÕZÎeÑ
Î$É\ÒZÍiÇ½Ï¦¾ZÎeËOÊqÔOÝ�ÕZÎÍqÜOÊqÛR�:�MÏG×RÙ�ÕKÏ�¾\Ô\ÒZÖ�ÊqÔRÙÁË�â�ËÕZÎÖ ËÒ�ÓKÊEá�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\âÄÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\â
ËÒ�Ý�ÔZÊqÛ$ÕKÏEÜÔZÊiÝ]ÎÍqÕZÎÖ ÊqÇ\ÇZÒ*¾ZÍ�ÎeÒ�ÓKÊ8ÓKÎ1ÍqÒ�Ý!¾ZÎeÔ ÕZÊI¾ZÎGÇZá�ÉZÊqÕ\Ì¿�XàsÊ�ÜOÎeÛÄÍqËâ�Ú�Ò$á8¾ZÎÖTâ�ÕZÊ�ÖXÜeÏG×\Þ�Ê
ÔKÏ#ÄÎeÜá�Î 	.d/Ð{ÙOË¯×�ÎeÜOÎeÔZÎeÛ8ÔKÏeÍ�Í�Ö�ÎeÜÔZÊqÕZÎ¯ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\ÒZÊ&ËÒ�Ý�ÔZÊqÛT¾ZÎ�¾ZÎeËOÊqÔOÝ�ÕZÎÍqÜÒIÊqÇ\ÇZÒ*¾ZÍ�ÎeÒ�Ó½Ï¯ËÔKÏ�Í�ÊqÕ\Ò\âvÙ
¾ZÎGÇZá�ÉZÊqÕ\ÕZÎeÑ
Î�Ö�Ï�ÇZÌwÖþËOÎeÚ
ÖTá8Í�ÊqÕ\ÒZÊ�Ö Í�Ø¿ÊqÔ\Ì¿Ð

x2 + y2 + x2/(1 + ε) = R2 ��à�ÔKÏ#ÄÎeÜOÊ"ËÌ^ËOÊiÓKÊqÕ\Ì
¾\Ô\Ò1ÄGÇZÒ\Þ�ÊqÕ\Õ\ÌwÊÙ]Í«ÜOÎeÉ\ÕZÎÍqÜàÈôÓKÎ)É�ÇKÊqÕZÎeË�¾ZÎeÔ]â�ÓZ×�Ï

O(ε2)
ÙGá�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â�ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\â�ËÒ�Ý�ÔZÊqÛRÙOÏ&ÜeÏG×\Þ�Ê

ÒZÍ�ÍiÇKÊiÓKÎeË]ÏGÕ\ÌþÍiÇZá�ÉKÏGÒ6ÓZËá]Ý"Ò!Â É\ÒZÍiÇKÊqÕ\ÕZÎ>Ã¹ÜÔZÊiÝ"ËÒ�Ý�ÔZÊqÛR�
§ÁIB®M[>®Ma��E© PKL"�RJP¨âá6[]JTY)[.§�IC¤vH�IB¥I½Y)I*§�IKPKW aMW NnTE[]JM[ZD â¿Ï ÊiÓZÒ\Õ\Ò\É\ÕZÎeÛ Í�Ø¿ÊqÔZÊ

x2 +
+y2 + z2 = 1

ËËOÊiÓKÊ�Ö Í�Ø¿ÊqÔ\Ò\ÉZÊ�Íq×\ÒZÊ&×�ÎÎeÔOÓZÒ\ÕKÏGÜÌ
x = sin θ cos λ, y = sin θ sinλ, z = cos θ

ÒTÄeá�ÓKÊ�Ö
ÒZÍq×�ÏGÜà�ÔZÊ6Å�ÊqÕ\ÒZÊ�á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â!Âg�6f8ÃqÙ�×�ÎeÜOÎeÔZÎÊ¿ÜOÊ6¾ZÊqÔ\à�Ú�Ï�¾\Ò*Å�ÊqÜOÍ�âE×�ÏG×

1
sin θ

(
∂
∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+ ∂
∂λ

(
1

sin θ

∂ψ

∂λ

))
= −Ω,

Âg��d�Ã
Ë;ËÒ�ÓKÊ

ψ = ψ(θ)
Ù*¾\ÔZÊiÓ1¾ZÎGÇ½ÏGÑqÏGâ

Ω = const
� � ÜOÍqÈ¹Ó½Ï�ÕZÊ�Ö�ÊiÓ\ÇKÊqÕ\ÕZÎ;ÕKÏ�Ý]Î�ÓZÒZÖ

ψ = −2Ω ln sin θ
2
.

Âg���.Ã
à¹ÊiÇZÒ\É\Ò\ÕKÏ ¿\Ò\Ô\×\á�ÇZâ?¿\Ò\Ò Þ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜÒ ËeÓKÎGÇZà�¾KÏGÔKÏ�Ç\ÇKÊiÇZÒRÙ=Î#¾\ÔZÊiÓKÊiÇZâ\Ê�Ö�ÎeÛ á�Ñ�ÇKÎÖ

θ
Ù6ÔKÏGËÕKÏ

−2πΩ(1 + cos θ)
�

ãE�MJM[e`�[.§�[]aMLM[@ä ¯~ªRå D Ë«á�ÓKÊ�Ö Ñ
ÎeËOÎeÔ\Ò\ÜàZÙMÉ\ÜOÎßËßÜOÎeÉ\×�Ê
θ = 0

ÕKÏ�Ý]Î�ÓZÒ\ÜOÍ�â$ÜOÎeÉZÊqÉ\Õ\Ì^Û$ËÒ�Ý�Ô\à
Ò\Õ\ÜOÊqÕZÍqÒ\ËÕZÎÍqÜÒ

2πΩ
ÙGÊ�ÍiÇZÒ�ÜOÊqÉZÊqÕ\ÒZÊ¹Þ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜÒ�Î#¾\ÔZÊiÓKÊiÇZâ\ÊqÜOÍ�â;Ø�á�Õ\×*¿\ÒZÊqÛ�ÜOÎe×�Ï�Âg���.Ãq� Ó ÏeÖ�ÊqÜÒZÖ^ÙeÉ\ÜOÎ

¾\Ô\Ò�Ê�ÜOÎÖÄÔKÏGËOÊqÕZÍqÜËOÎ;Õ\á�ÇZÈþÎ.Ä#Í�ÊqÛEÚ�ÏGËÒ�Ý�ÔZÊqÕ\ÕZÎÍqÜÒßËÌ�¾ZÎGÇZÕ\â\ÊqÜOÍ�âv�
h2ikj/lnmkiko8p8l�q�æ��n���wu����^�Eç�zyu��n�[zn�^��è(���n�^���[�[{:�[�n�n{�s`{�vy{�zn������[�n{��nzn�[���(�[���^�\s`�^���wu����[�nzn�(���n��s`zn�

s`�[�u � u���xy���n�����[���n��s`�[��
���[�£�#�^�2{�����{I�P�n�[���[���^����¢~�[�u � u���{�vyx^�����[�y���n�n{�syvy���#{�znzn�[{�é�{��y�2{�vy�(ê ë[ë�ìí�����n��sy�zn��zyu � �^u���x��n�n� � �yu��nzn�b���^îï�����(uwvy{�zn�nð~��sCuw�#{I��zn{����[���[�n���#�v`u[�����n�n{����n��(���n{��[zn�n�uw�~�����������[{��^�#s`{�zn�n{�n�[�n{��2�^�í���#�n�n�nzn�y�Hu�{��[�£���u�����u[�2�[�[�n{��[��s`zn�[{/�Þzn{����n{��[��ð/ñ~{�{bs`�[�u � u���{�vyx^�����^un��ÝP��vy{�{/�n�yu��[�vyx[zn�#�[�n�n{��s`{�vn�n��x����[�n{��nzn�I{b�[���n�(�n�^���n{�sC�����[�^�ò�n�n{�s`{�vyx[zn�[�����n{��n{��^��sCun�w�yu[�����2�[���n{����n�n{��#s`{�s`�nzyu[�2�n�n�#�[���n{��[���
��n��{�zg�Huwvy�[���3�yu�s`�n�^��u

r
�M�n�^�������nznzn�[| � u��[���n{�znzn�^����� Ω

�k�^�����n{��8vn�� � u���{�� r → 0
�

Ω → ∞ �wu��n�y��[�[�yu � �^�����n���[�[�ï�n�n�[� � �[{�s`{�zn�n{ Ωr2 �^���wu��^uwvy�^��x~�n�^�������nznzn�b�½óô������ê õ��²ö[ö[�²ö�ë�ìø÷��
�¿ÇZâ8ÍqÒZÍqÜOÊ�ÖTÌ Ò\Ú&ÕZÊ�Íq×�ÎGÇZà×\Ò�Ý8ËÒ�Ý�ÔZÊqÛ"Í�Î�Í�Ø¿ÊqÔ\Ò\ÉZÊ�Íq×\ÒZÖTÒ"×�ÎÎeÔOÓZÒ\ÕKÏGÜeÏeÖTÒ

(θi, λi)
Ò�Ò\Õ\ÜOÊqÕZÍqÒ\Ë#O

ÕZÎÍqÜ�â\ÖTÒ
Γi = 2πεi

Ø�á�Õ\×*¿\Ò\â4ÜOÎe×�Ïµ¾\ÔZÊiÓKÍqÜeÏGËeÇZâ\ÊqÜ4Í�Î.ÄÎeÛÄÍqá�Ö�ÖTá Ø�á�Õ\×*¿\Ò\Û ËÒ�Ó½ÏãÂg���.Ãq��ÝÁÉ\Ò\ÜeÏGâvÙ
É\ÜOÎ�×�ÏGÞ�ÓZÌ^ÛEËÒ�Ý�Ô\à�ÍqÒZÍqÜOÊ�ÖTÌôÓZËÒ\Þ�ÊqÜOÍ�âEÍ�Î�Íq×�ÎeÔZÎÍqÜàÈ�Ù�Ò\Õ�ÓZá8¿\Ò\Ô\áOÊ�Ö�ÎeÛßÎÍqÜeÏ�ÇZàÕ\ÌwÖTÒEÜOÎeÉZÊqÉ\Õ\ÌwÖTÒ
ËÒ�Ý�Ô]â\ÖTÒßá�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â"ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\âßÖ�Î
Þ�ÕZÎN¾\ÔZÊiÓKÍqÜeÏGËÒ\Üà8Ë;Ø¿ÎeÔZÖ�Ê

εi sin θi
dθi
dt

= −∂H
∂λi

, εi sin θi
dλi
dt

= ∂H
∂θi

, i = 1, . . . , n.
Âg����Ã

jEk$lNmEjEk�nEjEoqpsrImEjEoutvmEwEoNxèy>{8{8|1x�}��H�*xB�v�1x~���é�1�.|#�B�>�?�



êÓë>ìèíïî/ð�ì�îTñIë>îSòèó#ô>õHôÏñIî6ö~÷µìÆñIô�øBî/øBð�ù&úÆë>ì�ú*ò~î/ûÆð�÷µü�ô�ë>îSò~ú�ð�ô�ý/ñIìvó#ë>þ8ÿuîSò~ð�ô�ûÆý���îSò~ùÁ�?y`ù

Ó ÓKÊ�Íqà�Ø�á�Õ\×*¿\Ò\âßÞ�ÏeÖTÒ�ÇZà�ÜOÎeÕKÏ
H
ÒZÖ�Ê�ÊqÜ;ËÒ�Ó

H =
∑

i<j

εiεj ln sin
rij
2
,

Âg�
��Ã

Ñ�ÓKÊ
rij = 2R2(1− cos θi cos θj − sin θi sin θj cos(λi − λj)) W Ý]ÎeÔOÓKÎeËOÎÊ¯ÔKÏeÍ�ÍqÜOÎ
â�Õ\ÒZÊ�Ö�ÊqÞ�ÓZá i O�ÜÌwÖÒ

j
O�ÜÌwÖÄËÒ�Ý�ÔZÊ�Ö^�
�¿ÏG× á�Þ�Ê8ÎeÜOÖ�ÊqÉKÏ�ÇKÎÍqàZÙMá�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\âÆå�ÊqÔZÖ�ÊiÇKÎÓ¾ZÎßÍqËOÎÊqÛ$Ø¿ÎeÔZÖ�Ê;ÜOÎ
Þ�ÓKÊ�ÍqÜËOÊqÕ\Õ\Ìòá�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â\Ö

Ë¹ÎeÑ
ÎÖ�ÎGÇKÎeË]Ï�ÙZÒZÖ�ÊqÈ Í�ÒZÖÄËÒ�ÓÆÎ �SÐ{Ð

θ̇k = {H, θk}, λ̇k = {H,λk}, {λk, cos θk} =
δik

R2Γi
,

ÚqÓKÊ�Íqà
H
ÇZÒ*Å�à;ÕZÊ�Íqá8Í�Ê�ÍqÜËOÊqÕ\Õ\ÌwÖ ÖTÕZÎ
Þ�Ò\ÜOÊiÇKÊ�ÖôÎeÜ
ÇZÒ\ÉKÏeÊqÜOÍ�â=ÎeÜµÂg�
��Ãq�

C�a� �L��MIO`�W8§I¨Ka���[  �IB®M[>®Ma���[ PKL"�RJML aMW NnTE[]JM[ZD Ç�ÎÖTÒZÖ�Î�ÔZÊ6Å�ÊqÕ\Ò\â�Âg���.ÃqÙ�á�ÔKÏGËÕZÊSO
Õ\ÒZÊTÂg��d�ÃÁÓKÎ#¾\áOÍq×�ÏeÊqÜ�ÔZÊ6Å�ÊqÕ\ÒZÊ�ËÒ�Ó½Ï

ψ = α · ln
(

tg θ
2

)
, α = const,

É\ÜOÎæÍ�ÎÎeÜËOÊqÜOÍqÜËáOÊqÜôÕKÏ�ÇZÒ\É\Ò\È ËÒ�Ý�ÔZÊqÛÁ¾\ÔZÎeÜÒ\ËOÎ#¾ZÎGÇKÎ
Þ�ÕZÎeÛþÒ\Õ\ÜOÊqÕZÍqÒ\ËÕZÎÍqÜÒXËv¾ZÎGÇZÈAÍ
Ï�ÝvÙ�¾\Ô\Ò\ÉZÊ�Ö
Ë�ÎÍqÜeÏ�ÇZàÕ\Ì¹ÝEÜOÎeÉ\×�Ï�ÝEÍ�Ø¿ÊqÔ\Ì

Ω = 0
�

� ×�ÏGÚ�Ì^Ë]ÏeÊqÜOÍ�âvÙÁÜeÏG×\á�È ¾KÏGÔ\á ËÒ�Ý�ÔZÊqÛ Ö�Î
Þ�ÕZÎ�ÔKÏeÍ�Í�Ö�ÏGÜÔ\Ò\Ë]ÏGÜà ×�ÏG× ÊiÓZÒ\Õ\Ì^ÛæÑ�Ò�ÓZÔZÎ�ÓZÒ\ÕKÏeÖTÒ\ÉZÊSO
Íq×\Ò\ÛßÎ.Ä��RÊq×\ÜGÙZÜeÏG×EÕKÏGÚ�Ì^Ë]ÏeÊ�ÖTÌ^ÛÆÔ#Ú���Ö� 1Û^¹�Ô�³�©�Ú�¼�ÜÓÕ�Ö?×�Ø8©]�

�¯ËÒ\Þ�ÊqÕ\ÒZÊ)ÏGÕ\ÜÒ*¾ZÎ�Ó½Ï�ÇZàÕ\Ì¹Ý�ÜOÎeÉZÊqÉ\Õ\Ì¹Ý;ËÒ�Ý�ÔZÊqÛ�Ò\Ú�á�ÉZÊqÕZÎ�Ë¿ÕZÊiÓ½ÏGËÕZÊqÛ;ÔKÏ#ÄÎeÜOÊ�Î �
�/Ð{ÙÑ�ÓKÊÙOË�ÉKÏeÍqÜ#O
ÕZÎÍqÜÒRÙ�¾ZÎe×�ÏGÚ�ÏGÕZÎ\ÙeÉ\ÜOÎAÊ�ÍiÇZÒ�Ò\Ú�ÕKÏ�ÉKÏ�ÇZàÕZÎAËÒ�Ý�Ô\Ò�¾\ÔZÎeÜÒ\ËOÎ#¾ZÎGÇKÎ
Þ�ÕZÎeÛ;Ò\Õ\ÜOÊqÕZÍqÒ\ËÕZÎÍqÜÒ�ÇKÊqÞ�ÏGÜAÕKÏ&×�ÎeÕ?O
¿KÏ�Ý Î�ÓZÕZÎeÑ
ÎßÓZÒKÏeÖ�ÊqÜÔKÏ�ÙMÜOÎEÜeÏG×�ÎÊ8Þ�ÊI¾ZÎGÇKÎ
Þ�ÊqÕ\ÒZÊ6ÎeÕ\Ò$Í�Î�Ý�ÔKÏGÕ\â�Ü=Ò ËOÎEËÔZÊ�ÖTâ�ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\âv���AÔZÎÖ�Ê
ÜOÎeÑ
Î\ÙvË!Î �
�/Ð$¾\Ô\Ò\ËOÊiÓKÊqÕKÏ6×�Ç½ÏeÍ�ÍqÒZØ�Ò\×�Ï�¿\Ò\â�ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\Û¸Ö1Ú��EÙw´�Ø~Ö#Ø8ª>Ù²®�Û�Ü"Ú�Ï�Ó½Ï�É\Ò4ÜÔZÊiÝ�ÏGÕ\ÜÒ*¾ZÎ�Ó½Ï�ÇZà#O
Õ\Ì¹Ý6ËÒ�Ý�ÔZÊqÛR�

S6NON#§�[e`�IKPKW\aMLz¡ S1DU;D���JMI½Y)[>�MLÁD àBÎeÜ
ÇZÒ\É\ÒZÊ ÎeÜså�ÊqÔZÖ�ÊiÇKÎ\ÙT½���Ý)�(ÞvÔZÎÖ�Êq×�Ï�¾\Ô\Ò�Ý]Î�ÓZÒ\Ü
×=ÔKÏeÍ�Í�Ö�ÎeÜÔZÊqÕ\Ò\È>ËÒ�Ý�ÔZÊqËÌ¹ÝßÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\Û�ÕKÏ�ÓZËá�Ö�ÊqÔ\Õ\Ì¹ÝÓ¾ZÎeËOÊqÔOÝ�ÕZÎÍqÜ�â�ÝvÙöÒ\Ú�á�ÉKÏGâßÜOÊqÉZÊqÕ\Ò\â=Ò�ÓKÊ
Ï�ÇZà#O
ÕZÎeÛßÞ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜÒ1Ë�ÜÔZÊiÝ\Ö�ÊqÔ\ÕZÎÖ¸¾\ÔZÎÍqÜÔKÏGÕZÍqÜËOÊÙ~¾KÏGÔKÏ�Ç\ÇKÊiÇZàÕ\ÌwÊ�ÕZÊq×�ÎeÜOÎeÔZÎÖTáßÍ�Ê�Ö�ÊqÛZÍqÜËá�¾ZÎeËOÊqÔOÝ�ÕZÎ�O
ÍqÜOÊqÛR�

à«Ì,ÄÊqÔZÊ�Ö4ÎeÔ\ÜOÎeÑ
ÎeÕKÏ�ÇZàÕZÎ�ÍqÒZÍqÜOÊ�ÖTá�×\Ô\Ò\ËOÎGÇZÒ\ÕZÊqÛ\Õ\Ì¹Ý�×�ÎÎeÔOÓZÒ\ÕKÏGÜ
ξ1, ξ2, ξ3,

Ë¿×�ÎeÜOÎeÔZÎeÛ�ÔKÏeÍ�Í�Ö�ÏGÜ#O
Ô\Ò\Ë]ÏeÊ�Ö�ÎÊ)Í�Ê�Ö�ÊqÛZÍqÜËOÎu¾ZÎeËOÊqÔOÝ�ÕZÎÍqÜOÊqÛ6Î#¾\ÔZÊiÓKÊiÇZâ\ÊqÜOÍ�â8á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\ÒZÊ�Ö

ξ3 = const
Ù�Ï�Ö�ÊqÜÔ\Ò\×�Ïu¾\ÔZÊiÓKÍqÜeÏGË#O

ÇZâ\ÊqÜOÍ�âEË;Ø¿ÎeÔZÖ�Ê
ds2 = h2

1dξ
2
1 + h2

2dξ
2
2 + h2

3dξ
2
3 ,

Ñ�ÓKÊ
hi W Ø�á�Õ\×*¿\Ò\Òæ×�ÎÎeÔOÓZÒ\ÕKÏGÜ Â ×�Î#Ê
Ø¿Ø�Ò*¿\ÒZÊqÕ\ÜÌúf¯ÏeÖ�Ê/Ãi�$Ë«á�ÓKÊ�ÖþÜeÏG×\Þ�Êµ¾\ÔZÊiÓ1¾ZÎGÇ½ÏGÑqÏGÜàZÙ«ÍiÇKÊiÓZáâ

½���Ý)�(ÞvÔZÎÖ�Êq×�ÊÙ½É\ÜOÎ
h3 = const.

Â�	.g�Ã
h2ikj/lnmkiko8p8l�q3û/�[�n�[}~�Þ� � �[{�����zn�òê ü�ýwìí�`�n�����^�£�n�uw��s`�[��2{��nzyuw���n�[�[{��^�zn�^����xÞ�2���#{��Þ�[�I��x���vy���#{�zyu�3���n�n�[�n���[���[zyuwvyx[zn�[{
��{��2{�|y�����[�y�����3{�����x3�3�[�n�n{�����zn�^�����+�^�£�n���[|V�n�[�[{��^�zn�^�����+�2���
zn�3�n�^�����n�[�n��x3�[�n�����

���[zyuwvyx[zn�I{~�n�n�n�[��vy�nzn{�|nzn�I{#���[�[�[s`�nzyu������CrE�����#{#�[�n{��8���Czn{#�^�£�n���[{~��s`zn�[�yu��yu[�2{����n�n�n{������[{~��{��2{�|y�����[�
�n�[�[{��^�zn�^����{�|��2���#{��(�[�I��x#s`�^�����n�[{�zn�#s`�(���n�n�[�n���[���[zyuwvyx[zn�[���
��{��2{�|y�����^u3óô���[�[���[{��[�����[��ð/ñ~�n{���{��2{�|y�����^u
zyu � �I�^u�ð/�[�£����{��2{�|y�����^u[�2��þ�u[�2{�÷��

jEk$lNmEjEk�nEjEoqpsrImEjEoutvmEwEoNxzy>{8{8|1x~}��H�*xB�v�1x����,�1�.|#�B�>�?�



�?yyÿ X�Y[Z\Y^] ô/ò~ì�ý/ô�ë`_baVYRc�Y^dã÷�ÿu÷>î/ë`_\c�Y^d-Y[e&÷�ÿuô8ó#÷>ð�ô�ë

ÇAáOÍqÜà
u1, u2, u3 W ×�ÎÖX¾ZÎeÕZÊqÕ\ÜÌ Íq×�ÎeÔZÎÍqÜÒ4ÉKÏeÍqÜÒ*¿�Þ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜÒ4Ë6ËÌ,ÄeÔKÏGÕ\ÕZÎeÛ4ÍqÒZÍqÜOÊ�Ö�Ê�×�ÎÎeÔ?O

ÓZÒ\ÕKÏGÜGÙZÜOÎeÑ�Ó½Ï�áOÍiÇKÎeËÒZÊ�¾KÏGÔKÏ�Ç\ÇKÊiÇZàÕZÎÍqÜÒ=ÜOÊqÉZÊqÕ\Ò\âEÍ�Ê�Ö�ÊqÛZÍqÜËá
ξ3 = const

¾\ÔZÊiÓKÍqÜeÏGËÒZÖ�Î�Ë�ËÒ�ÓKÊ

u3 = 0, ∂
∂ξ3

(h1u1) = ∂
∂ξ3

(h2u2) = 0.
Â�	��/Ã

ÇAÔ\Ò�Í·ÓKÊiÇ½ÏGÕ\ÕZÎÖ�ËÌ�Å�Ê�¾\ÔZÊiÓ1¾ZÎGÇKÎ
Þ�ÊqÕ\Ò\Ò\Â�	.g�Ã�ÎAÍ�Ê�Ö�ÊqÛZÍqÜËOÊ&¾ZÎeËOÊqÔOÝ�ÕZÎÍqÜOÊqÛ;ÕZÊ�ÍiÇKÎ
Þ�ÕZÎ�¾ZÎe×�ÏGÚ�ÏGÜàZÙeÉ\ÜOÎ
Ê�ÍiÇZÒ$ÜOÊqÉZÊqÕ\ÒZÊT¾KÏGÔKÏ�Ç\ÇKÊiÇZàÕZÎ\¾ZÎeËOÊqÔOÝ�ÕZÎÍqÜ�â\Ö

ξ3 = const
ËßÕKÏ�ÉKÏ�ÇZàÕ\Ì^ÛæÖ�ÎÖ�ÊqÕ\Ü1ËÔZÊ�Ö�ÊqÕ\ÒRÙMÜOÎ=ÎeÕZÎ

ÎÍqÜeÏeÊqÜOÍ�âµ¾KÏGÔKÏ�Ç\ÇKÊiÇZàÕ\ÌwÖ
ξ3 = const

Ò6ËOÎ�ËOÍ�Ê�¾ZÎÍiÇKÊiÓZá�È Í�ÒZÊ¿Ö�ÎÖ�ÊqÕ\ÜÌ ËÔZÊ�Ö�ÊqÕ\ÒR�
Ç�Î�ÓKÍqÜeÏGËÒ\Ë�Í�ÎÎeÜÕZÎ#Å�ÊqÕ\Ò\â�Â�	��/ÃRËAá�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\âvÙÎ#¾\ÔZÊiÓKÊiÇZâ�È Í�ÒZÊ¹Ú�ÏGËÒ�Ý�ÔZÊqÕ\ÕZÎÍqÜà

ω = rotv
Þ�Ò�Ó*O

×�ÎÍqÜÒ
ωi =

∑

j,k

εijk
1

hjhk

∂hkuk
∂ξj

,

Ñ�ÓKÊ
εijk W ÏGÕ\ÜÒZÍqÒZÖ�Ö�ÊqÜÔ\Ò\É\Õ\Ì^Û1ÜOÊqÕ\Ú
ÎeÔtf¿ÊqËÒ`���AÒ\ËÒ\ÜÌ¿ÙKÕKÏ�Ý]Î�ÓZÒZÖ

ω1 = ω2 = 0, ω3 = 1
h1h2

(
∂(h2u2)

∂ξ1
− ∂(h1u1)

∂ξ2

)
= Ω(ξ1, ξ2, ξ3).

Â�		�Ã

½�Í6¾ZÎGÇZàÚ�áâEá�ÔKÏGËÕZÊqÕ\ÒZÊ�ÕZÊqÔKÏGÚ�Ô\Ì^ËÕZÎÍqÜÒßÓ\ÇZâ6ÕZÊ�Í�Þ�ÒZÖ�ÏeÊ�Ö�ÎeÛ=Þ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜÒ

∑

i

∂
∂ξi

(
h1h2h3

hi
ui

)
= 0,

Î#¾\ÔZÊiÓKÊiÇZÒZÖ Ø�á�Õ\×*¿\Ò\È�ÜOÎe×�Ï
ψ
Ó\ÇZâ=ÜOÊqÉZÊqÕ\Ò\Ûá¾KÏGÔKÏ�Ç\ÇKÊiÇZàÕ\Ì¹Ý¦¾ZÎeËOÊqÔOÝ�ÕZÎÍqÜ�â\Ö

ξ3 = const
Ù~¾ZÎ6Ø¿ÎeÔ?O

ÖTá�Ç½ÏeÖ

u1 = − 1
h2h3

∂ψ

∂ξ2
, u2 = 1

h1h3

∂ψ

∂ξ1
.

�MÏG×\ÒZÖ Î.ÄeÔKÏGÚ
ÎÖ^ÙöÉ\ÜOÎ.ÄeÌ ÕKÏGÛ\ÜÒ�ÜOÊqÉZÊqÕ\Ò\â=ÕZÊ�Í�Þ�ÒZÖ�ÏeÊ�Ö�ÎeÛ4Þ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜÒRÙè¾KÏGÔKÏ�Ç\ÇKÊiÇZàÕ\ÌwÊE¾ZÎeËOÊqÔOÝ�ÕZÎÍqÜÒ
ξ3 = const

ÙZÍAÚ�Ï�Ó½ÏGÕ\ÕZÎeÛßÚ�ÏGËÒ�Ý�ÔZÊqÕ\ÕZÎÍqÜàÈ�Â�		�ÃÁÕZÊ�Î.Ä�Ý]Î�ÓZÒZÖ�Î8ÔZÊ6Å�Ò\Üà;á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\ÒZÊ�ËÒ�Ó½Ï

1
h1h2

(
∂
∂ξ1

(
h2

h1

∂ψ

∂ξ1

)
+ ∂
∂ξ2

(
h1

h2

∂ψ

∂ξ2

))
= ∆ψ = −h3Ω(ξ1, ξ2, ξ3),

Ñ�ÓKÊ
∆ W Î#¾ZÊqÔKÏGÜOÎeÔ«f¯Ï�¾�Ç½ÏeÍ
Ï��8Ë¹ÊiÇZà�ÜÔKÏeÖTÒ ÕKÏ S Ù½ÚqÓKÊ�Íqàß¾ZÊqÔZÊ�Ö�ÊqÕ\ÕKÏGâ

ξ3
ËeÝ]Î�ÓZÒ\ÜEË"×�Ï�ÉZÊ�ÍqÜËOÊN¾KÏGÔKÏ/O

Ö�ÊqÜÔKÏ��
ÇAÔZÎÍqÜOÊqÛ*Å�ÒZÖTÒN¾ZÎeËOÊqÔOÝ�ÕZÎÍqÜ�â\ÖTÒRÙ]á�ÓKÎeËeÇKÊqÜËOÎeÔ]â�È Í�ÒZÖTÒ�Í�Ø¿ÎeÔZÖTá�ÇZÒ\ÔZÎeË]ÏGÕ\Õ\ÌwÖ�ËÌ�Å�Ê«áOÍiÇKÎeËÒ\â\Ö^Ù

â�ËeÇZâ�È)ÜOÍ�âvÐ
�æ¾KÏGÔKÏ�Ç\ÇKÊiÇZàÕ\ÌwÊ�¾�ÇKÎÍq×�ÎÍqÜÒzÑ
� Í�ÎÎÍqÕ\ÌwÊ�×\Ô\á�Ñ
ÎeËÌwÊ�¿\Ò�ÇZÒ\Õ�ÓZÔ\Ì�Ñ
�ô×�ÎeÕ*¿ZÊqÕ\ÜÔ\Ò\ÉZÊ�Íq×\ÒZÊ�Í�Ø¿ÊqÔ\Ì¿�

ÇAÔ\Ò�Ê�ÜOÎÖÄËOÊq×\ÜOÎeÔEÔZÎeÜOÎeÔKÏ;Íq×�ÎeÔZÎÍqÜÒãÂ�		�Ã�¾ZÊqÔ*¾ZÊqÕ�ÓZÒ\×\á�ÇZâ�ÔZÊqÕß×EÕ\ÒZÖ^�
� ÍqÜeÏGÕZÎeËÒZÖ�Í�âã¾ZÎ�ÓZÔZÎ.ÄeÕZÊ�Ê"ÕKÏEÍiÇZá�ÉKÏeÊ8Í�Ø¿ÊqÔ\Ì¿�&�MÏG×RÙ�Ó\ÇZâ4Î.ÄeÌ^É\Õ\Ì¹Ý Í�Ø¿ÊqÔ\Ò\ÉZÊ�Íq×\Ò�Ý4×�ÎÎeÔOÓZÒ\ÕKÏGÜ

(r, θ, ϕ)
Ë
R3 Í�ÎÎeÜËOÊqÜOÍqÜËá�È Í�ÒZÊ8×�Î#Ê
Ø¿Ø�Ò*¿\ÒZÊqÕ\ÜÌâf¯ÏeÖ�Ê

hr = 1, hθ = r, hϕ = r sin θ,
ÜOÎ=Ê�ÍqÜà

áOÍiÇKÎeËÒZÊIÂ�	.g�Ã«ËÌ�¾ZÎGÇZÕZÊqÕZÎ\�

jEk$lNmEjEk�nEjEoqpsrImEjEoutvmEwEoNxèy>{8{8|1x�}��H�*xB�v�1x~���é�1�.|#�B�>�?�



êÓë>ìèíïî/ð�ì�îTñIë>îSòèó#ô>õHôÏñIî6ö~÷µìÆñIô�øBî/øBð�ù&úÆë>ì�ú*ò~î/ûÆð�÷µü�ô�ë>îSò~ú�ð�ô�ý/ñIìvó#ë>þ8ÿuîSò~ð�ô�ûÆý���îSò~ùÁ�?y>|

h2ikj/lnmkiko8p8l�q��Pu[���(���/�����n�^�2{��u��y���n��vyx � �[{�������{��n{��[���yu[ß��n�n{����n��ð��n�n�[{��nàn�nð�vy�n�[�����[�[�[s`�nzyu�����n�n�[{��nàn�n�
	3{��n�u����[�yun�^syvn�����[���[�n���
h1 = h2

�nû/�[���������y��[�n{��[��s`zn�y�zn{���vy��n{��(zyu#�n{ � ��vyxw�wu����
à Ó½Ï�ÇZàÕZÊqÛ*Å�Ê�Ö¸½���Ý)�(ÞvÔZÎÖ�Êq×�ÏN¾\ÔZÊiÓ1¾ZÎGÇ½ÏGÑqÏeÊqÜGÙ½É\ÜOÎ

Ω = 0
Õ^¡wÑ�¹^ª ¾ Ò�ÔTÖ�¡w¯^³�Ñ�¸?Ù6Ú1ÖBÙ²® ��Û^¸?Ù�¯ ¾ Õ3¯�Û^��Û Ø8¼�×µÚ1Ô/×*Û^¹w¬���¡�¬¦Õ�Ö?×�Ø~Ö

.

à=ÜeÏG×�ÎeÛu¾ZÎÍqÜeÏGÕZÎeË×�Ê«Ú�ÏGËOÊiÓKÎÖ�Î^ÒZÍq×�ÇZÈ)ÉZÊqÕKÏwØ¿ÎeÕZÎeË]ÏGâAÚ�ÏGËÒ�Ý�ÔZÊqÕ\ÕZÎÍqÜàZ�/à�ÍqËâ�Ú�Ò¿Í�Ê�ÜÒZÖ�½���Ý)�(ÞvÔZÎÖ�Êq×�Ï
Í�ÎÍqÔZÊiÓKÎeÜOÎeÉ\Ò�ÇKÍ�âÄÕKÏEÚ�Ï�Ó½Ï�ÉZÊ"Î½¹#Õ�ÖRºÁÙ6Ú1Ö1Ö

n
��Û^¸?Ù�¸8Ú�¼�×vÕ�Ö?×�Ø�Ù6Ü  #Ø~Û�Ö?Ò#Õ�Û�³�©�Ú1Û�ÜãÖ1Ú��EÙ6Ú�¡HÖBÕ�Ú1Û^¡w��Ö

Õ� 1Û^¹�Û^��³1Ô�¡w��Ög¡�ÆUÙ	Ø8¼ ¾ Û�´�Ø8Ô#Ú1Ö�¸?Ù6Ú1Ú1Û�ÜÓÚBÙ� 1Û^¹#Õ�ÖRº Ú�¼&®�ÖµÚBÙ� #Ø~Û�Ú1Ö�µ1Ô.Ù²®
¼&®�Öt¡w�EÙ6Ú�¯�Ô�®�Ö2Á
à�Ê�ÜOÎÖ ÍiÇZá�ÉKÏeÊ�Íqá�Ö�Ö�ÏGÔ\ÕKÏGâ�Ú�ÏGËÒ�Ý�ÔZÊqÕ\ÕZÎÍqÜàEÕKÏ�ËOÍ�ÊqÛ�Í�Ø¿ÊqÔZÊ�ÎÍqÜeÏeÊqÜOÍ�â�ÔKÏGËÕZÎeÛ�Õ\á�ÇZÈ�Ú�Ï"ÍqÉZÊqÜ

Ú
ÊqÔ\×�Ï�ÇZàÕ\Ì¹Ý Ò\Ú
Î.ÄeÔKÏGÞ�ÊqÕ\Ò\Û ËÒ�Ý�ÔZÊqÛ Íµ¾\ÔZÎeÜÒ\ËOÎ#¾ZÎGÇKÎ
Þ�ÕZÎeÛ Ú�ÏGËÒ�Ý�ÔZÊqÕ\ÕZÎÍqÜàÈ Ú�Ïá¾\ÔZÊiÓKÊiÇ½ÏeÖTÒ ÔKÏeÍSO
Í�Ö�ÏGÜÔ\Ò\Ë]ÏeÊ�Ö�ÎeÛß¾ZÎ�ÓKÎ.ÄGÇ½ÏeÍqÜÒR�C�MÏG×\ÒZÖ Î.ÄeÔKÏGÚ
ÎÖ^Ù�Ò\Ú6O�Ú�Ï¿ÒZÖ�Þ�Ê)Í
ÏeÖTÒZÖ�ËËOÊiÓKÊqÕ\ÕZÎeÑ
Î�ÎeÑ�ÔKÏGÕ\Ò\ÉZÊqÕ\Ò\âvÙ�É\ÜOÎ
Íqá�Ö�Ö�ÏGÔ\ÕKÏGâ�Ú�ÏGËÒ�Ý�ÔZÊqÕ\ÕZÎÍqÜà

Ω
ÔKÏGËÕKÏ6Õ\á�ÇZÈ�ÙzÞvÔZÎÖ�Êq×�ÏEÕZÊ;Í�Ö�ÎeÑN¾ZÎGÇZá�É\Ò\Üàßá�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â�ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\â

ËÒ�Ý�ÔZÊqÛÆÂg����Ã«ÕKÏ�¾ZÎGÇZÕZÎeÛßÍ�Ø¿ÊqÔZÊÙ\ÍqÜ�â�Ñ�Ò\Ë]ÏGâEÑ�ÔKÏGÕ\Ò*¿\á6Î.ÄGÇ½ÏeÍqÜÒßË�ÜOÎeÉ\×\áO�

�
�� ·�¼�� ¹X»q¼�¹ �������&�,·����&� %�·,¹��,ºò���&� %�¹��3� $��q¼���������'��q¼�¹���»��
S2

	AÎeÔZÎ#Å�Î Ò\Ú�ËOÊ�ÍqÜÕZÎ Î �.�/Ð{Ù�É\ÜOÎ Ë Î.ÄeÌ^É\ÕZÎÖ ÊqË×�ÇZÒ�ÓKÎeËOÎÖ ¾\ÔZÎÍqÜÔKÏGÕZÍqÜËOÊ
E3 ÒòÕKÏ ¾�ÇKÎÍq×�Î�O

ÍqÜÒ
R2 ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\ÒZÊ=ÜËOÊqÔOÓKÎeÑ
Î ÜOÊiÇ½Ï�ËÆÄÊqÚ�Ñ�ÔKÏGÕ\Ò\É\ÕZÎÖòÎ.Ä��RÊ�Ö�ÊßÒ�ÓKÊ
Ï�ÇZàÕZÎeÛ ÕZÊ�Í�Þ�ÒZÖ�ÏeÊ�Ö�ÎeÛ Þ�Ò�ÓZ×�Î�O

ÍqÜÒRÙ¿Í�ÎeËOÊqÔ*Å�ÏGÈ Í�ÊqÛ�ÄÊqÚ�ËÒ�Ý�ÔZÊqËOÎÊÄÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\ÒZÊæÒs¾ZÎe×�Î
â?Í�ÊqÛZÍ�â ÕKÏ ÄÊ�Íq×�ÎeÕZÊqÉ\ÕZÎÍqÜÒRÙ�Î#¾\ÒZÍqÌ^Ë]ÏeÊqÜOÍ�â
×�ÎeÕZÊqÉ\ÕZÎÖ�ÊqÔ\ÕZÎeÛ ÑqÏeÖTÒ�ÇZà�ÜOÎeÕZÎeËOÎeÛ ÍqÒZÍqÜOÊ�Ö�ÎeÛôá�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\ÛRÙ«Ò\Ú�ËOÊ�ÍqÜÕZÎeÛ ×�ÏG× á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\âô�AÒ\ÔOÝ�Ñ
ÎØ¯Ï��
Ý)�������¿Ï�¾�ÇZÌ^Ñ�Ò\Õ\ÌwÖÌÎ �
	/Ð$ÄeÌ¹ÇKÎß¾ZÎe×�ÏGÚ�ÏGÕZÎ\ÙRÉ\ÜOÎ"ËEÍiÇZá�ÉKÏeÊE¾�ÇKÎÍq×�Î#¾KÏGÔKÏ�Ç\ÇKÊiÇZàÕZÎeÑ
ÎßÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\â�ÜËOÊqÔ?O
ÓKÎeÑ
Î�ÜOÊiÇ½Ï\¾\Ô\ÒæÕKÏ�ÇZÒ\É\Ò\Ò¸¾ZÎÍqÜOÎ
â�Õ\ÕZÎeÛæ¿\Ò\Ô\×\á�ÇZâ?¿\Ò\Ò ËOÎe×\Ô\á�ÑEÜOÊiÇ½Ï�Ëá¾\ÔKÏGËÌ¹ÝÄÉKÏeÍqÜ�â�ÝÄá�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\Û
�AÒ\ÔOÝ�Ñ
ÎØ¯Ï�¾ZÎ
â�ËeÇZâ�È)ÜOÍ�â"ÍiÇ½ÏGÑqÏeÊ�ÖTÌwÊÙ]ÇZÒ\ÕZÊqÛ\Õ\ÌwÊ ¾ZÎ¯Íq×�ÎeÔZÎÍqÜ�â\Ö^�èÂ��¿Ï�¾�ÇZÌ^Ñ�Ò\ÕÏ¾ZÎe×�ÏGÚ�Ï�Ç6ÜeÏG×\Þ�Ê)Ò\Õ\ÜOÊSO
Ñ�Ô\Ò\Ô\áOÊ�Ö�ÎÍqÜà�Ê�ÜOÎeÛ"ÍqÒZÍqÜOÊ�ÖTÌ¿� Ã$àÄÔKÏ#ÄÎeÜOÊqÎ 	.g/Ð½ÓKÎe×�ÏGÚ�ÏGÕKÏ¯ÕZÊqÒ\Õ\ÜOÊqÑ�Ô\Ò\Ô\áOÊ�Ö�ÎÍqÜà;ÍqÒZÍqÜOÊ�ÖTÌ��¿Ï�¾�ÇZÌ^Ñ�Ò\ÕKÏ
¾\Ô\Ò�ÕKÏ�ÇZÒ\É\Ò\Ò�¾ZÎGÇZâ¯Ü�â�Þ�Ê�ÍqÜÒRÙOÏwÜeÏG×\Þ�Ê^Í�Î�ÓKÊqÔ]Þ�Ò\ÜOÍ�â�×\ÔKÏGÜ×\Ò\Û;Î.ÄeÚ
ÎeÔ�Ò\Ú�ËOÊ�ÍqÜÕ\Ì¹Ý�ÔZÊqÚ�á�ÇZà�ÜeÏGÜOÎeËZ��)×�Ï/O
Þ�Ê�Ö�á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\âvÙ�ÏGÕKÏ�ÇKÎeÑ�Ò\É\Õ\ÌwÊ&á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â\Ö��¿Ï�¾�ÇZÌ^Ñ�Ò\ÕKÏ�ÙOÓ\ÇZâ�ÉKÏeÍqÜÕZÎeÑ
Î�ÍiÇZá�ÉKÏGâ�ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\â�ÜOÊiÇ½Ï�Ù
ÎeÑ�ÔKÏGÕ\Ò\ÉZÊqÕ\ÕZÎeÑ
Î�×\Ô\á�Ñ
ÎeËÌwÖÄ×�ÎeÕ\Üá�ÔZÎÖ^ÙKÍ�¿\Ò\Ô\×\á�ÇZâ?¿\ÒZÊqÛEÕKÏ�¾ZÎeËOÊqÔOÝ�ÕZÎÍqÜÒEÓZËá�Ö�ÊqÔ\ÕZÎeÛ=Í�Ø¿ÊqÔ\Ì¿�
S JMW\PKaM[]aMLM[8`�PKLz¤�[]aMLz¡�D ÇAáOÍqÜà;Í�Ø¿ÊqÔKÏ¯Ë�ÕZÊ6¾ZÎ�ÓZËÒ\Þ�ÕZÎeÛEÓKÊq×�ÏGÔ\ÜOÎeËOÎeÛßÍqÒZÍqÜOÊ�Ö�Ê�×�ÎÎeÔOÓZÒ\ÕKÏGÜ

Ú�Ï�Ó½ÏGÕKÏ�á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\ÒZÊ�Ö
x2 + y2 + z2 = R2,

ÜOÊiÇKÎ�¾\ÔZÊiÓ1¾ZÎGÇ½ÏGÑqÏeÊqÜOÍ�â ×\Ô\á�Ñ
ÎeËÌwÖÁ¾\â�ÜÕZÎÖÌÂ Í�Ø¿ÊqÔ\Ò\ÉZÊ�Íq×\ÒZÖ Í�ÊqÑ
Ö�ÊqÕ\ÜOÎÖ$ÃAÔKÏ�ÓZÒ\áOÍ
Ï
R1

Â Í�Ö^�vÔ\ÒZÍ���/ÃiÙ
ËÕZÊßÜOÊiÇ½Ï4Í�Ø¿ÊqÔKÏ¦¾ZÎe×\Ô\Ì^ÜeÏ$Î�ÓZÕZÎeÔZÎ�ÓZÕZÎeÛ ÕZÊ�Í�Þ�ÒZÖ�ÏeÊ�Ö�ÎeÛ Þ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜàÈ Â Ê�Êµ¾�ÇKÎeÜÕZÎÍqÜàã¾\Ô\Ò\Õ\ÒZÖ�ÏeÊ�Ö
ÔKÏGËÕZÎeÛ�ÊiÓZÒ\Õ\Ò*¿ZÊ/Ãi�èÇAÔZÊiÓ1¾ZÎGÇKÎ
Þ�ÒZÖ^ÙvÉ\ÜOÎI¿\Ò\Ô\×\á�ÇZâ?¿\Ò\â=Þ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜÒ�ËOÎe×\Ô\á�Ñ�ÜOÊiÇ½Ï�ÔKÏGËÕKÏ

Γ∗ = const
Ñ

¾ZÎAÜOÊ�ÎeÔZÊ�Ö�Ê,Þ�ÊiÇZàOÖTÑ
ÎGÇZà.¿KÏIÂ Í�Ö�ÎeÜÔ\Ò�ÔKÏGÚqÓKÊiÇ=�/ÃiÙÎeÕKÏAÍ�Î�Ý�ÔKÏGÕ\â\ÊqÜOÍ�â;ËOÎAËÔZÊ�ÖTâ�ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\âv�>ÇAáOÍqÜà
r0 WËOÊq×\ÜOÎeÔRÙKÍ�ÎÊiÓZÒ\Õ\â�È Í�Ò\Û�¿ZÊqÕ\ÜÔßÍ�Ø¿ÊqÔ\Ì Í�¿ZÊqÕ\ÜÔZÎÖÄÜOÊiÇ½Ï��

Ç�ÎGÇZá�É\ÒZÖ�á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â�ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\â�ÜOÊiÇ½Ï�ÙOá�É\Ò\ÜÌ^Ë]ÏGâvÙOÉ\ÜOÎ¿ÕKÏAÕZÊqÑ
Î�ÓKÊqÛZÍqÜËá�È)Ü¯ÜOÎGÇZà×�Î¿ÕZÎeÔZÖ�Ï�ÇZà#O
ÕKÏGâ�ÔZÊ
ÏG×*¿\Ò\â"ÍqËâ�Ú�ÒáÂ Í�Î�ÍqÜOÎeÔZÎeÕ\Ì Í�Ø¿ÊqÔ\Ì Ã�Ò"ÍqÒ�Ç½Ï¿Ñ�Ò�ÓZÔZÎ�ÓZÒ\ÕKÏeÖTÒ\ÉZÊ�Íq×�ÎeÑ
Î;Ó½ÏGËeÇKÊqÕ\Ò\âv�1ÝÁËâ�Þ�Ê�Ö$Í&ÜOÊSO
ÇKÎÖï¾ZÎ�ÓZËÒ\Þ�Õ\á�È ÍqÒZÍqÜOÊ�ÖTá$×�ÎÎeÔOÓZÒ\ÕKÏGÜ

Ox1y1z1
Â Í�Ö^��Ô\ÒZÍ�w�/ÃiÙX¾ZÎGÇ½ÏGÑqÏGâvÙÁÉ\ÜOÎ�ÎÍqà

Oz1
¾\ÔZÎ�Ý]Î�ÓZÒ\Ü

ÉZÊqÔZÊqÚ�ÊqÑ
ÎE¿ZÊqÕ\ÜÔR�K�¿ÏG×ßËÒ�ÓZÕZÎ;Ò\Ú¿Ô\ÒZÍqá�Õ\×�Ï�Ù\ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\ÒZÊ¿ÓZËá�Ö�ÊqÔ\ÕZÎeÑ
Î�ÜOÊiÇ½Ï�ÕKÏ;Í�Ø¿ÊqÔZÊ`Ê�×\ËÒ\Ë]Ï�ÇKÊqÕ\ÜÕZÎ
ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\È Î.ÄeÌ^É\ÕZÎeÑ
ÎæÂ ÜÔZÊiÝ\Ö�ÊqÔ\ÕZÎeÑ
Î>Ã�ÜOÊiÇ½Ï�Í6ÕZÊ6¾ZÎ�ÓZËÒ\Þ�ÕZÎeÛôÜOÎeÉ\×�ÎeÛRÙ«Í�ÎeË.¾KÏ�Ó½ÏGÈ Í�ÊqÛôÍß¿ZÊqÕ\ÜÔZÎÖ
Í�Ø¿ÊqÔ\Ì

O
� � ÄÎeÚ�ÕKÏ�É\ÒZÖ Ö�ÎÖ�ÊqÕ\ÜÌ Ò\ÕZÊqÔ*¿\Ò\ÒÆÊ�×\ËÒ\Ë]Ï�ÇKÊqÕ\ÜÕZÎeÑ
Î1ÜÔZÊiÝ\Ö�ÊqÔ\ÕZÎeÑ
Î=ÜËOÊqÔOÓKÎeÑ
Î1ÜOÊiÇ½ÏEÉZÊqÔZÊqÚ

A,B,C
Ò�Ú�Ï�¾\Ò*Å�Ê�ÖßÜOÊ�ÎeÔZÊ�ÖTá¯Î.ÄwÒ\Ú
Ö�ÊqÕZÊqÕ\Ò\Ò�×\Ò\ÕZÊqÜÒ\ÉZÊ�Íq×�ÎeÑ
Î�Ö�ÎÖ�ÊqÕ\ÜeÏ&Ë ¾\ÔZÎÊq×*¿\Ò\â�Ý¯ÕKÏ�¾ZÎ�ÓZËÒ\Þ�Õ\ÌwÊ

ÎÍqÒÆÂ á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\âÓäÁÛ�ÇKÊqÔKÏ�ÃiÐ

Aω̇1 + (C −B)ω2ω3 =M1, Bω̇2 + (A− C)ω3ω1 =M2, Cω̇3 + (B −A)ω1ω2 =M3.
Â�	.��Ã

jEk$lNmEjEk�nEjEoqpsrImEjEoutvmEwEoNxzy>{8{8|1x~}��H�*xB�v�1x����,�1�.|#�B�>�?�



�8�8{ X�Y[Z\Y^] ô/ò~ì�ý/ô�ë`_baVYRc�Y^dã÷�ÿu÷>î/ë`_\c�Y^d-Y[e&÷�ÿuô8ó#÷>ð�ô�ë

z

y

x

x
1

z
1

y
1

r
0

O

1
R

� �y����ö
Ó ÓKÊ�Íqà

ωi, Mi W ¾\ÔZÎÊq×*¿\Ò\Òßá�Ñ�ÇKÎeËOÎeÛßÍq×�ÎeÔZÎÍqÜÒãÂ ÜÔZÊiÝ\Ö�ÊqÔ\ÕZÎeÑ
Î>Ã¹ÜOÊiÇ½Ï�ÒEÖ�ÎÖ�ÊqÕ\ÜeÏ�ËÕZÊ6Å�Õ\Ò�ÝEÍqÒ�ÇEÕKÏ
¾ZÎ�ÓZËÒ\Þ�Õ\ÌwÊ;ÎÍqÒ

Ox1y1z1
���ßÌ ¾\ÔZÊiÓ1¾ZÎGÇ½ÏGÑqÏeÊ�Ö ÔKÏeÍ6¾\ÔZÊiÓKÊiÇKÊqÕ\Ò\â�Ö�ÏeÍ�Í�Ë"ÜOÊiÇKÊq¾\ÔZÎeÒ\Ú�ËOÎGÇZàÕ\ÌwÖ^ÙvÜeÏG×

É\ÜOÎ�Ë;Î.Ä#Í�Ê�ÖæÍiÇZá�ÉKÏeÊ
A 6= B

�
à¹ÍiÇKÊiÓKÍqÜËÒZÊwÜOÎeÑ
Î\ÙÉ\ÜOÎ�ÕZÎeÔZÖ�Ï�ÇZàÕKÏGâ�ÔZÊ
ÏG×*¿\Ò\âvÙÓKÊqÛZÍqÜËá�È Í�ÏGâ�ÕKÏ)ÜOÊiÇKÎ\Ù.¾\ÔZÎ�Ý]Î�ÓZÒ\Ü�ÉZÊqÔZÊqÚ,¿ZÊqÕ\ÜÔ

Í�Ø¿ÊqÔ\Ì¿Ù�Ê�Ê;Ö�ÎÖ�ÊqÕ\ÜßÔKÏGËOÊqÕ Õ\á�ÇZÈ�ÑRÖ�ÎÖ�ÊqÕ\Ü=ÍqÒ�Ç4Ó½ÏGËeÇKÊqÕ\Ò\â4Í�ÎßÍqÜOÎeÔZÎeÕ\Ì�Þ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜÒ MMML ËÌ^É\ÒZÍiÇKÊqÕËN¾\Ô\Ò�ÇKÎ
Þ�ÊqÕ\Ò\Ò�Â ÔKÏGÚqÓKÊiÇ1��ÃiÙZÎeÕEÔKÏGËOÊqÕ

MMML = −ar0 × a0 − Γ∗R+ d
2

v0,

a = πR2
1, d =

√
R2 −R2

1,

Â�	�f8Ã

Ñ�ÓKÊ
v0,a0 W Íq×�ÎeÔZÎÍqÜà;Ò8áOÍq×�ÎeÔZÊqÕ\ÒZÊ�¿ZÊqÕ\ÜÔKÏ�ÜOÊiÇ½Ï�Í�ÎÎeÜËOÊqÜOÍqÜËOÊqÕ\ÕZÎ\� Ó ÓKÊ�ÍqàE¾ZÊqÔ\ËOÎÊ�ÍiÇ½ÏGÑqÏeÊ�Ö�ÎÊ¿Î.Äeá>O

ÍiÇKÎeËeÇKÊqÕZÎ�Ê
Ø¿Ø¿Êq×\ÜOÎÖÀ¾\Ô\ÒZÍ�ÎÊiÓZÒ\ÕZÊqÕ\Õ\Ì¹Ý4Ö�ÏeÍ�ÍµÂ ×�ÏG×�Ò�Ëß¾�ÇKÎÍq×�ÎÖ ÍiÇZá�ÉKÏeÊÙRÎeÕZÎß¾\ÔZÎ#¾ZÎeÔ*¿\ÒZÎeÕKÏ�ÇZàÕZÎ
áOÍq×�ÎeÔZÊqÕ\Ò\È ÜOÊiÇ½Ï�ÃiÙZËÜOÎeÔZÎÊ¿ÍiÇ½ÏGÑqÏeÊ�Ö�ÎÊ W ÏGÕKÏ�ÇKÎeÑu¾ZÎ�Ó��RÊ�ÖTÕZÎeÛ=ÍqÒ�ÇZÌ! òá�×�ÎeËOÍq×�ÎeÑ
Î\�
Ó Ï�¾\ÒZÍqÌ^Ë]ÏGâßÍq×�ÎeÔZÎÍqÜà

v0
Ò6áOÍq×�ÎeÔZÊqÕ\ÒZÊ

a0
ÉZÊqÔZÊqÚ¯á�Ñ�ÇKÎeËá�ÈþÍq×�ÎeÔZÎÍqÜà�ÜOÊiÇ½Ï�¾ZÎ;Ø¿ÎeÔZÖTá�Ç½ÏeÖ

v0 = ω × r0, a0 = ω̇ × r0 + ω × (ω × r0),
Â�	��Ã

¾ZÎGÇZá�É\ÒZÖÄá�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â6ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\âEË�ËÒ�ÓKÊ

Iω̇ + ar0 × (ω̇ × r0) =
(
Iω + ar0 × (ω × r0)

)
× ω − Γ∗R+ d

2
ω × r0,

Â�	.d�Ã

Ñ�ÓKÊ
I = diag(A,B,C)

�
�)É\Ò\ÜÌ^Ë]ÏGâvÙvÉ\ÜOÎ6Ë6ËÌ,ÄeÔKÏGÕ\ÕZÎeÛ!¾ZÎ�ÓZËÒ\Þ�ÕZÎeÛ ÍqÒZÍqÜOÊ�Ö�Ê�×�ÎÎeÔOÓZÒ\ÕKÏGÜ

r0 = (0, 0, R)
Ùz¾\ÔZÊiÓKÍqÜeÏGËÒZÖ

á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\ÒZÊIÂ�	.d�Ã«Ë;Ø¿ÎeÔZÖ�Ê
Ĩω̇ = (Ĩω + k)× ω, Â�	O�.Ã

Ñ�ÓKÊ
Ĩ = diag(A+ aR2, B + aR2, C)

Ù
k =

(
0, 0,Γ∗

R(R+ d)

2

) �
ÝÁÔKÏGËÕ\Ò\Ë]ÏGâÀÂ�	O�.ÃAÍ�á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â\ÖTÒ4á�ÔKÏGËÕZÎeËOÊ6Å�ÊqÕ\ÕZÎeÑ
ÎßÑ�Ò\ÔZÎÍqÜeÏGÜeÏµÄÊqÚ�ËÕZÊ6Å�ÕZÊqÑ
Î�¾ZÎGÇZâvÎ f#Ð{ÙvÚ�Ï/O

×�ÇZÈ)ÉKÏeÊ�Ö^ÙZÉ\ÜOÎ�Í6¾\ÔKÏGËOÊiÓ\ÇZÒ\Ë]Ï�ÍiÇKÊiÓZá�È Í�ÏGâ
§Á[]IKJM[�Y)WöD�¶ Ö1Ú1Ô�®�Ö�¯�ÔvÛ^¡�Ù�¡HÖ`®~®�Ù��éØ~Ö�¸8Ú1Û�´�Û

(
¹#Õ^ª^®�Ù	Ø~Ú1Û�´�Û

)
�EÕ#Ù	Ø8¹�Û�´�ÛE�EÙ²³1Ô

(
¡½ #Ø~Û�Ö?Ò#Õ�Û�³�©n»

Ú�¼&®ÁØ8Ô�¡w #Ø�Ù�¹#Ù²³BÙ6Ú1ÖBÙ²®O®�Ô�¡w¡
)

Ú1Ôò¡�ÆUÙ	Ø�Ù ¾  1Û�´�Ø8ªºÁÙ6Ú1Ú1Û�´�ÛNÕNÖ�¹#ÙçÔ�³�©�Ú�ªnÑ ÚBÙ�¡�º Ö`®�Ô.Ù²®
ªnÑÊº Ö�¹^¯�Û^¡w��©
¡TÚBÙ6Ú�ª^³BÙHÕ�Û�Ü½µ1Ö#Ø8¯nª^³`¬�µ1ÖBÙ6Ü ¾#" ¯>Õ�ÖBÕ�Ô�³BÙ6Ú���Ôg¹�Ö1Ú1Ô�®�Ö�¯>ÙNÕ�Û�³�¸`¯�ÔÓÕM¡�³�ªn¸8Ô.Ù%$Îªn¯�Û#Õ^¡w¯�Û�´�Û�°'&�Û�³�©n�EÙ	Ø�Ø8Ô
 #Ø~ÖÀªn¡�³1Û#Õ�Ö1Ö ¾ ¸`��Ûò´�Ö#Ø~Û^¡w��Ô���Ö�¸?Ù�¡w¯�Ö1ÜV®�Û�®�Ù6Ú�� Ú1Ô� #Ø8Ô.Õw³BÙ6Ú¦Õ^¹�Û�³�©M´²³1Ô.Õ�Ú1Û�Ü\Û^¡HÖ2Á

jEk$lNmEjEk�nEjEoqpsrImEjEoutvmEwEoNxèy>{8{8|1x�}��H�*xB�v�1x~���é�1�.|#�B�>�?�
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�I�n�^�������nznzn�b�V�[{��n�����
�n�^�t���n�n�^���wu����n�n{������[���#�2�^�2{�zn�wu

k
�,(O�����[�^���n�n|òê ýwìR�[�[�2{����v3u�zyuwvy�[���nðï�����[| � u�sCu��n���Is`�nzyu[�2�n���[|Þ���[{���s`�[���3��{�v`un���[zn�����n�M���[���[�n�[�����y�2{�ð/�[�£�Mzn{���s`zn�^����� � zn�I{3óø���n�yu3���[�yu^÷:�n��vy�^������� � u��n��vyzn{�znzn�I{
��s`{�uwvyx[zn�[|�
��s`���^����x[ð~�[���[�[{��n}#u�ð/ñ~{�|#�n�[��{�znàn�yuwvyx[zn�I{&s`�[��#{�zn����.-�u�}#u/��{��[�n{��Hu��^���wu�zyu���vy�n�^u�{��Is`�n������ð��[� � �2���(�zn��ðÙu�zyuwvy�[���nð �����y����{��2�[|
(O�����[�^�����[���+*rP��vyxw��{��n�yun���wu���#{��y�2{�ð/ñ~��ð ����s`�n��s`�nzyu[�2�n�n{����n�n|Þ��u��yu��n��{����

Ç�Î�O�ËÒ�ÓZÒZÖ�ÎÖTáOÙ½Í6¾\ÔKÏGËOÊiÓ\ÇZÒ\ËOÎ�Ê�ÍqÜOÊ�ÍqÜËOÊqÕ\ÕZÎÊ¯Î.ÄÎ.Ä#Í�ÊqÕ\ÒZÊ�Ê�ÜOÎeÑ
Î�ÔZÊqÚ�á�ÇZà�ÜeÏGÜeÏ��
��L��MIB �[�«]WöD0/ Ø8Ô.Õ�ÚBÙ6Ú1Ö`¬ ¾ Û^ 1Ö�¡w¼UÕ�Ô�Ñ�¿�ÖBÙ�¹#Õ�ÖRºÁÙ6Ú1ÖBÙ: #Ø~Û�Ö?Ò#Õ�Û�³�©�Ú1Û�´�Û~�EÙ²³1Ô`Ú1Ô(¡�ÆUÙ	Ø�Ù:¡�ÚBÙ6Ú�ª^³BÙ�»

Õ�Û�Ü3µ1Ö#Ø8¯nª^³`¬�µ1ÖBÙ6Ü ¾1" ¯>Õ�ÖBÕ�Ô�³BÙ6Ú���¼·¡HÖ�¡w�EÙ²®�Ù�$Îªn¯�Û#Õ^¡w¯�Û�´�Û�°'&�Û�³�©n�EÙ	Ø�Ø8¼·¡: #Ø~Û�Ö?Ò#Õ�Û�³�©�Ú�¼&®ÀÕ#Ù�¯n��Û Ø~Û�®
´�Ö#Ø~Û^¡w��Ô���Ö�¸?Ù�¡w¯�Û�´�Û\®�Û�®�Ù6Ú���ÔyÁ

±6[]JMPB��[ßLMa� �[>¥JMW8§��"D ÝÁÒZÍqÜOÊ�Ö�Ï�Â�	O�.ÃqÙ�×�ÏG×6Ò\Ú�ËOÊ�ÍqÜÕZÎ�Î f#Ð{Ù�ÓKÎ#¾\áOÍq×�ÏeÊqÜ�ÓZË]Ïq¾ZÊqÔ\ËÌ¹Ý"Ò\Õ\ÜOÊqÑ�ÔKÏ/O
Ç½Ï W Ê�ÕZÊqÔ\Ñ�Ò\ÈþÒ6×\Ë]Ï�ÓZÔKÏGÜ8Ö�ÎÖ�ÊqÕ\ÜeÏ�Ð

H = 1
2

(ω, Ĩω), F = (Ĩω + k, Ĩω + k).

Ý�ÇKÊiÓKÎeË]ÏGÜOÊiÇZàÕZÎ\Ù.Ê�ÜeÏ)ÍqÒZÍqÜOÊ�Ö�Ï)Ò\Õ\ÜOÊqÑ�Ô\Ò\Ô\áOÊ�Ö�Ï�ÙOÊ�ÊÁ×�Ï�ÉZÊ�ÍqÜËOÊqÕ\Õ\Ì^Û"ÏGÕKÏ�ÇZÒ\Ú^Ö�Î
Þ�ÕZÎAÕKÏGÛ\ÜÒ�Ë)×\Õ\Ò\Ñ
Ê`Î f#Ð{Ù
Ñ�ÓKÊ^ÜeÏG×\Þ�Ê&Í�Î�ÓKÊqÔ]Þ�Ò\ÜOÍ�âT¾ZÎ�ÓZÔZÎ.ÄeÕKÏGâTÄeÒ1ÄGÇZÒZÎeÑ�ÔKÏeØ�Ò\âE¾ZÎAÔKÏGÚqÇZÒ\É\Õ\ÌwÖ ÏeÍ6¾ZÊq×\ÜeÏeÖ�ÓZÒ\ÕKÏeÖTÒ\×\Ò�ÍqÒZÍqÜOÊ�ÖTÌ
 òá�×�ÎeËOÍq×�ÎeÑ
Î[�8à¹ÎGÇZà�ÜOÊqÔ\Ô\Ì¿�;�TÏeÍ�Í�Ö�ÎeÜÔ\ÒZÖæÄÎGÇKÊ�Ê�¾ZÎ�ÓZÔZÎ.ÄeÕZÎ�Î�ÓZÒ\Õµ¾\ÔZÎÍqÜOÊqÛ*Å�Ò\Û=ÍiÇZá�ÉKÏGÛR�

U�§X�z®MW*©1`�LMaMWZY)L�®M[]N��vIB©�NOLTYAY)[> �JMLMLÁD àãÊ�ÜOÎÖ�ÍiÇZá�ÉKÏeÊ
A = B

ÑeË�ÉKÏeÍqÜÕZÎÍqÜÒRÙ�Ê�ÍiÇZÒ�Ö�ÏeÍ�Í
Ï
ÔKÏGËÕZÎÖ�ÊqÔ\ÕZÎ;ÔKÏeÍ6¾\ÔZÊiÓKÊiÇKÊqÕKÏN¾ZÎ�ÜOÊiÇZáOÙ\ÜOÎ

µ = (C −A)(ω, r0)/R2,

A = m
4R3 − d

(
3R2 + d2

)

6(R − d)
, C = m(d+ 2R)(R − d).

�)ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â"ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\âãÂ�	O�.ÃÁËNÊ�ÜOÎÖæÍiÇZá�ÉKÏeÊAÓKÎ#¾\áOÍq×�ÏGÈ)Ü�ÜeÏG×\Þ�Ê�ÇZÒ\ÕZÊqÛ\Õ\Ì^ÛßÒ\Õ\ÜOÊqÑ�ÔKÏ�Ç

ω3 = const.
Â�	��Ã

�AÜOÎ.ÄeÌ ÕKÏGÛ\ÜÒ;ÜÔKÏeÊq×\ÜOÎeÔ\Ò\È ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\âvÙ]ËOÎÍ6¾ZÎGÇZàÚ�áOÊ�Ö�Í�â�ÜOÊ�Ö^ÙÉ\ÜOÎ�ËOÊq×\ÜOÎeÔ8Ö�ÎÖ�ÊqÕ\ÜeÏ
Ĩω+k

¾ZÎ�O
ÍqÜOÎ
â�ÕZÊqÕ8Ë�ÕZÊ6¾ZÎ�ÓZËÒ\Þ�Õ\Ì¹Ý8ÎÍ�â�Ý

Oxyz
ÑÍ�¾ZÎÖ�Î#Í�àÈ Ò\Õ\ÜOÊqÑ�ÔKÏ�Ç½ÏIÂ�	��Ã�¾\ÔZÊiÓKÍqÜeÏGËÒZÖ ÊqÑ
Î�Ë¯ÍiÇKÊiÓZá�È Í�Ê�Ö

ËÒ�ÓKÊ
Ĩω + k = λω + µr0,

λ = A+ aR2, µ = Γ̄d+
C −A− aR2

R
ω3.

Â�	��Ã

Ç�ÎÍq×�ÎGÇZà×\á
λ, µ

Íq×�Ï�ÇZâ�Ô\Õ\ÌwÊ�¾ZÎÍqÜOÎ
â�Õ\Õ\ÌwÊÙOÊqÑ
ÎAËÒ�Ó�ÕZÊ¹Ö�ÊqÕ\â\ÊqÜOÍ�â�ËAÕZÊ6¾ZÎ�ÓZËÒ\Þ�Õ\Ì¹Ý;ÎÍ�â�Ýv�
��ÎÖTÕZÎ
Þ�ÏGâ
ËOÊq×\ÜOÎeÔ\ÕZÎÓÂ�	��Ã«ÕKÏ

r0
Ò6á�É\Ò\ÜÌ^Ë]ÏGâEÍ�ÎÎeÜÕZÎ#Å�ÊqÕ\ÒZÊ

ṙ0 = ω × r0
Ù�ÕKÏ�Ý]Î�ÓZÒZÖ

λṙ0 = K × r0,

Ñ�ÓKÊ
K W ¾ZÎÍqÜOÎ
â�Õ\Õ\Ì^Û ËOÊq×\ÜOÎeÔR��Ý�ÇKÊiÓKÎeË]ÏGÜOÊiÇZàÕZÎ\Ù¹ÜOÊiÇKÎ�ÓZËÒ\Þ�ÊqÜOÍ�â Í�¾ZÎÍqÜOÎ
â�Õ\ÕZÎeÛ Íq×�ÎeÔZÎÍqÜàÈ

v0ËOÎe×\Ô\á�Ñ¿ËOÊq×\ÜOÎeÔKÏ
K

¾ZÎ;Îe×\Ô\á�Þ�ÕZÎÍqÜÒßÔKÏ�ÓZÒ\áOÍ
Ï

λRv0√
µ2R4 + λ2v2

0

6 R.

Ó ÏeÖ�ÊqÜÒZÖ^ÙZÜeÏG×\ÒZÖ Î.ÄeÔKÏGÚ
ÎÖ^ÙZÉ\ÜOÎßÚ1Ô�³1Ö�¸8ÖBÙÞµ1Ö#Ø8¯nª^³`¬�µ1Ö1Ö· #Ø�Ù� `¬���¡w�EÕ^ª>Ù��Î¹#Õ�ÖRºÁÙ6Ú1Ö�ÑÊ�EÙ²³1Ôò 1Û
´SÙ6Û^¹#Ù�Ò�Ö�¸?Ù�¡w¯�Û�ÜKÐ�ÇZÒ*Å�à;ËE¾\ÔZÊiÓKÊiÇKÊ

v0 →∞
ÜOÊiÇKÎ�ÓZËÒ\Þ�ÊqÜOÍ�âßËeÓKÎGÇZàTÄÎGÇZà.Å�ÎeÛßÎe×\Ô\á�Þ�ÕZÎÍqÜÒR�

jEk$lNmEjEk�nEjEoqpsrImEjEoutvmEwEoNxzy>{8{8|1x~}��H�*xB�v�1x����,�1�.|#�B�>�?�



�8�?y X�Y[Z\Y^] ô/ò~ì�ý/ô�ë`_baVYRc�Y^dã÷�ÿu÷>î/ë`_\c�Y^d-Y[e&÷�ÿuô8ó#÷>ð�ô�ë

2\�� ·�¼�� ¹X»q¼�¹ %�·,¹��,ºò���&� %�¹��3� $��q¼���������'��q¼�¹�� »��
S2 3

·54���¼��ï��ºT¹���$&%�·���687 ¹9�&�Ï$Ì%:�5:�¹�:q»��@�!¼�·�¼Þ�
�#'\�!¼

S JMW\PKaM[]aMLz¡Ä`�PKLz¤�[]aMLz¡�D ÇAáOÍqÜà�Ë;áOÍiÇKÎeËÒ\â�Ý�¾\ÔZÊiÓZÌ¹ÓZá8Í�ÊqÛßÚ�Ï�Ó½Ï�É\ÒÓ¾ZÎE¾ZÎeËOÊqÔOÝ�ÕZÎÍqÜÒ1Í�Ø¿ÊSO
Ô\Ì ¾ZÎÖTÒZÖ�Î�ÜOÊiÇ½Ï�ÓZËÒ\Þ�ÊqÜOÍ�â=ËÒ�Ý�Ô\à8Ò\Õ\ÜOÊqÕZÍqÒ\ËÕZÎÍqÜÒ

Γ
ÑZ×�ÏG×=ÒßËÌ�Å�ÊÙK×�ÎeÕ\Üá�Ô=ÜOÊiÇ½ÏN¾\ÔZÊiÓ1¾ZÎGÇ½ÏGÑqÏeÊ�Ö

×\Ô\á�Ñ
ÎeËÌwÖ^Ù^Ï�ÔKÏeÍ6¾\ÔZÊiÓKÊiÇKÊqÕ\ÒZÊ�Ö�ÏeÍ�Íµ¾\ÔZÎeÒ\Ú�ËOÎGÇZàÕ\ÌwÖ^��Ç�ÎGÇKÎ
Þ�ÊqÕ\ÒZÊ�ËÒ�Ý�Ô]âôÎ#¾\ÔZÊiÓKÊiÇZâ\ÊqÜOÍ�âôÔKÏ�ÓZÒ\áOÍSO
ËOÊq×\ÜOÎeÔZÎÖ

r1
Ò\Ú¦¿ZÊqÕ\ÜÔKÏ$Í�Ø¿ÊqÔ\Ì¿��à ËÌ^ÔKÏGÞ�ÊqÕ\Ò\Ò Â�	�f8Ã;Ó\ÇZâ Ö�ÎÖ�ÊqÕ\ÜeÏÄÍqÒ�Ç Ó½ÏGËeÇKÊqÕ\Ò\â Þ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜÒ

¾ZÎ
â�ËeÇZâ\ÊqÜOÍ�âßÓKÎ#¾ZÎGÇZÕ\Ò\ÜOÊiÇZàÕZÎÊ�ÍiÇ½ÏGÑqÏeÊ�Ö�ÎÊßÂ ËÌ^ËOÎ�ÓßÓ½ÏGÕßËN¾\Ô\Ò�ÇKÎ
Þ�ÊqÕ\Ò\Ò~ÃiÙ�¾\ÔZÎ#¾ZÎeÔ*¿\ÒZÎeÕKÏ�ÇZàÕZÎÊ�Ï#ÄÍ�Î�O
ÇZÈ)ÜÕZÎeÛßÍq×�ÎeÔZÎÍqÜÒ

v1
Í
ÏeÖ�ÎeÑ
Î�ËÒ�Ý�Ô]âvÙKÏ�ÜeÏG×\Þ�Ê¯Íq×�ÎeÔZÎÍqÜÒ

ṽ1
ÕZÊq×�ÎeÜOÎeÔZÎeÛßÜOÎeÉ\×\ÒRÙ\ÜeÏG×ßÉ\ÜOÎ

MMML = −ar0 × a0 − Γ∗R+ d
2

v0 + ΓR(ṽ1 − v1),

r̃1 = C0r0 + C1r1, C0 =
Rd− (r0, r1)

R2 − (r0, r1)
, C1 =

R(R− d)

R2 − (r0, r1)
.

Â��.g�Ã

Þ�Ê�ÎÖ�ÊqÜÔ\Ò\ÉZÊ�Íq×\Ò\Û=Í�ÖTÌwÍiÇ6ËOÊq×\ÜOÎeÔKÏq¾ZÎ
â\ÍqÕZÊqÕ6ÕKÏ¿Ô\ÒZÍ�\	�Ù]Ñ�ÓKÊ
ri1 W

ÔKÏ�ÓZÒ\áOÍSO�ËOÊq×\ÜOÎeÔEÒ\Õ\ËOÊqÔZÍqÕZÎÍqÒZÖ�Ö�ÊqÜ#O
Ô\Ò\É\ÕZÎeÛßËÒ�Ý�Ô\È

r1
ÜOÎeÉ\×\ÒRÙZÜOÎ;Ê�ÍqÜàN¾\Ô\ÒßÍqÜOÊqÔZÊ�ÎeÑ�ÔKÏeØ�Ò\ÉZÊ�Íq×�ÎeÛÓ¾\ÔZÎÊq×*¿\Ò\ÒßÒ�ÝEÎ.ÄeÔKÏGÚ�Ì Ò\Õ\ËOÊqÔZÍqÕZÎÍqÒZÖ�O

Ö�ÊqÜÔ\Ò\É\Õ\ÌXÎeÜÕZÎÍqÒ\ÜOÊiÇZàÕZÎT¾\ÔZÎÊq×*¿\Ò\ÒßÑ�ÔKÏGÕ\Ò*¿\Ì ÜOÊiÇ½Ï��

� �y���`ü
à!¾\ÔZÊiÓKÊiÇKÊ

R→∞ ËOÊq×\ÜOÎeÔ
r̃1

¾ZÊqÔZÊiÝ]Î�ÓZÒ\Ü¿Ë
ri1
ÙGËÌ^ÔKÏGÞ�ÊqÕ\ÒZÊuÂ��.g�ÃMÍqÜeÏGÕZÎeËÒ\ÜOÍ�âN¾ZÎGÇZÕZÎÍqÜàÈ ÏGÕKÏ/O

ÇKÎeÑ�Ò\É\Õ\ÌwÖ$ËÌ^ÔKÏGÞ�ÊqÕ\Ò\È Ó\ÇZâ8ÍqÒ�ÇZÌ¿Ù]ÓKÊqÛZÍqÜËá�È Í�ÊqÛ8ÕKÏ¯×\Ô\á�Ñ
ÎeËOÎeÛI¿\Ò�ÇZÒ\Õ�ÓZÔ6Ëq¾�ÇKÎÍq×�ÎÖÄÍiÇZá�ÉKÏeÊqÎ ��/Ð{�
àôÕZÊ6¾ZÎ�ÓZËÒ\Þ�ÕZÎeÛ1ÍqÒZÍqÜOÊ�Ö�Ê�×�ÎÎeÔOÓZÒ\ÕKÏGÜ"Íq×�ÎeÔZÎÍqÜà�ËÒ�Ý�Ô]â6Î#¾\ÔZÊiÓKÊiÇZâ\ÊqÜOÍ�âEÓKÊ�ÍqÒ\Õ\Ñ�á�ÇZâ�Ô\Ò\Ú
ÎeË]ÏGÕ\ÕZÎeÛ

Ø�á�Õ\×*¿\ÒZÊqÛÄÜOÎe×�ÏvÂ Ø�á�Õ\×*¿\Ò\âÄ�AÒ\ÔOÝ�Ñ
ÎØ¯Ï��`�TÏ�áOÍ
Ï�Ã;Í�ÎeÑ�Ç½ÏeÍqÕZÎ4Í�ÎÎeÜÕZÎ#Å�ÊqÕ\Ò\â\Ö�Âg�
��Ãq�$Ý�ÇKÊiÓKÎeË]ÏGÜOÊiÇZàÕZÎ\Ù
Ë�¾ZÎ�ÓZËÒ\Þ�ÕZÎeÛEÍqÒZÍqÜOÊ�Ö�Ê

Ox1y1z1
Ù�ÍqËâ�Ú�ÏGÕ\ÕZÎeÛ6Í)ÜOÊiÇKÎÖ^Ù8Ê�ËOÎGÇZÈ ¿\Ò\âI¾ZÎGÇKÎ
Þ�ÊqÕ\Ò\â"ËÒ�Ý�Ô]â"Î#¾\ÒZÍqÌ^Ë]ÏeÊqÜOÍ�â

á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\ÒZÊ�Ö

ṙ1 = r1 ×ω − 1
R
r1 ×

∂ψR
∂r1

,
Â����/Ã

Ñ�ÓKÊTÂ Í�Ö^�*¾\Ô\Ò�ÇKÎ
Þ�ÊqÕ\ÒZÊ/Ã

ψR =
d−R

R2 − (r0, r1)
(r1 × v0, r0) + Γ

4π
ln
(
(r0, r1)−Rd

)
−

− Γ̄
4π

ln
(
(r0, r1)−R2

)
,

Â��	�Ã

jEk$lNmEjEk�nEjEoqpsrImEjEoutvmEwEoNxèy>{8{8|1x�}��H�*xB�v�1x~���é�1�.|#�B�>�?�



êÓë>ìèíïî/ð�ì�îTñIë>îSòèó#ô>õHôÏñIî6ö~÷µìÆñIô�øBî/øBð�ù&úÆë>ì�ú*ò~î/ûÆð�÷µü�ô�ë>îSò~ú�ð�ô�ý/ñIìvó#ë>þ8ÿuîSò~ð�ô�ûÆý���îSò~ùÁ�8�8�

Ï ∂ψR
∂r1
W ËOÊq×\ÜOÎeÔRÙG×�ÎÖX¾ZÎeÕZÊqÕ\ÜÌæ×�ÎeÜOÎeÔZÎeÑ
Î`¾\ÔZÎeÒ\Ú�ËOÎ�ÓZÕ\ÌwÊwØ�á�Õ\×*¿\Ò\Ò

ψR
¾ZÎAÍ�ÎÎeÜËOÊqÜOÍqÜËá�È Í�ÒZÖ=×�ÎÎeÔ?O

ÓZÒ\ÕKÏGÜeÏeÖEËOÊq×\ÜOÎeÔKÏ
r1
� Ó ÏeÖ�ÊqÜÒZÖ6ÜeÏG×\Þ�ÊÙ�É\ÜOÎ�¿\Ò\Ô\×\á�ÇZâ?¿\Ò\È

Γ∗
ËOÎe×\Ô\á�Ñ�ÜOÊiÇ½Ï^ÖTÌá¾ZÎGÇZá�ÉKÏeÊ�Ö^ÙH¾ZÎÖ�Ê�ÍqÜÒ\Ë

Ë�ÊqÑ
Î�¿ZÊqÕ\ÜÔEÜOÎeÉZÊqÉ\Õ\Ì^ÛßËÒ�Ý�Ô\àZÙ\Ò\Õ\ÜOÊqÕZÍqÒ\ËÕZÎÍqÜà8×�ÎeÜOÎeÔZÎeÑ
Î
Γ̄
Î#¾\ÔZÊiÓKÊiÇZâ\ÊqÜOÍ�âµ¾ZÎ�Ø¿ÎeÔZÖTá�ÇKÊ

Γ̄ = Γ∗ 2R
d+R

.
Â��.��Ã

�)ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\âvÂ�	.��Ã�Â Ë"×�ÎeÜOÎeÔ\Ì¹Ý�ÕZÊ�Î.Ä�Ý]Î�ÓZÒZÖ�Î�¾ZÎGÇKÎ
Þ�Ò\Üà Mi = ML
i

ÙöÑ�ÓKÊ ML
i

Î#¾\ÔZÊiÓKÊiÇKÊqÕ\Ì�Í�Î�O
Ñ�Ç½ÏeÍqÕZÎ�Â�	��Ã Ã�Í�ÎeËOÖ�Ê�ÍqÜÕZÎ=ÍÓÂ��.g�Ã¿Î#¾\ÔZÊiÓKÊiÇZâ�È)ÜÓ¾ZÎGÇZÕ\á�È ÍqÒZÍqÜOÊ�ÖTá�á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\ÛRÙMÎ#¾\ÒZÍqÌ^Ë]ÏGÈ Í�Ò�Ý�ÓZËÒ?O
Þ�ÊqÕ\ÒZÊ6ÍqÒZÍqÜOÊ�ÖTÌ"Ú�ÜOÊiÇKÎ

+
ËÒ�Ý�Ô\àRÛ1ËÓ¾ZÎ�ÓZËÒ\Þ�Õ\Ì¹ÝÄÎÍ�â�Ý

Ox1y1z1
�Xâ�Ê�ÍiÇKÎ
Þ�ÕZÎ\¾ZÎe×�ÏGÚ�ÏGÜàZÙTÉ\ÜOÎÓÊ�ÜÒ

á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â1Ö�Î
Þ�ÕZÎI¾\ÔZÊiÓKÍqÜeÏGËÒ\Üà6Ë8Ø¿ÎeÔZÖ�ÊÙ~ÄGÇZÒ\Ú�×�ÎeÛ1×ßÇ½ÏGÑ�ÔKÏGÕ\Þ�ÊqËOÎeÛ¸Â ÕZÎ�ÕZÊ¿Ç½ÏGÑ�ÔKÏGÞ�ÊqËOÎeÛ<; W Ê�ÜOÎ
ÜÒ*¾\Ò\É\ÕZÎ�Ó\ÇZâ"Ú�Ï�Ó½Ï�ÉßËÒ�Ý�ÔZÊqËOÎeÛ6ÓZÒ\ÕKÏeÖTÒ\×\Ò~Ãi�

±6JM[e`X§�I>¤�[]aMLM[ZD=/ Ø8Ô.Õ�ÚBÙ6Ú1Ö`¬ ¹#Õ�ÖRºÁÙ6Ú1Ö`¬ �EÕ#Ù	Ø8¹�Û�´�Û·�EÙ²³1Ô ¾ Û�´�Ø8Ô#Ú1Ö�¸?Ù6Ú1Ú1Û�´�Û·¯6Ø8ªy´�Û#Õ^¼&® ¯�Û�Ú�»
��ª6Ø~Û�® ¾ Ö\Õ�Ö?×�ØR¬\Ú1Ô� 1Û#Õ#Ù	Ø1×*Ú1Û^¡w��ÖÀ¹#Õ^ª^®�Ù	Ø~Ú1Û�Üg¡�ÆUÙ	Ø8¼¸Ö`®�Ù�Ñ���Õ�Ö�¹

d
dt

(
∂L
∂ω

)
= ∂L
∂ω
× ω, Γṙ1 = − 1

R
r1 × ∂L

∂r1
,

L = 1
2

(ω, Ĩω) + (k,ω) + Γψ̃R,

ψ̃R =ψR−R(ω, r1) + d(ω, r0) =−R(ω, r̃1− r1) + Γ
4π

ln
(
Rd− (r0, r1)

)
− Γ̄

4π
ln
(
R2− (r0, r1)

)
,

Â���f8Ã
´�¹#Ù ¾ ¯�Ô�¯ÏÖ\Õ^¼IÒEÙ ¾ Ĩ = diag(A+ aR2, B + aR2, C) ¾ k = (0, 0,Γ∗

R(R+ d)

2
)
Á

¶ Û^¯�Ô/Ò�Ô��EÙ²³�©n¡w�EÕ�ÛnÁ!Ý«ÎeÑ�Ç½ÏeÍqÕZÎÓÂ�	O�.Ã«Ò!Â��.g�ÃqÙ�á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â"ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\âEÜËOÊqÔOÓKÎeÑ
Î�ÜOÊiÇ½Ï�ËE¾ZÎ�ÓZËÒ\Þ�O
Õ\Ì¹ÝEÎÍ�â�Ý"ÒZÖ�ÊqÈ)Ü;ËÒ�Ó

Ĩω̇ = (Ĩω + k)× ω + ΓR(ṽ1 − v1),
Â����Ã

Ñ�ÓKÊ
ṽ1,v1 W Ï#ÄÍ�ÎGÇZÈ)ÜÕ\ÌwÊ¿Íq×�ÎeÔZÎÍqÜÒ=ËÒ�Ý�Ô]â6Ò6ÜOÎeÉ\×\Ò r̃1

�~ÝæÓZÔ\á�Ñ
ÎeÛßÍqÜOÎeÔZÎeÕ\Ì¿Ù
(
∂L
∂ω

)�
= Ĩω̇ − ΓR( ˙̃r1 − ṙ1), ∂L

∂ω
× ω = (Ĩω + k)× ω − ΓR(r̃1 − r1)× ω;

Ú�ÏeÖ�ÊqÉKÏGâvÙ\É\ÜOÎ�Íq×�ÎeÔZÎÍqÜÒEË�¾ZÎ�ÓZËÒ\Þ�Õ\Ì¹ÝEÎÍ�â�Ý6ÍqËâ�Ú�ÏGÕ\Ì Í�Ï#ÄÍ�ÎGÇZÈ)ÜÕ\ÌwÖTÒßÍq×�ÎeÔZÎÍqÜ�â\ÖTÒ=Í�ÎÎeÜÕZÎ#Å�ÊqÕ\Ò?O
â\ÖTÒ

v1 = ṙ1 +ω×r1, ṽ1 = ˙̃r1 +ω× r̃1
Ù�¾\Ô\Ò�Ý]Î�ÓZÒZÖ�×�á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â\Ö¸Â����Ãq���&ÕKÏ�ÇKÎeÑ�Ò\É\ÕZÎ�¾ZÎGÇZá�ÉKÏeÊqÜOÍ�â

á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\ÒZÊIÂ����/ÃÁÓ\ÇZâ"ËÒ�Ý�Ô]âv�
�AÔZÎÖ�Ê)ÜOÎeÑ
Î\Ù8¾ZÊqÔ\ËOÎÊ�ÍiÇ½ÏGÑqÏeÊ�Ö�ÎÊAË�Ø�á�Õ\×*¿\Ò\Ò8ÜOÎe×�ÏßÂ����/ÃiÙ�Î#¾\ÒZÍqÌ^Ë]ÏGÈ Í�Ê�Ê&ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\ÒZÊAÞ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜÒRÙ

¾ZÎeÔZÎ
Þ�ÓKÊqÕ\ÕZÎÊ�Í�Ö�Ê6Í�ÊqÕ\ÒZÊ�ÖÄÇZÒ*Å�à;Î�ÓZÕZÎeÑ
Î;ÜOÊiÇ½Ï�Ù*¾\ÔZÊiÓKÍqÜeÏGËeÇZâ\ÊqÜOÍ�â=Ë;Ø¿ÎeÔZÖ�Ê

ψ
(0)
R =

d−R
R2 − (r0, r1)

(r1 × v0, r0) = R(ω, r̃1)− d(ω, r0)

ÒRÙ�×�ÏG× Ë¦¾�ÇKÎÍq×�ÎÖ>ÍiÇZá�ÉKÏeÊáÎ 		/Ð{Ù�Îe×�ÏGÚ�Ì^Ë]ÏeÊqÜOÍ�âôÚ�ÏeÖ�ÊqÉKÏGÜOÊiÇZàÕ\ÌwÖ>Î.ÄeÔKÏGÚ
ÎÖ�ÍqËâ�Ú�ÏGÕ\Õ\ÌwÖ�Í6Î.ÄeÔKÏGÚ
ÎÖ
ËÒ�Ý�Ô]â

r̃1
Ù\ÉZÊqÔZÊqÚ¯×�ÎeÜOÎeÔ\Ì^Û=ËÌ^ÔKÏGÞ�ÏeÊqÜOÍ�â1Ö�ÎÖ�ÊqÕ\Ü8ÍqÒ�Ç�Â��.g�ÃqÙ�ÓKÊqÛZÍqÜËá�È Í�Ò�ÝßÍ�Î;ÍqÜOÎeÔZÎeÕ\ÌXÞ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜÒ

ÕKÏ�ÜOÊiÇKÎ\�

jEk$lNmEjEk�nEjEoqpsrImEjEoutvmEwEoNxzy>{8{8|1x~}��H�*xB�v�1x����,�1�.|#�B�>�?�



�8�>� X�Y[Z\Y^] ô/ò~ì�ý/ô�ë`_baVYRc�Y^dã÷�ÿu÷>î/ë`_\c�Y^d-Y[e&÷�ÿuô8ó#÷>ð�ô�ë

�KWZY)Lz§I¨? �IKaMIKPKWÊTEIKJTY)WÁ�RJMW\PKaM[]aML�© `�PKLz¤�[]aMLz¡�L �M[]JMPB��[ôLMa� �[>¥JMW8§��"D à«Ì�¾ZÎGÇZÕ\ÒZÖ
¾\ÔZÊ�Î.ÄeÔKÏGÚ
ÎeË]ÏGÕ\ÒZÊÞf¿ÊqÞ�ÏGÕ�ÓZÔKÏ�ÍqÒZÍqÜOÊ�ÖTÌÌÂ���f8Ã�¾ZÎ�á�Ñ�ÇKÎeËÌwÖæÍq×�ÎeÔZÎÍqÜ�â\Ö

ω
Ð

M = ∂L
∂ω

= Ĩω + k̃, k̃ = k − ΓR(r̃1 − r1),

H = (M ,ω)− L = 1
2

(M − k̃, Ĩ−1(M − k̃))− Γ2

4π
ln(Rd− (r0, r1)) + ΓΓ̄

4π
ln(R2 − (r0, r1)).

Â��.d�Ã
ÇAÔ]â\Ö�ÎeÛµ¾\ÔZÎeËOÊqÔ\×�ÎeÛ=Ö�Î
Þ�ÕZÎN¾ZÎe×�ÏGÚ�ÏGÜàZÙKÉ\ÜOÎ�Í6¾\ÔKÏGËOÊiÓ\ÇZÒ\Ë]Ï�ÍiÇKÊiÓZá�È Í�ÏGâ
§Á[]IKJM[�Y)WöD=/ Ø8Ô.Õ�ÚBÙ6Ú1Ö`¬ ¹#Õ�ÖRºÁÙ6Ú1Ö`¬Ù�EÙ²³1Ô ¾ Û�´�Ø8Ô#Ú1Ö�¸?Ù6Ú1Ú1Û�´�Ûg¯6Ø8ªy´�Û#Õ^¼&®Ï¯�Û�Ú���ª6Ø~Û�® ¾ Ö ��Û^¸?Ù�¸`»

Ú1Û�´�ÛÓÕ�Ö?×�ØR¬¸Ú1ÔÀ¡�ÆUÙ	Ø�ÙßÕ  1Û^¹#Õ�ÖRº Ú�¼�×�Û^¡�¬?×
Ox1y1z1

®�Û[º Ú1Ûg #Ø�Ù�¹^¡w��Ô.Õ�Ö���©áÕ·´�Ô�®�Ö`³�©n��Û�Ú1Û#Õ�Û�Ü
Æ�Û Ø`®�Ù

Ṁi = {Mi,H}, ẋ1 = {x1,H}, ẏ1 = {y1,H}, ż1 = {z1,H},
´�¹#ÙÞ´�Ô�®�Ö`³�©n��Û�Ú1Ö1Ô#Ú�Ò�Ô�¹�Ô.Ù���¡�¬�¡HÛ�Û^��Ú1Û^ÒEÙ6Ú1ÖBÙ²® Â��.d�Ã ¾ Ôò �ª�Ô�¡w¡HÛ�Ú1Û#Õ�Ôò¡w�éØ8ªn¯n��ª6Ø8ÔNÖ`®�ÙHÙ�� Õ�Ö�¹

{Mi,Mj} = −εijkMk, {x1, y1} = 1
ΓR

z1, {y1, z1} = 1
ΓR

x1, {z1, x1} = 1
ΓR

y1.
Â��O�.Ã

ÝÁ×�Î.Äe×�Ï�f�Ò`�8ÇAá]ÏeÍ�Í�ÎeÕKÏßÂ��O�.ÃÁÍ�ÎÎeÜËOÊqÜOÍqÜËáOÊqÜ8Ï�ÇZÑ
ÊHÄeÔZÊ(f�Ò
so(3)⊕ so(3)

Ù�ÎeÕKÏ¯ËÌ^ÔZÎ
Þ�ÓKÊqÕKÏ�Ò"Î.Ä�O
Ç½Ï�Ó½ÏeÊqÜ6ÓZËá�ÖTâ�Ø�á�Õ\×*¿\Ò\â\ÖTÒ��¿ÏGÚ�ÒZÖTÒ\ÔKÏ!Â ×�ÎeÜOÎeÔ\ÌwÊÙ�ÎeÉZÊqËÒ�ÓZÕZÎ\Ùvâ�ËeÇZâ�È)ÜOÍ�â¦¾ZÊqÔ\ËÌwÖTÒ4Ò\Õ\ÜOÊqÑ�ÔKÏ�Ç½ÏeÖTÒ
á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\ÛEÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\âBÃ

Φ1 = M2
1 +M2

2 +M2
3 , Φ2 = x2

1 + y2
1 + z2

1 = R2.
Â����Ã

� Ñ�ÔKÏGÕ\Ò\É\Ò\Ë]ÏGâ6ÍqÒZÍqÜOÊ�ÖTá�ÕKÏ¯ÍqÒZÖX¾�ÇKÊq×\ÜÒ\ÉZÊ�Íq×\Ò\Û6ÇZÒZÍqÜGÙ�Ú�Ï�Ó½ÏGË]ÏeÊ�ÖTÌ^ÛEÍ�ÎÎeÜÕZÎ#Å�ÊqÕ\Ò\â\ÖTÒáÂ����ÃqÙ>¾ZÎGÇZá�É\ÒZÖ
ÑqÏeÖTÒ�ÇZà�ÜOÎeÕZÎeËá ÍqÒZÍqÜOÊ�ÖTá ÍßÓZËá�ÖTâ ÍqÜOÊ6¾ZÊqÕ\â\ÖTÒ ÍqËOÎ.ÄÎ�ÓZÌ¿�¹�¿ÇZâ Ê�Ê1Ò\Õ\ÜOÊqÑ�Ô\Ò\Ô\áOÊ�Ö�ÎÍqÜÒ ¾ZÎ ÜOÊ�ÎeÔZÊ�Ö�Ê
f�Ò\á�ËÒ�Ç\ÇZâ;ÕZÊ�Î.Ä�Ý]Î�ÓZÒZÖ$Ê6Í�ÊwÎ�ÓZÒ\Õ¦Â�¾ZÎÖTÒZÖ�Î¿ÑqÏeÖTÒ�ÇZà�ÜOÎeÕ\ÒKÏGÕKÏ�Ã�ÓKÎ#¾ZÎGÇZÕ\Ò\ÜOÊiÇZàÕ\Ì^ÛÏ¾ZÊqÔ\ËÌ^Û�Ò\Õ\ÜOÊqÑ�ÔKÏ�Ç��

£1LMaMWZY)L�®M[]N��ML NOLTYAY)[> �JML�®Ma��E© N#§X�z®MW*©ÁD ÇAáOÍqÜà
A = B

ÙKÜOÎeÑ�Ó½Ï"ÍqÒZÍqÜOÊ�Ö�Ï�Ò\Õ\ÜOÊqÑ�Ô\Ò\Ô\áOÊ�Ö�Ï
ÄGÇ½ÏGÑ
Î�Ó½ÏGÔ]âßÕKÏ�ÇZÒ\É\Ò\ÈXÓKÎ#¾ZÎGÇZÕ\Ò\ÜOÊiÇZàÕZÎeÑ
Î�Ò\Õ\ÜOÊqÑ�ÔKÏ�Ç½Ï�ÜÒ*¾KÏ�f¯ÏGÑ�ÔKÏGÕ\Þ�ÏµÎ f#Ð

ω3 = ∂H
∂M3

= 1
C

(
M3 − Γ∗

R(R+ d)

2
+ ΓR(z̃1 − z1)

)
= const.

U�§�[e`�N� �PKLM[ZD?> Ô�¹�Ô�¸8Ô`Û~¹#Õ�ÖRºÁÙ6Ú1Ö1Ö�¯6Ø8ªy´�Û#Õ�Û�´�Û~¹�Ö1Ú1Ô�®�Ö�¸?Ù�¡w¯�Ö�¡HÖ`®~®�Ù��éØ~Ö�¸8Ú1Û�´�Û��EÙ²³1Ô ÖEÛ^¹�Ú1Û�´�Û
��Û^¸?Ù�¸8Ú1Û�´�ÛNÕ�Ö?×�ØR¬\Ú1Ôò 1Û#Õ#Ù	Ø1×*Ú1Û^¡w��Ög¡�ÆUÙ	Ø8¼¸Ö1Ú��EÙw´�Ø~Ö#Ø8ª>Ù²®�Ô� 1Û�±�Ö�ª>Õ�Ö`³n³�Ñ#Á
�&ÕKÏ�ÇKÎeÑ�Ò\É\Õ\Ì^Û�ÔZÊqÚ�á�ÇZà�ÜeÏGÜ¿Ó\ÇZâ�¾�ÇKÎÍq×�ÎÍqÜÒIÄeÌ¹ÇN¾ZÎGÇZá�ÉZÊqÕ;ËEÎ �/ÐKÒ�¾ZÎ�ÓZÔZÎ.ÄeÕZÎ¿Ò\Ú�á�ÉZÊqÕ;ËEÎ 		�Ù 	.��Ù����Ù

��/Ð{� � ÜOÖ�ÊqÜÒZÖ^ÙKÉ\ÜOÎ\ÙZ×�ÏG×µ¾ZÎe×�ÏGÚ�Ì^Ë]ÏGÈ)Ü8É\ÒZÍiÇKÊqÕ\Õ\ÌwÊuÊ�×�Í6¾ZÊqÔ\ÒZÖ�ÊqÕ\ÜÌ¿Ù~¾\Ô\Ò
A 6= B

Ò\Õ\ÜOÊqÑ�Ô\Ò\Ô\áOÊ�Ö�ÎÍqÜà
ÍqÒZÍqÜOÊ�ÖTÌ�¾\ÔZÎ#¾KÏ�Ó½ÏeÊqÜ�Ò6ËOÎeÚ�Õ\Ò\×�ÏGÈ)Ü;Ý�ÏeÎeÜÒ\ÉZÊ�Íq×\ÒZÊ¿ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\âv�
h2ikj/lnmkiko8p8l�qA@/���[{��^�#s`{�zn�n{
�[���nzn��{����n�n�n�[{��2�^�����t�2���
zn���n��vy���n�n��x3�+�[��vy{�{#�n�n�^�����b�E���n�^���[�[�^���

æ�{��n{��n�y��u��3���yu��[zn{�zn�n{#s`�[��#{�zn��+���[{��[s`�[���3��{�v`utóCB'D[÷:��zn{��n��s`�[��
zn�[|+���y����{��2{Þ���[�[�[s`�nzyu����M�n�n�[�nzn��{��
���n�n�n�[�^u��#{����y�zyu�|�s`{��

λω = ΓR(r̃1 − r1)− µr0 +K,
óCB.E^÷

�£s`{
K � ß��n����n�n�[�^u�znzn�I|(�#u��^����vyð/��zn�^�V�n�n�^�����yu�zy�����[{/�[{��n���[���^�n�n�n�n{�� K2 = Φ1

óô����� óCB[ý^÷£÷���u����[��ß�ß���
àn�n{�zn���

λ
�
µ
�[�n�n{�s`{�vy{�zn�ï�3óÕüFE^÷²��¢~�^�2zn���(uw�Þ���yu��[zn{�zn�n{(óCB.E^÷P�[{��n���[�nzn�#zyu

r0
��n��vy���yu�{��

λṙ0 = ΓRr0 × (r1 − r̃1)− r0 ×K.
óøë'G^÷

jEk$lNmEjEk�nEjEoqpsrImEjEoutvmEwEoNxèy>{8{8|1x�}��H�*xB�v�1x~���é�1�.|#�B�>�?�



êÓë>ìèíïî/ð�ì�îTñIë>îSòèó#ô>õHôÏñIî6ö~÷µìÆñIô�øBî/øBð�ù&úÆë>ì�ú*ò~î/ûÆð�÷µü�ô�ë>îSò~ú�ð�ô�ý/ñIìvó#ë>þ8ÿuîSò~ð�ô�ûÆý���îSò~ùÁ�8�?�

@/�yu��[zn{�zn�n{/s`�[��#{�zn����[���^�+óCBnö�÷&�(zn{��n��s`�[��
zn�[|����y����{��2{����[�[�[s`�nzyu��#�y�2{�{��(�[��s

ṙ1 = − 1
R
r1 ×

∂ψR
∂r1

.
óøëyö�÷

�&�y����{��Hu(}~{����������yu��[zn{�zn�n|+óøë'G^÷&�Móøëyö�÷&�[��zn�^���n��{�vyx[zn�
r0, r1

�y�2{�{��
ë(�n{��n�[���Þ�nzn��{����yuwv`u
u^÷òß���zn�nàn��%�u[�2�vyxw���[zyu�óCB.H^÷��n�(���[���[�n�[|

ω
��vy{�s`�[{��(�[�I�yu � �n��x#� � óCB.E^÷�I

��÷
r2

0 = R2 J
��÷
r2

1 = R2 J
��÷

(ΓR(r̃1 − r1) − µr0 +K, r0) = const
óø�n�n�[{��nàn��ò���²vy�[�[�[|ò�����[�n�^�����òzyuÞ�^��x����y�H�2{����n�n�+��{�v`u��n���

�������nznzyu^÷��
K u���#{3���y����{��HuV������yu�z�n{��ò���wu�z�sCu��n��zn��ð?�2{��n�M���H��vy{�s`�[�^u���{�vyx[zn�y�k�n��vn�n{��[�£�t�nzn��{����n�n�n�[{��2�[|·���[�²v`u[��zn�
��{��[�n�n���n�^��vy{�s`zn{����
�2zn���
�n��{�vn�)L:���[�[���

M �ON ��$P$P�,·�� ¹ ·�¼Þ�
�q¼

S JMW\PKaM[]aMLz¡ô`�PKLz¤�[]aMLz¡�D ÇAÔZÊiÓ1¾ZÎGÇKÎ
Þ�ÒZÖ^ÙvÉ\ÜOÎ"ÜOÊiÇKÎ�ÓZÒ\ÕKÏeÖTÒ\ÉZÊ�Íq×\Ò4ÍqÒZÖ�Ö�ÊqÜÔ\Ò\É\ÕZÎ6Ò1áOÍqÜÔZÊSO
ÖTÒZÖ ÔKÏ�ÓZÒ\áOÍEÜOÊiÇ½Ï1×æÕ\á�ÇZÈ�Ù�ÎÍqÜeÏGËeÇZâ�â ÕZÊqÒ\Ú
Ö�ÊqÕ\ÕZÎeÛôÊqÑ
Î4Ö�ÏeÍ�Íqáã¾ZÎGÇZá�É\ÒZÖ Î.Ä��RÊq×\ÜGÙÁ×�ÎeÜOÎeÔ\Ì^ÛRÙÁ×�ÏG×
Ò ËÆ¾�ÇKÎÍq×�ÎÖ ÍiÇZá�ÉKÏeÊ!Î 		/Ð{Ù�Äeá�ÓKÊ�Ö�ÕKÏGÚ�Ì^Ë]ÏGÜà ®�Ô�¡w¡HÛ#Õ^¼&® Õ�Ö?×�Ø�Ù²®¿�b�TÏeÍ�Íqá�Þ�Ó½ÏGâô×�ÏG×ôËÀÎ 		/Ð{ÙÁÖ�Î
Þ�O
ÕZÎI¾ZÎe×�ÏGÚ�ÏGÜàZÙvÉ\ÜOÎ�ÓZÒ\ÕKÏeÖTÒ\×�Ï�ÓZËá]Ý1Ö�ÏeÍ�Í�ÎeËÌ¹Ý=ËÒ�Ý�ÔZÊqÛ1Ë"ÕZÊ6¾ZÎ�ÓZËÒ\Þ�Õ\Ì¹Ý�ÎÍ�â�Ý

Oxyz
Î#¾\ÒZÍqÌ^Ë]ÏeÊqÜOÍ�â

á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â\ÖTÒ
m1R

2r1 × r̈1 = −Γ1Rṙ1 +
Γ1Γ2

4π
r2 × r1

R2 − (r1, r2)
,

m2R
2r2 × r̈2 = −Γ2Rṙ2 +

Γ1Γ2

4π
r1 × r2

R2 − (r1, r2)
.

Â�f]	�Ã

Ó Ï�Ó½Ï�ÉKÏ�Î1ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\Ò ÓZËá]ÝæÖ�ÏeÍ�Í�ÎeËÌ¹ÝÄËÒ�Ý�ÔZÊqÛ Ë�Î.Ä#Í�Ê�Ö�ÍiÇZá�ÉKÏeÊ6ÕZÊqÒ\Õ\ÜOÊqÑ�Ô\Ò\Ô\áOÊ�Ö�Ï�Ó½ÏGÞ�ÊEÕKÏ
¾�ÇKÎÍq×�ÎÍqÜÒ Î ��ÙO�6f#Ð{�,Ç�Î#Ê�ÜOÎÖTáOÙ,¾ZÎ�O�ËÒ�ÓZÒZÖ�ÎÖTáOÙwÕZÊáÄeá�ÓKÊqÜÄÒ\Õ\ÜOÊqÑ�Ô\Ò\Ô\áOÊ�Ö�ÏæÒ ÍqÒZÍqÜOÊ�Ö�Ï�Â�f]	�Ãq����Ê�ÖòÕZÊ
Ö�ÊqÕZÊ�ÊÙBÄeÌ¹ÇKÎNÄeÌ Ò\Õ\ÜOÊqÔZÊ�ÍqÕZÎN¾\ÔZÎeËOÊ�ÍqÜÒß×�Ï�ÉZÊ�ÍqÜËOÊqÕ\ÕZÎÊ¯ÒZÍ�ÍiÇKÊiÓKÎeË]ÏGÕ\ÒZÊ¯á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\ÛÆÂ�f]	�Ãq�

�KWZY)Lz§I¨? �IKaMIKPKW«TEIKJTY)W1Læ�M[]JMPB��[ßLMa� �[>¥JMW8§��"D � ¾\ÔZÊiÓKÊiÇZÒZÖ ÕZÎeËÌwÊ�¾ZÊqÔZÊ�Ö�ÊqÕ\Õ\ÌwÊ

Mα = mαrα × ṙα +
Γα
R
rα, α = 1, 2,

Â�f>��Ã

Ò�¾ZÊqÔZÊ6¾\Ò*Å�Ê�ÖÄá�ÔKÏGËÕZÊqÕ\ÒZÊIÂ�f]	�Ã«Ë;ÍiÇKÊiÓZá�È Í�Ê�ÖÄËÒ�ÓKÊÐ

Ṁα = −rα × ∂U
∂rα

, mαṙα = −rα ×Mα,

U = − Γ1Γ2

4πR2
ln
(
R2 − (r1, r2)

)
.

Â�f.f8Ã

â�Ê�ÍiÇKÎ
Þ�ÕZÎ á?ÄÊiÓZÒ\ÜàOÍ�âvÙ«É\ÜOÎáÊ�ÜÒ á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â ÑqÏeÖTÒ�ÇZà�ÜOÎeÕZÎeËÌ Í�Î Íq×�Î.Äe×�ÎeÛ ÇAá]ÏeÍ�Í�ÎeÕKÏæÂ�Ê�ÜOÎ Íq×�Î.Äe×�Ï
f�Ò`�8ÇAá]ÏeÍ�Í�ÎeÕKÏ�Ù½Î#¾\ÔZÊiÓKÊiÇZâ\Ê�Ö�ÏGâ=Ï�ÇZÑ
ÊHÄeÔZÎeÛ

e(3)⊕ e(3)
Ã

{Mαi,Mαj} = −εijkMαk, {Mαi, xαj} = −εijkxαk, α = 1, 2, i, j, k = 1, 2, 3,
Â�f]��Ã

Â ÚqÓKÊ�Íqà8Î#¾\á8Í�ÊqÕ\Ì Õ\á�ÇKÊqËÌwÊ¿Íq×�Î.Äe×\Ò~Ã¹ÒEÑqÏeÖTÒ�ÇZà�ÜOÎeÕ\ÒKÏGÕZÎÖ

H = 1
2

(
1
m1

(M1,M1) + 1
m2

(M 2,M 2)
)

+ U.
Â�f>d�Ã

jEk$lNmEjEk�nEjEoqpsrImEjEoutvmEwEoNxzy>{8{8|1x~}��H�*xB�v�1x����,�1�.|#�B�>�?�



�8�`Ü X�Y[Z\Y^] ô/ò~ì�ý/ô�ë`_baVYRc�Y^dã÷�ÿu÷>î/ë`_\c�Y^d-Y[e&÷�ÿuô8ó#÷>ð�ô�ë

ÇAÔ\Ò\ÉZÊ�ÖôÓ\ÇZâ=Íq×�Î.Äe×\ÒáÇAá]ÏeÍ�Í�ÎeÕKÏ\Â�f]��Ã,¾ZÎÍqÜOÎ
â�Õ\Õ\ÌwÊ�Ø�á�Õ\×*¿\Ò\Û��¿ÏGÚ�ÒZÖTÒ\ÔKÏ8ÍiÇKÊiÓZáOÊqÜ6Ú�ÏeØ�Ò\×�ÍqÒ\ÔZÎeË]ÏGÜà
ÍiÇKÊiÓZá�È Í�ÒZÖæÎ.ÄeÔKÏGÚ
ÎÖ^Ð

K(1)
α = (rα, rα) = R2, K(2)

α = (Mα, rα) = R−1Γα.

f�È`ÄÎ#¾\Ì^ÜÕZÎ\ÙMÉ\ÜOÎEá�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â4ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\â Â�f.f8ÃiÙ"¾\á]ÏeÍ�Í�ÎeÕZÎeË]Ï=ÍqÜÔ\á�×\Üá�ÔKÏÆÂ�f]��ÃAÒ ÑqÏeÖTÒ�ÇZà�ÜOÎeÕ\Ò?O
ÏGÕ\Â�f>d�ÃTÍ�ÎeË.¾KÏ�Ó½ÏGÈ)Ü�Í�Î¿ÍiÇZá�ÉKÏeÊ�Ö4Î.ÄeÌ^É\ÕZÎeÛ8Ú�Ï�Ó½Ï�É\Ò;ÓZËá]Ý�ÜOÊiÇ�ÕKÏ�Í�Ø¿ÊqÔZÊ�Î ����Ð{� � Ü
ÇZÒ\É\ÒZÊ&Ú�ÏG×�ÇZÈ)ÉKÏeÊqÜOÍ�â
Ë&ÜOÎÖ^Ù�É\ÜOÎ^Ó\ÇZâ¿ËÚ�ÏGÒZÖ�Î�ÓKÊqÛZÍqÜËá�È Í�Ò�Ý�ÜOÊiÇ�ËOÍ�ÊU¾ZÎÍqÜOÎ
â�Õ\Õ\ÌwÊ

K
(2)
α = 0

ÙGÏ^Ë)ÍiÇZá�ÉKÏeÊÁÖ�ÏeÍ�Í�ÎeËÌ¹Ý¯ËÒ�Ý�ÔZÊqÛ
¾\ÔZÎ#¾ZÎeÔ*¿\ÒZÎeÕKÏ�ÇZàÕ\Ì ¿\Ò\Ô\×\á�ÇZâ?¿\Ò\â\Ö^�

ÝÁÒZÍqÜOÊ�Ö�ÏµÂ�f.f8Ã¹Î.ÄGÇ½Ï�Ó½ÏeÊqÜ;ËOÊq×\ÜOÎeÔ\Õ\ÌwÖæÒ\Õ\ÜOÊqÑ�ÔKÏ�ÇKÎÖôÍqá�Ö�Ö�ÏGÔ\ÕZÎeÑ
Î;Ö�ÎÖ�ÊqÕ\ÜeÏ

M = M1 +M2 = const.

� ÜOÖ�ÊqÜÒZÖ�ÜeÏG×\Þ�ÊÙÁÉ\ÜOÎ�Ë4ÔKÏ#ÄÎeÜOÊ!Î ����Ð ¾\Ô\Ò\ËOÊiÓKÊqÕ\Ì ÔZÊqÚ�á�ÇZà�ÜeÏGÜÌ É\ÒZÍiÇKÊqÕ\Õ\Ì¹Ý¸Ê�×�Í6¾ZÊqÔ\ÒZÖ�ÊqÕ\ÜOÎeËZÙ
ÍqËÒ�ÓKÊqÜOÊiÇZàOÍqÜËá�È Í�ÒZÊ�Î"ÕZÊqÒ\Õ\ÜOÊqÑ�Ô\Ò\Ô\áOÊ�Ö�ÎÍqÜÒ Ú�Ï�Ó½Ï�É\Ò�ÓZËá]Ý=ÜOÊiÇ�ÕKÏ"Í�Ø¿ÊqÔZÊ�Í�Õ\àÈ)ÜOÎeÕZÎeËOÍq×\ÒZÖ Ò�Ñ�á>O
×�ÎeËOÍq×\ÒZÖv¾ZÎeÜOÊqÕ*¿\ÒKÏ�Ç½ÏeÖTÒR�

P�W]`�W>®MW
n Q Y)W\NONOIKPB��� PKL"�RJM[>©ÁD â�Ê�ÍiÇKÎ
Þ�ÕZÎ"Î.ÄÎ.Ä#Í�Ò\ÜàTÊ�ÜÒßá�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\âßÕKÏ;ÍiÇZá�ÉKÏGÛµ¾\ÔZÎeÒ\Ú6O

ËOÎGÇZàÕZÎeÑ
Î;×�ÎGÇZÒ\ÉZÊ�ÍqÜË]Ï�Ö�ÏeÍ�Í�ÎeËÌ¹Ý6ËÒ�Ý�ÔZÊqÛRÙ*¾\Ô\Ò�Ê�ÜOÎÖÄÑqÏeÖTÒ�ÇZà�ÜOÎeÕ\ÒKÏGÕÓ¾\ÔZÊiÓKÍqÜeÏGËeÇZâ\ÊqÜOÍ�â=Ë;Ø¿ÎeÔZÖ�Ê

H = 1
2

n∑

α=1

1
mα

(Mα,Mα)−
n∑

α<β

ΓαΓβ

4πR2
ln
(
R2 − (rα, rβ)

)
,

Ñ�ÓKÊ
rα W ÔKÏ�ÓZÒ\áOÍSO�ËOÊq×\ÜOÎeÔ�Í�ÎÎeÜËOÊqÜOÍqÜËá�È Í�ÊqÑ
Î"ËÒ�Ý�Ô]âvÙvÏ

Mα W Î#¾\ÔZÊiÓKÊiÇKÊqÕ\Õ\Ì^Ûá¾ZÎ8Ø¿ÎeÔZÖTá�ÇKÊÏÂ�f>��Ã
Ö�ÎÖ�ÊqÕ\ÜG�

ÇAá]ÏeÍ�Í�ÎeÕZÎeË]Ï;ÍqÜÔ\á�×\Üá�ÔKÏ�Î#¾\ÔZÊiÓKÊiÇZâ\ÊqÜOÍ�â1Ï�ÇZÑ
ÊHÄeÔZÎeÛ n
⊕
α=1

e(3)
Ò6ÒZÖ�Ê�ÊqÜ;ËÒ�Ó

{Mαi,Mαj} = −εijkMαk, {Mαi, xαj} = −εijkxαk, ijk = 1, 2, 3, α = 1 . . . n,

Í�ÎÎeÜËOÊqÜOÍqÜËá�È Í�ÒZÊ¯Ø�á�Õ\×*¿\Ò\ÒE�AÒ\ÔOÝ�Ñ
ÎØ¯Ï�Ø�Ò\×�ÍqÒ\ÔZÎeË]ÏGÕ\ÌXÍiÇKÊiÓZá�È Í�ÒZÖæÎ.ÄeÔKÏGÚ
ÎÖ

(rα, rα) = R2, (Mα, rα) = R−1Γα, α = 1 . . . n.

½AÕ\ÜOÊqÑ�ÔKÏ�ÇÓ¾ZÎGÇZÕZÎeÑ
Î�Ö�ÎÖ�ÊqÕ\ÜeÏ

M =

n∑

α=1

Mα.

h2ikj/lnmkiko8p8l�qR@/�yu��[zn{�zn��t�Hu[�����[�[���+�[���n{�|Mzyu��vy�^�����^�����M�[��vy�t�n��vy���n{�zn�Ëzn{ � u��[�y���y�2���ò�yu��[����wuw�+ê En� ü[ü�SB�õ�ìí���£s`{��wu���#{����u � u�zn�Eß�� � �n�n{����n�n{��3����s`�n��s`�nzyu[�2�n�n{����n�n{ � u�sCu��n���n�\���[���[�n�����2���#{��
�[�I��x�y���n��vyx � �[�^u�zyu�sCu�znzyuw���2��s`{�vyxy��	�u[�����[�[�I{��[���n�3zyuÞ��ß�{��n{��2�[�����\�yu[�����Hu����n�n�^u���x^�£���u��3�n{�uwvyx[zyuw�3uwvyx����{��nzyu����n�^u3�yu � vy�n�nzn�b�ï����ñ~{������[��ð/ñ~�y�E�2��s`{�vn�y�½�[���n{��[����s`�[��#{�zn�n|+� � {��2zn�[|tu��[�2�^��ß�{��n{(�M�[��{�u�zn{óøàn�n�vy�[zn�[�y�����2{��n�n{�|��[�[��{�u�zn�n�n{����n����[���n{��[���~��{��n{�zn�n|(�(��� sR÷��^ÝP��vy{�{Iß�� � �n�n{������[|�sCu�znzn��ð«�2��s`{�vyx/s`{�v`uw�{��(���n{��
�Hu[�����½�[���n{��[�[���#������vy�^un�zyuwvy�n�n�n{����[���[�n�[���~�n��vn�n{��[�£��{�����{������[{�znzn�b���n�wu����u����2�[ñ~zn�I{��[���n{��
�[�I{b�[�[�yu � �[�^u�zn����w�wu��n�n{/�u��
���[�nzyu�s`�y�[�n�n�(s`�[��#{�zn�n�\�[���n���n�^u�ð/���~��{����
�n�n���nzn�I{/�nzn�[�n��s`zn�I{b�[�.T�{��n�����rVvyð/�[�^����vy���yu�{[���/�[�[�n�n�^��{&�n�n�y�2{�zn�y�2�^�����#���[|~�vy�~�nzn�[|#�2��s`{�vy���n{�}#u�ð/ñ~{�{ � zyu��n{�zn�n{P�y�2{�ð/�:�yu � �yu��[�[�w��uÞ�n�n{�syvy���#{�znzn�[|ò��{��[�n{����n�n{������[|V�2��s`{�vy�ò�V{�{#������n{��n�y�2{�zn�wuwvyx[zyuw�ò�[{��n�yß��n�u�àn����Cr �u��n{������[{�s`�n������
�[���n{��[�����2��s`{�vy{�|��[�[�2{����y�À�wu���#{/s`�[��#{�zn�n{��[���n{��y�����[�nzn�n���[�#���[���n{��[���Þ��n��{�z+ê ö�ýn�²öUEwìí�

jEk$lNmEjEk�nEjEoqpsrImEjEoutvmEwEoNxèy>{8{8|1x�}��H�*xB�v�1x~���é�1�.|#�B�>�?�



êÓë>ìèíïî/ð�ì�îTñIë>îSòèó#ô>õHôÏñIî6ö~÷µìÆñIô�øBî/øBð�ù&úÆë>ì�ú*ò~î/ûÆð�÷µü�ô�ë>îSò~ú�ð�ô�ý/ñIìvó#ë>þ8ÿuîSò~ð�ô�ûÆý���îSò~ùÁ�8�Cù

� �y���VB
W
�OX �q¼��3�9� ¹X»q¼�¹

ÃÓ�Ra���¨MLz¡¦ �IB�vWöD ��ÊqÉZÊqÕ\ÒZÊ&Þ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜÒ8ÕKÏ�Í�Ø¿ÊqÔZÊ^Ë¯Î.ÄGÇ½ÏeÍqÜÒ
D
ÍqÕKÏGÔ\á�Þ�Ò8ÎeÜ¿ÜOÊiÇ½Ï�Ù]ÎeÑ�ÔKÏGÕ\Ò\ÉZÊqÕ?O

ÕZÎeÑ
Î6×�ÎeÕ\Üá�ÔZÎÖ
C

Â Ô\ÒZÍ����ÃiÙè¾ZÎGÇZÕZÎÍqÜàÈ Î#¾\ÔZÊiÓKÊiÇZâ\ÊqÜOÍ�â4Ø�á�Õ\×*¿\ÒZÊqÛ�ÜOÎe×�Ï
ψ(ξ, η, t)

ÙR×�ÎeÜOÎeÔKÏGâvÙ�×�ÏG×
ÄeÌ¹ÇKÎE¾ZÎe×�ÏGÚ�ÏGÕZÎ�ËÌ�Å�ÊÙ�ÓKÎGÇZÞ�ÕZÎ;á�ÓKÎeËeÇKÊqÜËOÎeÔ]â�Üà
� ÍqÒZÍqÜOÊ�Ö�ÊAÓZÒZØ¿Ø¿ÊqÔZÊqÕ*¿\ÒKÏ�ÇZàÕ\Ì¹Ý6á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\Û

∂Ω
∂t

= 1√
EG

(
∂ψ

∂η
∂Ω
∂ξ
− ∂ψ

∂ξ
∂Ω
∂η

)
, ∆ψ = −Ω;

Â%Ç��/Ã

�ôáOÍiÇKÎeËÒ\ÈþÕZÊ6¾\ÔZÎeÜOÊq×�ÏGÕ\Ò\âEÕKÏ�Ñ�ÔKÏGÕ\Ò*¿ZÊ¿ÜOÊiÇ½Ï
C
Ð

(v,n)
∣∣
C

=
∂ψ

∂τ

∣∣∣
C
,

Â%Ç¿	�Ã
Ñ�ÓKÊ

n, τ W ÕZÎeÔZÖ�Ï�ÇZàÕ\Ì^Û ÒÄ×�ÏeÍ
ÏGÜOÊiÇZàÕ\Ì^ÛôËOÊq×\ÜOÎeÔ\Ì ×ÄÑ�ÔKÏGÕ\Ò*¿ZÊ C Ù v W ËOÊq×\ÜOÎeÔ Íq×�ÎeÔZÎÍqÜÒ
Í�ÎÎeÜËOÊqÜOÍqÜËá�È Í�ÊqÛEÜOÎeÉ\×\ÒEÑ�ÔKÏGÕ\Ò*¿\Ì ÜOÊiÇ½Ï?Ñ

�æ¾\Ô\ÒEÎeÜOÍqá�ÜOÍqÜËÒ\ÒßËÒ�Ý�Ô]â!Â
Γ = 0

Ã�¿\Ò\Ô\×\á�ÇZâ?¿\Ò\âß¾ZÎ�×�ÎeÕ\Üá�Ô\áOÙZÎ�Ý�Ë]ÏGÜÌ^Ë]ÏGÈ Í�Ê�ÖTá6ÜOÊiÇKÎ\Ù\ÔKÏGËÕKÏ
∫

C

(v, τ ) dl = Γ∗.
Â%Ç���Ã

Ý«ÎeÑ�Ç½ÏeÍqÕZÎ�¾\Ô\Ò\Õ*¿\Ò*¾\á�Íqá8¾ZÊqÔ*¾ZÎeÚ�Ò*¿\Ò\ÒRÙÒZÍq×�ÎÖTá�ÈôØ�á�Õ\×*¿\Ò\ÈæÜOÎe×�ÏAÖ�Î
Þ�ÕZÎ`¾\ÔZÊiÓKÍqÜeÏGËÒ\Üà¿Ë�Ø¿ÎeÔZÖ�Ê

ψ = voxψ
(0)
x + voyψ

(0)
y + vozψ

(0)
z + ψc + ψv ,

Ñ�ÓKÊ
v0 = (vox, voy, voz) W Íq×�ÎeÔZÎÍqÜàß¿ZÊqÕ\ÜÔKÏ8ÜOÊiÇ½Ï�ÙvÍiÇ½ÏGÑqÏeÊ�ÖTÌwÊ

ψc
Ù
ψv

¾\ÔZÎ#¾ZÎeÔ*¿\ÒZÎeÕKÏ�ÇZàÕ\Ì
Γ∗
Ò

ΓÍ�ÎÎeÜËOÊqÜOÍqÜËOÊqÕ\ÕZÎ\�
��ÊqÉZÊqÕ\ÒZÊ¯Þ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜÒRÙKËÌ^Ú�Ë]ÏGÕ\ÕZÎÊ�ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\ÒZÊ�Ö Î�ÓZÕZÎeÑ
Î;ÜOÎGÇZà×�Î;ÜOÊiÇ½Ï;Í�Î;Íq×�ÎeÔZÎÍqÜàÈ

v0
ÙZÎ#¾\ÒZÍqÌ&O

Ë]ÏeÊqÜOÍ�âßØ�á�Õ\×*¿\ÒZÊqÛ6ÜOÎe×�Ï

ψ(0)(r) = voxψ
(0)
x + voyψ

(0)
y + vozψ

(0)
z =

d−R
R2 − (r, r0)

(r × v0, r0).
Â%Ç`f8Ã

à«Ì�¾ZÎGÇZÕZÊqÕ\ÒZÊ^áOÍiÇKÎeËÒ\â�ÕZÊ6¾\ÔZÎeÜOÊq×�ÏGÕ\Ò\âµÂ%Ç¯	�Ãz¾\ÔZÎeËOÊqÔ]â\ÊqÜOÍ�â;ÕZÊ6¾ZÎÍqÔZÊiÓKÍqÜËOÊqÕ\ÕZÎ\�CÄ¯á�Õ\×*¿\Ò\â
ψ(0) ÑqÏGÔZÖ�Î�OÕ\Ò\É\ÕKÏµÂ ËÕZÊ�ÜOÊiÇ½Ï

∆ψ(0) = 0
Ã«ÒRÙZÍiÇKÊiÓKÎeË]ÏGÜOÊiÇZàÕZÎ\ÙKá�ÓKÎeËeÇKÊqÜËOÎeÔ]â\ÊqÜ¦Â���Ãq�BÝ«ÎÎeÜËOÊqÜOÍqÜËá�È Í�Ê�Ê¿ÜOÊqÉZÊqÕ\ÒZÊ

Î.ÄGÇ½Ï�Ó½ÏeÊqÜ�Õ\á�ÇKÊqËOÎeÛ�¿\Ò\Ô\×\á�ÇZâ?¿\ÒZÊqÛßËeÓKÎGÇZà;Ñ�ÔKÏGÕ\Ò*¿\Ì ÜOÊiÇ½Ï
C
�

jEk$lNmEjEk�nEjEoqpsrImEjEoutvmEwEoNxzy>{8{8|1x~}��H�*xB�v�1x����,�1�.|#�B�>�?�



�8�`ÿ X�Y[Z\Y^] ô/ò~ì�ý/ô�ë`_baVYRc�Y^dã÷�ÿu÷>î/ë`_\c�Y^d-Y[e&÷�ÿuô8ó#÷>ð�ô�ë

h2ikj/lnmkiko8p8lZYnqR[��[�y�2��vy�góôæ�ë�÷:�2���
zn�Þ�n��vy���n�n��x����2�n�n�n�n�n{����n�+��vy{�s`��ð/ñ~�y�«�[�[�yu � �^���1� � �[{�����zn�y��n���ò�n��vy{Þ�����[�n�^����{�|����n�[�n���#s`{�znzn�[{(s`�[��
��ñ~�y�H�£�Mzyu3�vy�^�����^�����+�n�n�����[�[�b�ïàn�vy�nz�s`�n�^���8�n�n{�sC���wu���vn�n{��
���[�[�[|M��{��n{�zn�n{[�8�nz�s`��àn�n�n�[�^u�znzn�[{#s`�n�n��vy{����2æ��n{�s`�n��vy���
�y���8�n���ò�����[�3�#{\�n{ � ��vyxw�wu����y�2{�{��ò�2{������ò�tzyu��ß�{��n{[� � u[�����2�[���n�y�Ù�[zyu��yuwvy{Þzyuò�vy�^�����^�����g�wu����[{Þ��{��n{�zn�n{[�H�n�n�À���[���[�n�^�Ù�����[�n�^�����t�^��{��t�yu[�����nàÀ��s`��
zyu����[�[���\� � �[{�����zn�y�R�n���3�wu����[{(��{��n{�zn�n{
�n�[�n���#s`{�zn�\s`�n�n��vy{��½�3�[{������[zn{��nzn�^�������^]/���[�[�yu � �n���(�n�^�2�[ñ~x[ð����{��n{��[���yu[ß��n�n{������[|��n�n�[{��nàn�n�������/��{��n{�zn�n{Pzyu/��ß�{��n�[���n�^��vy{&zn{���vy���
zn�����n�n{��[�[�yu � �[�^u�zn�n|��n�n��s`{��3�~ß��[���2��vy{\óôæ�ë�÷��

�¿ÏG×�Ò�Ëu¾�ÇKÎÍq×�ÎÖ ÍiÇZá�ÉKÏeÊÙ]ÜOÊqÉZÊqÕ\ÒZÊÙ]ËÌ^Ú�Ë]ÏGÕ\ÕZÎÊ&ÜOÎeÉZÊqÉ\Õ\ÌwÖ ËÒ�Ý�ÔZÊ�Ö
ψv
Ù�¾ZÎGÇZá�ÉKÏeÊqÜOÍ�â;ÓKÎ.ÄOÏGËeÇKÊSO

Õ\ÒZÊ�Ö Ò\Õ\ËOÊqÔZÍqÕZÎÍqÒZÖ�Ö�ÊqÜÔ\Ò\É\ÕZÎeÑ
ÎÆÂ�¾\Ô\Ò�ÍqÜOÊqÔZÊ�ÎeÑ�ÔKÏeØ�Ò\ÉZÊ�Íq×�ÎeÛ!¾\ÔZÎÊq×*¿\Ò\Ò~Ã&ËÒ�Ý�Ô]âÓ¾\ÔZÎeÜÒ\ËOÎ#¾ZÎGÇKÎ
Þ�ÕZÎeÛ
Ú�ÏGËÒ�Ý�ÔZÊqÕ\ÕZÎÍqÜÒRÙKÜeÏG×EÉ\ÜOÎ

ψv(r) = − Γ
4π

ln
(
R2 − (r1, r)

)
+ Γ

4π
ln
(
R2 − (ri1, r)

)
,

ri1 =
(
R2 + d2 − 2d

R
(r0, r1)

)−1(
(R2 − d2)r1 + 2(Rd− (r0, r1))r0

)
,

Ñ�ÓKÊ
ri1 W

ÔKÏ�ÓZÒ\áOÍSO�ËOÊq×\ÜOÎeÔ�Ò\Õ\ËOÊqÔZÍqÕZÎÍqÒZÖ�Ö�ÊqÜÔ\Ò\É\ÕZÎeÛ�ËÒ�Ý�Ô\È ÜOÎeÉ\×\ÒR�HÄ¯á�Õ\×*¿\Ò\â
ψv
ÑqÏGÔZÖ�ÎeÕ\Ò\É\ÕKÏ�ËÕZÊ

ÜOÊiÇ½Ï�ËOÍqÈ¹ÓZááÂ Ú�Ï�ÒZÍq×�ÇZÈ)ÉZÊqÕ\ÒZÊ�ÖæÜOÎeÉ\×\Ò
r1

ÃÁÒRÙZÍiÇKÊiÓKÎeË]ÏGÜOÊiÇZàÕZÎ\ÙKá�ÓKÎeËeÇKÊqÜËOÎeÔ]â\ÊqÜ\Â%Ç;�/Ãi�
� ÄÍqá�ÓZÒZÖ$Ø�á�Õ\×*¿\Ò\È

ψc
Ù�Î#¾\ÔZÊiÓKÊiÇZâ�È Í�á�È É\ÒZÍqÜOÎq¿\Ò\Ô\×\á�ÇZâ?¿\ÒZÎeÕ\ÕZÎÊ�Î.ÄeÜOÊq×�ÏGÕ\ÒZÊAÜËOÊqÔOÓKÎeÑ
Î�ÜOÊiÇ½Ï��

â¿Ï"Í�Ø¿ÊqÔZÊÙöË6ÎeÜ
ÇZÒ\É\ÒZÊ;ÎeÜEÍiÇZá�ÉKÏGâ\¾�ÇKÎÍq×�ÎÍqÜÒRÙè¿\Ò\Ô\×\á�ÇZâ?¿\Ò\Òá¾ZÎ"Ñ
ÎÖ�ÎeÜOÎ#¾\Õ\ÌwÖ ×�ÎeÕ\Üá�ÔKÏeÖ^ÙRÎ�Ý�Ë]ÏGÜÌ&O
Ë]ÏGÈ Í�ÒZÖ ËÒ�Ý�Ô\àZÙKËOÎÎ.Ä#Í�Ê¯Ñ
ÎeËOÎeÔ]â=ÔKÏGÚqÇZÒ\É\Õ\Ì¿�ö�¿ÏG×¦ÄeÌ¹ÇKÎT¾ZÎe×�ÏGÚ�ÏGÕZÎ8Ë8ÔKÏGÚqÓKÊiÇKÊ"�� 	�Ù½Ê�ÍiÇZÒ=ÕKÏ�Í�Ø¿ÊqÔZÊ
ËßÜOÎeÉ\×\á

θ = 0
¾ZÎÖ�Ê�ÍqÜÒ\Üà=ËÒ�Ý�Ô\àßÒ\Õ\ÜOÊqÕZÍqÒ\ËÕZÎÍqÜÒ

Γ
ÙvÜOÎ�¿\Ò\Ô\×\á�ÇZâ?¿\Ò\â�ËeÓKÎGÇZàÓ¾KÏGÔKÏ�Ç\ÇKÊiÇZÒ

θ = θ0Äeá�ÓKÊqÜ=ÔKÏGËÕKÏ
Γ(1 + cos θ0)/2

��Ç�Î#Ê�ÜOÎÖTá�Ó\ÇZâ�ËÌ�¾ZÎGÇZÕZÊqÕ\Ò\â áOÍiÇKÎeËÒ\âÀÂ%Ç���Ã�Ëµ¿ZÊqÕ\ÜÔ$ÜOÊiÇ½ÏEÍiÇKÊiÓZáOÊqÜ
¾ZÎÖ�Ê�ÍqÜÒ\Üà;ÜOÎeÉZÊqÉ\Õ\Ì^ÛEËÒ�Ý�Ô\àZÙ�Ò\Õ\ÜOÊqÕZÍqÒ\ËÕZÎÍqÜà;×�ÎeÜOÎeÔZÎeÑ
Î

Γ̄
Òß¿\Ò\Ô\×\á�ÇZâ?¿\Ò\â

Γ∗
ÍqËâ�Ú�ÏGÕ\Ì Í�ÎÎeÜÕZÎ#Å�ÊSO

Õ\ÒZÊ�Ö�Â��.��ÃqÙ�ÜeÏG×ßÉ\ÜOÎ
ψc = −Γ∗

4π
2R
R+ d

ln
(
R2 − (r0, r)

)
.

à Î.ÄGÇ½ÏeÍqÜÒ
D
ÜeÏG×=Î#¾\ÔZÊiÓKÊiÇKÊqÕ\ÕKÏGâ

ψc
á�ÓKÎeËeÇKÊqÜËOÎeÔ]â\ÊqÜ8á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\È

∆ψ = Γ̄
4πR2

,
Ï�Ú�ÕKÏ�É\Ò\ÜGÙKÒEá�ÔKÏGË#O

ÕZÊqÕ\Ò\È Â%Ç��/Ãq�
�MÏG×\ÒZÖ Î.ÄeÔKÏGÚ
ÎÖ^Ù½Ø�á�Õ\×*¿\Ò\âEÜOÎe×�ÏT¾ZÎGÇZÕZÎÍqÜàÈ�Î#¾\ÔZÊiÓKÊiÇKÊqÕKÏ��Z�¿ÇZâEÓ½Ï�ÇZàÕZÊqÛ*Å�ÊqÑ
Î"ÎeÜOÖ�ÊqÜÒZÖ^ÙKÉ\ÜOÎ

Ë�Î.ÄGÇ½ÏeÍqÜÒ
D
ÎeÕKÏ�á�ÓKÎeËeÇKÊqÜËOÎeÔ]â\ÊqÜ�á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\È

∆ψ = Γ̄

4πR2
− Γδ(r − r1),

Â%Ç¿��Ã
Ñ�ÓKÊ

∆ W Î#¾ZÊqÔKÏGÜOÎeÔ·f¯Ï�¾�Ç½ÏeÍ
Ï��8Ë¹ÊiÇZà�ÜÔKÏeÖTÒæÂÅ��ÃqÙ
r1 W ÔKÏ�ÓZÒ\áOÍSO�ËOÊq×\ÜOÎeÔ�ËÒ�Ý�Ô]âvÙ δ(r − r1) W ÓKÊiÇZà�ÜeÏ/OØ�á�Õ\×*¿\Ò\â��¯Ò\ÔKÏG×�Ï��

ÃÓ�Ra���¨MLz¡«Ç6LMJ��z¥IkTEWy¤v_)W��½NOWöD � ÄÍ�ÎGÇZÈ)ÜÕKÏGâ8Íq×�ÎeÔZÎÍqÜà�ËÒ�Ý�Ô]â
v1
Î#¾\ÔZÊiÓKÊiÇZâ\ÊqÜOÍ�â"Í�ÎÎeÜÕZÎ#Å�ÊSO

Õ\ÒZÊ�Ö�Âg�
��ÃqÙ�×�ÎeÜOÎeÔZÎÊ¿Ë�ÓKÊq×�ÏGÔ\ÜOÎeËÌ¹ÝE×�ÎÎeÔOÓZÒ\ÕKÏGÜeÏ�Ý=Ö�Î
Þ�ÊqÜIÄeÌ^Üà;Ú�Ï�¾\ÒZÍ
ÏGÕZÎ;Ë�Ø¿ÎeÔZÖ�Ê

v1 = − 1
R
r1 × ∂

∂r

[
ψ(r) + Γ

4π
ln
(
R2 − (r1, r)

)]∣∣∣
r=r1

.

Ç�ÎÍiÇKÊ�ÕZÊ�ÍiÇKÎ
Þ�Õ\Ì¹Ýµ¾\ÔZÊ�Î.ÄeÔKÏGÚ
ÎeË]ÏGÕ\Ò\Û=ÕKÏ�Ý]Î�ÓZÒZÖ^ÙZÉ\ÜOÎ

v1 = − 1
R
r1 ×

∂ψR(r1)

∂r1
,

ψR(r1) =
d−R

R2 − (r0, r1)
(r1 × v0, r0) + Γ

4π
ln(Rd− (r0, r1))−

−Γ∗

4π
2R
R+ d

ln
(
R2 − (r0, r1)

)
.

jEk$lNmEjEk�nEjEoqpsrImEjEoutvmEwEoNxèy>{8{8|1x�}��H�*xB�v�1x~���é�1�.|#�B�>�?�
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Ç)ÇKÎÍq×\Ò\Û�ÏGÕKÏ�ÇKÎeÑ�Ø�á�Õ\×*¿\Ò\Ò
ψR(r1)

ÜÔKÏ�ÓZÒ*¿\ÒZÎeÕ\ÕZÎ8ÕKÏGÚ�Ì^Ë]ÏeÊqÜOÍ�âßË�ËÒ�Ý�ÔZÊqËOÎeÛEÓZÒ\ÕKÏeÖTÒ\×�Ê�Ø�á�Õ\×*¿\ÒZÊqÛ
�AÒ\ÔOÝ�Ñ
ÎØ¯Ï��`�TÏ�áOÍ
Ï\Â Í�Ö^� Ù\ÕKÏ�¾\Ô\ÒZÖ�ÊqÔRÙ"Î ��g/Ð%Ãi�

VXI½Y)[]a�  NOLz§ `�W\P*§�[]aMLz¡¸¤$Lv`U�vIKN� �LÁD �¿ÇZâßËÌ^É\ÒZÍiÇKÊqÕ\Ò\â�Ö�ÎÖ�ÊqÕ\ÜeÏ"ÍqÒ�Ç1Ó½ÏGËeÇKÊqÕ\Ò\â=Þ�Ò�ÓZ×�Î�O
ÍqÜÒ MMML ÕKÏ�Ñ�ÔKÏGÕ\Ò*¿\áEÜOÊiÇ½Ï C ËOÎÍ6¾ZÎGÇZàÚ�áOÊ�Ö�Í�â1ÜOÊ�ÎeÔZÊ�Ö�ÎeÛ1Î.Ä�Ò\Ú
Ö�ÊqÕZÊqÕ\Ò\Ò=×\Ò\ÕZÊqÜÒ\ÉZÊ�Íq×�ÎeÑ
Î6Ö�ÎÖ�ÊqÕ\ÜeÏ��½AÚ
Ö�ÊqÕZÊqÕ\ÒZÊw×\Ò\ÕZÊqÜÒ\ÉZÊ�Íq×�ÎeÑ
Î�Ö�ÎÖ�ÊqÕ\ÜeÏ�Þ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜÒ

KL ÙeÚ�Ï�¾ZÎGÇZÕ\â�È Í�ÊqÛ�Î.ÄGÇ½ÏeÍqÜà
D

Â ËÕZÊ6Å�ÕZÎÍqÜà¯×�ÎeÕ?O
Üá�ÔKÏ

C
ÃiÙ�ÔKÏGËÕZÎ

K̇
L

= −MMML,
Â%Ç�d�Ã

Ñ�ÓKÊ MMML W ÒZÍq×�ÎÖTÌ^Û=Ö�ÎÖ�ÊqÕ\Ü�ÍqÒ�ÇEÓ½ÏGËeÇKÊqÕ\Ò\â6Þ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜÒßÕKÏ�×�ÎeÕ\Üá�Ô C �*Ç�ÎGÇ½ÏGÑqÏGâß¾�ÇKÎeÜÕZÎÍqÜà�Þ�Ò�Ó*O
×�ÎÍqÜÒ6ÔKÏGËÕZÎeÛ6ÊiÓZÒ\Õ\Ò*¿ZÊÙ?¾\ÔZÊiÓKÍqÜeÏGËÒZÖÄ×\Ò\ÕZÊqÜÒ\ÉZÊ�Íq×\Ò\ÛßÖ�ÎÖ�ÊqÕ\Ü�Þ�Ò�ÓZ×�ÎÍqÜÒ

KL Ë�Î.ÄGÇ½ÏeÍqÜÒ D Ë�ËÒ�ÓKÊ

KL =

∫∫

D

r × vds = R

∫∫

D

∇ψds,

Ñ�ÓKÊ^ËOÍ�Ê¹ËOÊq×\ÜOÎeÔ\Ìv¾\ÔZÊiÓ1¾ZÎGÇ½ÏGÑqÏGÈ)ÜOÍ�â�ËÌ^ÔKÏGÞ�ÊqÕ\Õ\ÌwÖTÒ8Ë)ÇKÎe×�Ï�ÇZàÕ\Ì¹Ý�ÎeÔ\ÜOÎeÑ
ÎeÕKÏ�ÇZàÕ\Ì¹Ý;×�ÎÎeÔOÓZÒ\ÕKÏGÜeÏ�Ý
ξ
Ù

η
ÕKÏ�Í�Ø¿ÊqÔZÊ�¾ZÎ�Ø¿ÎeÔZÖTá�Ç½ÏeÖ

v = 1√
G

∂ψ

∂η
eξ − 1√

E

∂ψ

∂ξ
eη, ∇ψ = 1√

E

∂ψ

∂ξ
eξ + 1√

G

∂ψ

∂η
eη, r = Reξ × eη.

à ÓKÊq×�ÏGÔ\ÜOÎeËÌ¹Ýß×�ÎÎeÔOÓZÒ\ÕKÏGÜeÏ�Ý
Oxyz

×�ÎÖX¾ZÎeÕZÊqÕ\ÜÌþÖ�ÎÖ�ÊqÕ\ÜeÏ
KL Ö�Î
Þ�ÕZÎN¾\ÔZÊiÓKÍqÜeÏGËÒ\Üà8Ë�ËÒ�ÓKÊ

KL
x = R

∫∫

D

(∇x,∇ψ)ds, KL
y = R

∫∫

D

(∇y,∇ψ)ds, KL
z = R

∫∫

D

(∇z,∇ψ)ds.

> Ô�®�Ù���Ö`® ¾ ¸`��ÛÞ¹�Ô#Ú1Ú�¼UÙ Ö1Ú��EÙw´�Ø8Ô�³�¼µØ8Ô�¡S×*Û^¹w¬���¡�¬µÕ���Û^¸`¯>Ù
r1 ¾ Ô� 1Û^��Û�®
ª�Ö?×+¡�³BÙ�¹^ª>Ù��â 1Û�Ú1Ö`®�Ô���©

Õ
¡�®
¼I¡�³BÙ��EÙ6Û Ø~Ö1ÖNÛ^��Û^�^¿EÙ6Ú1Ú�¼�×òÆIª�Ú�¯nµ1Ö1Ü`_ �òÁGÙ[Á�´²³1Ô.Õ�Ú�¼�×EÒ�Ú1Ô�¸?Ù6Ú1Ö1Ü,anÁ#½�Í6¾ZÎGÇZàÚ�áâ�ÜOÊ�ÎeÔZÊ�ÖTáEÝÁÜOÎe×�Í
Ï
Ò�¾\Ô\ÒZÖ�ÊqÕ\â�â6ËOÊq×\ÜOÎeÔ\Õ\ÌwÊ¯Î.ÄÎeÚ�ÕKÏ�ÉZÊqÕ\Ò\âvÙB¾ZÎGÇZá�É\ÒZÖ

KC = R

∫

C

r

√
E
G
ψ′ηdξ − r

√
G
E
ψ′ξdη.

Â%Ç¯�.Ã

�MÏG×\ÒZÖ Î.ÄeÔKÏGÚ
ÎÖ^ÙöË6ÍqÒ�ÇZá�Â%Ç�d�ÃqÙ2®�Û�®�Ù6Ú�� ¡HÖ`³½¹�Ô.Õw³BÙ6Ú1Ö`¬«º Ö�¹^¯�Û^¡w��ÖáÚ1ÔM´�Ø8Ô#Ú1Ö�µ�ªg�EÙ²³1ÔÏÛ^ #Ø�Ù�¹#Ù²³`¬�»
Ù���¡�¬À¡HÛ�Û^��Ú1Û^ÒEÙ6Ú1ÖBÙ²®

MMML = −K̇C +

(
R

∫∫

D

r∆ψds

)�
.

Â%Ç\��Ã

h2ikj/lnmkiko8p8l�qb	3�^�2{�zn� ML �2���
zn�V�[��vy�ò�[��zyu�|n�����Hzn{��n�^���n{�sC�����[{�znzn�ò�nzn��{����n�n�n���·�2�^�2{�zn�+���vsCu���vy{�zn����ws`��vyx(���yu�zn�nàn�½��{�v`u

ML =

∫

C

r × pndl = R

∫

C

pτdl = R

∫

C

pdr,

�£s`{
p � sCu���vy{�zn�n{
�
��s`���^�������8�[�I�yuw�#{�znzn�[{
� � �[�[�[�[ñ~{�znzn�[�����nzn��{����yuwv`u�î��[}~�c*�þ�u����yu�z�(u+ó öUB^÷
ó � s`{���x�2�·�[�^���n��vyx � �[�^uwvy�y��x:���[�[��zn�[}~{�zn�n{�� r×n = Rτ

�[���n�yu��[{�syvy�n�[�b�3syvn�
zn�[�y�Huwvyx[zn�[���
n
�
�u[��u���{�vyx[zn�[���

τ�[{��n���[�n�[���
���[zn�����n�#zyu���ß�{��n{�÷��,]Is`zyu������wu��n�y�V�[�[�yu � �^�ò�n��vy���n{�znzn�[{I�[�I�yuw�#{�zn�n{Psyvn� ML �[�u � �I�^u�{��[�£��[�n{�znx(���n�^�2� � s`�n�y�g��zn{��y�2{�{��#�y��zn�[���
ß�� � �n�n{������[���(���2�b��v`un�
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�>�?{ X�Y[Z\Y^] ô/ò~ì�ý/ô�ë`_baVYRc�Y^dã÷�ÿu÷>î/ë`_\c�Y^d-Y[e&÷�ÿuô8ó#÷>ð�ô�ë

à«Ì^É\ÒZÍiÇZÒZÖ ÓZËOÎeÛ\ÕZÎeÛ=Ò\Õ\ÜOÊqÑ�ÔKÏ�Ç�ËI¾\ÔKÏGËOÎeÛ=ÉKÏeÍqÜÒ�Â%ÇÞ��ÃiÙ1¾ZÎGÇZàÚ�áâ\Íqà"á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\ÒZÊ�ÖïÂ%Ç¿��Ã^Ò=Í�ÎÎeÜ#O
ÕZÎ#Å�ÊqÕ\ÒZÊ�Ö ∫∫

D

rds = −π(R2 − d2)r0
Ñ\Îe×�ÎeÕ\ÉKÏGÜOÊiÇZàÕZÎ�ÕKÏ�Ý]Î�ÓZÒZÖ

R

∫∫

D

r∆ψds = −ΓRr1 +
d2 −R2

4R
Γ̄r0.

Â%Ç¿��Ã

Ç�ÊqÔZÊqÛ�ÓKÊ�Ö$ÜOÊ6¾ZÊqÔ\à�×8ËÌ^É\ÒZÍiÇKÊqÕ\Ò\ÈX×\Ô\Ò\ËOÎGÇZÒ\ÕZÊqÛ\ÕZÎeÑ
Î�Ò\Õ\ÜOÊqÑ�ÔKÏ�Ç½Ï
KC

Ù]Ú�Ï�Ó½ÏGÕ\ÕZÎeÑ
Î�Ø¿ÎeÔZÖTá�ÇKÎeÛ¦Â%Ç¯�.Ãq�
Ó ÏeÖ�ÊqÕ\â�â6Ë;ÕZÊqÛ�¾ZÎÍiÇKÊiÓKÎeË]ÏGÜOÊiÇZàÕZÎ8Ø�á�Õ\×*¿\Ò\È

ψ
ÕKÏ

ψ(0) Ù ψv Ò ψc Ù�ÕZÊ6¾ZÎÍqÔZÊiÓKÍqÜËOÊqÕ\ÕZÎI¾ZÎGÇZá�ÉKÏeÊ�Ö

KC

∣∣
ψ=ψ(0)= ar0 × r0,

Ñ�ÓKÊ
a = πR2

1,

KC

∣∣
ψ=ψv

= −RΓr̃1,

KC

∣∣
ψ=ψc

=
Γ̄d(R + d)

2R
r0.

��Î#Ê
Ø¿Ø�Ò*¿\ÒZÊqÕ\Ü
a
¾\ÔZÊiÓKÍqÜeÏGËeÇZâ\ÊqÜ¿Í�Î.ÄÎeÛ�¾\Ô\ÒZÍ�ÎÊiÓZÒ\ÕZÊqÕ\Õ\á�ÈôÖ�ÏeÍ�Íqá¿×\Ô\á�Ñ
ÎeËOÎeÑ
Î&ÜOÊiÇ½Ï&ÔKÏ�ÓZÒ\áOÍ
Ï

R1
�/à¹Êq×?O

ÜOÎeÔ
r̃1

Â Í�Ö^��Ô\ÒZÍ�K	�Ã¹Î#¾\ÔZÊiÓKÊiÇKÊqÕßËµÂ��.g�Ã�Â ×�ÎeÕ*¿\Ì ËOÊq×\ÜOÎeÔZÎeË
r̃1, r1, r0

ÇKÊqÞ�ÏGÜ�ÕKÏ�Î�ÓZÕZÎeÛµ¾\Ô]â\Ö�ÎeÛ~Ãi�
Ç�Î�ÓKÍqÜeÏGËeÇZâ�âµÊ�ÜÒEËÌ^ÔKÏGÞ�ÊqÕ\Ò\âßÍ�ÎeËOÖ�Ê�ÍqÜÕZÎ�ÍNÂ%Ç¯��ÃÁËµÂ%ÇÞ��ÃiÙ?¾ZÎGÇZá�ÉKÏeÊ�Ö Ø¿ÎeÔZÖTá�ÇZá;Ó\ÇZâEÖ�ÎÖ�ÊqÕ\ÜeÏ

ML = −ar0 × r̈0 + ΓR( ˙̃r1 − ṙ1)− Γ∗R+ d
2

v0.

d\�Oe ¹���¹9f ¹X»q»�� ¹g4��$ºò��:q¼

àXÚ�ÏG×�ÇZÈ)ÉZÊqÕ\ÒZÊ;Í�Ø¿ÎeÔZÖTá�ÇZÒ\Ô\áOÊ�Ö ÕZÊ�Íq×�ÎGÇZà×�ÎEËOÎ#¾\ÔZÎÍ�ÎeËZÙvÒZÍ�ÍiÇKÊiÓKÎeË]ÏGÕ\ÒZÊ;×�ÎeÜOÎeÔ\Ì¹ÝáÄeÌ¹ÇKÎßÄeÌï¿ZÊSO
ÇKÊ�Í�ÎÎ.ÄeÔKÏGÚ�ÕZÎT¾\ÔZÎ�ÓKÎGÇZÞ�Ò\ÜàZÙ½Î#¾\Ò\ÔKÏGâ\Íqà;ÕKÏ�ÔZÊqÚ�á�ÇZà�ÜeÏGÜÌ�Ê�ÜOÎeÛEÔKÏ#ÄÎeÜÌ¿�

• ½AÚ�á�ÉZÊqÕ\ÒZÊ1ÔKÏGÚqÇZÒ\É\Õ\Ì¹Ý ÍiÇZá�ÉKÏeÊqË$ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\â ÜËOÊqÔOÓKÎeÑ
ÎÄÜOÊiÇ½Ï Ò ÜOÎeÉZÊqÉ\Õ\Ì¹Ý ËÒ�Ý�ÔZÊqÛ ÕKÏ$Í�Ø¿ÊSO
ÔZÊ�èà ÉKÏeÍqÜÕZÎÍqÜÒRÙRÒZÍ�ÍiÇKÊiÓKÎeË]ÏGÕ\ÒZÊ;Ú�Ï�Ó½Ï�É\Ò Î8ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\Ò!¾\ÔZÎeÒ\Ú�ËOÎGÇZàÕZÎeÑ
Î6ÓZËá�Ö�ÊqÔ\ÕZÎeÑ
Î6ÜOÊiÇ½Ï"Ò
ÕZÊ�Íq×�ÎGÇZà×\Ò�Ý6ËÒ�Ý�ÔZÊqÛR�*àôÎ.Ä#Í�Ê�ÖÄÍiÇZá�ÉKÏeÊAá�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â8ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\â6ÜeÏG×�ÎeÛßÍqÒZÍqÜOÊ�ÖTÌ¿Ù\ËÒ�ÓZÒZÖ�Î\Ù1Äeá>O
ÓZá�Ü;ÕZÊqÒ\Õ\ÜOÊqÑ�Ô\Ò\Ô\áOÊ�ÖTÌwÖTÒR�H��Ê�Ö ÕZÊ¯Ö�ÊqÕZÊ�ÊÙ~ÄeÌ¹ÇKÎTÄeÌ Ò\Õ\ÜOÊqÔZÊ�ÍqÕZÎI¾ZÎGÇZá�É\Ò\Üà8Î.Ä#Í�Ê�Ê¿á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\ÒZÊ
Ë=ÑqÏeÖTÒ�ÇZà�ÜOÎeÕZÎeËOÎeÛôØ¿ÎeÔZÖ�Ê�Ò$ÒZÍ�ÍiÇKÊiÓKÎeË]ÏGÜà�ÔKÏGÚqÇZÒ\É\Õ\ÌwÊ6ÉKÏeÍqÜÕ\ÌwÊ8ÔZÊ6Å�ÊqÕ\Ò\âvÙMÕKÏ�¾\Ô\ÒZÖ�ÊqÔRÙ�ÍqÜeÏ/O
¿\ÒZÎeÕKÏGÔ\Õ\ÌwÊ)×�ÎeÕZØ�Ò\Ñ�á�ÔKÏ�¿\Ò\ÒáÎ 	��Ù%fZ�SÐ{�8â¿ÏGÒ1ÄÎGÇKÊ�ÊAÒ\Õ\ÜOÊqÔZÊ�ÍqÕZÎeÛÏ¾\ÔZÎ.ÄGÇKÊ�Ö�ÎeÛ6â�ËeÇZâ\ÊqÜOÍ�â"Î#¾\ÒZÍ
ÏGÕ\ÒZÊ
ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\â

N
ÜËOÊqÔOÓZÌ¹Ý6ÜOÊiÇßÕKÏ�Í�Ø¿ÊqÔZÊ�Í�á�ÉZÊqÜOÎÖ�¿\Ò\Ô\×\á�ÇZâ?¿\Ò\ÒEËOÎe×\Ô\á�Ñ¿×�ÏGÞ�ÓKÎeÑ
Î;ÜOÊiÇ½Ï��h�¿ÏeÍqÜ#O

Õ\ÌwÖ ÍiÇZá�ÉKÏeÊ�Ö¸Ê�ÜOÎeÛßÚ�Ï�Ó½Ï�É\Ò1â�ËeÇZâ\ÊqÜOÍ�âßËÚ�ÏGÒZÖ�Î�ÓKÊqÛZÍqÜËÒZÊ�ÕZÊ�Íq×�ÎGÇZà×\Ò�ÝßÜËOÊqÔOÓZÌ¹ÝßÜOÊiÇ1ÒßÜOÎeÉZÊqÉ?O
Õ\Ì¹ÝßËÒ�Ý�ÔZÊqÛR�v�>Í�Î
Þ�Ï�ÇKÊqÕ\Ò\È�ÙRÎ.Ä#Í�Ò\Û�Ø¿ÎeÔZÖ�Ï�ÇZÒ\Ú
ÖôÜeÏG×�ÎeÛ�Ú�Ï�Ó½Ï�É\Ò�Ê6Í�Ê�ÕZÊ¯ÔKÏGÚ�ÔKÏ#ÄÎeÜeÏGÕ�Ó½ÏGÞ�Ê
Ó\ÇZâ¦¾�ÇKÎÍq×�ÎÍqÜÒR�P�MÏG×\ÒZÖ Î.ÄeÔKÏGÚ
ÎÖ^Ù�Ñ�Ò�ÓZÔZÎ�ÓZÒ\ÕKÏeÖTÒ\×�ÏßÕZÊ�Íq×�ÎGÇZà×\Ò�Ý4ÜËOÊqÔOÓZÌ¹Ý�ÜOÊiÇ Ò�ÜOÎeÉZÊqÉ\Õ\Ì¹Ý
ËÒ�Ý�ÔZÊqÛß¾ZÎe×�Ï;ÎÍqÜeÏeÊqÜOÍ�âßÍiÇKÎ
Þ�ÕZÎeÛßÕZÊqÔZÊ6Å�ÊqÕ\ÕZÎeÛßÚ�Ï�Ó½Ï�ÉZÊqÛR�

• Ë¹ÎGÇKÊ�ÊEÍqÒZÍqÜOÊ�Ö�ÏGÜÒ\ÉZÊ�Íq×�ÎÊ1ÒZÍ�ÍiÇKÊiÓKÎeË]ÏGÕ\ÒZÊßÒæÒ\Ú�á�ÉZÊqÕ\ÒZÊEÔKÏGÚqÇZÒ\É\Õ\Ì¹ÝæÉKÏeÍqÜÕ\Ì¹Ý ÍiÇZá�ÉKÏeÊqË�ÓZÒ\ÕKÏ/O
ÖTÒ\×\ÒæÖ�ÏeÍ�Í�ÎeËÌ¹Ý$ËÒ�Ý�ÔZÊqÛR�T�)ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\â ÓZËÒ\Þ�ÊqÕ\Ò\âæÖ�ÏeÍ�Í�ÎeËÌ¹Ý$ËÒ�Ý�ÔZÊqÛÄÕKÏ1Í�Ø¿ÊqÔZÊ8á�×�ÏGÚ�ÏGÕ\Ì Ë
Ó½ÏGÕ\ÕZÎeÛ4ÍqÜeÏGÜàOÊ.Ñ�ÉKÏeÍqÜÒ\É\ÕZÎßÎeÕ\Ò�á�Þ�Ê�ÒZÍ�ÍiÇKÊiÓKÎeË]ÏGÕ\Ì�Ó\ÇZâ�ÍiÇZá�ÉKÏeÊqË�¾�ÇKÎÍq×�ÎÍqÜÒÀÎ ��Ù�		�ÙçfZ�SÐ{�XäÁÜeÏ
Ø¿ÎeÔZÖ�Ï¹á�ÔKÏGËÕZÊqÕ\Ò\Ûq¾ZÎeÚ�ËOÎGÇZâ\ÊqÜ&ÔKÏeÍ�Í�Ö�ÎeÜÔZÊqÜàAÔ]â�Ó�Ò\Õ\ÜOÊqÔZÊ�ÍqÕ\Ì¹Ý¯Ú�Ï�Ó½Ï�ÉR��â¿Ï�¾\Ô\ÒZÖ�ÊqÔRÙ�Ë&ÍqÜeÏGÜàOÊ Î d/Ð
ÔKÏeÍ�Í�Ö�ÏGÜÔ\Ò\Ë]ÏeÊqÜOÍ�â!¾\ÔZÎÍqÜOÊqÛ*Å�Ê�ÊT¾\Ô\Ò�ÇKÎ
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