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���3+� 	% 6� ��	'�����	��

�������	 ���	����
	 �����

�� ����		 ��	��� �����	$ �*%�� �
������ �%�������� � 	

������		

�������� G��	�+�� 
 �����	���'	/ ���#�83	'	 ��	
����	#
��$ ��&

�����
�	� ��'#�� ��*���/ � ������� 	

���8�
� �������� 
 �������&

��'	 �����	���'	� �*�
�������
� ���������
�� �'� 	

������	�/ ��&

�
���  ���#��� ����
��� b�� �����	$ �*%�� 
���(��	� ��*��� �� +��&

��'�

b�� �����	$ ψ(x) ���	�/ #��

ψ · ϕj ∈ L1(R) (j = 1, . . . , n) J�K

���' �*�%��#�	

(ψ, ϕj) =
∫
R

ψ(x)ϕj(x) dx (j = 1, . . . , n).

�
�����$ �*h��/ ������$ ��

'���	���
� � �	

����		 J��� ��%&

�	#��� ���

�� �����	$K H I�� ������	 G��	�+�� �	��

−d
2ψ(x)
dx2

+ V0θ(x)ψ(x) +
n∑

j=1

λj(ψ, ϕj)ϕj(x) = Eψ(x). J�K

4�
� V0 = const < 0 J����� �������(�	 � �'��0�� �*3��
�	K/ θ(x) &

�����	� Q�	
�$��/ 0 �= λj ∈ R ��� �
� j = 1, . . . , n/ E H 
���������$ ��&

��'��� ����
	����� J��'���
��%��#���K �����	$ ϕ1(x), . . . , ϕn(x) ���&

����+�'/ #�� ��	 �	�$�� �%��	
	'� 	 ����������8� ��� �8*�+� j =

1, . . . , n �����
��� �	��

|ϕj(x)| � Cje
−aj |x|, J;K

+� Cj , aj = const > 0d ��� �����		/ ����������83	 �����
���' �	&

�� J;K/ *��' ��%����� I�
�����	����� �*���83	'	�
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-�����	 J�K ����
	�
� � 	��+��&�	�����	�����' ������	�'/

.����������. #�
��
n∑

j=1

λj(·, ϕj)ϕj �����	���

V = V0θ(x) +
n∑

j=1

λj(·, ϕj)ϕj

H I�� 
�'�
����(���$ ������� ���#��+� ���+�� �����	�� V '���	���

�������
�� �����+� ����

����(	'

Hn = − d2

dx2
+ V0θ(x) +

n∑
j=1

λj(·, ϕj)ϕj

	

H = − d2

dx2
+ V0θ(x).

-�����	 J�K '�(�� %��	
��� � �	�

Hnψ = Eψ. J7K

������ �0�	� ψ(x) ������	� G��	�+�� J7K/ ����������8&

3	 �
���	8 J�K/ ��%��' J�����������/ 
�	 ψ(x) /∈ L2(R)K ����	
������

�������� �������� Hn.

���' �*�%��#�	 ��� �%������� �������� H / ����+��

R(E) = (H − EI)−1.

� �����$0' ���� �%������� J����83$
� 	��+������' ��������'K/

���*3 +�����/ ������(��� �� ����'��� E �� �����$ �	
� 
�����
���8&

3$ �	'�����$ �������
�	/ *��' ��� ������
�	 ��%����� �����	$ ,�	��

�������� H 	 �*�%��#��� G(x, y, E, V0)�

"����	� ,�	�� �������� H 	'� �����	 �����+ ���� ��#�

E = 0/ E = V0� F�����
�����/ �%����
� 
���� �������� � ���� ���	&

������

��	 �
���		 E /∈ [V0,+∞) ��	��' ������	 J�K � 	��+������'�

�	��

ψ(x) = −
n∑

j=1

λj(ψ, ϕj)Ij(x,E, V0), J6K

:



+�

Ij(x,E, V0) =
∫
R

G(x, y, E, V0)ϕj(y) dy. J:K

� � �  �  �  � 	  �� ��� ���������� �������� Hn *��' ���	&

'��� ���� E �� �����' �	
� �	'�����$ �������
�	 �����		 G(x, y, E, V0)

� ���
���
�	 ���� 
 Im
√
E < 0 J	�	 � ���
���
�	 ��#�	 V0 
 Im

√
E − V0 <

0K/ ��� ������+� 
�3
���� ������ �0�	 ������	� J6K/ ����������&

83 �
���	8 J�K�

� � �  �  �  � 	  �� ���
���E ��������Hn *��' ��%����� 
�*&


����� %��#�	 	�	 �%����
 �����+� ��������/ � ���( 
�����
���83

E #	
�� k =
√
E J	�	 κ =

√
E − V0K�

����(	'

D(E, V0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + λ1(I1, ϕ1) λ2(I2, ϕ1) · · · λn(In, ϕ1)

λ1(I1, ϕ2) 1 + λ2(I2, ϕ2) · · · λn(In, ϕ2)
���

���
� � �

���

λ1(I1, ϕn) λ2(I2, ϕn) · · · 1 + λn(In, ϕn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, J)K

+� Ij %����
� ���'���$ J:K� 4�
�/ ��� ������
�	 %��	
	/ ���3�� ��+�&

'��� ��� �����	$ Ij(x,E, V0)� -�����	 D(E, V0) = 0 ������� �����	

�������� Hn�

 �

'���	' ������� G��	�+�� � L2(R3) �	��

H = −∆ + V0θ(x3),

+� ∆ H ������� c����
�� ����(	' Ω = [0, 1]2×R J'��(
��� Ω ��%����
�

������K/ Ω∗ = [−π, π)2 J����� 
 ����	��� ����	�K� N��' ����%�����
�

�*�%��#�	�'	 n|| = (n1, n2) ∈ Z2 	 n = (n1, n2, 0)/ � ���( k|| = (k1, k2) ∈ Ω∗/

k|| H I�� 
���������� 	 k = (k1, k2, 0)�

� � �  �  �  � 	  ;� �����
��� �� ��'���' x1 	 x2 �����		 H

I�� 
�(�	� �� Ω �����	$ f(x)/ ��������� �� R3 	 ����������83	�

����
���

f(x+ n) = ei(k||,n||)f(x).

)



F�'�
����(���$ ������� H / �$
���83	$ � L2(R3)/ ����
���

��%��(�	 � ���'�' 	��+��� ���
����
��∫ ⊕

Ω∗
L2(Ω)dk||

def= L2(Ω × Ω∗) ∼= L2(Ω∗, L2(Ω)).

���	' �*��%�'/ 	

������	 H 
���	�
� � 	%�#�	8 
'$
��� ���������

H(k||) = −∆ + V0θ(x3)/ ������ �$
���8� L2(Ω) 	 ������� �� J��
��&

��#�� +����	�K *�����
�	� �� ��'���' x1 	 x2 �����	���

 %�������/ ����#��� ��� '��+�'���+� 
��#��/ ����
��
� � ��&

������

H1(k||) = H(k||) + λ1(·, ϕ1)ϕ1,

�$
���83'� � �#$� Ω/ 	 ��	 �����+	#�� �%�������' ����'���+� 
��&

#�� J
'� �	(K�

� ����$ +��� �	

����		 	%�#�8�
� �*3	 
��������� 
��$
���

�������� Hn/ � ���( �����
 � 
�3
������		 	 �����		 �����$ I��+�

�������� ��	 ��%�	#��� �������(�	���

��#	
�	' �
����� �%������� ����$ +�����

����%���/ #�� 
���� σ(H) J�������� HK 
������� 
 [V0,+∞)� �%

���'� � ��'������� ��%'�3�	�� 
����/ #�� σess(Hn) = σ(H) = [V0,+∞)

Jσess(Hn) H 
�3
�����$ 
���� �������� HnK� �*�%��#	' #�% P 
���&

�����
�� �����$E > V0 ��������Hn� b���%���/ #�� '��(
��� (V0,+∞)\P

�
��	� 	% ��#� �*
��8��� ��������+� 
������

��	
��� �
	'����	�� �*�*3���� 
�*
������ �����	$ ��������

Hn ��	 x→ ±∞�

� � � � � � � ���� ���	� E � ���
���� 	�� � ���	
�	�	
�!��� ��"

����� ���
����� J6K ����	 
� 

ψ(x) = θ(x)P1(k,κ)eiκx + θ(−x)P2(k,κ)e−ikx + η(x).

J5�I��	�	��� P1(k,κ) 	 P2(k,κ) ���	
���8�
� ����/ �����	� η(x) I�
&

�����	����� �*�����K

F��#��� 	

���8�
� �����	 �������� Hn �*�	%	 �����

`



� � � � � � � 	�
� ���	� V0 = const �= 0# $�� �  �� 
���  ��	�	����

����� λ1, λ2, . . . , λn ���
�� k �����	��� Hn 
 ����	���	� ���� �	��	"

�	
�!	#

� 
���83$ ���' �������+�'/ #�� '(�� ��'���'	 k 	 κ


�3
���� %��	
	'�
�� �	�� κ = Ak/ +� A = const/ A �= 0/ A �= ±1�

� � � � � � � 	��� ���	� λj = Bjε
γj + o(εγj )� � � Bj = const ∈ R�

γj = 1, 2, . . .� j = 1, . . . , n. $�� �  ��  ��	�	������ ������ ε �����	�� Hn

����	 n ���
��� k 
 ����	���	� ����� 
����%��� ���
�!����� ��� ��

������ ��� ������� ����� �������� ε�

��	 n = 1, 2 ��$��� �
	'����	#
�	 ���'��� ��� �����$ k ��&

������ Hn�

� 
���83$ ���' �������+�'/ #�� V0(λ1) = −Bλγ
1 + o(λγ

1 )�

� � � � � � � 	��� ���	�

∫
R

ϕ1(x) dx �= 0/ γ > 2/K > 0/ ν = min(γ−1, 2)/

δ ∈ (1, ν)� $�� � ��� 
���  ��	�	���� ����� λ1 �����	
��	 � ���	
�����

���
��� k �����	��� H1�  �� �	����� 
�������� ����
���	
�∣∣∣∣∣∣∣k −
1
2i
λ1

∣∣∣∣∣∣
∫
R

ϕ1(x) dx

∣∣∣∣∣∣
2
∣∣∣∣∣∣∣ � Kλδ

1.

��� &	��  �� k ����
� ��
� ���	�������

k =
1
2i

∣∣∣∣∣∣
∫
R

ϕ1(x) dx

∣∣∣∣∣∣
2

· λ1 +O
(
λ2+β

1

)
,

� � β > 0#

�������(	' ����/ #�� λj = Ajε
γ + o(εγj ) Jj = 1, 2K 	 V0(ε) =

−Bεγ + o(εγ)� ����(	'

Mjl = iAjε
γj

∫∫
R2

ϕj(y)ϕl(x) dydx.

� � � � � � � 	��� ��� ����%��� �	� γ1 = γ2 = γ∗ > 1� K > 0�

δ ∈ (γ∗, ν)� � � ν = min(γ − γ∗, 2γ∗) �

(M11 −M22)
2 + 4M12M21 �= 0. J`K

a



$�� �  ��  ��	�	���� ����� ε > 0 �����	�� H2 ����	 
��	�� ����


S± =
{
k : |k −M±εγ∗ | � Kεδ

}
��
�� �� � ���� ���
�! ��	���	� � ������ ������  �� k± ����
� ��
�

�������

k± = M±εγ∗
+ o(εγ∗

),

� �

M± = −1
4

(
M11 + M22 ±

√
(M11 −M22)2 + 4M21M12

)
.

� � � � � � � 	�� ��� ����%��� �	� γ2 > γ1 > 1/ K > 0/ δ ∈ (γ1, γ2)

	 M11 �= 0. $�� �  ��  ��	�	���� ����� ε > 0 �����	�� H2 ����	 
��	��

����


S± =
{
k : |k −M±εγ1 | � Kεδ

}
��
�� �� � ���� ���
�! ��	���	� � ������ ������  �� k± ����
� ��
�

�������

k± = M±εγ1 + o(εγ1),

� �

M± = −M11 ± |M11|
4

.

b�� 	

���8�
� �����	 � ��'���
��$ ���
���
�	 ��#�	 V0� ���&

����+��
�/ #�� ��� ����%���$ 
���	 � ���� J;K �����	$ ϕj(x) (j =

1, . . . , n) aj > 2
√|V0|�

���' �*�%��#�	� λ = (λ1, . . . , λn) , λ̃ =
(
λ̃1, . . . , λ̃n

)
	

D1(κ, λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +
1
κ

λ1F11(κ, V0)
1
κ

λ2F21(κ, V0) · · · 1
κ

λnFn1(κ, V0)
1
κ

λ1F12(κ, V0) 1 +
1
κ

λ2F22(κ, V0) · · · 1
κ

λnFn2(κ, V0)
���

���
� � �

���
1
κ

λ1F1n(κ, V0)
1
κ

λ2F2n(κ, V0) · · · 1 +
1
κ

λnFnn(κ, V0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

+�

Fjl(κ, V0) =
∫∫
R2

(
−θ(x)θ(y)

(
1
2i
eiκ|x+y| +

−√
κ

2 + V0 + κ

2i
(√

κ
2 + V0 + κ

)eiκ(x+y)

)
+

+κG2(x, y,
√

κ
2 + V0,κ)

)
ϕj(y)ϕl(x) dydx.

��



J"����	� G2(x, y,
√

κ
2 + V0,κ) �����
� ����	�	#
��$ � ���
���
�	 ��#�	

κ = 0�K

� � � � � � � ���� ���	� 
�	�� λ̃ ∈ Rn � �
��	
����	 ����
���

D1(0, λ̃) = 0 �
∂D1(κ, λ)

∂κ

∣∣∣∣
(0,�λ)

�= 0.

$�� �  �� 
��� λ �� ����� ����	���	� 	��� λ̃ �����	
��	 � ���	
�����

���
��� κ = κ(λ) �����	��� Hn� �����	����� ��
������ �	 λ � 	����

�	� lim
λ→�λ

κ(λ) = κ(λ̃) = 0#

"��'��� ��� �����	$ F ′
11(κ, V0) 	 F ′′

11(κ, V0) ���	
���8�
� �����

� � � � � � � ���� ���	� F ′
11(0, V0) �= 0� F ′′

11(0, V0) �= 0# '����	
��	

	��� ����	���	� 	��� λ̃1 = − 1
F ′

11(0, V0)
� �	�  �� �!���� λ1 �� &	��

����	���	� �����	�� H1 ����	 � ���	
����� ���
��� κ 
  ��	�	����

����� ����	���	� ����# ��� &	�� ����	 ���	� �������

κ =
2(F ′

11(0, V0))2

F ′′
11(0, V0)

(λ1 − λ̃1) + o(λ1 − λ̃1).

� � � � � � � � �� �% ���'�� ��� F ′
11(0, V0) 	 F ′′

11(0, V0) 
����/

#�� F ′
11(0, V0) H #	
�� �3
�����/ � F ′′

11(0, V0) H #	
�� '�	'�� ������

������/ #��

�K 
�	
i(F ′

11(0, V0))2

F ′′
11(0, V0)

(
λ1 − λ̃1

)
> 0/ �� κ H �%����
d

�K 
�	
i(F ′

11(0, V0))2

F ′′
11(0, V0)

(
λ1 − λ̃1

)
< 0 �� κ H 
�*
����� %��#�	�

���	' �*��%�'/ 
�	 λ1 �����	� #�% λ̃1/ �� 
�*
����� %��#�	 ��&

���3��
� � �%����
 J	�	 ���*����K�

������ +���� 
���(	� 	

������	 ���'�$ J��� ���	%������+� nK

%���#	 	 �*�����$ J��� n = 1K %���#	 ��

��	� ��� �������� Hn�

�*�
����� ����� �� .���

	#
��+�. ������	� c	��'���&G�	�&

+�� � ������	8 c	��'���&G�	�+�� 
 �����	$ ,�	�� �������� Hn�

����%���/ #�� �0�	 ψ(x) ������	� c	��'���&G�	�+�� 	'� �	�

ψ(x) = A(k,κ)eiκx + η+(x) ��	 x > 0,

ψ(x) = eikx +B(k,κ)e−ikx + η−(x) ��	 x < 0.

��



4�
� �����		 η±(x) I�
�����	����� �*���8�/

A(k,κ) =
2k

k + κ

+
n∑

j=1

DV j(k,κ)
D(k,κ)

(
1

2iκ

+∞∫
0

e−iκyϕj(y) dy+

+
−k + κ

2iκ(k + κ)

+∞∫
0

eiκyϕj(y) dy +
1

i(k + κ)

0∫
−∞

e−ikyϕj(y) dy

)

	

B(k,κ) =
k − κ

k + κ

+
n∑

j=1

DV j(k,κ)
D(k,κ)

(
1

i(k + κ)

+∞∫
0

eiκyϕj(y) dy+

+
1

2ik

0∫
−∞

eikyϕj(y) dy − −k + κ

2ik(k + κ)

0∫
−∞

e−ikyϕj(y) dy

)

H ��I��	�	��� �����(��	� 	 ����(�	� 
�����
������ "����	�D(k,κ)

�������
� ����
���' J)K J
 %�'�� k =
√
E/ κ =

√
E − V0K/ � DV j(k,κ)

����#�' %�'��$/ ���' ��+�/ j&+� 
���*�� �� 
���*�

(λ1(ψV , ϕ1), . . . , λj(ψV , ϕj), . . . , λn(ψV , ϕn))T
/ +� �����	� ψV (x) �������&


� 
���83	' �*��%�'9

ψV (x) =

{
2k

k+κ
eiκx, x � 0,

eikx + k−κ

k+κ
e−ikx, x < 0.

� � � � � � � ����� ��� ����%��� �	� ψ(x) �
���	�� �������� ���
"

����� (�� ������ J�K/ ������

ψ(x) =

{
Aeiκx + η+(x), x � 0,

Ceikx +Be−ikx + η−(x), x < 0

� 
�������� �����

|η±(x)| � Ce−a|x|, |(η±)′(x)| � C1e
−a|x|, a > 0, C = C1 = const.

$�� � ����
� ��
� ��
���	
�

κ

k
|A|2 + |B|2 = |C|2.

��



�% I��$ ���'�/ � #�
���
�	/ '�(�� ����#	�� 
���83 
�����&

0�	 ��� ��I��	�	���� �����(��	� A(k,κ) 	 ����(�	� B(k,κ)9

κ

k
|A(k,κ)|2 + |B(k,κ)|2 = 1.

� � � � � � � ���� )���� ���
��� E > 0 �
���	�� ����	
�����

���������#

��	��' ��	� 	% �
������ �%�������� �	

����		� �������(	'/

#�� ϕ1 ��	����(	� '��(
��� S0 I�
�����	����� �*���83	� �����	$

ϕ1 : R → R/ ���	�/ #�� suppϕ1 ∈ (0,+∞)� �*������ %���#� ��

��	�

��

'���	���
� 
���83$ ���'��	����9 �� %������' �����	�' A(κ) =

A(k,κ) 	 B(κ) = B(k,κ) Jk %�
� ����(�� #�% κK ��$�	 	����'��	8 �

�����		 |ϕ̂1(κ)|2� ����%���/ #�� ������ �����	� ����������� �������'�

	�+������'� 	��+������'� ������	8 � 5��' ��+�/ ����#�� 
���83��

���'��

� � � � � � � ����� ���	� ϕ1 ∈ S0 � 
�������� ����
��

A(κ)(k + κ) − 2k �= 0, B(κ)(κ − k) + κ + k �= 0,

−8πκA(κ) + (4π − 1)(B(κ)(κ − k) + κ + k) �= 0,

indR a(κ) ≥ 0,

� �

a(κ) =
k (−8πκA(κ) + (4π − 1)(B(κ)(κ − k) + κ + k))
π(A(κ)(k + κ) − 2k)(B(κ)(κ − k) + κ + k)

.

$�� � ������� ����	��� �� ��� ���������  �� ���
����� (�� ������ J7K 


����� L2(R) � ���	
����#

4�
� ��� indR a(κ) ���	'��
� ��	��3�	 ��+�'��� �����		 a(κ)

����� �� 2π/ ��+�� κ ���*+�� R�

�;
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