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ñèñòåì. Âàæíûì äëÿ ïðèëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî áëèçêè àòòðàê-
òîðû äèñêðåòíûõ àïïðîêñèìàöèé ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ê èõ èñòèííûì àòòðàêòî-
ðàì. Äëÿ àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé ýòîò âîïðîñ áûë èçó÷åí â [2], ãäå áûëà äîêàçàíà
òåîðåìà î ïîëóíåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà àòòðàêòîðîâ ñåìåéñòâ ïîëó-
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ðàáîòå [3] àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí äëÿ ðàâíî-
ìåðíûõ àòòðàêòîðîâ ñåìåéñòâ ïîëóïðîöåññîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåàâòîíîìíûì ýâîëþ-
öèîííûì óðàâíåíèÿì. Â [2, 3] ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ñåìåéñòâà èìå-
þò îáùóþ ïîëóãðóïïó âðåìåíè, ïîýòîìó ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè àòòðàêòîðîâ
êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì ïðèõîäèëîñü ñ÷èòàòü, ÷òî øàã ñåòêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
τ = τn = T0/n, ãäå T0 � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, n ∈ N.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíà áîëåå îáùàÿ òåîðåìà î ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó çàâè-

ñèìîñòè îò ïàðàìåòðà ðàâíîìåðíûõ àòòðàêòîðîâ ñåìåéñòâ ïîëóïðîöåññîâ äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà ðàññìàòðèâàåìûå ñåìåéñòâà ìîãóò íå èìåòü îáùåé ïîëóãðóïïû âðåìåíè.
Ýòà ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÔÖÏ "Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå

êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè"íà 2009 - 2013 ãîäû è ÀÂÖÏ "Ðàçâèòèå íàó÷íîãî ïî-
òåíöèàëà âûñøåé øêîëû ãðàíò 2.1.1/11133.
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Íåðàâåíñòâî Âèðòèíãåðà äëÿ îïåðàòîðà âíóòðåííåé ñóïåðïîçèöèè
Èñëàìîâ Ã. Ã. (ggislamov@gmail.com, Óäìóðòñêèé ãîñóíèâåðñèòåò, Ðîññèÿ)

Íà ãëàäêèõ 2π� ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ x(t) ðàññìîòðèì ïðè t ∈ [0, 2π] îïåðàòîð

âíóòðåííåé ñóïåðïîçèöèè (Sx)(t) =
m∑
j=1

pj(t)x(qj(t)), ãäå pj(t) è qj(t) ñîîòâåòñòâåííî

êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìûå è èçìåðèìûå ïî Ëåáåãó ôóíêöèè. Îïðåäåëèì ïðè t ∈ [0, 2π]
îòêëîíåíèÿ hj(t) = qj(t)−2πk, åñëè qj(t) ∈ [2πk, 2π(k+1)), k = 0,±1,±2, . . . Î÷åâèäíî,

÷òî (Sx)(t) =
m∑
j=1

pj(t)x(hj(t)), ïðè÷åì hj(t) ∈ [0, 2π) ïðè t ∈ [0, 2π].

Èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî Âèðòèíãåðà [1] äàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèè mes h−1
j (0, t] àáñîëþòíî íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [0, 2π],

α = vrai sup
t∈[0,2π]

m∑
j=1

d

dt

∫
h−1

j (0,t]
|pj(s)|2 ds < ∞. Ïóñòü, äàëåå, z(t) = (Sy)(t), ãäå y(t)

åñòü 2π� ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì íà ïåðèîäå

(∫ 2π

0
y(s) ds = 0

)
è

êâàäðàòè÷íî ñóììèðóåìîé íà [0, 2π] ïðîèçâîäíîé y′(t).
Òîãäà ‖z‖L2[0,2π] ≤ α‖y′‖L2[0,2π].
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Óòî÷íåíèå êîíñòàíòû α â ïîñëåäíåì íåðâåíñòâå áûëî ïîëó÷åíî íà îñíîâå ñëåäó-

þùåãî èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ y(t) = (Ky′)(t) ≡ 1
2π

∫ 2π

0
k(t − s)y′(s) ds ãëàä-

êèõ 2π� ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé y(t) ñ íóëåâûì ñðåäíèì íà ïåðèîäå è ïîñëåäóþùåãî
ïðèìåíåíèÿ ”òåñòà Øóðà“ [2] ê èíòåãðàëüíîìó îïåðàòîðó |SK| ñ ÿäðîì |G(t, s)|, ãäå

G(t, s) =
1
2π

m∑
j=1

pj(t)k(hj(t)− s). Çäåñü k(t) åñòü 2π� ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäå-

ëåííàÿ íà [−π, π] ðàâåíñòâîì

k(t) =

 −t+ π, åñëè t ∈ (0, π]
0, åñëè t = 0
−t− π, åñëè t ∈ [−π, 0).

Òî÷íîå çíà÷åíèå êîíñòàíòû α ðàâíî min
c

íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ω = ω(c)
â ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å ñ ôèêñèðîâàííîé êîíñòàíòîé c

ω2u(t) =
∫ 2π

0
(G(t, s)− c)v(s) ds, v(s) =

∫ 2π

0
(G(t, s)− c)u(t) dt.
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Ñ èçâåñòíûì â ãèäðîäèíàìèêå îïåðàòîðîì Îððà � Çîììåðôåëüäà [1] àññîöèèðóåòñÿ
ìîäåëüíàÿ çàäà÷à âèäà

iε2y′′ + q(x)y = λy, (1)

y(−1) = y(1) = 0. (2)

Çäåñü ε > 0 � ìàëûé ïàðàìåòð, ôóíêöèÿ q âîçðàñòàåò íà [−1, 1]. Åñëè q ñóììèðóå-
ìà íà èíòåðâàëå (0, 1), òî ñïåêòð çàäà÷è (1) � (2) äèñêðåòåí è ëåæèò â ïîëóïîëîñå
Π = {a < Re z < b, Im z < 0}, ãäå a = q(−1), b = q(1). Â ðàáîòå [2] ïîêàçàíî, ÷òî
åñëè q ïðèíàäëåæèò êëàññó AM ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå
ñ îòðåçêà [−1, 1] â íåêîòîðóþ îáëàñòü G ⊂ C òàê, ÷òî îòîáðàæåíèå q : G → Π �
íåïðåðûâíî è áèåêòèâíî, òî ïðåäåëüíûé ñïåêòðàëüíûé ãðàô Γ çàäà÷è (1) � (2) èìååò
ôîðìó ½ñïåêòðàëüíîãî ãàëñòóêà�:

Γ = γ− ∪ γ+ ∪ γ∞, (3)

ãäå êðèâûå γ±, γ∞ èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó λ0 è ñîåäèíÿþò åå ñ ±1 è −i∞
ñîîòâåòñòâåííî.
Â ïðåäëàãàåìîì äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ: íàñêîëüêî óñëîâèå q ∈ AM íåîáõî-

äèìî äëÿ ðåàëèçàöèè Γ â âèäå (3)?
Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî ïðè ëþáîì l < Im λ0 ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî äëÿ σl(ε) �

÷àñòè ñïåêòðà çàäà÷è (1) � (2) â ïîëóïîëîñå Πl = Π ∩ {Im λ < l} � ïðåäåëüíûì




