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О ЧИСЛЕННОМ РЕШЕНИИ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ
ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

Общие утверждения относительно линейной краевой задачи
для функционально–дифференциальных уравнений систематизи-
рованы в монографии [1]. Однако вопросы численного решения
конкретных классов краевых задач рассмотрены в ней лишь фраг-
ментарно. Мы показываем, что в случае гильбертова простран-
ства восходящий к Э. Шмидту метод минимальной конечномер-
ной аппроксимации компактной инъекции, порождающей функ-
циональное пространство гладких функций, позволяeт строить
ненасыщаемые алгоритмы решения линейных краевых задач .

Пусть [a, b] - отрезок числовой прямой, C - поле комплексных
чисел с обычной нормой |·|, L2 - пространство комплекснозначных
функций y(t), у которых скалярные функции вещественной и мни-
мой части Re y(t) и Im y(t) измеримы по Лебегу, а функция |y(t)|
квадратично суммируема на отрезке [a, b]. Наделим L2 структу-
рой сепарабельного гильбертова пространства, задав в нeм ска-
лярное произведение элементов u(t) и v(t) по правилу 〈u, v〉 =

= (b − a)−1

∫ b

a
u(t)v(t) dt, где черта сверху обозначает комплекс-

ное сопряжение. На классе комплекснозначных функций y(t), у
которых Re y(t) и Im y(t) абсолютно непрерывны, задан оператор

дифференцирования D =
1
i

d

dt
(i =

√
−1). Пусть Wm

2 - простран-
ство функций x : [a, b]→ C, на которых определeн оператор m-го
дифференцирования Dm со значениями в пространстве L2. Из ре-
зультатов работы [2] для скалярного случая вытекает следующая
факторизация тождественного оператора в пространстве Wm

2 :

x = Λδx+
m∑

j=1

ujrj(x). (1)

Здесь компактный оператор Λ : L2 → Wm
2 задаeтся при m > 2
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равномерно сходящимся на отрезке [a, b] разложением

Λf(t) =
{i(t− a)}m−1

(m− 1)!

∫ b

a
f(s) ds+

∞∑
k=−∞,k 6=0

(
b− a
2πk

)m

ϕk(t) 〈f, ϕk〉 ,

где ϕk(t) = exp{2πki(t−a)/(b−a)}. Линейный оператор δ : Wm
2 →

L2 определяется равенством

δx(t) = Dmx(t) + (Dm−1x(a)−
∫ b

a
ψ1(s)Dmx(s) ds)/(b− a).

Функционалы rj , j = 1, . . . ,m имеют специальный вид

rj(x) = Dj−1x(a)−
∫ b

a
ψm−j+1(s)Dmx(s) ds, j = 1, . . . ,m− 1,

rm(x) =
1
i
(Dm−1x(b)−Dm−1x(a)),

где многочлены ψj(t) могут быть вычислены рекурсивно:

ψ1(t) = i{(t− a)/(b− a)− 1/2},

ψj(t) = (b− a)j−1
∞∑

k=−∞,k 6=0

(2πk)−j − i
∫ t

a
ψj−1(s) ds, j > 2.

Система элементов u1, . . . , um биортогональна системе функцио-
налов r1, . . . , rm и образует базис конечномерного подпростран-
ства Em, натянутого на многочлены (t− a)j , j = 0, . . . ,m− 2, (t−
−a)m +mi(t−a)m−1. Хотя имеет место теоретико–множественное
включение Wm

2 ⊂ L2, будем рассматривать Wm
2 как самостоя-

тельное комплексное банахово пространство с нормой ‖x‖W m
2

=

= ‖δx‖L2 +
m∑

j=1

|rj(x)|. Линейный ограниченный оператор L, отоб-

ражающий банахово пространство Wm
2 в банахово пространство

L2, и система m линейно независимых функционалов l1, . . . , lm
из сопряженного пространства (Wm

2 )∗ определяют краевую зада-
чу Lx = f, l1(x) = β1, . . . , lm(x) = βm, которую будем предпола-
гать однозначно разрешимой. Запишем эту задачу в виде опера-
торного уравнения Ax = g, где оператор A взаимно однозначно

2



Список литературы Список литературыотображает банахово пространство U = Wm
2 на декартово произ-

ведение F = L2 × Cm банаховых пространств. Введeм шаг h =
= 1/n, где n - натуральное число и построим линейные конеч-
номерные операторы Ih и Jh соответственно в пространствах L2

и U по следующему правилу. Если p ∈ L2 даeтся разложением

в ряд Фурье p =
∞∑

k=−∞
ϕk 〈p, ϕk〉, то ph = Ihp =

n∑
k=−n

ϕk 〈p, ϕk〉,

причем Fh = IhL2 × Cm будет конечномерной аппроксимацией

пространства F . Норма ‖qh‖Fh
= ‖ph‖L2 +

m∑
j=1

|βj | элемента qh =

= (ph, β1, . . . , βm) ∈ Fh будет согласована с нормой простран-
ства F , т. е. ‖qh‖Fh

→ ‖q‖F при стремлении h → 0. Здесь нор-
ма элемента q = (p, β1, . . . , βm) ∈ F дается равенством ‖q‖F =

= ‖p‖L2 +
m∑

j=1

|βj |. Если x ∈ U имеет разложение (1), то xh =

= Jh = ΛIhδx +
m∑

j=1

ujrj(x), причем конечномерное пространство

Uh = ΛIhL2⊕Em будет согласованной аппроксимацией основного
пространства U . Теперь мы в состоянии воспользоваться изло-
женной в монографии [3] операторной формулировкой теоремы
Рябенького и Филиппова о связи аппроксимации, устойчивости и
сходимости.
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