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ÓFË&��ÀwÃ[Ó�Ê��'¤±ÁOÀUØMÀwÒ É~À[Ñ~ÄwØ~Á�Ê�� ÉJÇº¾ Ã[Ê~Ã[ÓOÀwÒ®ÇôÕºÄ�ÄbÈOØ~ÊJÉMÅ^Ó
OXY Z

Ð¨Ä�Ã[Ù
OZ

ÕºÄbÓOÄbÈ~ÄbÍ ÉMÅ^ÑJÈMÅ^Áb½MÀ[ÉMÅ
ÁOÀ[ÈJÓ�ÊJÕ
ÅF½~Ù�É~Ä*Á�ÁOÀ[Èw�eÐ
Ê�Ã[Á�Ë&�FÅ^ÉJÉJÇº¾úÃ�ÓOÀU½MÄ�Ò Ã[Ê~Ã[ÓOÀwÒ®Ç ÕºÄ�ÄbÈOØ~ÊJÉMÅ^Ó

Oxyz
Ã@Ä�Ã`ËJÒ®Ê�Ð
ÉMÅ^ÑJÈMÅ^Áb½MÀ[ÉJÉJÂ9Ò®Ê

ÁbØMÄ^½~Ù^�`½¶Å^Á�ÉJÂ���Ä�ÃwÀ[Í�ÊJÉ~À[È�¢JÊJÊ�ÓOÀU½¶Å4ØJ½~Ë ÓOÄb¿JÕJÊ
O
�(¨=ÈJÊ~À[ÉJÓbÅ
¢JÊJ¾×Ã[Á�Ë&�FÅ^ÉJÉ~ÄbÍ¼Ã[Ê~Ã[ÓOÀwÒ®ÂîÕºÄ�ÄbÈOØ~ÊJÉMÅ^Ó

ÄbÓ�É~Ä�Ã[ÊJÓOÀU½~Ù�É~Ä¼É~À[Ñ~ÄwØ~Á�Ê�� É~ÄbÍ6Ã[Ê~Ã[ÓOÀwÒ®Âg�FÅFØ¶ÅFØ~Ê~ÒîÑJÈJÊ�Ñ~Ä�ÒKÄbÔ�ÊµÇ1�`½MÄbÁ Ì«Í
½MÀ[ÈMÅ
ψ, θ, ϕ

ÐeÁ�ÁOÄwØ~Ê~Ò®Â��
Ä��bÂ�¿JÉJÂ9ÒüÄ��bÈMÅ
�XÄ�Ò��

\^]#_a`^\^]�b^\^cedgfh`^\^cjik`^l^cam*nAo1o1p(mXq�r�s�m�tku(m�vwrxu&s1y
z�u&y1s



u1í1o |'}
~H}��e�
�X�w���h�w�A�

�³Á�Ê���À[ÉJÊJË¼ÓOÀU½¶Å ÄbÑJÊ~Ã[Â�ÁÆÅ^¾�ÓOÃ`Ë¼ÇºÈMÅ^Á�É~À[ÉJÊJËJÒ®ÊµÌ«Í
½MÀ[ÈMÅXÎºÏ@ÇÆÅbÃwÃwÄbÉMÅ

A
dp

dt
+ (C −B)qr = mg(zGγ2 − yGγ3),

B
dq

dt
+ (A− C)rp = mg(xGγ3 − zGγ1),

«"�
� 	�

C dr
dt

+ (B −A)pq = mg(yGγ1 − xGγ2),

dγ1

dt
= rγ2 − qγ3,

dγ2

dt
= pγ3 − rγ1,

dγ3

dt
= qγ1 − pγ2.

� ØMÀwÃ[Ù
m
¿þÒ�ÅbÃwÃXÅ�ÓOÀU½¶Å
Ð

A,B,C
¿þÀ��XÄx�`½¶Å^Á�ÉJÂ9À±ÒKÄ�ÒKÀ[ÉJÓ�ÂàÊJÉ~À[È�¢JÊJÊ³ØJ½~Ë%É~À[Ñ~ÄwØ~Á�Ê�� É~ÄbÍ ÓOÄb¿JÕJÊ��

¤¨ÀU½~ÊJ¿JÊJÉJÂ
p, q, r

Ò
xG, yG, zG

Ê
γ1, γ2, γ3

ÑJÈ~ÀUØMÃ[ÓbÅ^Áb½~Ë
¾�Ó%ÃwÄ���ÄbÍ�ÑJÈ~Ä�À[Õ�¢JÊJÊ�ÁOÀ[ÕJÓOÄbÈMÅ�Å���ÃwÄ^½~¾�Ó�É~ÄbÍ�Ç1���
½MÄbÁOÄbÍ*Ã[ÕºÄbÈ~Ä�Ã[Ó�Ê�ÓOÀU½¶Å
ÐbÈMÅFØ~ÊJÇOÃ���ÁOÀ[ÕJÓOÄbÈMÅ%À��XÄS¢~À[ÉJÓ�ÈMÅ@Ò�ÅbÃwÃ

G
ÄbÓ�É~Ä�Ã[ÊJÓOÀU½~Ù�É~Ä%ÓOÄb¿JÕJÊ

O
Ê*ÀUØ~ÊJÉJÊJ¿JÉ~Ä��XÄ

ÁOÀ[ÕJÓOÄbÈMÅ*Ä�Ã[Ê
OZ

ÉMÅ Ä�Ã[Ê
Ox,Oy,Oz

ÃwÄ�ÄbÓ�ÁOÀ[ÓOÃ[Ó�ÁOÀ[ÉJÉ~ÄJ�
Ï@ÇOÃ[Ó�Ùj¢~À[ÉJÓ�ÈBÒ�ÅbÃwÃx�FÅ^ÉJÊ~Ò�ÅbÀ[Ó�Á4ÓOÀU½MÀ9ÑJÈ~ÄbÊ��wÁOÄ^½~Ù�É~Ä�À�Ñ~Ä^½MÄ���À[ÉJÊ~À^« Ê*É~À�½MÀ�� ÊJÓ³ÉMÅ.�`½¶Å^Á�É~ÄbÍBÄ�Ã[Ê

Ê
½~ÊàÁ¬�`½¶Å^Á�É~ÄbÍ6Ñ
½MÄ�Ã[ÕºÄ�Ã[Ó�Ê6ÊJÉ~À[È�¢JÊJÊ/ØJ½~Ë�ÓOÄb¿JÕJÊ
O
U�à�4Å^ÑJÈMÅ^Áb½MÀ[ÉJÊJË6Ä�ÃwÀ[Í

Ox,Oy
Ê
Oz
Á�Âx�bÊJÈMÅ��

ÀwÒîÓbÅ^Õ�Ðe¿JÓOÄ��bÂ�ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉJÂ
xG, yG

Ê
zG

�bÂ¨½~Ê�Ñ~Ä^½MÄ�� ÊJÓOÀU½~Ù�ÉJÂ9Ò®Ê�� ¶ ¿JÊJÓbÅbÀwÒþÓbÅ^Õ���À�Ð¹¿JÓOÄBÁOÃwÀ Ó�ÈJÊ
ÒKÄ�ÒKÀ[ÉJÓbÅ ÊJÉ~À[È�¢JÊJÊ

A,B,C
ÈMÅ
�[½~ÊJ¿JÉJÂHÒJØJ½~Ë¼ÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½MÀ[ÉJÉ~Ä�Ã[Ó�Ê:Ñ~Ä^½¶Å
�[ÅbÀwÒ�Ð~¿JÓOÄ

A > B > C.
«"�
� �w

¶ ÇºÔ�ÀwÃ[Ó�Á�Çº¾�ÓµÃ[ÓbÅ
¢JÊ~ÄbÉMÅ^ÈJÉJÂ9À�È~À�ª�À[ÉJÊJË
p = const

Ð
q = const

Ð
r = const

Ð
γi = const

«
i =

= 1, 2, 3
�ÇºÈMÅ^Á�É~À[ÉJÊJÍ¡«W	�� 	�UÐ
ØJ½~Ë�ÕºÄbÓOÄbÈJÂ��

p
γ1

=
q
γ2

= r
γ3

= const.
«"�
� �w

Ì«Ó�Ê~ÒîÈ~À�ª�À[ÉJÊJËJÒþÄbÓ�ÁOÀ[¿MÅ^¾�Ó¼Ñ~À[È~Ò�Å^É~À[ÉJÓ�ÉJÂ9À�Á�ÈMÅ^Ô�À[ÉJÊJËµÓOÀU½¶Å ÁOÄbÕJÈJÇ1�*ÁOÀ[ÈJÓ�ÊJÕ
ÅF½~Ù�É~ÄéÈMÅbÃ[Ñ~Ä^½MÄ���À[É&�
ÉJÂ��¼Ä�ÃwÀ[Í�ÐJÑJÈ~Ä��ÆÄwØ~Ë
Ô�Ê&�¼¿~À[È~À��³À��XÄ�É~À[Ñ~ÄwØ~Á�Ê�� ÉJÇº¾ ÓOÄb¿JÕJÇO�

�4½~Ë Ñ~Ä�ÃU½MÀUØ~Çº¾�Ô�À��XÄ�Ê~ÃwÃU½MÀUØMÄbÁÆÅ^ÉJÊJË�ÇFØMÄ��bÉ~ÀwÀ�Ñ~À[È~À[ÍJÓ�Ê�Õ©��À��wÈMÅ
�XÒKÀ[ÈJÉJÂ9Ò ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉMÅbÒ��(±ºÀwÄ�ÒKÀ[Ó��
ÈJÊJ¾×Ò�ÅbÃwÃ%ÓOÀU½¶Å ÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½~Ë
¾�Ó*ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�ÈJÂ

α = A
B
, β = A

C
, σ1 =

yG
xG

, σ2 =
zG
xG

.
«"�
� [1

Ï@ÈJÊ�Ã°ØMÀU½¶Å^ÉJÉJÂ���ÑJÈ~ÀUØ~Ñ~Ä^½MÄ���À[ÉJÊJË1��Ê~ÒKÀwÀwÒ
σ1 > 0

Ð
σ2 > 0

ÒçÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�ÈJÂ
α
Ê
β
ØMÄ^½(� ÉJÂ ÇFØMÄbÁb½MÀ��

Ó�ÁOÄbÈÆË
Ó�Ù�É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁÆÅbÒ
1 < α < β < α

α− 1
,

«"�
� �w

ÃU½MÀUØ~Çº¾�Ô�Ê~Ò Ê��%É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�Á Ó�È~À[Ç1�XÄ^½~Ù�ÉJÊJÕ
Å�ØJ½~Ë¼ÒKÄ�ÒKÀ[ÉJÓOÄbÁ�ÊJÉ~À[È�¢JÊJÊ¼Ê�ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJË¡«"�
� �wU�
®S� ÇºÈMÅ^Á�É~À[ÉJÊJÍî«"�
� 	�UÐ±Çº¿JÊJÓ�Â�ÁÆÅ^Ë Ñ~Ä�Ã[ÓOÄXË
É~Ã[Ó�ÁOÄ ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉ

p, q, r
Ð±Ê ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJËº«"�
� �wUÐ¨Ñ~Ä^½~Çº¿JÊ~Ò

ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊJË

β − α
αβ

γ2γ3ω
2 = σ1γ3 − σ2γ2,

1− β
β

γ3γ1ω
2 = σ2γ1 − γ3,

α− 1
α γ1γ2ω

2 = γ2 − σ1γ1.
«"�
� �w

� ØMÀwÃ[Ù
ω
¿ Ç1�`½MÄbÁÆÅ^Ë�Ã[ÕºÄbÈ~Ä�Ã[Ó�Ù¼Ñ~À[È~Ò�Å^É~À[ÉJÓ�É~Ä��XÄ¼Á�ÈMÅ^Ô�À[ÉJÊJËeÐ�Ä���À��wÈMÅ
�XÒKÀ[È~À[ÉJÉMÅ^Ë�ÑJÈJÊµÑ~Ä�ÒKÄbÔ�Ê�Ò®É~Ä
�

� ÊJÓOÀU½~Ë
Ω
Ð&�`ØMÀ

Ω =
√
mgxG/A

�
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|�Á²Â&���h�wÃ�Ä�Å��A�w���hÅ¯Æ�Ç�È�Éj�AÊ�Ç�Ê��hÊ�Ë�Ì¡�
È1�AÍ©Ç�Ê�Å�Ã�ÎÏ�h�AÂ(Ð�Ç u1í(ï

��ÃU½~Ê�ÓOÀ[Ñ~À[ÈJÙ@Ç
Ò®É~Ä�� ÊJÓ�Ù@Õ
Å
��ØMÄ�À¨Ê��±Ó�È~À��³ÇºÈMÅ^Á�É~À[ÉJÊJÍ¬«"�
� �w�ÃwÄ�ÄbÓ�ÁOÀ[ÓOÃ[Ó�ÁOÀ[ÉJÉ~Ä@ÉMÅ
1, σ1, σ2

Ê�ÃU½MÄ
�
� ÊJÓ�Ù*Ê&�BÑ~Äb¿
½MÀ[ÉJÉ~ÄJÐ~ÓOÄ Ñ~Ä^½~Çº¿JÊ~Ò Ê��wÁOÀwÃ[Ó�É~Ä�À4ÇºÈMÅ^Á�É~À[ÉJÊ~À%ÕºÄbÉJÇOÃXÅ*Ö×ÓbÅwÇFØMÀ

β − α
αβ

γ2γ3 +
σ1(1− β)

β
γ3γ1 −

σ2(1− α)
α γ1γ2 = 0,

«"�
� W�

ÕºÄbÓOÄbÈ~Ä�Ò®Ç ØMÄ^½(� ÉJÂ ÇFØMÄbÁb½MÀ[Ó�ÁOÄbÈÆË
Ó�Ù ÉMÅ^ÑJÈMÅ^Áb½~Ë
¾�Ô�Ê~À ÕºÄ�Ã[ÊJÉJÇOÃ[Â
γ1, γ2, γ3

Ä�ÃwÀ[Í Ñ~À[È~Ò�Å^É~À[ÉJÓ�ÉJÂ��
Á�ÈMÅ^Ô�À[ÉJÊJÍ��=� ¿JÊ~ÃU½~Ç Äb¿~À[Á�Ê
Ø~ÉJÂ�� Ä��bÈMÅ
�wÇº¾�Ô�Ê&� ÕºÄbÉJÇOÃXÅÝÄbÓ�É~Ä�Ã`Ë
ÓOÃ`ËþÓ�ÈJÊÑ�`½¶Å^Á�ÉJÂ9À/Ä�Ã[ÊîÊJÉ~À[È�¢JÊJÊ
ÓOÀU½¶Å
Ð³ÑJÈÆËJÒ�Å^Ë

OG
Ð³ÑJÈ~Ä��ÆÄwØ~Ë
Ô Å^Ë>¿~À[È~À��×¢~À[ÉJÓ�È(Ò�ÅbÃwÃ�Ð�ÅîÓbÅ^Õ���ÀôÑJÈÆËJÒ�Å^ËeÐ�ÃwÄwØMÀ[ÈA��Å^Ô Å^Ë(ÓOÄb¿JÕJÇ

S(xG/A, yG/B, zG/C)
�

Ï@ÈJÊ²�FÅFØ¶Å^ÉJÉ~Ä�Ò6ÈMÅbÃ[ÑJÈ~ÀUØMÀU½MÀ[ÉJÊJÊ:Ò�ÅbÃwÃ�Á�ÓOÀU½MÀ@ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉJÂ
γ1, γ2, γ3

Ð1�FÅFØ¶Å^¾�Ô�Ê~À@Ä�Ã[Ù Á�ÈMÅ^Ô�À[ÉJÊJËeÐ
ØMÄ^½(� ÉJÂÓ�bÂ�Ó�Ù:Á�Âx�bÈMÅ^ÉJÂ>ÓbÅ^Õ�Ð�¿JÓOÄ��bÂ(Ä���ÀwÃ[Ñ~À[¿JÊJÓ�Ù É~ÀwÄbÓ�ÈJÊ�¢MÅ^ÓOÀU½~Ù�É~Ä�Ã[Ó�ÙµÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉJÂ

ω2 ÁéÇºÈMÅ^Á�É~À��ÉJÊJË1�µ«"�
� �wU��®S�@Ø~Á�ÇA� Ñ~Ä^½~ÇOÄ��bÈMÅ
�wÇº¾�Ô�Ê&�eÐJÃwÄ�Ã[ÓbÅ^Áb½~Ë
¾�Ô�Ê&��Õ
Å
��Ø~Çº¾ Ä��bÈMÅ
�wÇº¾�Ô�Çº¾ ÕºÄbÉJÇOÃXÅ Ö×ÓbÅwÇFØMÀ�Ð
ÁOÀ[ÈJÓ�ÊJÕ
ÅF½~Ù�É~Ä4Á�ÁOÀ[Èw�*ÒKÄ���À[Ój�bÂ�Ó�Ù%ÉMÅ^ÑJÈMÅ^Áb½MÀ[ÉMÅ@ÓOÄ^½~Ù�ÕºÄ4ÄwØ~ÉMÅa« ÕJÈ~Ä�ÒKÀ�Ê~Ã[Õ
½~¾�¿~À[ÉJÉ~Ä��XÄ4ÃU½~Çº¿MÅ^ËeÐbÕºÄ��`Ø¶Å
Ä�Ã[Ù�Á�ÈMÅ^Ô�À[ÉJÊJËF¿î�`½¶Å^Á�ÉMÅ^Ë�Ä�Ã[Ù�ÊJÉ~À[È�¢JÊJÊ�ÐJÃwÄwØMÀ[ÈA��Å^Ô Å^Ë²¢~À[ÉJÓ�È�Ò�ÅbÃwÃ�U� ¶ Ä�ÄbÓ�ÁOÀ[ÓOÃ[Ó�Á�Çº¾�Ô�Ê~À@ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJ¾
ω2 > 0

Ñ~Ä^½~ÇOÄ��bÈMÅ
�wÇº¾�Ô�Ê~À9ÕºÄbÉJÇOÃXÅ4Ö×ÓbÅwÇFØMÀ?�bÇFØMÀwÒµÉMÅ
�wÂ�ÁÆÅ^Ó�Ù4ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â9Ò®ÊBÄ�Ã`ËJÒ®Ê�Ñ~À[È~Ò�Å^É~À[ÉJÓ�ÉJÂ��
Á�ÈMÅ^Ô�À[ÉJÊJÍ��

¶ ½MÀUØ~Ç�Ëg� �wW� �Ð¨ÈMÅbÃwÃwÒKÄbÓ�ÈJÊ~Ò Ã�Õ4À[ÈJÇ ÀUØ~ÊJÉJÊJ¿JÉ~Ä��XÄÝÈMÅFØ~ÊJÇOÃXÅ Ã ÉMÅw¿MÅF½MÄ�Ò Á É~À[Ñ~ÄwØ~Á�Ê�� É~ÄbÍúÓOÄb¿&�
ÕºÀ

O
�¶Ï%À[È~ÀwÃwÀ[¿~À[ÉJÊ~À*Ã�Õ4À[ÈJÂ Ã�ÕºÄbÉJÇOÃwÄ�ÒîÖ×ÓbÅwÇFØMÀ*ÃwÄ�Ã[ÓbÅ^Áb½~Ë
¾�ÓBØ~ÁOÀe�FÅbÒ®ÕJÉJÇºÓ�Â9À Ã�Õ4À[ÈJÊJ¿~ÀwÃ[ÕJÊ~À�ÕJÈJÊ&�

Á�Â9À����4Å
��ØMÄbÍ ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~ÒKÄbÍþÄ�Ã[ÊîÑ~À[È~Ò�Å^É~À[ÉJÓ�É~Ä��XÄ Á�ÈMÅ^Ô�À[ÉJÊJË ÄbÓ�ÁOÀ[¿MÅbÀ[ÓüÀUØ~ÊJÉ~Ã[Ó�ÁOÀ[ÉJÉMÅ^Ë ÓOÄb¿JÕ
ÅàÉMÅ
ÄwØ~É~ÄbÍBÊ��@Ã�Õ4À[ÈJÊJ¿~ÀwÃ[ÕJÊ&� ÕJÈJÊJÁ�Â��eÐÆÊ ÉMÅbÄ���ÄbÈ~ÄbÓ^��§éÉ~Ä���ÀwÃ[Ó�ÁÆÅ�ÓOÄb¿~À[Õ Ñ~À[È~ÀwÃwÀ[¿~À[ÉJÊJË ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â��BÄ�ÃwÀ[Í
Ñ~À[È~Ò�Å^É~À[ÉJÓ�ÉJÂ��ôÁ�ÈMÅ^Ô�À[ÉJÊJÍôÃ²´wÓ�Ê~Ò®ÊôÕJÈJÊJÁ�Â9Ò®Ê Ä��bÈMÅ
�wÇº¾�Ó/ÉMÅ Ñ~Ä�ÃU½MÀUØ~ÉJÊ&�ÝØ~Ç1�wÊ�Ð�ÕºÄbÓOÄbÈJÂ9ÀéÓbÅ^Õ���À
�bÇFØMÀwÒ ÉMÅ
�wÂ�ÁÆÅ^Ó�Ù�ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â9Ò®Ê�� ¶ Ä�ÄbÓ�ÁOÀ[ÓOÃ[Ó�ÁOÀ[ÉJÉ~ÄJÐ¹Ä���Ä��wÉMÅw¿JÊ~Òþ¿~À[È~À��

x
« −x UÐ y « −y UÐ z « −z UÐ q« −q UÐ s « −s %ÓOÄb¿JÕJÊ6Ñ~À[È~ÀwÃwÀ[¿~À[ÉJÊJËÝÃ�Õ4À[ÈJÊJ¿~ÀwÃ[ÕJÊ&�àÕJÈJÊJÁ�Â��6Ã Ñ~Ä^½~ÇOÄ��bÈMÅ
�wÇº¾�Ô�Ê~Ò®Ê Ox « −Ox UÐ Oy« −Oy UÐ Oz « −Oz UÐ OG « −OG UÐ OS « −OS «ÕºÄbÉJÇOÃXÅ*Ö×ÓbÅwÇFØMÀ��Ï@ÈJÊ�Á�Â�Ñ~Ä^½~É~À[ÉJÊJÊ*ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊJÍÖ«"�
� �w¹ÄwØ~ÉMÅ=Ê��±ÇºÑ~Ä�Ò®Ë
ÉJÇºÓ�Â���Ã�Õ4À[ÈJÊJ¿~ÀwÃ[ÕJÊ&�³ÕJÈJÊJÁ�Â���ÑJÈ~Ä��ÆÄwØ~ÊJÓ

¿~À[È~À�� ÓOÄb¿JÕJÊ
x,−y, z, s, q Ð�Å�Á�ÓOÄbÈMÅ^ËÖ¿ ¿~À[È~À�� ÓOÄb¿JÕJÊ y,−z,−s,−q,−x �¶��ÃU½MÄbÁ�ÊJË É~ÀwÄbÓ�ÈJÊ�¢MÅ^ÓOÀU½~Ù��É~Ä�Ã[Ó�Ê¼ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉJÂ

ω2 Ð
Ñ~Ä^½~Çº¿MÅbÀwÒ®Â9À4Ê��%ÇºÈMÅ^Á�É~À[ÉJÊJÍ�«"�
� �wUÐ��FÅFØ¶Å^¾�ÓOÃ`Ë¼Ã[Ê~Ã[ÓOÀwÒKÄbÍéÉ~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�Á

1
γ1

>
σ1
γ2
,

σ1
γ2

>
σ2
γ3
, 1

γ1
>
σ2
γ3
,

«"�
� �w

ÕºÄbÓOÄbÈJÂ9À4ÊéÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½~Ë
¾�Ó ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â9À%Ø~Ç1�wÊ¼Á ÈMÅbÃwÃwÒ�Å^Ó�ÈJÊJÁÆÅbÀwÒKÄ�Ò ÃU½~Çº¿MÅbÀ��
À=ÉMÅF½~Ê��wÊJÈJÇ�Ë³É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁÆÅ�«"�
� �weÃwÄbÁOÒKÀwÃ[Ó�É~Ä@ÃKÇºÈMÅ^Á�É~À[ÉJÊ~ÀwÒ�«"�
� W�UÐFÉMÅ^Í
ØMÀwÒé¿~À[Ó�Â�È~À�ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â9À

Ø~Ç1�wÊ
(x,−y)

Ð
(z, q)

Ð
(y,−z) Ð (−q,−x)

� � Å^ÉJÇ
ÒKÀ[ÈJÇOÀwÒ>Ê&� ÊüÇºÕ
Å
��ÀwÒ>ÉMÅµÕ
Å
��ØMÄbÍ Ê��éÉJÊ&�k�wÉMÅ^ÕJÊ
ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉ

γ1, γ2, γ3
Ð~Å�ÓbÅ^Õ���À³Ä��wÈMÅ^ÉJÊJ¿~À[ÉJÊJË¼ÉMÅ�ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�ÈJÂ

σ1
Ê
σ2


ð
ñAò�ó^ô
(x,−y)

γ1 > 0, γ2 < 0, γ3 < 0; 0 < σ1 < σ2
γ2
γ3

;

ð
ñAò�ó^ô�ô
(z, q)

γ1 > 0, γ2 > 0, γ3 > 0; σ2
γ2
γ3

< σ1 <
γ2
γ1

;
«"�
� ¥w

ð
ñAò�ó^ô�ô�ô
(y,−z)

γ1 > 0, γ2 > 0, γ3 < 0; 0 < σ1 <
γ2
γ1

;
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u1í&n |'}
~H}��e�
�X�w���h�w�A�

ð
ñAò�ó^ô&õ
(−q,−x)

γ1 < 0, γ2 < 0, γ3 < 0;
γ2
γ1

< σ1 < σ2
γ2
γ3
.

�4Å³ÈJÊ~Ã��ç	=Ê��XÄ��bÈMÅ
��À[ÉJÂ ÄbÑJÊ~ÃXÅ^ÉJÉJÂ9À%Ã�Õ4À[ÈJÊJ¿~ÀwÃ[ÕJÊ~À�ÕJÈJÊJÁ�Â9À�ÒºØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â9À�Ø~Ç1�wÊ
I
Î
IV
ÉMÅj´wÓ�Ê&�

ÕJÈJÊJÁ�Â���Á�Â¨ØMÀU½MÀ[ÉJÂ�ª�Ó�ÈJÊ&�ÆÄbÁ�ÕºÄbÍ��

s

q O

-s

-q

x

-x

-z

z

y

y
-y

x

z

ö*÷Aø�ù(ú

ûH�Ñü?áxê¾�jý^þ�ß�Ü��e��á��ÿ�xÜ�ã+ê¾é��Ï�+�e��ÜxìàÜÓ�F�����Ï�+�e���

�4Å^ÈÆËºØ~Ç6ÃBÇºÈMÅ^Á�É~À[ÉJÊJËJÒ®Ê�«"�
� 	���bÇFØMÀwÒúÈMÅbÃwÃwÒ�Å^Ó�ÈJÊJÁÆÅ^Ó�Ù/ÓbÅ^Õ���À�Õ
Å^É~ÄbÉJÊJ¿~ÀwÃ[ÕJÊ~À�Ø~Ê(ÕHÕ4À[È~À[É�¢JÊ&�
ÅF½~Ù�ÉJÂ9À4ÇºÈMÅ^Á�É~À[ÉJÊJËBØ~Á�Ê���À[ÉJÊJË¼ÓOÀU½¶Å
�

�@ÊJÉ~À[Ó�ÊJ¿~ÀwÃ[Õ
Å^ËéÊ�Ñ~ÄbÓOÀ[É�¢JÊMÅF½~Ù�ÉMÅ^ËÖ´wÉ~À[È��wÊJÊ¼ÓOÀU½¶Å�Á�Â�¿JÊ~ÃU½~Ë
¾�ÓOÃ`Ë¼Ñ~ÄaÕ4ÄbÈ~Ò®ÇF½¶ÅbÒ

T = 1
2

(Ap2 +Bq2 + Cr2), Π = mg(xGγ1 + yGγ2 + zGγ3),

p = ψ̇ sin θ sinϕ+ θ̇ cosϕ, q = ψ̇ sin θ cosϕ− θ̇ sinϕ, r = ψ̇ cos θ + ϕ̇,

γ1 = sin θ sinϕ, γ2 = sin θ cosϕ, γ3 = cos θ.
«ì�
� 	�

¤±ÁOÀUØMÀwÒîÕ
Å^É~ÄbÉJÊJ¿~ÀwÃ[ÕJÊ6ÃwÄbÑJÈÆË&��À[ÉJÉJÂ9À Ã Ç1�`½¶ÅbÒ®Ê
ψ, θ, ϕ

Ê~Ò®ÑJÇF½~ÙOÃ[Â
pψ, pθ, pϕ

ÐeÄ���À��wÈMÅ
�XÒKÀ[È~À[É&�
ÉJÂ9À³ÑJÈJÊéÑ~Ä�ÒKÄbÔ�Ê Ò®É~Ä�� ÊJÓOÀU½~Ë

AΩ
� � Å*É~À��FÅ^Á�Ê~Ã[Ê~Ò®Çº¾ Ñ~À[È~ÀwÒKÀ[ÉJÉJÇº¾ ÑJÈJÊ~ÒKÀwÒ×��À��wÈMÅ
�XÒKÀ[ÈJÉ~Ä�À¬¹FÁ�È~À��

Ò®Ë�»
τ = Ωt

�
±
ÅbÒ®Ê
½~ÙFÓOÄbÉJÊMÅ^É�Ê~ÃwÃU½MÀUØ~ÇOÀwÒKÄbÍ Ã[Ê~Ã[ÓOÀwÒ®Â4ÐS�FÅ^ÑJÊ~ÃXÅ^ÉJÉJÂ�Í Á¼��À��wÈMÅ
�XÒKÀ[ÈJÉJÂ�� ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�ÈMÅ�� «"�
� [1UÐ

Ê~ÒKÀwÀ[Ó*Á�Ê
Ø

H =
α cos2 ϕ+ sin2 ϕ

2 sin2 θ
(pψ − pϕ cos θ)2 +

(1− α) sinϕ cosϕ

sin θ
×

× pθ(pψ − pϕ cos θ) + 1
2

(α sin2 ϕ+ cos2 ϕ)p2
θ +

+ 1
2
βp2

ϕ + sinϕ sin θ + σ1 cosϕ sin θ + σ2 cos θ.
«ì�
� �w

� ØMÀwÃ[Ù*ÕºÄ�ÄbÈOØ~ÊJÉMÅ^ÓbÅ
ψ
¢JÊJÕ
½~ÊJ¿~ÀwÃ[Õ
Å^ËeÐ~Ñ~Ä�´wÓOÄ�Ò®Ç

pψ = pψ0 = const
�
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|�Á²Â&���h�wÃ�Ä�Å��A�w���hÅ¯Æ�Ç�È�Éj�AÊ�Ç�Ê��hÊ�Ë�Ì¡�
È1�AÍ©Ç�Ê�Å�Ã�ÎÏ�h�AÂ(Ð�Ç u1í1u

°®ÅbÃwÃwÒ�Å^Ó�ÈJÊJÁÆÅbÀwÒ®Â9À�Ñ~À[È~Ò�Å^É~À[ÉJÓ�ÉJÂ9À³Á�ÈMÅ^Ô�À[ÉJÊJË�ÓOÀU½¶Å ÃwÄ�ÄbÓ�ÁOÀ[ÓOÃ[Ó�Á�Çº¾�Ó�¿MÅbÃ[Ó�ÉJÂ9Ò È~À�ª�À[ÉJÊJËJÒ

θ = θ0 = const, ϕ = ϕ0 = const,
«ì�
� �w

pθ = pθ0 =
α− 1
α sin θ0 sinϕ0 cosϕ0ω, pϕ = pϕ0 = ω

β
cos θ0

Ã[Ê~Ã[ÓOÀwÒ®ÂúÃS�[ÅbÒ®Ê
½~ÙFÓOÄbÉJÊMÅ^É~Ä�Òº«ì�
� �wUÐ
ØJ½~Ë�ÕºÄbÓOÄbÈJÂ��¼ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉMÅ
pψ0

Á�Â�¿JÊ~ÃU½~ËJÀ[ÓOÃ`Ë¼Ñ~ÄaÕ4ÄbÈ~Ò®ÇF½MÀ

pψ0 =

[(
sin2 ϕ0 +

cos2 ϕ0
α

)
sin2 θ0 +

cos2 θ0

β

]
ω.

«ì�
� [1

Ï@ÈJÊ¬´wÓOÄ�ÒàØJ½~Ë²�FÅFØ¶Å^ÉJÉJÂ��²�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJÍéÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ
α, β, σ1, σ2

ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉJÂ
θ0, ϕ0, ω

ÐJÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½~Ë1�
¾�Ô�Ê~À@Ñ~À[È~Ò�Å^É~À[ÉJÓ�É~Ä�À³Á�ÈMÅ^Ô�À[ÉJÊ~À�Ð~Ã[Á�Ë&�FÅ^ÉJÂþØ~Á�Ç
Ò®ËBÇºÈMÅ^Á�É~À[ÉJÊJËJÒ®Ê

(
β − 1

β
sin2 ϕ0 +

β − α
αβ

cos2 ϕ0

)
sin θ0 cos θ0ω

2 =

= (sinϕ0 + σ1 cosϕ0) cos θ0 − σ2 sin θ0,
«ì�
� �w

α− 1
α sin θ0 sinϕ0 cosϕ0ω

2 = cosϕ0 − σ1 sinϕ0.

Ô�Å^ÕJÊ~Ò�Ä��bÈMÅ
�XÄ�Ò�ÐbÁ@ÈMÅbÃwÃwÒ�Å^Ó�ÈJÊJÁÆÅbÀwÒKÄ�Ò/Ä��bÔ�ÀwÒµÃU½~Çº¿MÅbÀ��XÀwÄ�ÒKÀ[Ó�ÈJÊJÊ*Ò�ÅbÃwÃ¨ÓOÀU½¶Å?�FÅFØ¶Åw¿MÅ@Ä��@ÇOÃ[ÓOÄbÍ&�
¿JÊJÁOÄ�Ã[Ó�Ê/Ñ~À[È~Ò�Å^É~À[ÉJÓ�ÉJÂ��/Á�ÈMÅ^Ô�À[ÉJÊJÍ/Ö×ÓbÅwÇFØMÀ�Ë
Áb½~ËJÀ[ÓOÃ`Ë�ÑJË
Ó�ÊJÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�ÈJÊJ¿~ÀwÃ[ÕºÄbÍ��+®%Ã[Õ
½~¾�¿JÊ~ÒþÑJÈJÊ
Ñ~Ä�ÒKÄbÔ�Ê ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊJÍk«ì�
� �w�Ç1�`½MÄbÁ�Çº¾ Ã[ÕºÄbÈ~Ä�Ã[Ó�Ù

ω
ÊéÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È

σ1
Ð¶Å*ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉJÂ

θ0, ϕ0, α, β
Ê
σ2Ã[¿JÊJÓbÅbÀwÒÝÉ~À��FÅ^Á�Ê~Ã[Ê~Ò®Â9Ò®Ê��

¦±ÇFØMÀwÒÝÊ��wÇº¿MÅ^Ó�Ù*ÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊJÁOÄ�Ã[Ó�ÙBÑ~À[È~Ò�Å^É~À[ÉJÓ�ÉJÂ��éÁ�ÈMÅ^Ô�À[ÉJÊJÍéÑ~Ä�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊJ¾×Õ¼Ñ~À[È~ÀwÒKÀ[ÉJÉJÂ9Ò
θ
Ð

ϕ
Ð
pθ
Ð
pϕ
ÑJÈJÊÖÕ%ÊJÕºÃ[ÊJÈ~ÄbÁÆÅ^ÉJÉ~Ä�Òk�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJÊ:ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉJÂ

pψ
�JÏ%Ä^½¶Å
�[Å^Ë¼Á^�[ÅbÒ®Ê
½~ÙFÓOÄbÉJÊMÅ^É~À²«ì�
� �w

θ = θ0 + x1, ϕ = ϕ0 + x2, pθ = pθ0 + y1, pϕ = pϕ0 + y2

Ê�Çº¿JÊJÓ�Â�ÁÆÅ^Ë�ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊJË¬«ì�
� �w¹Ê²«ì�
� [1UÐbÑ~Ä^½~Çº¿JÊ~Ò½�[ÅbÒ®Ê
½~ÙFÓOÄbÉJÊMÅ^É�ÁOÄ��XÒ®ÇºÔ�À[ÉJÉ~Ä��XÄ�Ø~Á�Ê���À[ÉJÊJËe��°®ÅbÃ��
ÃwÒ�Å^Ó�ÈJÊJÁÆÅbÀwÒKÄ�Ò®ÇBÑ~À[È~Ò�Å^É~À[ÉJÓ�É~Ä�Ò®Ç Á�ÈMÅ^Ô�À[ÉJÊJ¾úÄbÓ�ÁOÀ[¿MÅbÀ[Ó Ñ~Ä^½MÄ���À[ÉJÊ~À%ÈMÅ^Á�É~ÄbÁOÀwÃ[ÊJË

xj = yj = 0
«
j =

= 1, 2
�ÃwÄ�ÄbÓ�ÁOÀ[ÓOÃ[Ó�Á�Çº¾�Ô�À[Í:ÀwÒ®ÇBÃ[Ê~Ã[ÓOÀwÒ®Â4�
�@ÁÆÅFØ~ÈMÅ^Ó�ÊJ¿JÉMÅ^Ë:ÄbÓ�É~Ä�Ã[ÊJÓOÀU½~Ù�É~Ä*ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉ

xj, yj
¿MÅbÃ[Ó�Ù

H2
�[ÅbÒ®Ê
½~ÙFÓOÄbÉJÊMÅ^ÉMÅ�Ê~ÒKÀwÀ[Ó*Á�Ê
Ø

H2 = 1
2
a1x

2
1 + 1

2
a2x

2
2 + 1

2
a3y

2
1 + 1

2
a4y

2
2 + a5x1y2 + a6x2y1 +

+ a7x1x2 + a8x1y1 + a9x2y2 + a10y1y2,
«ì�
� �w

a1 = 1

α2β2

{
ω2 cos2 θ0[α− β(α sin2 ϕ0 + cos2 ϕ0)][β(α − 1)2 cos4 ϕ0 −

− (α− 1)(αβ − α− β) cos2 ϕ0 − (2β − 1)α] + ω2αβ2(α sin2 ϕ0 + cos2 ϕ0)−
− α2β2(σ1 sin θ0 cosϕ0 + σ2 cos θ0 + sin θ0 sinϕ0)

}
,

«ì�
� W�

a2 =
sin θ0

α2

[
ω2(α− 1)(α2 sin2 ϕ0 − cos2 ϕ0) sin θ0 − α2(sinϕ0 + σ1 cosϕ0)

]
,

a3 = α sin2 ϕ0 + cos2 ϕ0, a4 =
β sin2 θ0 + (α cos2 ϕ0 + sin2 ϕ0) cos2 θ0

sin2 θ0

,

a5 = ω
αβ sin θ0

{
cos2 θ0(α cos2 ϕ0 + sin2 ϕ0)[β(α sin2 ϕ0 + cos2 ϕ0)− α] + αβ

}
,

a6 =
ω(α− 1)

α (α sin2 ϕ0 − cos2 ϕ0) sin θ0,
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u1í�� |'}
~H}��e�
�X�w���h�w�A�

a7 =
cos θ0

α2β

{
α2β(cosϕ0 − σ1 sinϕ0) +

+ ω2(α2 − 1)[β(α sin2 ϕ0 + cos2 ϕ0)− α] sin θ0 sinϕ0 cosϕ0

}
,

a8 =
ω(α− 1)

αβ
[β(α sin2 ϕ0 + cos2 ϕ0)− α] cos θ0 sinϕ0 cosϕ0,

a9 =
ω(α2 − 1)

α cos θ0 sinϕ0 cosϕ0, a10 =
(α− 1) cos θ0 sinϕ0 cosϕ0

sin θ0
.

¤#�ÆÄwØ~Ë
Ô�Ê~À Á6Á�Â�ÈMÅ
��À[ÉJÊJËôØJ½~ËôÕºÄ�´�ÕHÕ%Ê�¢JÊ~À[ÉJÓOÄbÁ
a1, . . . , a10

ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉJÂ
ω
Ê
σ1
ØMÄ^½(� ÉJÂ �bÂ�Ó�Ù

Ê~Ã[Õ
½~¾�¿~À[ÉJÂ ÑJÈJÊ¼Ñ~Ä�ÒKÄbÔ�ÊéÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊJÍ�«ì�
� �wU�
��ÃU½~Ê ÕJÁÆÅFØ~ÈMÅ^Ó�ÊJ¿JÉMÅ^ËµÕ4ÄbÈ~Ò�Å

H2
ÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½MÀ[ÉJÉ~Ä
��Ñ~Ä^½MÄ�� ÊJÓOÀU½~Ù�ÉMÅ^ËeÐ�ÓOÄJÐMÑ~Ä ÓOÀwÄbÈ~ÀwÒKÀ�£%Ë
ÑJÇºÉ~ÄbÁÆÅ
Ð

Ê~ÃwÃU½MÀUØ~ÇOÀwÒKÄ�À Ñ~Ä^½MÄ���À[ÉJÊ~À ÈMÅ^Á�É~ÄbÁOÀwÃ[ÊJË ÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊJÁOÄJ��Ï@ÈJÊO´wÓOÄ�Ò�Ð¶ÉMÅ Ä�Ã[É~ÄbÁÆÅ^ÉJÊJÊ ØMÄbÑ~Ä^½~É~À[ÉJÊJË³£%Ë
ÑJÇA�
É~ÄbÁÆÅ�ÕôÓOÀwÄbÈ~ÀwÒKÀO°®ÅwÇOÃXÅ×� ¥� �Ð«Ñ~À[È~Ò�Å^É~À[ÉJÓ�É~Ä�À Á�ÈMÅ^Ô�À[ÉJÊ~À:Ö×ÓbÅwÇFØMÀ ÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊJÁOÄàÊôÑ~Ä/ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊJ¾ Õ
Ò�ÅF½MÄ�Ò®ÇBÁOÄ��XÒ®ÇºÔ�À[ÉJÊJ¾ ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉJÂ

pψ
�

Ï@ÇOÃ[Ó�Ù²Õ4ÄbÈ~Ò�Å
H2
É~À³Ë
Áb½~ËJÀ[ÓOÃ`Ë½�wÉMÅ^ÕºÄ�ÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½MÀ[ÉJÉ~ÄbÍ*Ò�ÓOÄ��`Ø¶Å ÃwÄ�Ã[ÓbÅ^Áb½~ËJÀ[ÓOÃ`ËO�ºÅ^ÈMÅ^ÕJÓOÀ[ÈJÊ~Ã[Ó�ÊJ¿~À��

Ã[ÕºÄ�À4ÇºÈMÅ^Á�É~À[ÉJÊ~À4ÃwÄ�ÄbÓ�ÁOÀ[ÓOÃ[Ó�Á�Çº¾�Ô�À[Í:À[ÍB½~ÊJÉ~À[ÍJÉ~ÄbÍ:Ã[Ê~Ã[ÓOÀwÒ®Â4Ð~Ê~ÒKÀ[¾�Ô�ÀwÀ%Á�Ê
Ø

λ4 + aλ2 + b = 0.
«ì�
� �w

��ÃU½~Ê¼Á�Â�Ñ~Ä^½~É~À[ÉJÂ ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJË

a > 0, b > 0, d = a2 − 4b > 0,
«ì�
� ¥w

ÓOÄ*ÕºÄbÈJÉJÊ ±iΩ1
Ð ±iΩ2

«
Ω1 > Ω2 > 0

#�ºÅ^ÈMÅ^ÕJÓOÀ[ÈJÊ~Ã[Ó�ÊJ¿~ÀwÃ[ÕºÄ��XÄBÇºÈMÅ^Á�É~À[ÉJÊJË¼¿JÊ~Ã[ÓOÄ�Ò®ÉJÊ~Ò®Â9À³Ê¼Ñ~Ä^½MÄ
�
��À[ÉJÊ~À=ÈMÅ^Á�É~ÄbÁOÀwÃ[ÊJË

xj = yj = 0
«
j = 1, 2

�Ã[Ê~Ã[ÓOÀwÒ®Â Ã��[ÅbÒ®Ê
½~ÙFÓOÄbÉJÊMÅ^É~Ä�Ò�«ì�
� �w®ÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊJÁOÄ³Á4½~ÊJÉ~À[Í&�
É~Ä�ÒàÑJÈJÊ(�^½~Ê���À[ÉJÊJÊ����%À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁÆÅ¬«ì�
� ¥w��FÅFØ¶Å^¾�Ó�É~ÀwÄ����ÆÄwØ~Ê~Ò®Â9À4ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJËBÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊJÁOÄ�Ã[Ó�Ê¼Á�ÈMÅ^Ô�À[ÉJÊJÍ
Ö×ÓbÅwÇFØMÀ��

� ��æçÜ�èeéxÞàß#��ê¡ë��ÓÜ	��ý^áxÞàß#�

� ÅFØ¶Åw¿JÇ Ä�� ÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊJÁOÄ�Ã[Ó�ÊüÁ�ÈMÅ^Ô�À[ÉJÊJÍüÖ×ÓbÅwÇFØMÀ¼ÇFØMÄ��bÉ~ÀwÀ�ÈMÅbÃwÃwÒ�Å^Ó�ÈJÊJÁÆÅ^Ó�Ù/Á�ÃU½MÀUØ~Çº¾�Ô�À[Í�«�Ä��
�
ÈMÅ^Ó�É~ÄbÍX=Ñ~Ä�Ã[ÓbÅ^É~ÄbÁ�ÕºÀ��à¦±ÇFØMÀwÒ Ã[¿JÊJÓbÅ^Ó�Ù~Ðe¿JÓOÄ ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�ÈJÂ

θ0, ϕ0
ÒKÄ��wÇºÓBÑJÈJÊJÉJÊ~Ò�Å^Ó�Ù�ÑJÈ~ÄbÊ��wÁOÄ^½~Ù�ÉJÂ9À

�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJË Ê�� ÃwÄ�ÄbÓ�ÁOÀ[ÓOÃ[Ó�Á�Çº¾�Ô�Ê&�ô¿~À[Ó�ÁOÀ[ÈJÓOÀ[ÍþÃ[ÁOÄbÊ&�üÕºÄ�ÄbÈOØ~ÊJÉMÅ^Ó�ÉJÂ��îÑ
½MÄ�Ã[ÕºÄ�Ã[ÓOÀ[Í�Ð�ÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½~ËJÀwÒ®Â��
�wÉMÅ^Õ
ÅbÒ®Ê ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉ

γ1, γ2, γ3
Á³ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊJË1�½«"�
� ¥wU�
Ì«ÓOÄ4Ä��wÉMÅw¿MÅbÀ[Ó^Ðº¿JÓOÄ%Ø~Ç1�[ÅbÒ

I
Î
IV
ÃwÄ�ÄbÓ�ÁOÀ[ÓOÃ[Ó�Á�ÇA�

¾�Ó*ÃU½MÀUØ~Çº¾�Ô�Ê~À@Ø~ÊMÅ^ÑMÅ
�XÄbÉJÂ Ê��XÒKÀ[É~À[ÉJÊJË¼ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ
θ0, ϕ0



θ0 ∈ (π/2;π), ϕ0 ∈ (π/2;π) (I); θ0 ∈ (0;π/2), ϕ0 ∈ (0;π/2) (II)
«�[~� 	�

θ0 ∈ (π/2;π), ϕ0 ∈ (0;π/2) (III); θ0 ∈ (π/2;π), ϕ0 ∈ (π; 3π/2) (IV )
Ï%ÄwØ���À[È~ÀwÒµÓbÅ^ÕJÊ~À��wÉMÅw¿~À[ÉJÊJË ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ

α, β, σ2
Ð��ºÅ^ÈMÅ^ÕJÓOÀ[ÈJÊ��wÇº¾�Ô�Ê&��ÈMÅbÃ[ÑJÈ~ÀUØMÀU½MÀ[ÉJÊ~À9Ò�ÅbÃwÃ±Á@ÓOÀU½MÀ�Ð

ÕºÄbÓOÄbÈJÂ9ÀBÄ���ÀwÃ[Ñ~À[¿JÊ
½~Ê¯�bÂ>ÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊJÁOÄ�Ã[Ó�Ù�« Ê
½~Ê/É~À[ÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊJÁOÄ�Ã[Ó�Ù1�Ñ~À[È~Ò�Å^É~À[ÉJÓ�É~Ä��XÄ:Á�ÈMÅ^Ô�À[ÉJÊJË�ØJ½~Ë
Á�Âx�bÈMÅ^ÉJÉJÂ��¬�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJÍ

θ0
Ê
ϕ0
�

®%ÃwÃU½MÀUØMÄbÁÆÅ^ÉJÊ~À'�bÇFØMÀwÒµÑJÈ~ÄbÁOÄwØ~ÊJÓ�Ù³Á4Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�ÊO«"�
� �w�ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â��a�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJÍ�ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ
α
Ê
β
�

��ÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â9ÀF�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJË/ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�ÈMÅ
σ2
ÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½~Ë
¾�ÓOÃ`Ë/Ê��*ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJÍ�«"�
� ¥wUÐ�Á¼ÕºÄbÓOÄbÈJÂ���ÑJÈJÊ/Ñ~Ä�ÒKÄ
�

Ô�Ê�ÇºÈMÅ^Á�É~À[ÉJÊJË�«"�
� W�^«�Ã Çº¿~À[ÓOÄ�ÒþÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊJÍ¼«ì�
� 	���Ê~Ã[Õ
½~¾�¿~À[ÉMÅ�ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉMÅ
σ1
�*�4Å�Ø~Ç1�[Å��

I
Î
IVÑ~Ä^½~Çº¿JÊ~Ò

σ2 > σ′2 (I), 0 < σ2 < σ′′2 (II), 0 < σ2 < σ′2 (III), σ2 > σ′′2 (IV ),
«�[~� �w

σ′2 = − (β − α) cos θ0

β(α− 1) sin θ0 sinϕ0
, σ′′2 =

cos θ0

sin θ0 sinϕ0
.

«�[~� �w

\^]#_a`^\^]�b^\^cedgfh`^\^cjik`^l^cam$nAo1o1p(m�q�r�s�m�tku(mXvwr'u&s1y
z�u&y1s



|�Á²Â&���h�wÃ�Ä�Å��A�w���hÅ¯Æ�Ç�È�Éj�AÊ�Ç�Ê��hÊ�Ë�Ì¡�
È1�AÍ©Ç�Ê�Å�Ã�ÎÏ�h�AÂ(Ð�Ç u1í&s

Ô�Å^ÕJÊ~ÒîÄ��bÈMÅ
�XÄ�Ò�ÐeÊ~ÃwÃU½MÀUØ~ÇOÀwÒ�Å^Ë ¿MÅbÃ[Ó�Ù�ÑJÈ~Ä�Ã[Ó�ÈMÅ^É~Ã[Ó�ÁÆÅBÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ
θ0
Ð
ϕ0
Ð
α
Ð
β
Ð
σ2
�FÅFØ¶ÅbÀ[ÓOÃ`Ë

ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊJËJÒ®Ê¼«�[~� 	�ìÎ�«�[~� �wUÐ#«"�
� �wU��¨?�^½¶ÅbÃ[ÓFËJÒÑ´wÓOÄbÍµ¿MÅbÃ[Ó�Ê�ÑJÈ~Ä�Ã[Ó�ÈMÅ^É~Ã[Ó�ÁÆÅ�ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ~Ð�ÃwÄ�ÄbÓ�ÁOÀ[Ó��
Ã[Ó�Á�Çº¾�Ô�Ê~Ò6Ø~Ç1�[ÅbÒ

I
Î
IV
Ð
ÓbÅ^Õ���À4ÑJÈJÊ~Ã[ÁOÄbÊ~ÒÝÉ~Ä�ÒKÀ[ÈMÅ

I
Î
IV
�

¨=ÑJÊ�ª�ÀwÒ¼Ã[Ñ~Ä�ÃwÄ��9ÑJÈ~ÀUØMÃ[ÓbÅ^Áb½MÀ[ÉJÊJË³È~À��wÇF½~ÙFÓbÅ^ÓOÄbÁ~ÐFÕºÄbÓOÄbÈJÂ�Íe�bÇFØMÀ[Ó9Ê~Ã[Ñ~Ä^½~Ù��XÄbÁÆÅ^É�ÉJÊ���À��[�4½~Ë@Õ
Å
���
ØMÄbÍ�Ê��%¿~À[Ó�Â�È~À���Ä��^½¶ÅbÃ[ÓOÀ[Í

I
Î
IV
ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò�Å^Ë�¿MÅbÃ[Ó�Ù Ñ
½MÄ�Ã[ÕºÄ�Ã[Ó�Ê¼ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ

θ0, ϕ0
ÈMÅ
���bÊJÁÆÅbÀ[ÓOÃ`ËeÐ

ÑJÇºÓOÀwÒéÑJÈ~ÄbÁOÀUØMÀ[ÉJÊJË*Å^ÉMÅF½~ÊJÓ�ÊJ¿~ÀwÃ[ÕJÊ&��Ê�¿JÊ~ÃU½MÀ[ÉJÉJÂ���ÈMÅbÃ[¿~À[ÓOÄbÁ~Ð^ÉMÅ9ÈÆËºØ Ä��^½¶ÅbÃ[ÓOÀ[Í��X�4½~Ë³ÓOÄb¿~À[Õ
(θ0, ϕ0)Õ
Å
��ØMÄbÍ6Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê�Ð�ÁéÃ[ÁOÄb¾ Äb¿~À[È~ÀUØ~Ù~Ð�Á�ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~ÒKÄbÍà¿MÅbÃ[Ó�Ê/Ñ
½MÄ�Ã[ÕºÄ�Ã[Ó�ÊàÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ

α, β
Á�Â¨ØMÀU½~Ë1�

¾�ÓOÃ`Ë�Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê¼Ã�ÈMÅ
�[½~ÊJ¿JÉJÂ9Ò®Ê¼ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJËJÒ®Ê�ÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊJÁOÄ�Ã[Ó�ÊéÊBÉ~À[ÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊJÁOÄ�Ã[Ó�Ê¼Ñ~À[È~Ò�Å^É~À[ÉJÓ�ÉJÂ���Á�ÈMÅ��
Ô�À[ÉJÊJÍ���Ì«Ó�Ê:ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJË½�FÅ^ÑJÊ~Ã[Â�ÁÆÅ^¾�ÓOÃ`Ë Á Á�Ê
ØMÀ³É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�Á~ÐeÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½~Ë
¾�Ô�Ê&�éØ~ÊMÅ^ÑMÅ
�XÄbÉ Ê��XÒKÀ[É~À[ÉJÊJË
ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�ÈMÅ

σ2
« Á@ÑJÈ~ÀUØMÀU½¶Å���ÊJÉJÓOÀ[ÈJÁÆÅF½MÄbÁ4Ê��H«�[~� �w�¹Ã��wÈMÅ^ÉJÊ�¢MÅbÒ®Ê^¿¸Õ%ÇºÉJÕ�¢JÊJËJÒ®Ê�¿~À[Ó�Â�È~À���ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó��

È~ÄbÁ
θ0, ϕ0, α, β

�b�4½~Ë ÓOÄb¿~À[Õ
(θ0, ϕ0)

Á4ÑJÈ~ÀUØMÀU½¶Å��*ÄwØ~É~ÄbÍ�Ê*ÓOÄbÍa��À9Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê�Ñ
½MÄ�Ã[ÕºÄ�Ã[Ó�Ê ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ
θ0, ϕ0

ÇºÕ
Å
�FÅ^ÉJÉ~Ä�À=ÈMÅ
���bÊ~À[ÉJÊ~À9Ñ
½MÄ�Ã[ÕºÄ�Ã[Ó�ÊBÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ
α, β

Õ
Åw¿~ÀwÃ[Ó�ÁOÀ[ÉJÉ~Ä�ÄwØ~ÊJÉMÅ^ÕºÄbÁOÄJÐºÑJÈJÊ�Ñ~À[È~À��ÆÄwØMÀ
Õ�Ø~ÈJÇ1�wÊ~ÒÝÄ��^½¶ÅbÃ[ÓFËJÒ¯¿ ÒKÀ[ÉJËJÀ[ÓOÃ`Ëe�


.��æçÜxÞàß+á�ß�Ü�åe��ë��ÝéxÞ*ý^Üx����� éxÞàß�Ü��eåe���xÜxÞàß#�

°®ÅbÃwÃwÒKÄbÓ�ÈJÊ~Ò6Ò�Å^Ó�ÈJÊ�¢JÇ ÕºÄ�´�ÕHÕ%Ê�¢JÊ~À[ÉJÓOÄbÁ³ÕJÁÆÅFØ~ÈMÅ^Ó�ÊJ¿JÉ~ÄbÍ©Õ4ÄbÈ~Ò®Â
H2
ÐOÄbÑJÊ~ÃXÅ^ÉJÉ~ÄbÍ�Á�ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À��

ÉJÊJË1�¾«ì�
� �wUÐà«ì�
� W�U�(��À.�`½¶Å^Á�ÉJÂ9À%Ø~ÊMÅ
�XÄbÉMÅF½~Ù�ÉJÂ9À³Ò®ÊJÉ~ÄbÈJÂúÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½~Ë
¾�ÓOÃ`Ë¼Á�Â�ÈMÅ
��À[ÉJÊJËJÒ®Ê

∆1 =
(α cos2 ϕ0 + sin2 ϕ0) cos2 θ0 + β sin2 θ0

sin2 θ0

> 0,

∆2 =
α cos2 θ0 + β sin2 θ0(α sin2 ϕ0 + cos2 ϕ0)

sin2 θ0

> 0,
«ì�
� 	�

∆3 =
m1σ2 +m0

α(β − 1) sin θ0 cos θ0 sinϕ0
, ∆4 =

n2σ
2
2 + n1σ2 + n0

α(β − 1) sin2 θ0 cos2 θ0 sin2 ϕ0

,

m1 = −(α− 1)β sin θ0 sin3 ϕ0[α(β sin2 θ0 + cos2 θ0) +

+ 3(α − 1)β sin2 θ0 cos2 ϕ0],
«ì�
� �w

m0 = cos θ0[−α(β − α)(β sin2 θ0 + cos2 θ0)− αβ(α − 1) cos2 ϕ0 +

+ 3(α − 1)2β2 sin2 θ0 sin2 ϕ0 cos2 ϕ0],
n2 = (α− 1)β sin4 θ0 sin4 ϕ0n21, n1 = sin θ0 cos θ0 sinϕ0n11,

n0 = (β − α) cos4 θ0n01,
«ì�
� �w

n21 = α(4β − 3)− 3(α− 1)β sin2 θ0 sin2 ϕ0 − 3(β − α) sin2 θ0,

n11 = αβ(α − 1)− (α− 1)β[α + 3(α − 1)β] sin2 θ0 sin2 ϕ0 +

+ (β − α)[αβ + 3(β − α)] sin2 θ0 +

+ 3 sin4 θ0[β2(α− 1)2 sin4 ϕ0 − (β − α)2],

n01 = α− 3(α− 1)β sin2 θ0 sin2 ϕ0 − 3(β − α) sin2 θ0.

Ï@ÈJÊ¼Á�Â�¿JÊ~ÃU½MÀ[ÉJÊJÊéÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉ
∆i
Çº¿JÓOÀ[ÉJÂ ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊJË¾«ì�
� �wU�

®S�#Õ4ÄbÈ~Ò®ÇF½h«ì�
� 	�¶Ê4ÕJÈJÊJÓOÀ[ÈJÊJË ¶ Ê
½~Ù�ÁOÀwÃ[Ó�ÈMÅ=ÃU½MÀUØ~ÇOÀ[Ó^ÐX¿JÓOÄ¨ØMÄ�Ã[ÓbÅ^ÓOÄb¿JÉJÂ9À«ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJË%ÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊJÁOÄ�Ã[Ó�Ê
Ñ~À[È~Ò�Å^É~À[ÉJÓ�ÉJÂ��¼Á�ÈMÅ^Ô�À[ÉJÊJÍÖ�FÅFØ¶Å^¾�ÓOÃ`Ë¼Ã[Ê~Ã[ÓOÀwÒKÄbÍ¼Ø~Á�ÇA�BÉ~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�Á

cos θ0 sinϕ0(m1σ2 +m0) > 0, f1(σ2) = n2σ
2
2 + n1σ2 + n0 > 0.

«ì�
� [1

\^]#_a`^\^]�b^\^cedgfh`^\^cjik`^l^cam*nAo1o1p(mXq�r�s�m�tku(m�vwrxu&s1y
z�u&y1s



u1í1í |'}
~H}��e�
�X�w���h�w�A�

®S�=Á�Â�ÈMÅ
��À[ÉJÊJË*ØJ½~Ë
m1
Áh«ì�
� �w®Ê�ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJÍO«�[~� 	�®Ñ~Ä^½~Çº¿JÊ~Ò�ÐO¿JÓOÄ4Á³Ä��^½¶ÅbÃ[ÓFË1�

I, III, IV
Ñ~À[ÈJÁOÄ�À

É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁOÄO«ì�
� [1¨Ã[ÁOÄwØ~ÊJÓOÃ`Ë¼Õ¼ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊJ¾

σ2 > σ̂2, σ̂2 = −m0
m1

,
«ì�
� �w

Å�Á*Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê
II
¿(Õ¼ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊJ¾

σ2 < σ̂2.
«ì�
� �w

°®ÅbÃwÃwÒKÄbÓ�ÈJÊ~Ò È~À�ª�À[ÉJÊ~À Á�ÓOÄbÈ~Ä��XÄ:É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁÆÅ�«ì�
� [1U� � ÅbÒKÀ[Ó�Ê~Ò�Ð�¿JÓOÄ:Ã[ÓbÅ^È�ª�ÊJÍ6ÕºÄ�´�ÕHÕ%Ê�¢JÊ~À[ÉJÓ
n2
ÕJÁÆÅFØ~ÈMÅ^Ó�É~Ä��XÄ Ó�È~À��
¿
½MÀ[ÉMÅ

f1(σ2)
ÃwÄ��
ÈMÅ^ÉJËJÀ[Ó Ñ~Ä�Ã[ÓOÄXË
ÉJÉJÂ�ÍÑ�wÉMÅ^Õ��«��À[Í~Ã[Ó�Á�ÊJÓOÀU½~Ù�É~ÄJÐ�ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁOÄ

n21 = 0
ÈMÅ^Á�É~Ä�Ã[Ê
½~Ù�É~Ä ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊJ¾

α =
3β sin2 θ0 cos2 ϕ0

3β sin2 θ0 cos2 ϕ0 + 3(β − 1) cos2 θ0 + β
< 1,

ÑJÈ~ÄbÓ�ÊJÁOÄbÈ~À[¿MÅ^Ô�ÀwÒ®Ç/ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJ¾
α > 1

�àÀ>ÓbÅ^Õ/Õ
Å^ÕàÑJÈJÊàÒ�ÅF½~Â��µ�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJË1�
sin2 θ0

Ê
sin2 ϕ0

Ê�ÑJÈJÊ
β > 1

Ê~ÒKÀwÀwÒ
n21 > 0

ÐOÓOÄ4Ê ØJ½~Ë*ÁOÃwÀ�� ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â��
θ0, ϕ0, α, β

Á³Ä��^½¶ÅbÃ[ÓFË1�
I
Î
IV
Ñ~Ä^½~Çº¿JÊ~Ò

n2 > 0
�

®%ÃwÃU½MÀUØ~ÇOÀwÒ Ã[ÁOÄ���ÄwØ~ÉJÂ�Í ¿
½MÀ[É
n0
�à¤�Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê/ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â��¡�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJÍ ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ

α, β
ÑJÈJÊ

½~¾S�bÂ��
θ0, ϕ0

Ê~ÒKÀwÀ[ÓOÃ`Ë¼ÕJÈJÊJÁÆÅ^Ë
n01 = 0

��¨=ÉMÅ�Ñ~À[È~ÀwÃwÀ[Õ
ÅbÀ[Óh�wÈMÅ^ÉJÊ�¢JÇ
α = 1

Á ÓOÄb¿JÕºÀ

β =
3 sin2 θ0 + 1

3 sin2 θ0

> 1

Ê�ÄwØ~ÉJÇ4Ê��#�wÈMÅ^ÉJÊJ¿JÉJÂ���ÕJÈJÊJÁ�Â��
β = α

Ê
½~Ê
β = α/(α−1)

ÐbÃwÄ�ÄbÓ�ÁOÀ[ÓOÃ[Ó�ÁOÀ[ÉJÉ~ÄJÐbÁ=ÓOÄb¿JÕ
Å���Ã±Å���Ã�¢JÊ~ÃwÃXÅbÒ®Ê
α = α1

Ê
½~Ê
α = α2

Ð&�`ØMÀ

α1 =
3 sin2 θ0 sin2 ϕ0 + 1

3 sin2 θ0 sin2 ϕ0

> 1, α2 =
3 sin2 θ0 cos2 ϕ0 + 3 sin2 θ0 + 1

3 sin2 θ0 cos2 ϕ0 + 1
> 1.

«ì�
� W�

Ô�Å^ÕÝÕ
Å^ÕÝÁ�ÈMÅbÃwÃwÒ�Å^Ó�ÈJÊJÁÆÅbÀwÒKÄbÍ Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê
α < 2

ÐKÓOÄ Ñ~À[ÈJÁ�Çº¾ Ê���ÇºÕ
Å
�FÅ^ÉJÉJÂ��k�wÈMÅ^ÉJÊ�¢ÝÕJÈJÊJÁÆÅ^Ë
n01 = 0

ÒKÄ���À[Ó Ñ~À[È~ÀwÃwÀ[¿JÙ*ÑJÈJÊ¼Á�Â�Ñ~Ä^½~É~À[ÉJÊJÊéÇOÃU½MÄbÁ�ÊJË
α1 < 2

Ð~Ã[ÁOÄwØ~Ë
Ô�À��XÄ�Ã`ËéÕ�É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�Á�Ç

sin2 θ0 sin2 ϕ0 >
1
3
,

«ì�
� �w

Å=Á�ÓOÄbÈJÇº¾k¿ ÑJÈJÊ�Á�Â�Ñ~Ä^½~É~À[ÉJÊJÊ*ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJË
α2 < 2

Ð^ÈMÅ^Á�É~Ä�Ã[Ê
½~Ù�É~Ä��XÄ%ÓOÄ�Ò®Çj��À±É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�Á�ÇOÐ�Á@ÕºÄbÓOÄbÈ~Ä�Ò
�wÉMÅ^Õ¼Ê��XÒKÀ[É~À[ÉéÉMÅ�ÑJÈ~ÄbÓ�ÊJÁOÄbÑ~Ä^½MÄ�� ÉJÂ�Í��

¤±Ê
Ø�ÕJÈJÊJÁOÄbÍ
n01 = 0

Á�ÉJÇºÓ�ÈJÊ ÈMÅbÃwÃwÒ�Å^Ó�ÈJÊJÁÆÅbÀwÒKÄbÍ6Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�ÊµÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ
α, β

« ÑJÈJÊµÕ%ÊJÕºÃ[ÊJÈ~Ä
�
ÁÆÅ^ÉJÉJÂ��Ö�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJË1�éÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉ

θ0, ϕ0
¨Ñ~Ä^½~Çº¿~À[É:ÑJÈJÊ:Ñ~Ä�ÒKÄbÔ�Ê:ÈMÅbÃ[¿~À[ÓbÅ*ÉMÅ*ÕºÄ�Ò®ÑJÙ�¾�ÓOÀ[È~À���°�À��wÇF½~ÙFÓbÅ^Ó

ÑJÈ~ÄbÊ
½J½~¾@Ã[Ó�ÈJÊJÈ~ÄbÁÆÅ^É/ÉJÊ���À�ÈJÊ~Ã[ÇºÉJÕºÄ�Òþ�
ÐçÄbÓ�É~Ä�Ã`Ë
Ô�Ê~ÒKÃ`Ë�Õ����� ó������
II
�ç�@ÈJÊJÁÆÅ^Ë

η1
« ÈJÊ~Ã���� ó UÐX�FÅ��

Ø¶Å^ÁÆÅbÀwÒ�Å^Ë¼ÇºÈMÅ^Á�É~À[ÉJÊ~ÀwÒ
sin θ0 sinϕ0 = 1√

3
,

«ì�
� ¥w

ÈMÅ
�[ØMÀU½~ËJÀ[ÓéÑ
½MÄ�Ã[ÕºÄ�Ã[Ó�ÙéÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ
θ0, ϕ0

ÉMÅ�Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Êü	�Ê¾�
�M�4½~ËµÓOÄb¿~À[Õ
(θ0, ϕ0)

Ê��*Ä��^½¶ÅbÃ[ÓOÀ[Íô	
Êµ�*ÕJÈJÊJÁÆÅ^Ë

n01 = 0
«�Ä���Ä��wÉMÅw¿~À[ÉJÉMÅ^Ëµ¿~À[È~À��

ζ2
9Ñ~ÄbÕ
Å
�FÅ^ÉMÅ
ÐeÃwÄ�ÄbÓ�ÁOÀ[ÓOÃ[Ó�ÁOÀ[ÉJÉ~ÄJÐeÉMÅ�ÈJÊ~Ã��e���³Ê:ÈJÊ~Ã��e���

Á%ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~ÒKÄbÍ�¿MÅbÃ[Ó�Ê*Ñ
½MÄ�Ã[ÕºÄ�Ã[Ó�Ê ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ
α, β

�w¤6Ä��^½¶ÅbÃ[ÓFË1�
κ1
Ê
κ2
ÉMÅS´wÓ�Ê&��ÈJÊ~Ã[ÇºÉJÕ
Å��*Ê~ÒKÀwÀwÒ�Ð

ÃwÄ�ÄbÓ�ÁOÀ[ÓOÃ[Ó�ÁOÀ[ÉJÉ~ÄJÐ
n01 > 0

Ê
n01 < 0

�
°®ÅbÃwÃwÒKÄbÓ�ÈJÊ~Ò Ø~Ê~Ã[ÕJÈJÊ~Ò®ÊJÉMÅ^ÉJÓ

d1 = n2
1 − 4n2n0

ÕJÁÆÅFØ~ÈMÅ^Ó�É~Ä��XÄ�Ó�È~À��
¿
½MÀ[ÉMÅµÁ�«ì�
� [1U�#°®ÅbÃ[¿~À[Ó�Â
Ñ~ÄbÕ
Å
�wÂ�ÁÆÅ^¾�Ó^Ð�¿JÓOÄàÁàØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~ÒKÄbÍþ¿MÅbÃ[Ó�Ê Ñ
½MÄ�Ã[ÕºÄ�Ã[Ó�ÊþÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ

α, β
Ð¨Á�Õ
½~¾�¿MÅ^ËôÁOÃwÀ½�wÈMÅ^ÉJÊ�¢JÂ4Ð

\^]#_a`^\^]�b^\^cedgfh`^\^cjik`^l^cam$nAo1o1p(m�q�r�s�m�tku(mXvwr'u&s1y
z�u&y1s



|�Á²Â&���h�wÃ�Ä�Å��A�w���hÅ¯Æ�Ç�È�Éj�AÊ�Ç�Ê��hÊ�Ë�Ì¡�
È1�AÍ©Ç�Ê�Å�Ã�ÎÏ�h�AÂ(Ð�Ç u1í&y

Ø~Ê~Ã[ÕJÈJÊ~Ò®ÊJÉMÅ^ÉJÓ
d1
Ã[Ó�È~Ä��XÄ¼Ñ~Ä^½MÄ�� ÊJÓOÀU½MÀ[É ÑJÈJÊ/ÁOÃwÀ��

θ0, ϕ0
�à®%Ã[Õ
½~¾�¿~À[ÉJÊ~À ÃwÄ�Ã[ÓbÅ^Áb½~ËJÀ[ÓµÀUØ~ÊJÉ~Ã[Ó�ÁOÀ[É&�

ÉMÅ^Ë ÓOÄb¿JÕ
Å
α = α1

« ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉMÅ
α1
ÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½MÀ[ÉMÅ�Á�«ì�
� W���ÉMÅ½�wÈMÅ^ÉJÊJ¿JÉ~ÄbÍüÕJÈJÊJÁOÄbÍ

β = α
Ð!�`ØMÀ

d1Ä��bÈMÅ^Ô ÅbÀ[ÓOÃ`Ë�Á�ÉJÇF½~Ù~ÐeÊ~ÒKÀ[Ë Á¬´wÓOÄbÍµÓOÄb¿JÕºÀ Ø~ÁOÄbÍJÉ~ÄbÍ�ÕºÄbÈ~À[ÉJÙ~�àÔ�Å^ÕJÊ~Ò Ä��bÈMÅ
�XÄ�Ò�ÐeÕJÁÆÅFØ~ÈMÅ^Ó�ÉJÂ�Í/Ó�È~À��1�
¿
½MÀ[É

f1(σ2)
Á×«ì�
� [1�ÁOÃwÀ��`Ø¶Å�Ê~ÒKÀwÀ[Ó/Ø~ÁÆÅµÁOÀ[Ô�ÀwÃ[Ó�ÁOÀ[ÉJÉJÂ��ÝÕºÄbÈJÉJËe��¨?��Ä��wÉMÅw¿JÊ~Ò>Ê&� ¿~À[È~À��

σ∗2
Ê
σ∗∗2«

σ∗2 < σ∗∗2
U�

�4Å^Í
ØMÀwÒôÑ~Ä^½MÄ���À[ÉJÊ~À�´wÓ�Ê&�éÕºÄbÈJÉ~À[Í�ÄbÓ�É~Ä�Ã[ÊJÓOÀU½~Ù�É~Äh�wÈMÅ^ÉJÊJ¿JÉJÂ��½�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJÍ
σ′2
Ê
σ′′2
ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�ÈMÅ

σ2
ÐJÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½MÀ[ÉJÉJÂ��éÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊJËJÒ®Ê�«�[~� �wU�(¤ Ä��^½¶ÅbÃ[ÓFË1�

I
Ê
III

Á�Â�¿JÊ~ÃU½~Ê~Ò

f1(σ′2) = α(β − 1)(β − α) sin2 θ0 cos2 θ0 sin2 ϕ0 cos2 ϕ0 f11,

f11 = 3β(α sin2 ϕ0 + cos2 ϕ0) sin2 θ0 + 3α cos2 θ0 − 4β.

°®ÅbÃ[¿~À[Ó�Â Ñ~ÄbÕ
Å
�wÂ�ÁÆÅ^¾�Ó^Ð±¿JÓOÄ�ÁµØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~ÒKÄbÍ ¿MÅbÃ[Ó�ÊüÑ
½MÄ�Ã[ÕºÄ�Ã[Ó�Ê ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ
α, β

ÒKÄ���À[Ó Ã[ÇA�
Ô�ÀwÃ[Ó�ÁOÄbÁÆÅ^Ó�ÙµÕJÈJÊJÁÆÅ^Ë

f11 = 0
�!��ÃU½~Ê�´wÓbÅ:ÕJÈJÊJÁÆÅ^Ë6Ã[ÇºÔ�ÀwÃ[Ó�Á�ÇOÀ[Ó^Ð�ÄbÉMÅéÑ~À[È~ÀwÃwÀ[Õ
ÅbÀ[Óµ�wÈMÅ^ÉJÊ�¢JÂ

β = αÊ
β = α/(α − 1)

ÁBÓOÄb¿JÕ
Å���Ã*Å���Ã�¢JÊ~ÃwÃXÅbÒ®Ê
α = α1

Ê
α = α3

ÃwÄ�ÄbÓ�ÁOÀ[ÓOÃ[Ó�ÁOÀ[ÉJÉ~ÄJÐ*�`ØMÀ ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉMÅ
α1ÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½MÀ[ÉMÅ Á½«ì�
� W�UÐMÅ

α3 =
3 sin2 θ0 sin2 ϕ0 + 4 cos2 θ0 + 1

3(sin2 θ0 sin2 ϕ0 + cos2 θ0)
> 1.

��ÃU½MÄbÁ�ÊJËJÒ®ÊµÃ[ÇºÔ�ÀwÃ[Ó�ÁOÄbÁÆÅ^ÉJÊJË:Á�ÈMÅbÃwÃwÒ�Å^Ó�ÈJÊJÁÆÅbÀwÒKÄbÍ�Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê ÕJÈJÊJÁOÄbÍ
f11 = 0

Ë
Áb½~Ë
¾�ÓOÃ`ËéÉ~À[ÈMÅ��
ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁÆÅ

α1 < 2
Ê
α3 < 2

�e�4Å^Õ Ñ~À[ÈJÁOÄ�À¬« ¿JÓOÄBÇ1��À^�bÂ¨½MÄ Ñ~ÄbÕ
Å
�FÅ^É~Ä�Á�Â�ª�À�UÐçÓbÅ^ÕµÊ Á�ÓOÄbÈ~Ä�À�Ê�� ÉJÊ&�
´wÕJÁ�ÊJÁÆÅF½MÀ[ÉJÓ�É~Ä ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊJ¾ «ì�
� �wU�

�4Å�ÈJÊ~Ã���� ó Ð¹ÄbÓ�É~Ä�Ã`Ë
Ô�ÀwÒKÃ`Ë/Õ����� ó������
I
Ð�ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJ¾ «ì�
� �w@ÇFØMÄbÁb½MÀ[Ó�ÁOÄbÈÆË
¾�Ó:ÓOÄb¿JÕJÊ

(θ0, ϕ0)
Ê��

Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Êî	 ÃF�wÈMÅ^ÉJÊ�¢~À[Í
η1
Ð¹ÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½MÀ[ÉJÉ~ÄbÍ Á¯«ì�
� ¥wU��¨=Ó�ÁOÀ[¿MÅ^¾�Ô Å^Ë/ÓOÄb¿JÕ
ÅbÒ ´wÓOÄbÍ Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê6ÕJÈJÊJÁÆÅ^Ë

f11 = 0
« ÈJÊ~Ã��A����UÐÆÄ���Ä��wÉMÅw¿~À[ÉJÉMÅ^Ë�¿~À[È~À��

ζ1
Ð�ÈMÅ
���bÊJÁÆÅbÀ[Ó³Ñ
½MÄ�Ã[ÕºÄ�Ã[Ó�Ù�ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ

α, β
ÉMÅ%Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê

κ1Ê
κ2
�(¤ Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê

κ2
Ð��`ØMÀ

f11 < 0
ÐJÊ~ÒKÀwÀwÒ

σ∗2 < σ′2 < σ∗∗2
ÐJÊ¼È~À�ª�À[ÉJÊ~ÀwÒÝÕJÁÆÅFØ~ÈMÅ^Ó�É~Ä��XÄ�É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁÆÅ

Á½«ì�
� [1UÐ~Ã@Çº¿~À[ÓOÄ�Ò Ñ~À[ÈJÁOÄ��XÄ ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJË¡«�[~� �wUÐJË
Áb½~ËJÀ[ÓOÃ`Ë�ÊJÉJÓOÀ[ÈJÁÆÅF½

σ2 > σ∗∗2 .
«ì�
� 	�Yw

p

j0

p/2
p/2

q0 p

b

k2

z1

k1

a

h1

2

1

1
1 2

à á

ö*÷Aø�ù��
¤úÄ��^½¶ÅbÃ[Ó�Êµ��À

κ1
ÐX�`ØMÀ

f11 > 0
ÐçÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉMÅ

σ′2
½MÀ�� ÊJÓ�Á�É~À�ÄbÓ�È~À��wÕ
Å

[σ∗2 ;σ∗∗2 ]
�çÏ@ÈJÊ³´wÓOÄ�Ò�ÐçÕ
Å^Õ

Ñ~ÄbÕ
Å
�wÂ�ÁÆÅ^¾�Ó ÈMÅbÃ[¿~À[Ó�Â4Ð�ÁÖ´wÓOÄbÍ6Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�ÊàÁOÃwÀ��`Ø¶Å:Ã[ÑJÈMÅ^ÁOÀUØJ½~ÊJÁOÄ ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊ~À
σ′2 > σ∗∗2

�¹Ï%Ä�´wÓOÄ�Ò®Ç
ÈMÅbÃwÃwÒ�Å^Ó�ÈJÊJÁÆÅbÀwÒKÄ�À@É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁOÄ³Á�Â�Ñ~Ä^½~ÉJËJÀ[ÓOÃ`Ë ÑJÈJÊ�ÁOÃwÀ�� ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â��

σ2
ÐOÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½~ËJÀwÒ®Â���Ñ~À[ÈJÁ�Â9Ò

É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁOÄ�Ò¸«�[~� �wU�
�4½~Ë ÓOÄb¿~À[Õ

(θ0, ϕ0)
Ê��=Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê©��ÉMÅ@ÈJÊ~Ã��A� ó ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉMÅ

f11
ÃwÄ��
ÈMÅ^ÉJËJÀ[Ó³Ñ~Ä�Ã[ÓOÄXË
ÉJÉJÂ�Íh�wÉMÅ^Õ½«�ÄbÓ��

ÈJÊ�¢MÅ^ÓOÀU½~Ù�ÉJÂ�ÍX�ÑJÈJÊ*ÁOÃwÀ���ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â��
α
Ê
β
Ð�Ñ~Ä�´wÓOÄ�Ò®Ç Á�Â�Ñ~Ä^½~ÉJËJÀ[ÓOÃ`Ë ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊ~À

σ∗2 <σ
′
2 <σ

∗∗
2

Ð
Ê¼Á�ÓOÄbÈ~Ä�À%É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁOÄ½«ì�
� [1±ÇFØMÄbÁb½MÀ[Ó�ÁOÄbÈÆËJÀ[ÓOÃ`ËéÑJÈJÊ¼ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJÊ�«ì�
� 	�YwU�

\^]#_a`^\^]�b^\^cedgfh`^\^cjik`^l^cam*nAo1o1p(mXq�r�s�m�tku(m�vwrxu&s1y
z�u&y1s



u1í1{ |'}
~H}��e�
�X�w���h�w�A�

а в

0 q0

б

b

1

p/2

p/2

h1
j0

2
k2

k1 z2

1
1 a 2

k2

k1

z2

ö*÷Aø�ù��
°KÊ~Ã��à[:ÃwÄ�ÄbÓ�ÁOÀ[ÓOÃ[Ó�Á�ÇOÀ[Ó����� ó������

III
�àÔ¹Äb¿JÕ
ÅbÒ

(θ0, ϕ0)
Ê��BÄ��^½¶ÅbÃ[ÓOÀ[Í 	*Ê���ÉMÅ¼ÈJÊ~Ã��*[ ó ÄbÓ�ÁOÀ��

¿MÅ^¾�ÓBÈJÊ~Ã��X[ �4Ê ÈJÊ~Ã��X[!�bÐ¶ÉMÅ*ÕºÄbÓOÄbÈJÂ�� ÑJÈ~ÀUØMÃ[ÓbÅ^Áb½MÀ[ÉJÂ ÈMÅ
�[½~ÊJ¿JÉJÂ9À ÈMÅ
���bÊ~À[ÉJÊJËéØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~ÒKÄbÍ�¿MÅbÃ[Ó�Ê
Ñ
½MÄ�Ã[ÕºÄ�Ã[Ó�Ê:ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ

α
Ê
β
�(±eÈMÅ^ÉJÊ�¢MÅbÒ®Ê:Ä��^½¶ÅbÃ[ÓOÀ[Í:ÃU½~Ç1��Å^Ó�ÕJÈJÊJÁ�Â9À

ζ2
«
n01 = 0

UÐ
ζ1
«
f11 = 0


ÉMÅ�ÈJÊ~Ã���[ �@Ê¼ÕJÈJÊJÁÆÅ^Ë

ζ2
ÉMÅ�ÈJÊ~Ã��([!�b�(¤ Ä��^½¶ÅbÃ[ÓFË1�

κ2
ÉMÅ�ÈJÊ~Ã���[ �@Ê¼ÈJÊ~Ã���[!�@Ê~ÒKÀwÀwÒ

n0 < 0
Ð
f11 < 0

Ð
Ñ~Ä�´wÓOÄ�Ò®Ç/Á�Â�Ñ~Ä^½~ÉJËJÀ[ÓOÃ`Ë ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊ~À

σ∗2 < 0 < σ′2 < σ∗∗2
Ð¹Ê/Á�ÓOÄbÈ~Ä�À É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁOÄk«ì�
� [1%ÉMÅ¼ÊJÉ&�

ÓOÀ[ÈJÁÆÅF½MÀ�ÐMÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½~ËJÀwÒKÄ�ÒÝÓ�È~À[Ó�Ù�Ê~ÒÝÇOÃU½MÄbÁ�Ê~ÀwÒ «�[~� �wUÐJÉ~À%ÇFØMÄbÁb½MÀ[Ó�ÁOÄbÈÆËJÀ[ÓOÃ`Ëe�X¤ Ä��^½¶ÅbÃ[ÓFË1�
κ1 n0 > 0

Ð
n1 < 0

Ê
f11 < 0

Ð®Ñ~Ä�´wÓOÄ�Ò®Ç Ã[ÑJÈMÅ^ÁOÀUØJ½~ÊJÁÆÅµÄ�¢~À[ÉJÕ
Å
0 < σ∗2 < σ′2 < σ∗∗2

Ð®Ê È~À�ª�À[ÉJÊ~ÀwÒ Á�ÓOÄbÈ~Ä��XÄ
É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁÆÅ½«ì�
� [1±ÉMÅ�ÇºÕ
Å
�FÅ^ÉJÉ~Ä�ÒÝÊJÉJÓOÀ[ÈJÁÆÅF½MÀ³ÃU½~Ç1� ÊJÓ*ÑJÈ~Ä�ÒKÀ�� ÇºÓOÄbÕ

0 < σ2 < σ∗2.
«ì�
� 	�	�

а в

q0

б

b

1

p/2

p

h1
j0

2

1
1 a 2

k1

z1

k3

k2

k2

z2

z2

k1

p/2
0

ö*÷Aø�ù#"
�4Å^ÕºÄbÉ~À�¢�ÐeÁ�Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê

κ3
ÉMÅ ÈJÊ~Ã��X[ �³Ê~ÒKÀwÀwÒ

n0 < 0
Ð
f11 > 0

Ê�ÐX�wÉMÅw¿JÊJÓ^Ð
σ∗2 < 0 < σ∗∗2 < σ′2

Ð
Ñ~Ä�´wÓOÄ�Ò®ÇBÈ~À�ª�À[ÉJÊ~À%ÈMÅbÃwÃwÒ�Å^Ó�ÈJÊJÁÆÅbÀwÒKÄ��XÄ É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁÆÅ^�FÅ^ÑJÊ~Ã[Â�ÁÆÅbÀ[ÓOÃ`ËéÁ Á�Ê
ØMÀ

σ∗∗2 < σ2 < σ′2.
«ì�
� 	��w

°®ÅbÃwÃwÒKÄbÓ�ÈJÊ~ÒüÓOÀ[Ñ~À[ÈJÙ�Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê
II
Ê
IV
���%À[Ó�ÈJÇFØ~É~Ä*ÑJÈ~ÄbÁOÀ[ÈJÊJÓ�Ù~Ð~¿JÓOÄ

f1(σ′′2 ) = αβ(α− 1)(β − 1) sin2 θ0 cos2 θ0 sin2 ϕ0∆2 > 0,

�`ØMÀ%ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉMÅ
∆2
ÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½MÀ[ÉMÅ Á*ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊJË1�¾«ì�
� 	�U�

¤üÄbÑJÊ~ÃXÅ^ÉJÉJÂ��BÁ�Â�ª�À�Ä��^½¶ÅbÃ[ÓFË1�
κ1
ÉMÅ³ÈJÊ~Ã��
���9ÊBÈJÊ~Ã��
����«�ÄbÓ�É~Ä�Ã`Ë
Ô�Ê&�ÆÃ`ËBÕ$���� ó������

II
�Ê~ÒKÀwÀwÒ

n0 > 0
Ê
n1 > 0

ÐbÑ~Ä�´wÓOÄ�Ò®Ç�Ã[ÑJÈMÅ^ÁOÀUØJ½~ÊJÁÆÅ%Ä�¢~À[ÉJÕ
Å
σ∗2 < σ∗∗2 < 0 < σ′′2

Ê�Ð^ÓbÅ^ÕJÊ~Ò�Ä��bÈMÅ
�XÄ�Ò�Ð�È~À�ª�À[ÉJÊ~ÀwÒ
Á�ÓOÄbÈ~Ä��XÄ�É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁÆÅO«ì�
� [1�Ë
Áb½~ËJÀ[ÓOÃ`ËéÁOÀwÃ[Ù ÊJÉJÓOÀ[ÈJÁÆÅF½:ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â��Ö�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJÍ

σ2
ÐMÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½~ËJÀwÒ®Â�Í

Á�ÓOÄbÈJÂ9ÒüÇOÃU½MÄbÁ�Ê~ÀwÒ «�[~� �wU�X¤îÄ��^½¶ÅbÃ[ÓFË1�
κ2
ÉMÅ ÈJÊ~Ã��M���%Ê¼ÈJÊ~Ã��¶���

n0 < 0
ÐMÃU½MÀUØMÄbÁÆÅ^ÓOÀU½~Ù�É~ÄJÐ

σ∗2 < 0 <
< σ∗∗2 < σ′′2

Ð
Ê¼È~À�ª�À[ÉJÊ~À%Á�ÓOÄbÈ~Ä��XÄ É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁÆÅ½«ì�
� [1±Ê~ÒKÀwÀ[Ó*Á�Ê
Ø

σ∗∗2 < σ2 < σ′′2 .
«ì�
� 	X�w

\^]#_a`^\^]�b^\^cedgfh`^\^cjik`^l^cam$nAo1o1p(m�q�r�s�m�tku(mXvwr'u&s1y
z�u&y1s
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�4½~Ë4ÁOÃwÀ��%ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â��j�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJÍ
θ0, ϕ0, α, β

Ê��%���� ó������
IV
Á�Â�Ñ~Ä^½~ÉJËJÀ[ÓOÃ`Ë�ÇOÃU½MÄbÁ�Ê~À

σ′′2 >σ
∗∗
2

Ð
Ñ~Ä�´wÓOÄ�Ò®Ç ÈMÅbÃwÃwÒ�Å^Ó�ÈJÊJÁÆÅbÀwÒKÄ�À�É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁOÄ³ÇFØMÄbÁb½MÀ[Ó�ÁOÄbÈÆËJÀ[ÓOÃ`Ë ÑJÈJÊ*ÁOÃwÀ���ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â��F�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJË1�

σ2
Ð

ÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½~ËJÀwÒ®Â��¼¿~À[Ó�ÁOÀ[ÈJÓ�Â9ÒÝÇOÃU½MÄbÁ�Ê~ÀwÒ «�[~� �wU�
¶ ÄbÑ~Ä�Ã[ÓbÅ^Áb½~Ë
ËÝÓOÀ[Ñ~À[ÈJÙ�ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJË�«�[~� �wUÐKÈ~À�ª�À[ÉJÊ~Àµ«ì�
� �w�Ê
½~Ê�«ì�
� �w�Ñ~À[ÈJÁOÄ��XÄµÉ~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁÆÅ�«ì�
� [1

Ê³ÉMÅ^Í
ØMÀ[ÉJÉJÂ9À«È~À�ª�À[ÉJÊJË4Á�ÓOÄbÈ~Ä��XÄ=É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁÆÅ
Ð^Ñ~Ä^½~Çº¿JÊ~ÒéÃU½MÀUØ~Çº¾�Ô�Ê~À�Á�Â�ÁOÄwØ~Â Ä�ÈMÅbÃwÃwÒ�Å^Ó�ÈJÊJÁÆÅbÀwÒ®Â��
ØMÄ�Ã[ÓbÅ^ÓOÄb¿JÉJÂ��éÇOÃU½MÄbÁ�ÊJË1��ÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊJÁOÄ�Ã[Ó�ÊéÑ~À[È~Ò�Å^É~À[ÉJÓ�ÉJÂ��¼Á�ÈMÅ^Ô�À[ÉJÊJÍ��

& ��� ó�����'
I ( °®ÅbÃ[¿~À[Ó�ÂÝÑ~ÄbÕ
Å
�wÂ�ÁÆÅ^¾�Ó^Ð�¿JÓOÄ9ØJ½~Ë�ÓOÄb¿~À[Õ Ä��^½¶ÅbÃ[ÓOÀ[Í¼	«Ê κ1

ÉMÅ9ÈJÊ~Ã���� ó Ê ÈJÊ~Ã�������ÁOÃwÀ��
�`Ø¶Å

σ̂2 < σ′2
ÐbÑ~Ä�´wÓOÄ�Ò®Ç�ØMÄ�Ã[ÓbÅ^ÓOÄb¿JÉJÂ9À9ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJË Á�Â�Ñ~Ä^½~ÉJË
¾�ÓOÃ`Ë*ÑJÈJÊ*ÁOÃwÀ���ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â��^�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJË1�

σ2«
σ2 > σ′2

U�^�4½~Ë�ÓOÄb¿~À[Õ�Ä��^½¶ÅbÃ[ÓOÀ[Í:	¨Ê
κ2
ÐOÅ�ÓbÅ^Õ���À�ØJ½~Ë�ÓOÄb¿~À[Õ�Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê©��Ê ÁOÃwÀ���ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â��

α
Ê
βÁ�Â�Ñ~Ä^½~É~À[É~Ä³ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊ~À

σ̂2 < σ∗∗2
ÐbÑ~Ä�´wÓOÄ�Ò®Ç³ØMÄ�Ã[ÓbÅ^ÓOÄb¿JÉJÂ9À9ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJËÖ«ì�
� �w�ÊÖ«ì�
� 	�Ywà´wÕJÁ�ÊJÁÆÅF½MÀ[ÉJÓ�ÉJÂ

ÄwØ~É~Ä�Ò®Ç�ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJ¾ «ì�
� 	�YwU�
& ��� ó�����'

II ( �4½~Ë%ÓOÄb¿~À[Õ (α, β)
Ê��±Ä��^½¶ÅbÃ[ÓOÀ[Í

κ1
ÉMÅ¨ÈJÊ~Ã��^���KÊ4ÈJÊ~Ã��^���KÊ4ÁOÃwÀ��³ÃwÄ�ÄbÓ�ÁOÀ[ÓOÃ[Ó�Á�Çº¾�Ô�Ê&�

Ê~ÒÑ�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJÍ
θ0, ϕ0

Ê~ÒKÀwÀwÒ
σ̂2 < 0

ÒeØJ½~ËµÓOÄb¿~À[Õ¾��À�Ê���Ä��^½¶ÅbÃ[ÓOÀ[Í
κ2
Ê�ÁOÃwÀ��

θ0, ϕ0
½~Ê(��Ä

σ̂2 < 0
Ð

½~Ê(��Ä
σ̂2 > 0

Ð�É~Ä%ÑJÈJÊa´wÓOÄ�Ò
σ̂2 < σ∗∗2

ÐÆÅ?�wÉMÅw¿JÊJÓ^ÐÆÇOÃU½MÄbÁ�Ê~Àe«ì�
� �w®Ê É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁOÄ©«ì�
� 	X�w�É~ÀwÃwÄbÁOÒKÀwÃ[Ó�ÉJÂ4�
��Ä�Ã[ÓbÅ^ÓOÄb¿JÉJÂ9À³ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJË¡«ì�
� [1«É~À%Á�Â�Ñ~Ä^½~É~À[ÉJÂ4�

& ��� ó�����'
III ( ¤úÄ��^½¶ÅbÃ[ÓFË1� κ2

ÉMÅ�ÈJÊ~Ã���[ ØMÄ�Ã[ÓbÅ^ÓOÄb¿JÉJÂ9À ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJËµÉ~À�Á�Â�Ñ~Ä^½~ÉJË
¾�ÓOÃ`ËeÐeÓbÅ^ÕµÕ
Å^Õ
Á�ÓOÄbÈ~Ä�À±É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁOÄ^«ì�
� [1eÉ~À«Ê~ÒKÀwÀ[Ó�È~À�ª�À[ÉJÊJÍ�ÉJÊ³ÑJÈJÊ�Õ
Å^ÕJÊ&�

θ0, ϕ0
��¤�Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê

κ3
Ê~ÒKÀwÀwÒ

σ̂2 < σ∗∗2
Ð

Ê ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJËî«ì�
� �w*Êî«ì�
� 	��wF´wÕJÁ�ÊJÁÆÅF½MÀ[ÉJÓ�ÉJÂ ÄwØ~É~Ä�Ò®ÇôÉ~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�Á�Çg«ì�
� 	��wU��¤ Ä��^½¶ÅbÃ[ÓFË1�
κ1
ÁOÃwÀ��`Ø¶Å

σ̂2 > σ′2
ÐJÑ~Ä�´wÓOÄ�Ò®ÇBÇOÃU½MÄbÁ�ÊJË¾«ì�
� �wUÐà«ì�
� 	�	�±Ê¼Ó�È~À[Ó�ÙOÀ%É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁOÄ½«�[~� �w±É~ÀwÃwÄbÁOÒKÀwÃ[Ó�ÉJÂ4�

& ��� ó�����'
IV ( �%À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁOÄ©«ì�
� �w®Ê*¿~À[Ó�ÁOÀ[ÈJÓOÄ�À=ÇOÃU½MÄbÁ�Ê~Àe«�[~� �wUÐw�FÅFØ¶Å^¾�Ô�Ê~À�ØMÄ�Ã[ÓbÅ^ÓOÄb¿JÉJÂ9À�ÇOÃU½MÄ
�Á�ÊJËîÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊJÁOÄ�Ã[Ó�Ê�Ð=Á�Â�Ñ~Ä^½~ÉJË
¾�ÓOÃ`Ë ÑJÈJÊþÁOÃwÀ�� ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â��Ñ�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJË1�þÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ

θ0, ϕ0, α, βÊîÁOÃwÀ��
σ2

«
σ2 > σ′′2

UÐ¨ÓbÅ^ÕîÕ
Å^ÕîÁ ÈMÅbÃwÃwÒ�Å^Ó�ÈJÊJÁÆÅbÀwÒKÄbÍúÄ��^½¶ÅbÃ[Ó�ÊþÁOÃwÀ��`Ø¶Å
σ̂2 < σ′′2

��Ô�Å^ÕJÊ~Ò Ä��bÈMÅ��
�XÄ�Ò�ÐKÑ~À[È~Ò�Å^É~À[ÉJÓ�ÉJÂ9À¼Á�ÈMÅ^Ô�À[ÉJÊJË Ö×ÓbÅwÇFØMÀ¼ÁOÄbÕJÈJÇ1�BØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â��ÝÄ�ÃwÀ[Í�ÐKÑJÈ~Ä��ÆÄwØ~Ë
Ô�Ê&� ¿~À[È~À��¼ÓOÄb¿JÕJÊ
Ø~Ç1�wÊ

IV
ÐeÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊJÁ�Â4��Ì«ÓOÄbÓ:È~À��wÇF½~ÙFÓbÅ^Ó Ñ~Ä^½~Çº¿~À[É/ÈMÅ^É~ÀwÀ�Á:Ã[ÓbÅ^Ó�ÙOÀ½� �wW� «Ø~ÈJÇ1�wÊ~ÒúÃ[Ñ~Ä�ÃwÄ���Ä�Ò�Ð¹ÑJÇºÓOÀwÒ

Ñ~Ä�Ã[Ó�È~Ä�À[ÉJÊJËéÃ[Á�Ë&�wÕJÊ¼ÊJÉJÓOÀ��wÈMÅF½MÄbÁ~�

)H�+*Ý�!Ü	�-,'Ü��a��ê¡ë��ÝéxÞ*ý^Üx����� éxÞàß�Ü��eåe���xÜxÞàß#�

®%ÃwÃU½MÀUØ~ÇOÀwÒéÓOÀ[Ñ~À[ÈJÙ9É~ÀwÄ����ÆÄwØ~Ê~Ò®Â9À±ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJË4ÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊJÁOÄ�Ã[Ó�Ê�Ñ~À[È~Ò�Å^É~À[ÉJÓ�ÉJÂ��³Á�ÈMÅ^Ô�À[ÉJÊJÍ4ØJ½~Ë.�wÉMÅ��
¿~À[ÉJÊJÍ¼ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ~ÐMÑJÈJÊJÉMÅFØJ½MÀ���Å^Ô�Ê&�éÄ��^½¶ÅbÃ[ÓFËJÒ ô�.
ô�ô�ô �

�%Ä�´�ÕHÕ%Ê�¢JÊ~À[ÉJÓ�ÂÝ�ºÅ^ÈMÅ^ÕJÓOÀ[ÈJÊ~Ã[Ó�ÊJ¿~ÀwÃ[ÕºÄ��XÄ�ÇºÈMÅ^Á�É~À[ÉJÊJËÑ«ì�
� �w%½~ÊJÉ~ÀXÅ^ÈJÊ��XÄbÁÆÅ^ÉJÉ~ÄbÍüÃ[Ê~Ã[ÓOÀwÒ®Â Ãh�[Å��
Ò®Ê
½~ÙFÓOÄbÉJÊMÅ^É~Ä�Ò�«ì�
� �wUÐ$«ì�
� W�KÊBÀ��XÄ4Ø~Ê~Ã[ÕJÈJÊ~Ò®ÊJÉMÅ^ÉJÓ^Ð~Ã=Çº¿~À[ÓOÄ�ÒàÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊJÍ¾«ì�
� �wUÐºÒKÄ�� É~Ä�ÑJÈ~ÀUØMÃ[ÓbÅ��
Á�ÊJÓ�Ù*Á*Á�Ê
ØMÀ

a = − `1σ2 + `0
α2β(β − 1) sin θ0 cos θ0 sinϕ0

, b =
n2σ

2
2 + n1σ2 + n0

α(β − 1) sin2 θ0 cos2 θ0 sin2 ϕ0

,

d =
p2σ

2
2 + p1σ2 + p0

α4β2(β − 1)2 sin2 θ0 cos2 θ0 sin2 ϕ0

,

`1 = sin θ0 sinϕ0`11, `0 = − cos θ0`01,
«ì�
� 	�

`11 = α2[α(β − 1)2 + β(3β − 2)] +

+ (β − α)[α2(β − 1)2 + β(β − α)− 2αβ2] sin2 θ0 +

+ β2(α− 1)[α2(β − 1)− β(α− 1)− 2α] sin2 θ0 sin2 ϕ0,

`01 = α2[β(2β − α)− (β − α)] −
− (β − α)[α2(β − 1)− β(β − α) + 2αβ2] sin2 θ0 +

+ β(α − 1)[α2(β − 1)2 − (α− 1)β2 − 2αβ] sin2 θ0 sin2 ϕ0,

\^]#_a`^\^]�b^\^cedgfh`^\^cjik`^l^cam*nAo1o1p(mXq�r�s�m�tku(m�vwrxu&s1y
z�u&y1s



u&yAo |'}
~H}��e�
�X�w���h�w�A�

ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉJÂ
n2, n1

Ê
n0
ÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½MÀ[ÉJÂ Õ4ÄbÈ~Ò®ÇF½¶ÅbÒ®Ê¡«ì�
� �wUÐMÅ

p2 = sin2 θ0 sin2 ϕ0p21, p1 = −2 sin θ0 cos θ0 sinϕ0p11, p0 = cos2 θ0p01,

p21 = `211 − 4α3β3(α− 1)(β − 1) sin2 θ0 sin2 ϕ0n21,
«ì�
� �w

p11 = `11`01 + 2α3β2(β − 1)n11,

p01 = `201 − 4α3β2(β − 1)(β − α) cos2 θ0n01.

�4½~Ë�ÈMÅbÃwÃwÒ�Å^Ó�ÈJÊJÁÆÅbÀwÒKÄ��XÄ ÃU½~Çº¿MÅ^Ë�É~ÀwÄ����ÆÄwØ~Ê~Ò®Â9À³ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJË¼ÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊJÁOÄ�Ã[Ó�Ê�«ì�
� ¥w�Ã[ÁOÄwØ~Ë
ÓOÃ`Ë¼Õ¼Ã[Ê&�
Ã[ÓOÀwÒKÀ

f0(σ2) = `1σ2 + `0 > 0 (< 0),
«ì�
� �w

f1(σ2) = n2σ
2
2 + n1σ2 + n0 > 0,

«ì�
� [1
f2(σ2) = p2σ

2
2 + p1σ2 + p0 > 0,

«ì�
� �w
ÑJÈJÊJ¿~ÀwÒ×�wÉMÅ^Õ�¹

>
» Á É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁOÀ¬«ì�
� �w9ÄbÓ�É~Ä�Ã[ÊJÓOÃ`Ë Õ Ä��^½¶ÅbÃ[ÓFËJÒ

I
Ê
III
ÐçÅa�wÉMÅ^Õk¹

<
»F¿ Õ Ä��^½¶Å��

Ã[Ó�Ê
II
�

� ÅbÒKÀ[Ó�Ê~Ò�ÐX¿JÓOÄ�É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁOÄe«ì�
� [1eÃwÄbÁ�ÑMÅFØ¶ÅbÀ[Ó�ÃwÄ¨Á�ÓOÄbÈJÂ9Ò¼É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁOÄ�ÒéÊ��®ØMÄ�Ã[ÓbÅ^ÓOÄb¿JÉJÂ��³ÇOÃU½MÄ
�
Á�ÊJÍ¡«ì�
� [1UÐ~À��XÄ È~À�ª�À[ÉJÊ~À%Ñ~ÄwØ~È~Ä��bÉ~Ä�ÄbÑJÊ~ÃXÅ^É~Ä*Á ÈMÅ
�[ØMÀU½MÀH[~�

®S�«È~À��wÇF½~ÙFÓbÅ^ÓOÄbÁS´wÓOÄ��XÄ9ÈMÅ
�[ØMÀU½¶Å=ÃU½MÀUØ~ÇOÀ[Ó^ÐF¿JÓOÄ�ØJ½~ËH�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJÍ�ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ�Ê��%���� ó������
I
ØMÄ�Ã[ÓbÅ��

ÓOÄb¿JÉJÂ9À�ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJË�«ì�
� [1¨½~Ê(��Ä ÁOÃwÀ��`Ø¶Å�Á�Â�Ñ~Ä^½~ÉJË
¾�ÓOÃ`Ë¯«ùØJ½~ËéÓOÄb¿~À[Õ
(θ0, ϕ0)

Ê���Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê 	4ÉMÅ*ÈJÊ~Ã���� ó
ÊîÓOÄb¿~À[Õ

(α, β)
Ê���Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê

κ1
ÉMÅàÈJÊ~Ã��x����UÐ±½~Ê(��Ä�´wÓ�ÊîÇOÃU½MÄbÁ�ÊJËþÃ[ÁOÄwØ~Ë
ÓOÃ`ËîÕîÈ~À�ª�À[ÉJÊJ¾ Á�ÓOÄbÈ~Ä
�

�XÄ:É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁÆÅk«ì�
� [1³Ê��FÅFØ¶Å^¾�ÓOÃ`Ë ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊ~ÀwÒç«ì�
� 	�Yw©«ùØJ½~ËàÓOÄb¿~À[Õ
(θ0, ϕ0)

Ê���Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Êþ	 ÉMÅ
ÈJÊ~Ã��$� ó ÊéÓOÄb¿~À[Õ

(α, β)
Ê���Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê

κ2
ÉMÅ ÈJÊ~Ã��$���bÐ¶Å*ÓbÅ^Õ���À�ØJ½~ËéÓOÄb¿~À[Õ

(θ0, ϕ0)
Ê���Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Êµ� ÉMÅ

ÈJÊ~Ã��+� ó Ê/ÁOÃwÀ��µØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â��
(α, β)

U�®Ï@ÈJÊàÉMÅ^ÈJÇ1ª�À[ÉJÊJÊàÇOÃU½MÄbÁ�ÊJË¼«ì�
� 	�Yw%Á:Ñ~À[È~À[¿JÊ~ÃU½MÀ[ÉJÉJÂ��6Ä��^½¶Å��
Ã[ÓFË1� ÉMÅ^ÈJÇ1ª ÅbÀ[ÓOÃ`Ë Á�ÓOÄbÈ~Ä�À�É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁOÄµ«ì�
� [1UÐ�ÅF�wÉMÅw¿JÊJÓ^ÐeÊ É~ÀwÄ����ÆÄwØ~Ê~ÒKÄ�À*ÇOÃU½MÄbÁ�Ê~À¬«ì�
� [1UÐçÊ Ê~ÒKÀwÀwÒ
É~À[ÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊJÁOÄ�Ã[Ó�Ù~�

�%À[ÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊJÁ�Â9Ò®Ê×�bÇFØ~ÇºÓ ÓbÅ^Õ���À�Ñ~À[È~Ò�Å^É~À[ÉJÓ�ÉJÂ9À�Á�ÈMÅ^Ô�À[ÉJÊJËàØJ½~Ë��wÉMÅw¿~À[ÉJÊJÍÝÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ
α, βÊ��¼Ä��^½¶ÅbÃ[ÓOÀ[Í

κ2
ÉMÅ:ÈJÊ~Ã��+[ �0/1� Ê ÃwÄ�ÄbÓ�ÁOÀ[ÓOÃ[Ó�Á�Çº¾�Ô�Ê&� Ê~Ò¸�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJÍ

θ0, ϕ0
«�ÄbÓ�É~Ä�Ã`Ë
Ô�Ê&�ÆÃ`Ë Õ2���� ó�3

�����
III

UÐJÓbÅ^ÕéÕ
Å^Õ¼Áa´wÓ�Ê&�¼Ä��^½¶ÅbÃ[ÓFË1�¼Á�ÓOÄbÈ~Ä�À%É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁOÄO«ì�
� [1±É~À%Á�Â�Ñ~Ä^½~ÉJËJÀ[ÓOÃ`Ëe�J�4½~Ë²�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJÍ
��À�ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ

θ0, ϕ0
Ê
α, β

Ê�� Ä��^½¶ÅbÃ[ÓOÀ[ÍÝ	³Ê
κ3
ÉMÅ�ÈJÊ~Ã��X[ ó /4�4ØMÄ�Ã[ÓbÅ^ÓOÄb¿JÉJÂ9À ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJË:ÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊ&�

ÁOÄ�Ã[Ó�Ê:Ã[ÁOÄwØ~Ë
ÓOÃ`ËéÕ¼È~À�ª�À[ÉJÊJ¾ Á�ÓOÄbÈ~Ä��XÄ*É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁÆÅ½«ì�
� [1±ÊéÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½~Ë
¾�ÓOÃ`Ë:ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊ~ÀwÒ¸«ì�
� 	��w�Ò
ÑJÈJÊ¼ÉMÅ^ÈJÇ1ª�À[ÉJÊJÊ¼Ñ~Ä�ÃU½MÀUØ~É~À��XÄ*Ê~ÒKÀwÀwÒ É~À[ÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊJÁOÄ�Ã[Ó�Ù~�

Ô�Å^ÕJÊ~Ò Ä��bÈMÅ
�XÄ�Ò�Ð@Ê~ÃwÃU½MÀUØMÄbÁÆÅ^ÉJÊ~À6É~ÀwÄ����ÆÄwØ~Ê~Ò®Â�� ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJÍ ÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊJÁOÄ�Ã[Ó�Ê ÃU½MÀUØ~ÇOÀ[Ó ÑJÈ~ÄbÁOÀwÃ[Ó�Ê
ÁÝÄ��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê

II
ÊîÁ6ÓOÄbÍ ¿MÅbÃ[Ó�Ê Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê

III
Ð¨Á6ÕºÄbÓOÄbÈ~ÄbÍþÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�ÈJÂ

α, β
ÑJÈJÊJÉMÅFØJ½MÀ���Å^ÓôÄ��^½¶Å��

Ã[ÓFËJÒ
κ1
ÉMÅ4ÈJÊ~Ã��A[ �0/1�bÐ
Å%ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�ÈJÂ

θ0, ϕ0
Ê
σ2
ÑJÈJÊJÉJÊ~Ò�Å^¾�Ó�½~¾S�bÂ9À9ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â9À@Áj´wÓOÄbÍBÄ��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê

�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJËe��¤¼´wÓ�Ê&��Ä��^½¶ÅbÃ[ÓFË1�BØMÄ�Ã[ÓbÅ^ÓOÄb¿JÉJÂ9À³ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJË¡«ì�
� [1±É~À@Á�Â�Ñ~Ä^½~ÉJË
¾�ÓOÃ`Ëe�

b

2

1

а б

1

1 2

z
3

1

2

z
4

a

ö*÷Aø�ù�5

\^]#_a`^\^]�b^\^cedgfh`^\^cjik`^l^cam$nAo1o1p(m�q�r�s�m�tku(mXvwr'u&s1y
z�u&y1s
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��°®ÅbÃ[¿~À[Ó�Â�Ñ~ÄbÕ
Å
�wÂ�ÁÆÅ^¾�Ó^Ð�¿JÓOÄBØJ½~ËµÁOÃwÀ�� ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â��µ�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJÍ
θ0, ϕ0, α, β

ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉMÅ
`11
Ð®ÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½MÀ[ÉJÉMÅ^Ë Ák«ì�
� 	�UÐ®Ñ~Ä^½MÄ�� ÊJÓOÀU½~Ù�ÉMÅ
Ð±Å:ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉMÅ

`01
ÒKÄ���À[Ó�ÑJÈJÊ&�

ÉJÊ~Ò�Å^Ó�Ù³�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJËàÈMÅ
�wÉJÂ��¡�wÉMÅ^ÕºÄbÁ~�KÏ@ÈJÊ6ÁOÃwÀ��
θ0, ϕ0

Á:ÈMÅbÃwÃwÒ�Å^Ó�ÈJÊJÁÆÅbÀwÒKÄbÍÝ¿MÅbÃ[Ó�Ê6Ñ
½MÄ�Ã[ÕºÄ�Ã[Ó�Ê ÑMÅ��
ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ

α, β
Ã[ÇºÔ�ÀwÃ[Ó�Á�ÇOÀ[ÓµÕJÈJÊJÁÆÅ^Ë

`01 = 0
ÐKÕ
Åw¿~ÀwÃ[Ó�ÁOÀ[ÉJÉJÂ�ÍôÁ�Ê
ØÝÕºÄbÓOÄbÈ~ÄbÍüÑ~ÄbÕ
Å
�FÅ^ÉÝÉMÅ ÈJÊ~Ã���� ó

« ÕJÈJÊJÁÆÅ^Ë
ζ3
U�$¤×Ä��^½¶ÅbÃ[ÓFË1�Ý	 Ê¾�BÉMÅh´wÓOÄ�ÒîÈJÊ~Ã[ÇºÉJÕºÀ*Á�Â�Ñ~Ä^½~É~À[ÉJÂ>ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊJË

`01 < 0
Ê
`01 > 0ÃwÄ�ÄbÓ�ÁOÀ[ÓOÃ[Ó�ÁOÀ[ÉJÉ~ÄJ�

��¿JÊJÓ�Â�ÁÆÅ^Ë:ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊJË¯«�[~� 	�UÐMÉMÅ^Í
ØMÀwÒ�ÐM¿JÓOÄ�Á@���� ó������
III

É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁOÄ³«ì�
� �w9Ã[ÁOÄwØ~ÊJÓOÃ`Ë Õ
ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJ¾

σ2 > σ̃2, σ̃2 = −`0
`1
,

Å�Á*Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê
II
¿(Õ�ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJ¾

σ2 < σ̃2
�

¨=ÑJÈ~ÀUØMÀU½~Ê~Ò Ñ~Ä^½MÄ���À[ÉJÊ~À4ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉJÂ
σ̃2
ÄbÓ�É~Ä�Ã[ÊJÓOÀU½~Ù�É~Äa�wÈMÅ^ÉJÊJ¿JÉJÂ�� ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â��²�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJÍ

σ′2Ê
σ′′2
ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�ÈMÅ

σ2
��®%ÒKÀwÀwÒ

f0(σ′2) = −α(β − 1) cos θ0

β(α− 1)
f01,

f0(σ′′2 ) = α2β(β − 1) cos θ0[(α+ 1) + (β − α) sin2 θ0 + (α− 1) sin2 θ0 sin2 ϕ0],

f01 = α[(β − α)2 + αβ(3β − 2α)] −
− (β − α)[β2(α− 1) + α(β − α) + 2α2β] sin2 θ0 +

+ β2(α− 1)[αβ(α − 1) + (β − α)− 2α2] sin2 θ0 sin2 ϕ0.

°®ÅbÃ[¿~À[Ó�ÂúÑ~ÄbÕ
Å
�wÂ�ÁÆÅ^¾�Ó^Ð~¿JÓOÄ�ØJ½~Ë�ÁOÃwÀ�� ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â��¬�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJÍ
θ0, ϕ0, α, β

ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉMÅ
f01
ÑJÈJÊ&�

ÉJÊ~Ò�ÅbÀ[Ó�ÓOÄ^½~Ù�ÕºÄ*Ñ~Ä^½MÄ�� ÊJÓOÀU½~Ù�ÉJÂ9Àj�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJËe�
¤A���� ó������

II
Ã[ÓbÅ^È�ª�ÊJÍµÕºÄ�´�ÕHÕ%Ê�¢JÊ~À[ÉJÓ

`1
Õ%ÇºÉJÕ�¢JÊJÊ

f0(σ2)
Ñ~Ä^½MÄ�� ÊJÓOÀU½MÀ[É��¹Ï@ÈJÊO´wÓOÄ�Ò ÁBÄ��
�

½¶ÅbÃ[Ó�Êî	 ÉMÅ¼ÈJÊ~Ã��K� ó
`0 > 0

Ð�ÊàÉ~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁOÄ�«ì�
� �w4ÑJÈJÊ6Ñ~Ä^½MÄ�� ÊJÓOÀU½~Ù�ÉJÂ����wÉMÅw¿~À[ÉJÊJË1�
σ2
É~À�Á�Â��

Ñ~Ä^½~ÉJËJÀ[ÓOÃ`Ëe��¤×Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê¯�
`0 < 0

Ð�Å
f0(σ′′2 ) > 0

Ê�Ð¹ÃU½MÀUØMÄbÁÆÅ^ÓOÀU½~Ù�É~ÄJÐ
σ′′2 > σ̃2

����¿JÊJÓ�Â�ÁÆÅ^Ë�Á�ÓOÄbÈ~Ä�À
É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁOÄO«�[~� �wUÐJÑ~Ä^½~Çº¿MÅbÀwÒ È~À�ª�À[ÉJÊ~À

0 < σ2 < σ̃2.
«ì�
� �w

¤B���� ó������
III

Ê~ÒKÀwÀwÒ
`1 > 0

Ê
f0(σ′2) > 0

Ê�ÐKÓbÅ^ÕJÊ~Ò>Ä��bÈMÅ
�XÄ�Ò�Ð
σ′2 > σ̃2

��¤ Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê 	
ÉMÅ�ÈJÊ~Ã��¨� ó

`0 < 0
« Ó^�°À��

σ̃2 > 0
UÐ«Ñ~Ä�´wÓOÄ�Ò®ÇÝÈ~À�ª�À[ÉJÊ~ÀwÒ>É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁÆÅ¼«ì�
� �w*Ã¼Çº¿~À[ÓOÄ�Ò�Ó�È~À[Ó�ÙOÀ��XÄ

ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJË¡«�[~� �w¨ÃU½~Ç1� ÊJÓ*ÊJÉJÓOÀ[ÈJÁÆÅF½
σ̃2 < σ2 < σ′2.¤üÄ��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê¬�4ÉMÅ4ÈJÊ~Ã��
� ó ÐA�`ØMÀ

`0 > 0, σ̃2 < 0
ÐÆÇOÃU½MÄbÁ�Ê~À^«ì�
� �wKÁ�Â�Ñ~Ä^½~ÉJËJÀ[ÓOÃ`Ë ØJ½~Ë�ÁOÃwÀ��*ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê&�

Ò®Â��²�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJÍ
σ2
�
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� �wU�(À=ÉMÅF½~ÊJÓ�ÊJ¿~ÀwÃ[ÕJÊJÍ¼Ê�¿JÊ~ÃU½MÀ[ÉJÉJÂ�ÍéÈMÅbÃ[¿~À[Ó*Ñ~ÄbÕ
Å
�FÅF½¹ÐJ¿JÓOÄ�ØJ½~ËBÁOÃwÀ��
ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â��j�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJÍ�ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ

θ0, ϕ0, α, β
ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉJÂ

p21
Ê
p01
ÐXÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½MÀ[ÉJÉJÂ9À±Á�«ì�
� �wUÐ^Å��wÉMÅ��

¿JÊJÓ^ÐOÊ*ÕºÄ�´�ÕHÕ%Ê�¢JÊ~À[ÉJÓ�Â
p2
Ê
p0
ÕJÁÆÅFØ~ÈMÅ^Ó�É~Ä��XÄ³Ó�È~À��
¿
½MÀ[ÉMÅ

f2(σ2)
Á©«ì�
� �wUÐ�Ñ~Ä^½MÄ�� ÊJÓOÀU½~Ù�ÉJÂ4�O�³Ê~Ã[ÕJÈJÊ&�

Ò®ÊJÉMÅ^ÉJÓ
d2
´wÓOÄ��XÄ ÕJÁÆÅFØ~ÈMÅ^Ó�É~Ä��XÄ*Ó�È~À��
¿
½MÀ[ÉMÅ ÑJÈ~ÀUØMÃ[ÓbÅ^Áb½~ËJÀ[ÓOÃ`ËéÁ Á�Ê
ØMÀ

d2 = 4 sin2 θ0 cos2 θ0 sin2 ϕ0d21,

d21 = p2
11 − 4p21p01.

Ï@ÈJÊ�ÁOÃwÀ��
θ0, ϕ0

Á�ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~ÒKÄbÍ¼¿MÅbÃ[Ó�Ê�Ñ
½MÄ�Ã[ÕºÄ�Ã[Ó�ÊéÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ
α, β

Ê~ÒKÀwÀ[ÓOÃ`Ë�ÕJÈJÊJÁÆÅ^Ë
d21 = 0

Ð
Ñ~ÄbÕ
Å
�FÅ^ÉJÉMÅ^Ë ÉMÅéÈJÊ~Ã��K���O« ÕJÈJÊJÁÆÅ^Ë

ζ4
U�+¤�Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Êþ	 ÉMÅéÈJÊ~Ã��K���

d21 < 0
« Ó^�°À��

d2 < 0
UÐ�Ê6É~À[ÈMÅ��

ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁOÄ½«ì�
� �w¨ÇFØMÄbÁb½MÀ[Ó�ÁOÄbÈÆËJÀ[ÓOÃ`Ëe��¤îÄ��^½¶ÅbÃ[Ó�ÊO�
d21 > 0

«
d2 > 0

UÐ~Ê¼ÕJÁÆÅFØ~ÈMÅ^Ó�ÉJÂ�Í:Ó�È~À��
¿
½MÀ[É
f2(σ2)

\^]#_a`^\^]�b^\^cedgfh`^\^cjik`^l^cam*nAo1o1p(mXq�r�s�m�tku(m�vwrxu&s1y
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u&y1n |'}
~H}��e�
�X�w���h�w�A�

Ê~ÒKÀwÀ[ÓéØ~ÁÆÅ¼ÁOÀ[Ô�ÀwÃ[Ó�ÁOÀ[ÉJÉJÂ��/ÕºÄbÈJÉJËeÐ¹ÕºÄbÓOÄbÈJÂ9ÀBÄ���Ä��wÉMÅw¿JÊ~Òú¿~À[È~À��
σ̄2
Ê

¯̄σ2
«
σ̄2 < ¯̄σ2

U�¹�@È~Ä�ÒKÀ�ÓOÄ��XÄJÐ
Õ
Å^ÕéÑ~ÄbÕ
Å
�wÂ�ÁÆÅ^¾�Ó�ÈMÅbÃ[¿~À[Ó�Â4Ð~ÁOÄ�ÁOÃwÀ[ÍéÄ��^½¶ÅbÃ[Ó�ÊO��Á�Â�Ñ~Ä^½~É~À[É~Ä�ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊ~À

p11 > 0
�

¤C���� ó������
II p1 < 0

Ð¹ÊàÕºÄbÈJÉJÊ
σ̄2
Ê

¯̄σ2
Ñ~Ä^½MÄ�� ÊJÓOÀU½~Ù�ÉJÂ4��°®ÅbÃ[¿~À[Ó�Â(Ñ~ÄbÕ
Å
�wÂ�ÁÆÅ^¾�Ó^Ð®¿JÓOÄéÑJÈJÊ

´wÓOÄ�Ò�Ã[ÑJÈMÅ^ÁOÀUØJ½~ÊJÁÆÅ�Ä�¢~À[ÉJÕ
Å
σ′′2 > ¯̄σ2

��Ï%Ä�´wÓOÄ�Ò®Ç6È~À�ª�À[ÉJÊ~ÀwÒ É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁÆÅ×«ì�
� �w³ØJ½~Ë¯�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJÍ
αÊ

β
Ê���Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê×�éÉMÅ:ÈJÊ~Ã�������Ë
Áb½~ËJÀ[ÓOÃ`ËeÐ�Ã Çº¿~À[ÓOÄ�Ò Á�ÓOÄbÈ~Ä��XÄ ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJË�«�[~� �wUÐKÄ���Ù�ÀUØ~ÊJÉ~À[ÉJÊ~ÀBØ~Á�ÇA�

ÊJÉJÓOÀ[ÈJÁÆÅF½MÄbÁ
0 < σ2 < σ̄2, ¯̄σ2 < σ2 < σ′′2 .

«ì�
� W�
¤C���� ó������

III
Ê~ÒKÀwÀwÒ

p1 > 0
Ð¹Ñ~Ä�´wÓOÄ�Ò®ÇàÄ��OÅ¼ÕºÄbÈJÉJË

σ̄2
Ê

¯̄σ2
ÄbÓ�ÈJÊ�¢MÅ^ÓOÀU½~Ù�ÉJÂ4� � ÉMÅw¿JÊJÓ^Ð¹ØJ½~Ë

�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJÍ
α
Ê
β
Ê��4Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�ÊO��ÉMÅ�ÈJÊ~Ã��M����É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�ÁOÄ½«ì�
� �w±ÇFØMÄbÁb½MÀ[Ó�ÁOÄbÈÆËJÀ[ÓOÃ`ËéÑJÈJÊ¼ÁOÃwÀ��

σ2 > 0
�

Ô�Å^ÕJÊ~Ò Ä��bÈMÅ
�XÄ�Ò�Ð^Á�Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê
III

ÇOÃU½MÄbÁ�Ê~ÀS«ì�
� �weÁ�Â�Ñ~Ä^½~ÉJËJÀ[ÓOÃ`Ë�ØJ½~Ë4ÁOÃwÀ��4ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â��e�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJÍ
ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ

θ0, ϕ0, α, β, σ2
Ò~ÁBÄ��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê

II
¿ ØJ½~Ë¼ÁOÃwÀ��¼ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~Ò®Â��

θ0, ϕ0, σ2
Ê:ÓOÄb¿~À[Õ

(α, β)
Ê��

Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê�	�ÉMÅ4ÈJÊ~Ã��~���bÐ
Å³ÓbÅ^Õ���À�ØJ½~Ë ÁOÃwÀ��
θ0, ϕ0

ÐÆÓOÄb¿~À[Õ
(α, β)

Ê��%Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�ÊÖ�h« ÈJÊ~Ã��J�����Ê©�wÉMÅw¿~À[ÉJÊJÍ
σ2
Ê��%ÊJÉJÓOÀ[ÈJÁÆÅF½MÄbÁO«ì�
� W�U�
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� �wìÎ�«ì�
� �wU� �4½~Ë-ÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½MÀ[ÉJÊJË-É~ÀwÄ����ÆÄwØ~Ê~Ò®Â��-ÇOÃU½MÄbÁ�ÊJÍ

ÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊJÁOÄ�Ã[Ó�Ê ÁH���� ó������
II
ÃU½MÀUØ~ÇOÀ[Ó ÈMÅbÃwÃwÒKÄbÓ�È~À[Ó�Ù ÃwÄbÁOÒKÀwÃ[Ó�É~Ä È~À�ª�À[ÉJÊJË ÁOÃwÀ�� Ó�È~À�� É~À[ÈMÅ��

ÁOÀ[É~Ã[Ó�Á^«ì�
� �wìÎ�«ì�
� �wU�
°®ÅbÃ[¿~À[Ó�ÂàÑ~ÄbÕ
Å
�wÂ�ÁÆÅ^¾�Ó^Ð^¿JÓOÄ9Á9ÈMÅbÃwÃwÒ�Å^Ó�ÈJÊJÁÆÅbÀwÒKÄbÍ�¿MÅbÃ[Ó�Ê³Ñ
½MÄ�Ã[ÕºÄ�Ã[Ó�Ê�ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ
α, β

ÕJÈJÊJÁÆÅ^Ë
`01 = 0

«
ζ3
ÉMÅBÈJÊ~Ã��¹� ó @ÑJÈJÊ�ÁOÃwÀ��

θ0, ϕ0
ÉMÅ��ÆÄwØ~ÊJÓOÃ`ËàÁ�Â�ª�À ÕJÈJÊJÁOÄbÍ

n01 = 0
«
ζ2
ÉMÅ

ÈJÊ~Ã��¹���0/1��U�$¤ Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Ê/ÒKÀ���Ø~Ç:ÕJÈJÊJÁ�Â9Ò®Ê
ζ3
Ê
ζ2
Ê~ÒKÀwÀ[ÓOÃ`ËµÕJÈJÊJÁÆÅ^Ë

ζ5
ÐçÉMÅ ÕºÄbÓOÄbÈ~ÄbÍ/Á�Â�Ñ~Ä^½~ÉJËJÀ[ÓOÃ`Ë

ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊ~À
σ̃2 = σ̄2 = σ∗∗2

�X¨=ÉMÅe�FÅFØ¶ÅbÀ[ÓOÃ`Ë¼ÇºÈMÅ^Á�É~À[ÉJÊ~ÀwÒ
r = 0

Ð��`ØMÀ

r = `21n0 − `1`0n1 + `20n2,

Å�ÁOÀU½~ÊJ¿JÊJÉJÂ
ni
Ê
`j
ÄbÑJÈ~ÀUØMÀU½MÀ[ÉJÂ Á�ÃwÄ�ÄbÓ�É~Ä�ª�À[ÉJÊJË1�¾«ì�
� �w±Ê¡«ì�
� 	�U�

¤¨Ä��XÒKÄ�� ÉJÂ9À:ÃU½~Çº¿MÅ^ÊüÈMÅbÃ[Ñ~Ä^½MÄ���À[ÉJÊJËôÕJÈJÊJÁ�Â��
ζ2
Ð
ζ3
Ê
ζ5
Á�ØMÄbÑJÇOÃ[Ó�Ê~ÒKÄbÍô¿MÅbÃ[Ó�ÊüÑ
½MÄ�Ã[ÕºÄ�Ã[Ó�Ê

ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ
α, β

ÑJÈ~ÀUØMÃ[ÓbÅ^Áb½MÀ[ÉJÂ ÉMÅ@ÈJÊ~Ã��º���0/1�0/ ò ����Õ
Å
�FÅ^ÉJÉJÂ9Ò/ÈJÊ~Ã[ÇºÉJÕ
ÅbÒàÄbÓ�ÁOÀ[¿MÅ^¾�Ó³ÓOÄb¿JÕJÊ
(θ0, ϕ0)

Ð
ÑJÈJÊJÉMÅFØJ½MÀ���Å^Ô�Ê~À Ä��^½¶ÅbÃ[ÓFËJÒú	 ó Ð�	��bÐX� Ñ
½MÄ�Ã[ÕºÄ�Ã[Ó�Ê ÑMÅ^ÈMÅbÒKÀ[Ó�È~ÄbÁ

θ0, ϕ0
ÉMÅ ÈJÊ~Ã��¶� ó �¶�@ÈJÊJÁÆÅ^ËeÐMÈMÅ
�[ØMÀ��

½~Ë
¾�Ô Å^Ë�Ä��^½¶ÅbÃ[Ó�Êà	 ó Ê�	���ÉMÅ�ÈJÊ~Ã��M� ó Ð��FÅFØ¶ÅbÀ[ÓOÃ`Ë¼ÇºÈMÅ^Á�É~À[ÉJÊ~ÀwÒ

sin θ0 sinϕ0 =

(
2
√

6− 3
3

)1/2

= 0.7956 . . . .

¤ Ä��^½¶ÅbÃ[ÓFË1�
κ′′′2

ÉMÅüÈJÊ~Ã��4���0/1�0/ ò Ê~ÒKÀwÀwÒ É~À[ÇOÃ[ÓOÄbÍJ¿JÊJÁOÄ�Ã[Ó�Ù~Ð4ÓbÅ^Õ×Õ
Å^Õ×ÉMÅ^ÈJÇ1ª ÅbÀ[ÓOÃ`Ë É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É&�
Ã[Ó�ÁOÄ¡«ì�
� �wU�à¤×Ä��^½¶ÅbÃ[ÓFË1�

κ′′2
È~À�ª�À[ÉJÊJË×«ì�
� �w@Ê×«ì�
� 	X�w@É~À[ÈMÅ^ÁOÀ[É~Ã[Ó�Á¯«ì�
� �w@Ê¼«ì�
� [1@É~À Ñ~À[È~ÀwÃwÀ[Õ
Å^¾�ÓOÃ`ËeÐ

ÓbÅ^ÕéÕ
Å^Õ¼Á^´wÓ�Ê&�¼Ä��^½¶ÅbÃ[ÓFË1�
σ̃2 < σ∗∗2
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