
ÓÄÊ 531.38Íîâàÿ ñóïåðèíòåãðèðóìàÿ ñèñòåìà íà ñ�åðåÀ.Â.Áîðèñîâ, À.À.Êèëèí, È.Ñ.ÌàìàåâÈíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé,Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò426034, ã. Èæåâñê, óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 1borisov�rd.ru, aka�rd.ru, mamaev�rd.ru Ïîëó÷åíî 03 àâãóñòà 2009 ã.Â ðàáîòå ïîêàçàíà ñóïåðèíòåãðèðóåìîñòü ñèñòåìû, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïîëåíå÷åòíîãî ÷èñëà îäèíàêîâûõ ãóêîâñêèõ öåíòðîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ýêâàòîðå ñ�åðû. �èïîòåçà î ñóïåðèí-òåãðèðóåìîñòè ýòîé ñèñòåìû áûëà âûñêàçàíà íàìè â [3℄, ãäå òàêæå áûëà ïåðâîíà÷àëüíî óêàçàíà îáùàÿñòðóêòóðà ñóïåðèíòåãðàëà, èìåþùåãî ñêîëü óãîäíî âûñîêóþ íå÷åòíóþ ñòåïåíü ïî èìïóëüñàì. Óêàçàí èçî-ìîð�èçì ýòîé ñèñòåìû ñ ðàññìîòðåííîé íåäàâíî â [13℄ çàäà÷åé î âçàèìîäåéñòâèè N ÷àñòèö íà ïðÿìîé, íàêîòîðóþ òàêæå ìîæíî ïåðåíåñòè óêàçàííûé ñóïåðèíòåãðàë.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñóïåðèíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû, ñèñòåìû ñ ïîòåíöèàëîì, ãóêîâñêèéöåíòð A.V.Borisov, A.A.Kilin, I. S.MamaevNew superintegrable system on a sphereWe onsider the motion of a material point on the surfae of a sphere in the �eld of 2n + 1 identialHooke enters (singularities with elasti potential) lying on a great irle. Our main result is that this systemis superintegrable. The property of superintegrability for this system has been onjetured by us in [3℄, wherethe struture of a superintegral of arbitrarily high odd degree in momemnta was outlined. We also indiate anisomorphism between this system and the one-dimensional N-partile system disussed in the reent paper [13℄and show that for the latter system an analogous superintegral an be onstrutedKeywords: superintegrable systems, systems with a potential, Hooke enterMathematial Subjet Classi�ations: 70Hxx, 70H06, 70G65, 37J35, 70F10
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456 À.Â.Áîðèñîâ, À.À.Êèëèí, È.Ñ.Ìàìàåâ1. ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à î äîïîëíèòåëüíîì (ñóïåð)èíòåãðàëå äëÿ ñèñòåìû 2n + 1îäèíàêîâûõ ãóêîâñêèõ öåíòðîâ, ðàñïîëîæåííûõ â óãëàõ ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà íà ýê-âàòîðå ñ�åðû. �èïîòåçà îá ýòîì èíòåãðàëå, îñíîâàííàÿ íà êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ,áûëà âûñêàçàíà íàìè â ðàáîòå [3℄. Ýòà ñèñòåìà âîçíèêëà ïðè èçó÷åíèè íîâîãî êîíñòðóê-òèâíîãî ìåòîäà ðåäóêöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì âçàèìîäåéñòâóþùèõ äðóã ñ äðóãîì ÷àñòèöñ ïîòåíöèàëîì òèïà ßêîáè, òî åñòü ñî ñòåïåíüþ îäíîðîäíîñòè α = −2. Îíà ïðåäñòàâëÿåòè ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ, åñëè ðàññìàòðèâàòü åå â ðàìêàõ ìåõàíèêè ÷àñòèö â ïðîñòðàí-ñòâå ïîñòîÿííîé êðèâèçíû. �åçóëüòàòû êëàññè÷åñêèõ è ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé â äàííîìíàïðàâëåíèè ñîáðàíû â ñáîðíèêå ðàáîò [4℄ (ñì. òàêæå [5, 6, 7, 8℄).Ïîä àíàëîãîì ãóêîâñêîãî öåíòðà íà ñ�åðå ìû ïîäðàçóìåâàåì ñèíãóëÿðíîñòü, ïîòåí-öèàë êîòîðîé èìååò âèä 1
cos2 θ

, ãäå θ � øèðîòà (ò. å. ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì). Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ïîòåíöèàë òàêæå âîçíèêàåò â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ äèíà-ìèêè òâåðäîãî òåëà. Â ñòàòüå [9℄ îí âîçíèê ïðè ïîíèæåíèè ïîðÿäêà ðàçëè÷íûõ ñèñòåì èçäèíàìèêè îñåñèììåòðè÷íîãî òâåðäîãî òåëà, îáëàäàþùèõ äîïîëíèòåëüíûì öèêëè÷åñêèì èí-òåãðàëîì (êñòàòè, â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà ýòîò ïîòåíöèàë ðàíåå ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷àëñÿÄ.Í. �îðÿ÷åâûì). Àíàëîã òàêîãî ïîòåíöèàëà òàêæå âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèè èíòåãðè-ðóåìûõ ñèñòåì, ñâÿçàííûõ ñ äâèæåíèåì ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî ïîâåðõíîñòè òðåõîñíîãîýëëèïñîèäà (ñèñòåìà �îññîõàòèóñà). Ñîâðåìåííûé àíàëèç ýòîé ïðîáëåìû ñîäåðæèòñÿ â ðà-áîòå [10℄. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ðàíåå áûëà îòìå÷åíà ñóïåðèíòåãðèðóåìîñòü ñèñòåìû òðåõãóêîâñêèõ öåíòðîâ, ïîìåùåííûõ â âåðøèíàõ îðòîãîíàëüíîãî ðåïåðà íà ñ�åðå [11℄ (÷àñò-íûé ñëó÷àé ñèñòåìû �îññîõàòèóñà). Â ýòîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíûé ñóïåðèíòåãðàë ÿâëÿåòñÿêâàäðàòè÷íûì ïî èìïóëüñàì, è ñóïåðèíòåãðèðóåìîñòü ýòîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü îáîáùå-íà íà n-ìåðíóþ ñèòóàöèþ. Îòìåòèì, ÷òî îáùèé �îðìàëèçì ïîèñêà òàêèõ êâàäðàòè÷íûõñóïåðèíòåãðàëëîâ áûë íåäàâíî ðàçâèò â ðàáîòå [14℄; îí âîñõîäèò ê êëàññè÷åñêèì ìåòîäàìè ðåçóëüòàòàì, ñâÿçàííûì ñ ðàáîòàìè �èøåëî, ßêîáè, Âåéåðøòðàññà (ñì. òàêæå [15℄).Â íàøåé çàäà÷å, êàê è ïðåäñêàçûâàëîñü â [3℄, ñóïåðèíòåãðàë èìååò ïðîèçâîëüíóþ ñêîëüóãîäíî âûñîêóþ íå÷åòíóþ ñòåïåíü ïî èìïóëüñàì, ðàâíóþ 2n + 1 äëÿ 2n + 1 îäèíàêîâûõ ãó-êîâñêèõ öåíòðîâ. Êàê áóäåò ïîêàçàíî â çàêëþ÷åíèè, äàííûé ñóïåðèíòåãðàë ìîæåò áûòüáåç òðóäà ¾ïîäíÿò¿ äî ðàññìîòðåííîé íåäàâíî â [13℄ ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèöíà ïðÿìîé ñ îäíèì èç âàðèàíòîâ ïîòåíöèàëà òèïà ßêîáè. Õîòÿ, âèäèìî, ñòðóêòóðà íàøåãîñóïåðèíòåãðàëà íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò ïðèâåäåííîé â òîé ðàáîòå. Êñòàòè ãîâîðÿ, àâòîðû[13℄ õîòÿ è óêàçàëè îáùèé âèä ñóïåðèíòåãðàëà, íî íå ïðèâåëè ÿâíîãî äîêàçàòåëüñòâà åãîñïðàâåäëèâîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ÷àñòèö. Ìû æå ïðèâåëè îáùèé ìåòîä êîíñòðóê-òèâíîãî íàõîæäåíèÿ ñóïåðèíòåãðàëîâ â ñèñòåìàõ, äîïóñêàþùèõ ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ.2. Íîâûé èíòåãðàë çàäà÷è N ãóêîâñêèõ öåíòðîâ íà ñ�åðå�àññìîòðèì ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî ñ�åðå S2 â ïî-ëå N = 2n + 1 îäèíàêîâûõ ãóêîâñêèõ öåíòðîâ, ðàñïîëîæåííûõ â óãëàõ ïðàâèëüíîãî N -óãîëüíèêà íà ýêâàòîðå ñ�åðû. Ïîòåíöèàë ãóêîâñêîãî öåíòðà èìååò âèä 1
(r, γ)2

, ãäå âåêòîð
r çàäàåò ïîëîæåíèå öåíòðà, à γ � ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ïóñòü N ãóêîâñêèõöåíòðîâ ðàñïîëàãàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rm =
(

sin πm
N

, cos πm
N

, 0
)
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Íîâàÿ ñóïåðèíòåãðèðóìàÿ ñèñòåìà íà ñ�åðå 457Òîãäà â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ãàìèëüòîíèàí ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìååò âèä
H = 1

2

(

p2
θ +

p2
ϕ

sin2 θ

)

+

N
∑

m=1

a

sin2 θ sin2
(

ϕ + πm
N

) . (2.1)Èñïîëüçóÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå
1

sin2 Nϕ
= 1

N2

N
∑

m=1

1

sin2
(

ϕ + πm
N

) (2.2)è îáîçíà÷èâ k = aN2, çàïèøåì ãàìèëüòîíèàí â ñëåäóþùåì âèäå:
H = 1

2
p2

θ + 1

sin2 θ

(

1
2
p2

ϕ + k

sin2 Nϕ

)

. (2.3)Ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèìóò âèä
ϕ̇ =

pϕ

sin2 θ
, ṗϕ =

2kN cos Nϕ

sin2 θ sin3 Nϕ
,

θ̇ = pθ, ṗθ = 2cos θ

sin3 θ

(

1
2
p2

ϕ + k

sin2 Nϕ

)

.

(2.4)Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â ñèñòåìå (2.3) ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî,
1
2
p2

ϕ + k

sin2 Nϕ
= G, 1

2
p2

θ + G

sin2 θ
= H, (2.5)ãäå G � êîíñòàíòà ðàçäåëåíèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Äîêà-æåì ñëåäóþùååÏðåäëîæåíèå 1. Âñå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (2.3) çàìêíóòû.Äîêàçàòåëüñòâî.Ââåäåì íîâîå âðåìÿ τ ñ ïîìîùüþ çàìåíû dτ

dt
= 1

sin2 θ
è âûðàçèì èìïóëüñû pϕ, pθ ÷åðåçïðîèçâîäíûå ïåðåìåííûõ ϕ è θ ïî íîâîìó âðåìåíè:

pϕ = ϕ′, pθ = θ′ · sin−2 θ. (2.6)Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (2.6) â óðàâíåíèÿ (2.5) è ïîñëå ÿâíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì
√

G
G − k

cos Nϕ = cos(N
√

2Gτ + C1),

√

G
H − G

ctg θ = cos(
√

2Gτ + C2).

(2.7)Çäåñü C1 è C2 � êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ, çàäàâàåìûå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Èç óðàâ-íåíèé (2.7) âèäíî, ÷òî ïåðåìåííûå θ è ϕ ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè �óíêöèÿìè τ ñ ñîèç-ìåðèìûìè ÷àñòîòàìè ωϕ = Nωθ. Òàêèì îáðàçîì, âñå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (2.3) ÿâëÿþòñÿçàìêíóòûìè.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2009, Ò. 5, �4, ñ. 455�462



458 À.Â.Áîðèñîâ, À.À.Êèëèí, È.Ñ.ÌàìàåâÈíòåãðàëû H è G ïàðàìåòðèçóþò òîðû Ëèóâèëëÿ ñèñòåìû (2.3). Íà ñàìèõ òîðàõ òðà-åêòîðèè ñèñòåìû ïàðàìåòðèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ åùå îäíîãî ïåðâîãî èíòåãðàëà ñèñòåìû. Äëÿòîãî ÷òîáû åãî íàéòè, çàïèøåì óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé, ëåæàùèõ íà çàäàííîì òîðå:
dϕ

√

2
(

G − k

sin2 Nϕ

)

= dθ

sin2 θ

√

2
(

H − G

sin2 θ

)

. (2.8)Ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå (2.8), ïîëó÷èì íîâûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ
I = arccos

(

√

G
G − k

cos Nϕ
)

− N arccos
(

√

G
H − G

ctg θ
)

, (2.9)ÿâëÿþùèéñÿ ìíîãîçíà÷íîé �óíêöèåé ïåðåìåííûõ ñèñòåìû (2.3).Èíòåãðàë (2.9) òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü, èñêëþ÷èâ âðåìÿ τ èç óðàâíåíèé (2.7). Äëÿ òîãî÷òîáû èñêëþ÷èòü ìíîãîçíà÷íîñòü, ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå èíòåãðàëîâ ñëåäóþùèå �óíêöèè:
J1 = α cos I, J2 = α√

G
sin I, ãäå α2 = 22n+2(H − G)2n+1(G − k). (2.10)Ïîñëå ðÿäà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé èíòåãðàëû J1 è J2 ïðèìóò âèä

J1 =

n
∑

m=0

(−1)m(2G)n−mp2m
θ ctg2(n−m) θ(C2m

N 2G ctg θ cos Nϕ + C2m+1
N pθpϕ sin Nϕ),

J2 =
n
∑

m=0

(−1)m(2G)n−mp2m
θ ctg2(n−m) θ(C2m

N pϕ ctg θ sin Nϕ − C2m+1
N pθ cos Nϕ),

(2.11)ãäå Ck
N = N !

k!(N − k)!
� áèíîìèàëüíûå êîý��èöèåíòû. Êàê âèäíî èç (2.11), èíòåãðàëû J1è J2 ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷íûìè �óíêöèÿìè (2n + 2)-é è (2n + 1)-é ñòåïåíè ïî èìïóëüñàìñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî îíè çàâèñèìû è ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

J2
1 + J2

2 G2 = α2. (2.12)Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ãèïîòåçà î ñóïåðèíòåãðèðóåìîñòè ñèñòåìû íà ñ�åðå â ïî-ëå N ãóêîâñêèõ öåíòðîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ýêâàòîðå, âûñêàçàííàÿ íàìè â ðàáîòå [3℄. Ïðèýòîì êðîìå èíòåãðàëà ïðîèçâîëüíîé íå÷åòíîé ñòåïåíè ïî èìïóëüñàì ìû ïîëó÷èëè òàêæåèíòåãðàë ïðîèçâîëüíîé ÷åòíîé ñòåïåíè ïî èìïóëüñàì, êîòîðûé âñåãäà èìååò ñòåïåíü íà 1áîëüøå, îäíàêî, çàâèñèì ñ ¾íå÷åòíûì¿ èíòåãðàëîì.3. Àëãåáðàè÷åñêàÿ �îðìà ñóïåðèíòåãðàëàÏðèâåäåì äðóãóþ �îðìó íàéäåííîãî ñóïåðèíòåãðàëà â ïåðåìåííûõ Ýéëåðà�Ïóàññîíà
(M ,γ), ïîëüçóÿñü àíàëîãîì ìåæäó äâèæåíèåì òî÷êè ïî ñ�åðå è äâèæåíèåì øàðîâîãî âîë÷-êà âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè (ñì., íàïðèìåð, [1℄).�àìèëüòîíèàí ñèñòåìû (2.1) â ïåðåìåííûõ M ,γ èìååò âèä

H = 1
2
M2 +

N
∑

i=1

a

(ri,γ)2
, (3.1)ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2009, Ò. 5, �4, ñ. 455�462



Íîâàÿ ñóïåðèíòåãðèðóìàÿ ñèñòåìà íà ñ�åðå 459ãäå ri � ðàäèóñ-âåêòîðû ãóêîâñêèõ öåíòðîâ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñêîáêîéÏóàññîíà àëãåáðû e(3)

{Mi,Mj} = eijkMk, {Mi, γj} = eijkγk, {γi, γj} = 0, (3.2)êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé è îáëàäàåò äâóìÿ �óíêöèÿìè Êàçèìèðà
(M ,γ) = C, γ2 = 1. (3.3)Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì íà ñ�åðå C = 0 (ò. å. äëÿ çàäà÷ äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà âñåóêàçàííûå èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè). Äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ G â ïåðå-ìåííûõ M ,γ ïðèíèìàåò âèä

G = 1
2
M2

n + (1 − γ2
n)

N
∑

i=1

a

(ri,γ)2
,ãäå Mn è γn � ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðîâ M è γ, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïëîñêîñòè, â êîòîðîéëåæàò ãóêîâñêèå öåíòðû. Âòîðîé èç èíòåãðàëîâ (2.11) â ïåðåìåííûõ M ,γ èìååò âèä

J2 =

n
∑

m=0

(−1)m(2Gγ2
n)n−m(γ × M ,en)2n

[

C2m+1
N (−1)k(γ × M ,en)

2n+1
∏

k=1

(γ × rk,en)−

− C2m
N Mnγn

2n+1
∏

k=1

(rk,γ)
]

/(1 − γ2
n)2n+1,

(3.4)ãäå en � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ðàñïîëîæåíû ãóêîâñêèå öåíòðû.Â ñëó÷àå, êîãäà âñå öåíòðû ðàñïîëàãàþòñÿ íà ýêâàòîðå, γn = γ3, Mn = M3, en = (0, 0, 1).4. Ñóïåðèíòåãðèðóåìîñòü ðîäñòâåííîé ìíîãî÷àñòè÷íîéñèñòåìû [13℄Ïîëó÷åííóþ àëãåáðàè÷åñêóþ �îðìó èíòåãðàëà (3.4) ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé âçà-èìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö íà ïðÿìîé. Êàê áûëî ïîêàçàíî â íàøåé ðàáîòå [3℄, íàòóðàëüíàÿñèñòåìà ðàçìåðíîñòè D ñ îäíîðîäíûì ïîòåíöèàëîì ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè α = −2 ðåäóöè-ðóåòñÿ ê ñèñòåìå íà ñ�åðå íà åäèíèöó ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåòñâÿçü ìåæäó ðàññìîòðåííîé âûøå çàäà÷åé N ãóêîâñêèõ öåíòðîâ è çàäà÷åé î äâèæåíèèìàòåðèàëüíîé òî÷êè â R
3 (ëèáî òðåõ òåë íà ïðÿìîé) ïîä äåéñòâèåì ïîòåíöèàëüíûõ ñèëñïåöèàëüíîãî âèäà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà ðåäóêöèè èìååò ñëåäóþùèé âèä.Òåîðåìà 1. Íàòóðàëüíàÿ ñèñòåìà ñ ãàìèëüòîíèàíîì âèäà

H = 1
2
p2 + U−2(x), U−2(x) =

N
∑

i=1

a
(x, ri)

, x,p ∈ R
3, (4.1)äîïóñêàåò ðåäóêöèþ íà îäíó ñòåïåíü ñâîáîäû ñ ïîìîùüþ çàìåíû âðåìåíè è êîîðäèíàò

dt = |x|dt, γ = x

|x| . (4.2)ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2009, Ò. 5, �4, ñ. 455�462



460 À.Â.Áîðèñîâ, À.À.Êèëèí, È.Ñ.ÌàìàåâÓðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â íîâûõ ïåðåìåííûõ îïèñûâàþò äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïîäâóìåðíîé ñ�åðå γ2 = 1

γ ′′ = −∂U−2(γ)

∂γ
+
((

γ,
∂U−2(γ)

∂γ

)

− γ′2
)

γ,ãäå øòðèõ îáîçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî íîâîìó âðåìåíè.Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè u ïîòåíöèàëà U−2 ïðè-âåäåíî â [3℄.Ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå (4.2) ê ðàññìîòðåííîé âûøå ñèñòåìå N ãóêîâñêèõ öåíòðîâ,ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.Ïðåäëîæåíèå 2. Ñèñòåìà (4.1), ïîëó÷àþùàÿñÿ ïðè ¾ïîäíÿòèè¿ ñèñòåìû (2.1), ÿâ-ëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî ñóïåðèíòåãðèðóåìîé è êðîìå ãàìèëüòîíèàíà îáëàäàåò ÷åòûðüìÿíåçàâèñèìûìè ïåðâûìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ:
1) Pn = (p,n),

2) J = 2|x|2H − (x,p)2,

3) G = 1
2
(x × p,en)2 +

N
∑

i=1

a(x × en)2

(ri,x)2
,

4) J2 =
n
∑

m=0

(−1)m(2G(x,en)2)n−m(x × (x × p),en)2m×

×
[

C2m+1
N (−1)n(x × (x × p),en)

N
∏

k=1

(x × rk,en)−

− C2m
N (x × p,en)(x,en)

N
∏

k=1

(ri,x)
]

/(x × en)2N .

(4.3)
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ÿâíîé ïðîâåðêè ñîõðàíåíèÿ èí-òåãðàëîâ (4.3) è èõ íåçàâèñèìîñòè. Ïðè ýòîì èíòåãðàë Pn îòðàæàåò èíâàðèàíòíîñòü ñè-ñòåìû (4.1) îòíîñèòåëüíî ïåðåíîñîâ âäîëü îñè en, ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè, â êîòîðîéíàõîäÿòñÿ ãóêîâñêèå öåíòðû. Èíòåãðàë J � ýòî èíòåãðàë ßêîáè, ñóùåñòâóþùèé äëÿ ëþ-áûõ íàòóðàëüíûõ ñèñòåì ñ ïîòåíöèàëîì ñòåïåíè îäíîðîäíîñòè α = −2, à èíòåãðàëû G è J2ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ äëÿ çàäà÷è N ãóêîâñêèõ öåíòðîâ íàñ�åðå.5. Çàêëþ÷åíèåÍàéäåííûé â äàííîé ðàáîòå ñóïåðèíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ñëîæíûõ èçèçâåñòíûõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü â äèíàìèêå. Ïðèìåðû äðóãèõ ñóïåðèíòåãðèðóåìûõ ñèñòåìè ïîäðîáíûé ñïèñîê ëèòåðàòóðû ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â [14, 15℄. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ äåÿ-òåëüíîñòü ïî íàõîæäåíèþ ñóïåðèíòåãðàëîâ ñòàëà îñîáåííî ïîïóëÿðíà ñðåäè �èçèêîâ.Êàê âèäíî èç ìåòîäà íàõîæäåíèÿ íàøåãî ñóïåðèíòåãðàëà, âîïðîñ î ñóïåðèíòåãðèðó-åìîñòè äëÿ ñëó÷àÿ êîìïàêòíîé ïîâåðõíîñòè òåñíî ñâÿçàí ñ âîïðîñîì î çàìêíóòîñòè âñåõÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2009, Ò. 5, �4, ñ. 455�462



Íîâàÿ ñóïåðèíòåãðèðóìàÿ ñèñòåìà íà ñ�åðå 461òðàåêòîðèé (÷òî è áûëî ïåðâîíà÷àëüíî çàìå÷åíî â ïðîâåäåííûõ íàìè êîìïüþòåðíûõ ýêñ-ïåðèìåíòàõ). Îòìåòèì, ÷òî â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ, íà êîòîðûõ áûëà îñíîâàíà íàøàãèïîòåçà îá óêàçàííîì çäåñü ñóïåðèíòåãðàëå, êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ îêàçàëàñü çàìêíóòîé.Âîïðîñ î çàìêíóòûõ òðàåêòîðèÿõ íà ðàçëè÷íûõ êîìïàêòíûõ ïîâåðõíîñòÿõ âðàùåíèÿè ïðè ðàçëè÷íûõ ïîòåíöèàëàõ ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì è âïåðâûå, âèäèìî, áûë ðàññìîòðåíÄàðáó [16℄. Áîëåå íîâûå ïðèìåðû ïîâåðõíîñòåé ñ çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè èìåþòñÿ â [12℄.Åùå áîëåå ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ñóïåðèíòåãðàëàõ íà òàêèõ ïîâåðõíîñòÿõ. Âûñêàçû-âàëèñü ðàçëè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ î òîì, ÷òî íà ïîâåðõíîñòÿõ òèïà ñ�åðû äëÿ èíòåãðèðóå-ìûõ ïîòåíöèàëüíûõ ñèñòåì, ãäå ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåéíà ñ�åðå, ñòåïåíü äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà âñåãäà îãðàíè÷åíà (ñì., íàïðèìåð, [2℄). Îä-íàêî â ðàáîòå [17℄ áûë ïîñòðîåí ïðèìåð àíàëèòè÷åñêîãî ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà ñ�åðå,êîòîðûé èìååò ñêîëü óãîäíî âûñîêóþ ñòåïåíü ïî èìïóëüñàì. Ê ñîæàëåíèþ, â ýòîé ðàáîòå íåñîäåðæèòñÿ ÿâíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ïðèìåðà äëÿ òàêîé ìåòðèêè èëè ïîòåíöèàëà, à äëÿ ãåî-äåçè÷åñêîãî ïîòîêà ñ�îðìóëèðîâàíà ëèøü êðàåâàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ, êàê äîêàçûâàåò àâòîð,ðåøàåìà â êëàññå àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé.Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî, õîòÿ ìû íàøëè ïðèìåð ñèñòåìû ñ èíòåãðàëîì ñêîëü óãîäíî âûñî-êîé ñòåïåíè, ïîòåíöèàë èìååò ñèíãóëÿðíîñòè íà íåêîòîðûõ êðèâûõ íà ñ�åðå, ÷èñëî êîòîðûõðàñòåò ñî ñòåïåíüþ èíòåãðàëà. Ïîýòîìó çäåñü åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà �óêàçàòü, ïîëüçóÿñü ðàçâèòûìè â ýòîé ðàáîòå ñîîáðàæåíèÿìè, ÿâíûé ïðèìåð ïîòåíöèàëüíîéñèñòåìû íà ñ�åðå ñ àíàëèòè÷åñêèìè ïîòåíöèàëàìè, íå èìåþùèìè ñèíãóëÿðíîñòè è äîïóñ-êàþùèìè ñóïåðèíòåãðàë äîñòàòî÷íî áîëüøîé (> 4) ñòåïåíè ïî èìïóëüñàì. Â ñâÿçè ñ ýòèìîòìåòèì ñèñòåìó �à��ý (ñì. [3℄), êîòîðûé â öèêëå ñâîèõ ðàáîò ðàññìàòðèâàåò ñèñòåìó íà S2ñ ïîòåíöèàëîì øåñòîé ñòåïåíè ïî èìïóëüñàì. Îäíàêî ýòîò ïîòåíöèàë òàêæå èìååò îñîáåííî-ñòè, ïðè÷åì íå â îòäåëüíûõ òî÷êàõ, à íà äóãàõ áîëüøèõ êðóãîâ, îïðåäåëåííûõ ïåðåñå÷åíèåìñ�åðû ñ êîîðäèíàòíûìè ïëîñêîñòÿìè.6. ÁëàãîäàðíîñòèÀâòîðû ïðèçíàòåëüíû À.Ìàöèåâñêîìó è Ì.Ïðæèáûëüñêà çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿâî âðåìÿ èõ âèçèòà â Èæåâñê â ìàå 2009 ã. è óêàçàíèå íà èíòåðåñíóþ ñèñòåìó, íàéäåí-íóþ Õ.Éîøèäîé. Áëàãîäàðèì òàêæå Àíäðåÿ Öûãàíîâà çà ïðèñëàííûå ñòàòüè. �àáîòà ÷à-ñòè÷íî ïîääåðæàíà ãðàíòàìè �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîäûïðîåêòà 09-01-12151, 09-01-00791), Ôåäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé �îññèè¿ (êîä ïðîåêòà 2009.-1.5-503-004-019). �àáîòàÈ.Ñ.Ìàìàåâà è À.À.Êèëèíà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �îññèéñêîé Ôåäå-ðàöèè äëÿ ïîääåðæêè ìîëîäûõ ó÷åíûõ � äîêòîðîâ íàóê (êîä ïðîåêòà ÌÄ-5239.2008.1)è êàíäèäàòîâ íàóê (êîä ïðîåêòà ÌÊ-6376.2008.1) ñîîòâåòñòâåííî.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Áîðèñîâ À.Â., Ìàìàåâ È.Ñ. Äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà: �àìèëüòîíîâû ìåòîäû, èíòåãðèðóåìîñòü,õàîñ. Ì.�Èæåâñê: ÈÊÈ, ÍÈÖ ¾�ÕÄ¿, 2005. 576 ñ.[2℄ Áîëñèíîâ À.Â., Ôîìåíêî À.Ò. Èíòåãðèðóåìûå ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè íà ñ�åðå, ïîðîæäåííûåñèñòåìàìè �îðÿ÷åâà�×àïëûãèíà è Êîâàëåâñêîé â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà // Ìàòåì. çàìåòêè,1994, ò. 56, � 2, . 139�142.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2009, Ò. 5, �4, ñ. 455�462
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