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ªÓ�÷Ó@ÛDÛ�ÒTÝ<ÕMÓTã�ÒTß]ÎE�DË�Ø�Ñk×�Ñkß]Î YÐ¬¦m	�«�¯�¦�æ�«�» ÕMÓTÑkÚDÕ�Î��MÎsËMÎkÛDÛ�ÒTÝ¿ PÒ�MÎsË�×<ß]ÎkÍ�ÎkÛD×DØ/Ú�ÒTß]ÒTâ
Ó[» ×�Ñ�¢
ÑsËMÎ���Ù]Îkß]ÑhØ/ß�Õ�ÎsáLÑsËMÒTÝDÛMÓ@Ø���×�ÑkâDÕ�Îkß�×DÜZÓ"¥D×DØ^Þ÷Ò�ÑkÛ�ÒTÏLÓ@ÛDÛMÓ@Ø)ÛMÓX PÎkß]Ò�MÎ�ÚDÕLØ( YÐ¾á^���YÓTÑ�Ñ PÒTß�ÕD×�  ÛMÓ%ß�Õ�Îsá
ÚDÕLØ( YÐ¾á

z = zi
Þ�Ö4�MÎ

z0 = 0, z1 = h
2
, z2 = h

Ñ�Ò�ÒTß�Ï]Îkß]Ñkß�Ï�ÙºÌ|·�×�Î0Ó@ÚDÚDÕ�ÒTâºÑk×� �Ó"¥D×D×
σi(t)

�DË�Ø���ÙºÛDâ%¢

VXWPY[ZXVXW�\XVX]_^a`bZXVX]dceZXfX][gih�j/j/k�g�l�mn(g�oqp�g�r�mts/j/u2v�s%h�j



s/j/s wbx�y[x�z|{�}b~%�(��������{/��y[x���x��i�%�){"�����/���Jx���x)wX��~%{�~%����{/�*�Jx"zEx��*��}b~%�

éiê�ë)ì�í�ì�î�ï�ð�ñ�ê�ò�ñ�ó2ô�ò�õ�ê�ê
f(σ)

ì

¥D×DÝ
σ(t, zi).

£�ÑkÚ�Ò@Ë�à�Ü�Ù�Ø��'ÒTÕ� YÙZË�Ù3ÍD×�ÑsËMÎkÛDÛ�ÒTÖ}ÒX��×��E�'ÎkÕ�ÎkÛ(¥D×DÕ�ÒTÏLÓ@ÛD×DØ

∂2σ(t, z1)

∂z2

.
= 4

σ0(t)− 2σ1(t) + σ2(t)

h2
,

�DË�Ø\ÙºÕMÓ@Ï�Û�ÎkÛD×DØÕ¦m	�«ÂÛMÓ�ÚDÕLØ( PÒTÝ
z = z1

 PÒ)�0Û�Ò.ÜZÓ@ÚD×�Ñ}Ó@ß�àÀÓ@ÚDÚDÕ�ÒTâºÑk×� �Ó"¥D×DÌ

ρ

(
df(σ1)

dσ

dσ1

dt
+G

d2σ1

dt2

)
= 4

σ0(t)− 2σ1(t) + σ2(t)

h2
.

¦���«

�bÕMÓTÎkÏ�Ð�Î'Ù]ÑsËMÒTÏ�×DØ^ÞDÏ*ÑkÏ]ÒTÌ ÒTÍ�ÎkÕ�Î���à�Þ�ÚDÕD×DÏ]Ò��Ø
ß*â\ÙºÕMÓ@Ï�Û�ÎkÛD×DØ( 

σ2(t) = Σ, σ1(t)− σ0(t) = 0.
¦öS/«

£�Ñkâ
Ë�Ì#ÍMÓ@ØÀ×DÜ[¦���«sÞÊ¦öS/«P��ÙºÛDâ(¥D×D×
σ0(t)

×
σ2(t)

ÞºÚ�Ò@Ë�ÙºÍMÓTÎ Å�DË�Ø
σ1(t)

ÑsËMÎ���ÙºÌ|·%Î�ÎbÒ�ãTÐÉâDÛ�ÒTÏ]ÎkÛ%¢
Û�Ò�ÎO��×��E�'ÎkÕ�ÎkÛ(¥D×MÓZË�à�Û�Ò�Î'ÙºÕMÓ@Ï�Û�ÎkÛD×�Î

Gρ
d2σ1

dt
+ ρf ′(σ1)

dσ1

dt
= 4

Σ− σ1

h2
.

¦���«

�GÎ��%ÎkÛD×�Î
σ1(t) ≡ Σ

ÙºÕMÓ@Ï�Û�ÎkÛD×DØÏ¦���«ÂØ
ÏTË�ØDÎkß]ÑhØ/Î���×DÛ�Ñkß�Ï]ÎkÛDÛDÐt  Ú�Ò@ËMÒ)��ÎkÛD×�Î  ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×DØ^��Ä'Ó@ÕLØ/��Ù
Ñ_¡�ß�×�  ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×�Î ÉÞ^Ï3ÕMÓTÑ�Ñ �Ó@ß�ÕD×DÏLÓTÎ PÒTÝÅ PÒ�MÎsË�×¿ PÒ)��Îkß\ÛMÓTã@Ë�Ì��÷Ó@ß�à]ÑhØH��ÕDÙºÖ}ÒTÝ<Ï�×%��Ó@ß�ß�ÕMÓ@âDß]Ò"¢
Õ�ÒTÏX» ÚDÕ�Î��MÎsË�à�ÛDÐÉÝ�¥D×Dâ
Ëc�

÷ ��Ù�ã��_øùÙ*ÛPÛPú�Ù*ß_Û�â*ú�ât��J��Û���ú�ÜÕ�_�_�_ú�ât�tÙ*�_��â*û¼ÜÅâ²�J�²ã��

�#ÕMÓ@Ï�Û�ÎkÛD×�Îb¦���«ÃÏ.Ú�ÎkÕ�Î PÎkÛDÛDÐ¾á

x = σ1, y =
dσ1

dt

VXWPY[ZXVXW�\XVX]_^a`bZXVX]dceZXfX][gÊh�j/j/k�g�l�mn(g�oqp�g�r�mÈs/j/u2v�s%h�j



���"Ë�/Ì��%��Í�Î��X�Ï��Ðb��Ñ�{���Ðb��Ò�����~%���b{���Ðb��~%�"Ì����){�Í���� s/j%ü

 PÒ)�0Û�Ò.ÜZÓ@ÚD×�Ñ}Ó@ß�à*Ï0Ï�×%�MÎ'Ñk×�Ñkß]Î YÐ

ẋ = y,

ẏ = − 4

Gρh2
x− f ′(x)

G
y + 4

Gρh2
Σ.

¦���«

ý���×DÛ�Ñkß�Ï]ÎkÛDÛDÐt 1ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×�Î ¿¡�ß]ÒTÝ3Ñk×�Ñkß]Î YÐ·Ø
ÏTË�ØDÎkß]ÑhØ.ß]ÒTÍDâ
Ó
x = Σ, y = 0

��þ�Ó@ÕMÓ@âDß]ÎkÕ.Ú�ÒTÏ]Î��MÎkÛD×DØ
Ñk×�Ñkß]Î YÐç¦���«ÃÏ]ã@Ë�×DÜ�×³¡�ß]ÒTÝ\ß]ÒTÍDâD×� PÒ)�0Û�Ò0×�Ñ�ÑsËMÎ��MÒTÏLÓ@ß�à3Ñ#Ú�Ò� PÒ2·�à�Ì Ñk×�Ñkß]Î YÐ Ú�ÎkÕDÏ]ÒTÖ}Ò%ÚDÕD×�ã@Ë�×(��Î�¢
ÛD×DØ)Ñ& �Ó@ß�ÕD×(¥�ÎkÝ

F =




0 1

− 4

Gρh2
−f
′(Σ)

G


 .

¦�¸�«

À Ò�ã�Ñkß�Ï]ÎkÛDÛDÐ�Î�ÍD×�ÑsË÷ÓX �Ó@ß�ÕD×(¥DÐ
F
×� PÎkÌ#ß0Ï�×%�

λ1,2 = −f
′(Σ)

2G
±

√√√√
(
f ′(Σ)

2G

)2

− 4

Gρh2
.

ª ÕMÓTÑ�Ñ �Ó@ß�ÕD×DÏLÓTÎ PÒTÝù PÒ�MÎsË�×�Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]Ò�Ñkß�à ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×DØ�Û�Î9ÜZÓ@Ï�×�Ñk×Dß ÒTß ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�Õ�ÒTÏ
G, ρ, h

Þ
Ó�ÒTÚDÕ�Î��MÎsË�ØDÎkß]ÑhØ9ß]Ò@Ë�à�âºÒ<Ü�ÛMÓ@âºÒ� 

f ′(Σ)
��ý�ÑsË�×

f ′(Σ) > 0
Þcß]Ò�ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×�Î

x = Σ, y = 0
ÓTÑk×� YÚ%¢

ß]ÒTß�×DÍ�Î�ÑkâD× Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]ÒDÞÉÎ�ÑsË�×
f ′(Σ) < 0

ÞÃß]Ò�Û�ÎkÙ]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]ÒD�*£bÛMÓ�Í�Î<Ö}ÒTÏ]ÒTÕLØ^ÞÂÜ}ÒTÛMÓ�Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]Ò�Ñkß�×
ÒTß�Ï]ÎkÍMÓTÎkß/ÙºÍMÓTÑkß�â
Ó2  Ï]ÒTÜ�ÕMÓTÑkßTÓ@ÛD×DØÕ��ÙºÛDâ(¥D×D×

f(Σ)
ÞWÓÀÜ}ÒTÛMÓÀÛ�ÎkÙ]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]Ò�Ñkß�×¿» ÙºÍMÓTÑkß�â
Ó2  Ù
ãTÐÉÏLÓ�¢

ÛD×DØ
f(Σ)

�Â�'Ó@â Ï�×%��×� ÉÞè�÷Ó@ÛDÛMÓ@ØÓ PÒ�MÎsË�à ÒTß�ÕMÓ"�%ÓTÎkß ÖhË÷Ó@Ï�Û�Ò�Î�â
Ó�Í�Î�Ñkß�Ï]ÎkÛDÛ�Ò�Î�ÑkÏ]ÒTÝ�Ñkß�Ï]Ò9Ñk×�Ñkß]Î YÐ'Þ
Ò�ãTÛMÓ@ÕDÙ/��ÎkÛDÛ�Ò�Î�ÏX¡�âºÑkÚ�ÎkÕD×� PÎkÛDßTÓZá^�

éiê�ë)ì%ÿ�ì��²ê�ñ�ó2ï�ò�ð)õ�ê���ô�ô�ð����/ê�ð	��ï�ð�
�
Êð&ï�ð	�ô������ë4ê��
x = Σ � y = 0

ì�����ô��
A, C � ó"ë��	������ê������ó������ � B �ô���ó"ë��	������ê�����_ó������ � D, F � ó"ë��	������ê������ñ���ò�ó"ë � E � ô���ó"ë��	������ê������ñ���ò�ó"ë)ì

�'Ë�Øb�MÎkßTÓZË�à�Û�ÒTÖ}Ò*×�Ñ�ÑsËMÎ��MÒTÏLÓ@ÛD×DØ)Ï]ÒTÜ) PÒ)�0ÛDÐ¾á\Õ�Î��0×� PÒTÏ[��×DÛMÓ2 Y×DâD×)Û�ÎsË�×DÛ�ÎkÝDÛ�ÒTÝ�Ñk×�Ñkß]Î YÐç¦���«
ÜZÓ2��×DâºÑk×DÕDÙ]Î �ÕLØ/� ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�Õ�ÒTÏ���§bÙ]Ñkß�à

G = ρ = h = 1, f(x) = k(x3/3 − x2 + x/2)
�P±cÒTÖ4�÷Ó

VXWPY[ZXVXW�\XVX]_^a`bZXVX]dceZXfX][gih�j/j/k�g�l�mn(g�oqp�g�r�mts/j/u2v�s%h�j



s/j�� wbx�y[x�z|{�}b~%�(��������{/��y[x���x��i�%�){"�����/���Jx���x)wX��~%{�~%����{/�*�Jx"zEx��*��}b~%�

f ′(x) = k(x2−3x+2)
��Æ�ÙºÛDâ(¥D×DØ

f(x)
 PÒ�MÎsË�×DÕDÙ]Îkß'áºÓ@ÕMÓ@âDß]ÎkÕDÛDÐÉÝ3ß�×DÚ0ÜZÓ@Ï�×�Ñk×� PÒ�Ñkß�×WÞ]Ú�Ò@Ë�ÙºÍ�ÎkÛDÛ�ÒTÝ

ÒTÚDÐÉß�ÛDÐt ·ÚDÙºß]Î Ô¦ Ñ É�DÕD×�Ñ��^	�«s�

éiê�ë)ì! �ì�î�ï�ð�ñ�ê�ò�ê�ñ�ó2ô�ò�õ�ê��
Reλ1,2(Σ) " ï�ê k = 10 #$" ó2ô�ò��)ê�ï�%�ê k = 20 # ë " �!��&Èô�ð��'��ê�ô�ê���%�ì

éiê�ë)ì)(�ì�*�ï��+�����!,�ô����Lõ�ê�ò��!�¿ë4ê�ë��	�-
.�/�!���
k = 10 0	" ï�ê Σ = 1.001 # í1% � Σ = 1.01 # ÿ�% � Σ = 1.03 #  )% � Σ = 1.5

# (�% � Σ = 1.97 #32 % � Σ = 1.99 #54 % � Σ = 1.999 #76 %�ì
§�Ò@ËMÒ)�0×Dß]ÎsË�à�ÛDÐÉÝ1ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�Õ

k
ÙºÚDÕMÓ@ÏTË�ØDÎkß)Ñkß]ÎkÚ�ÎkÛDà�Ìù��Î�Ñkß�âºÒ�Ñkß�×Õ¡�ß]ÒTÝ�ÜZÓ@Ï�×�Ñk×� PÒ�Ñkß�×W�98ÂÙ��MÎ 

×DÜ�ÙºÍMÓ@ß�àÕ��×DÛMÓ2 Y×DÍ�Î�ÑkâD×�Î4ÑkÏ]ÒTÝ�Ñkß�ÏLÓ�Ñk×�Ñkß]Î YÐ Ï�ÜZÓ@Ï�×�Ñk×� PÒ�Ñkß�× ÒTß¿��Ï�ÙLá·ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�Õ�ÒTÏ
Σ
×
k
�Y�'Ë�Ø

Ñk×�Ñkß]Î YÐ Ñ.ßTÓ@âD×� Y×1ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�ÕMÓ2 Y×9âºÒTÕDÛD×
Σ1 = 1,Σ2 = 2

ÙºÕMÓ@Ï�Û�ÎkÛD×DØ
f ′(x) = 0

ÜZÓ��÷Ó@Ì#ß�ß]ÒTÍDâD×
ãT×���ÙºÕDâ
Ó"¥D×D×W�²§bÕD×

Σ < Σ1
ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×�Î

x = Σ
Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]ÒD��§bÕD×�Ú�ÎkÕ�ÎsáLÒ�MÎ3ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�ÕMÓ

Σ
Í�ÎkÕ�ÎkÜ

Σ1
Ï�Ü}ÒTÛDÙ

Σ1 < Σ < Σ2
¡�ß]Ò�ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×�Î\ß]ÎkÕLØDÎkß<Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]Ò�Ñkß�à��è§bÕD×9Ú�ÎkÕ�ÎsáLÒ�MÎ\ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�ÕMÓ

ΣÍ�ÎkÕ�ÎkÜ
Σ2

Ï�Ü}ÒTÛDÙ
Σ > Σ2

ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×�Î<ÑkÛ�ÒTÏLÓ�ÑkßTÓ@Û�ÒTÏ�×Dß]ÑhØ Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ�Ðt É� É ß� PÎkß�×� ÉÞÂÍDß]Ò�ß]ÒTÍDâD×
ãT×���ÙºÕDâ
Ó"¥D×D×

Σ1
×

Σ2
Û�Î0ÜZÓ@Ï�×�ÑhØ
ß�ÒTß)ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�ÕMÓ

k
�ÊÄ'ÓÀÕD×�Ñ��²æ3ÚDÕ�Î��MÑkßTÓ@ÏTËMÎkÛ9ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�ÕD×DÍ�Î�ÑkâD×DÝ

Ú�ÒTÕDß�Õ�Îkß/Ñk×�Ñkß]Î YÐ'�O��Ï]Î%Ï]ÎkÕDß�×Dâ
ÓZË�à�ÛDÐ�Î*ÚDÙºÛDâDß�×DÕDÛDÐ�Î%Ë�×DÛD×D×
Σ = Σ1, Σ = Σ2

ÕMÓ@Ü��MÎsË�Ø
Ì#ß)Ü}ÒTÛDÐ

VXWPY[ZXVXW�\XVX]_^a`bZXVX]dceZXfX][gÊh�j/j/k�g�l�mn(g�oqp�g�r�mÈs/j/u2v�s%h�j



���"Ë�/Ì��%��Í�Î��X�Ï��Ðb��Ñ�{���Ðb��Ò�����~%���b{���Ðb��~%�"Ì����){�Í���� s/j/k

Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]Ò�Ñkß�×.×%Û�ÎkÙ]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]Ò�Ñkß�×W��ª1Ò�ã@Ë÷ÓTÑkß�×
A∪B∪C ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×�ÎÉØ
ÏTË�ØDÎkß]ÑhØ%ÙºÜkËMÒ� ÉÞ�Ó:Ï�Ò�ã@Ë÷ÓTÑkß�×

D ∪ E ∪ F » �'ÒTâDÙ]Ñ�Ò� É�.:^ÕMÓ@ÛD×(¥MÓ� PÎ�����Ù�Ü}ÒTÛMÓ2 Y×4ÙºÜkËMÒTÏÀ×½�'ÒTâDÙ]Ñ�ÒTÏ\ÜZÓ��÷ÓTÎkß]ÑhØ4ÙºÕMÓ@Ï�Û�ÎkÛD×�Î 
k =

= 4

|Σ2 − 3Σ + 2|
�

éiê�ë)ì 2 ì�;¤ò�ë��)ï��-
Êð��!,�ô�������ô�ð1����ô�ê�� x ô�ðOð	�	�)ï�ð)ò��	��ï�ð�<�ë4ê�ë��	�-
.�*ì!=)% k = 1 ��> % k = 10 ��? % k = 20
ì

É ã2·�×DÝ�áºÓ@ÕMÓ@âDß]ÎkÕ4×DÜ) PÎkÛ�ÎkÛD×DØ4Ñ�Ò�ã�Ñkß�Ï]ÎkÛDÛDÐ¾á<Ü�ÛMÓ�Í�ÎkÛD×DÝÕ �Ó@ß�ÕD×(¥DÐ�Ñk×�Ñkß]Î YÐ Ú�ÎkÕDÏ]ÒTÖ}Ò3ÚDÕD×�ã@Ë�×%¢
��ÎkÛD×DØ�ÚDÕD×�ÏLÓ@ÕD×MÓ"¥D×D×�ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�ÕMÓ

Σ
ÚDÕ�Î��MÑkßTÓ@ÏTËMÎkÛ1ÛMÓÀÕD×�Ñ��c�3Ö�ÕMÓ2��×Dâ
Ó2 Y×

Reλ1,2(Σ)
�DË�Ø

k = 5×
k = 20

�
�'Ó@â<Ï�×%��Û�Ò3×DÜ�ÕD×�Ñ��^�
ÞMÙºÏ]ÎsË�×DÍ�ÎkÛD×�Î�ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�ÕMÓ

k
Ñ�ÒTÚDÕ�ÒTÏ]Ò)���÷ÓTÎkß]ÑhØ�ß]Î ÉÞMÍDß]Ò3Ù)Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]ÒTÖ}Ò

¦ Û�ÎkÙ]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]ÒTÖ}Ò�«�ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×DØ�Ñkß]ÎkÚ�ÎkÛDà)ÎkÖ}ÒÀÙ]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]Ò�Ñkß�×Ó¦ Û�ÎkÙ]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]Ò�Ñkß�×�«bÏ]ÒTÜ�ÕMÓTÑkßTÓTÎkß@�G��Ò2¡)�O¢
��×(¥D×�ÎkÛDß���Î�Ñkß�âºÒ�Ñkß�×

η =
max |λ1,2|
min |λ1,2|

�DË�Ø�Ñk×�Ñkß]Î YÐ ¦���«bÏ/ÒTâDÕ�Î�Ñkß�Û�Ò�Ñkß�×1ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×DØ/¢�ÙºÜkË÷Ó/×� PÎ�Îkß
ÓTÑk×� YÚDß]ÒTß�×DâDÙ

η = O(k2)
�

§�ÒTß]ÎkÕLØ�Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]Ò�Ñkß�×.ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×DØ�ÚDÕD×%Ú�ÎkÕ�ÎsáLÒ�MÎ
Σ
Í�ÎkÕ�ÎkÜ

Σ1
ÑsËMÎkÏLÓ�ÛMÓ@ÚDÕMÓ@Ï]Ò�Ñ�ÒTÚDÕ�ÒTÏ]Ò)���÷ÓTÎkß2¢

ÑhØ%Ú�Ò}Ø
ÏTËMÎkÛD×�Î 4Ï�Ñk×�Ñkß]Î PÎE¦���«WÙ]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]ÒTÖ}Ò�ÚDÕ�Î��MÎsË�à�Û�ÒTÖ}Ò&¥D×Dâ
Ë÷Ó
��ª1Ñk×�Ñkß]Î PÎ¾ÛMÓTã@Ë�Ì��÷ÓTÎkß]ÑhØJ YØ
Ö�â
Ó@Ø
ãT×���ÙºÕDâ
Ó"¥D×DØHþbÒTÚ���Ó
��Ä'Ó3ÕD×�Ñ���SÀ×DÜ}Ò�ãTÕMÓ"��ÎkÛDÐ�ÚDÕ�Î��MÎsË�à�ÛDÐ�ÎX¥D×Dâ
Ë�Ð�Ñk×�Ñkß]Î YÐ�¦���«�ÚDÕD×

k = 5
�DË�Ø

Σ = 1.001, 1.01, 1.03, 1.5, 1.97, 1.99, 1.999.§�Ò� PÎkÕ�Î#Ù��÷ÓZËMÎkÛD×DØ\ÒTß%ß]ÒTÍDâD×\ãT×���ÙºÕDâ
Ó"¥D×D×\ÕMÓ@Ü) PÎkÕÀÚDÕ�Î��MÎsË�à�Û�ÒTÖ}ÒX¥D×Dâ
Ë÷Ód�MÒ�ÑkßTÓ@ß]ÒTÍDÛ�Ò.ãTÐ�Ñkß�Õ�Ò
Ï]ÒTÜ�ÕMÓTÑkßTÓTÎkß'×%ÑkßTÓTãT×
Ë�×DÜ�×DÕDÙ]Îkß]ÑhØ^� À ÙºÏ]ÎsË�×DÍ�ÎkÛD×�Î <ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�ÕMÓ

k
Ü}ÒTÛMÓÈ¡�ß]ÒTÖ}Ò#Ú�ÎkÕ�ÎsáLÒ�÷Ó�ÑkÙ/·%Î�Ñkß�Ï]ÎkÛDÛ�Ò

Ñ�ÒTâDÕMÓ"·0ÓTÎkß]ÑhØ^�D�'Ë�Øb�MÒ�ÑkßTÓ@ß]ÒTÍDÛ�Ò3ã�Ò@Ë�à���×
á
k
¡�ßTÓ%Ü}ÒTÛMÓ%Ú�ÎkÕ�ÎsáLÒ�÷Ó0ÛMÓTÑkß]Ò@Ë�à�âºÒ*ÙºÜ�â
Ó@Ø^ÞDÍDß]Ò0ÛMÓTã@Ë�Ì��÷Ó�¢

VXWPY[ZXVXW�\XVX]_^a`bZXVX]dceZXfX][gih�j/j/k�g�l�mn(g�oqp�g�r�mts/j/u2v�s%h�j



sA@�j wbx�y[x�z|{�}b~%�(��������{/��y[x���x��i�%�){"�����/���Jx���x)wX��~%{�~%����{/�*�Jx"zEx��*��}b~%�

éiê�ë)ì 4 ì�B�ð)ï�ð)ò��	��ï�ê�ë��)ê�����ë4ò�ê�� " ��ò�ð	��ð	�	���!,Oð	�	�)ï�ð)ò��	��ï���Oë4ê�ë��	�-
.� " ï�ê k = 1 # �	����ò�ê�% � k = 10 # ë " �!��&Èô�ð����ê�ô�ê���%�ê
k = 20 #$" ó2ô�ò��)ê�ï�%�ì

Î �Ó@Ø ãT×���ÙºÕDâ
Ó"¥D×DØ Ï�ÐÉÖhË�Ø/��×Dß1â
Ó@â���Î�Ñkß�â
Ó@Ø^�*¶Ãß]Ò�Ø
ÏTËMÎkÛD×�Î)ÛMÓ@ÖhË�Ø/��Û�Ò�ÚDÕ�Ò�MÎ PÒTÛ�Ñkß�ÕD×DÕ�ÒTÏLÓ@Û�Ò9ÛMÓ
ÕD×�Ñ��O�
Þ�Ö4�MÎ�ÚDÕ�Î��MÑkßTÓ@ÏTËMÎkÛDÐ ¡�âºÑkß�Õ�Î �ÓZË�à�ÛDÐ�Î0Ü�ÛMÓ�Í�ÎkÛD×DØ�Ú�ÎkÕ�Î PÎkÛDÛ�ÒTÝ

x
�DË�Ø�Ó@ß�ß�ÕMÓ@âDß]ÒTÕ�ÒTÏ\Ñk×�Ñkß]Î YÐ

¦ ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×DÝ9×Õ¥D×Dâ
ËMÒTÏ/«'ÛMÓ\×DÛDß]ÎkÕDÏLÓZËMÎ
0 < Σ < 3

ÚDÕD×
k = 1, 10, 20

�^�'Ë�ØÕ��Î�Ñkß�âºÒTÖ}Ò<ÑsË�ÙºÍMÓ@Ø
k = 20

Ó2 YÚ
Ë�×Dß�Ù��÷Ó.Ó@Ï�ß]ÒTâºÒ@ËMÎ�ã]Ó@ÛD×DÝ<ÚDÕMÓ@âDß�×DÍ�Î�ÑkâD×/Û�Î& PÎkÛDØDÎkß]ÑhØ)ÛMÓ%×DÛDß]ÎkÕDÏLÓZËMÎ
Σ1 < Σ < Σ2

�
À ßTÓ@Û%�÷Ó@ÕDß�Û�Ò�ÎÉâºÒ@Ë�×DÍ�Î�Ñkß�Ï]ÎkÛDÛ�Ò�Î:ÒTÚD×�Ñ}Ó@ÛD×�ÎÉÙ]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]Ò�Ñkß�×X¥D×Dâ
Ë÷ÓÈ�÷ÓTÎkß]ÑhØ�áºÓ@ÕMÓ@âDß]ÎkÕD×�Ñkß�×DÍ�Î�ÑkâD×� 

Ú�ÒTâ
Ó@ÜZÓ@ß]ÎsËMÎ 
λ
��Ä'Ó.ÕD×�Ñ��÷�0ÚDÕ�Î��MÑkßTÓ@ÏTËMÎkÛMÓ*ÜZÓ@Ï�×�Ñk×� PÒ�Ñkß�à\ÒTß

Σ
áºÓ@ÕMÓ@âDß]ÎkÕD×�Ñkß�×DÍ�Î�ÑkâD×
á<Ú�ÒTâ
Ó@ÜZÓ@ß]ÎsËMÎkÝ

�DË�Øq¥D×Dâ
ËMÒTÏ1ÑÀÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�ÕMÓ2 Y×
k = 1, 10, 20

�Ã�'Ó@â·Ï�×%��×� ÉÞÃÑÀÕ�Ò�Ñkß]Ò� 
k
Ñkß]ÎkÚ�ÎkÛDà�Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]Ò�Ñkß�×

¥D×Dâ
Ë÷Ó<ÙºÏ]ÎsË�×DÍD×DÏLÓTÎkß]ÑhØ^��§bÕD×
Σ
ÞPã@Ë�×DÜ�âD×
á â

Σ1
×

Σ2
ÞYÚ�ÒTâ
Ó@ÜZÓ@ß]ÎsË�×Â �ÓZË�Ð» ¥D×Dâ
Ë�Ð Ï]ã@Ë�×DÜ�×·ß]Ò"¢

Í�Îkâ ãT×���ÙºÕDâ
Ó"¥D×DÝ ÑsË÷ÓTã�Ò�Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ�Ð'��§�ÒÕ PÎkÕ�Î/Ù��÷ÓZËMÎkÛD×DØ ÒTß�ß]ÒTÍ�Îkâ ãT×���ÙºÕDâ
Ó"¥D×DÝ
Σ1,2

Ñkß]ÎkÚ�ÎkÛDà
Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]Ò�Ñkß�×Ï¥D×Dâ
ËMÒTÏ<ãTÐ�Ñkß�Õ�Ò/ÙºÏ]ÎsË�×DÍD×DÏLÓTÎkß]ÑhØ1×1ÑkßTÓTãT×
Ë�×DÜ�×DÕDÙ]Îkß]ÑhØ^�LÄ'Ó)ã�Ò@Ë�à��%ÎkÝ1ÍMÓTÑkß�×1×DÛDß]ÎkÕ%¢
ÏLÓZË÷Ó

(Σ1,Σ2)
Ñkß]ÎkÚ�ÎkÛDà3Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]Ò�Ñkß�×½¥D×Dâ
ËMÒTÏ3ÚDÕMÓ@âDß�×DÍ�Î�ÑkâD×<Û�Î'×DÜ) PÎkÛDØDÎkß]ÑhØ^��§bÕD×�ÚDÕD×�ã@Ë�×(��ÎkÛD×D×

Σ
â/ÚDÕMÓ@Ï]ÒTÝ4ãT×���ÙºÕDâ
Ó"¥D×�ÒTÛDÛ�ÒTÝ4Ö�ÕMÓ@ÛD×(¥�Î

Σ2
¥D×Dâ
Ë�Ð ß]ÎkÕLØ
Ì#ßÀÜZÓ@ÚMÓTÑ�Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]Ò�Ñkß�×W�Ê§bÕD×<Ú�ÎkÕ�ÎsáLÒ�MÎ

Í�ÎkÕ�ÎkÜ
Σ2

ÑsËMÎkÏLÓ<ÛMÓ@ÚDÕMÓ@Ï]Ò½¥D×Dâ
Ë ÑkßTÓ@Û�ÒTÏ�×Dß]ÑhØ Û�ÎkÙ]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ�Ðt ÉÞÂÓ�ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×�Î
x ≡ Σ

» Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×%¢
Ï�Ðt É�iª Ñk×�Ñkß]Î PÎ0ÛMÓTã@Ë�Ì��÷ÓTÎkß]ÑhØ�Ò�ãTÕMÓ@ß�ÛMÓ@Ø4ãT×���ÙºÕDâ
Ó"¥D×DØ½þbÒTÚ���Ó
��Ä'ÓZË�×DÍD×�Î0Ù�Ñk×�Ñkß]Î YÐ ¦���«�Ï\Ü}ÒTÛ�Î
Σ1 < Σ < Σ2

Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ�Ð¾á ÚDÕ�Î��MÎsË�à�ÛDÐ¾áÂ¥D×Dâ
ËMÒTÏ1Ø
ÏTË�ØDÎkß]ÑhØ ß]Î�ÒTÕ�Îkß�×DÍ�Î�ÑkâD×�  Ú�Ò��ß�Ï]ÎkÕ����MÎkÛD×�Î 
Ñk×
Ë�à�ÛDÐ¾á)Ò�Ñ�¥D×
ËDË�Ø%¥D×DÝWÞMÛMÓTã@Ë�Ì��÷ÓTÎ YÐ¾á)ÏX¡�âºÑkÚ�ÎkÕD×� PÎkÛDßTÓZá^�

CEDO�_ßGF_�dà Þ¤Û�â�HÈÙtÞ¤ÛP�_Ý��LÞ¤ß&â*û ÝGD&�tÞ¤Û��*�_Û��²ãXä*��âtÞ¤ÛP�
©:ÛMÓZË�×DÜ¾ÏTË�×DØ
ÛD×DØ0ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ¾á�Ï]ÒTÜ) YÙ/·%ÎkÛD×DÝ0ÛMÓ:ÕMÓ@ÜkË�×DÍDÛDÐ�Î¾Õ�Î��0×� YÐ ÕMÓTÑ�Ñ �Ó@ß�ÕD×DÏLÓTÎ PÒTÝ*Û�ÎsË�×%¢

Û�ÎkÝDÛ�ÒTÝ� PÒ�MÎsË�×�ß]ÎkÍ�ÎkÛD×DØ�ÑkÙ]ÑkÚ�ÎkÛDÜ�×D×%ÒTÚD×DÕMÓTÎkß]ÑhØ�ÛMÓt PÎkß]Ò����ÙºÛDâ(¥D×D×�Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâºÒTÝ0ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à2¢
Û�Ò�Ñkß�× ¦�Æ ÀJI «X® 	�	�°ª� É ÑkÛ�ÒTÏ�ÛDÐ�ÎJ¡kËMÎ PÎkÛDß�Ð7ß]Î�ÒTÕD×D×eÆ ÀJI ÚDÕ�Î��MÑkßTÓ@Ï�×�  Ü��MÎ�Ñkà³�DË�Ø�Ò�ã2·%ÎkÖ}Ò/ÑsË�ÙºÍMÓ@Ø
Ó@Ï�ß]ÒTÛ�Ò� YÛ�ÒTÝÕ��×DÛMÓ2 Y×DÍ�Î�ÑkâºÒTÝ Ñk×�Ñkß]Î YÐ'�¤ª â
Ó�Í�Î�Ñkß�Ï]Î*×�ÑráLÒ��Û�ÒTÝÕ�MÎkß]ÎkÕ� Y×DÛD×DÕ�ÒTÏLÓ@ÛDÛ�ÒTÝe PÒ�MÎsË�×�ÕMÓTÑ�¢
Ñ �Ó@ß�ÕD×DÏLÓTÎkß]ÑhØ�Ñk×�Ñkß]Î �Ó���×��E�'ÎkÕ�ÎkÛ(¥D×MÓZË�à�ÛDÐ¾á\ÙºÕMÓ@Ï�Û�ÎkÛD×DÝ

ẋ = f(x),
¦LK�«

Ö4�MÎ
x
»
n
¢A PÎkÕDÛDÐÉÝ.Ï]ÎkâDß]ÒTÕWÞ

f(x)
» �MÒ�ÑkßTÓ@ß]ÒTÍDÛ�Ò'ÖhË÷Ó���â
Ó@Ø

n
¢A PÎkÕDÛMÓ@Ø0Ï]ÎkâDß]ÒTÕ%¢A��ÙºÛDâ(¥D×DØ^��ª�â
Ó�Í�Î�Ñkß�Ï]Î

Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâºÒTÝ½ PÒ�MÎsË�×³�DË�ØÕ¦LK�«Ã×�ÑkÚ�Ò@Ë�à�Ü�Ù]Îkß]ÑhØ�Ñk×�Ñkß]Î �Ó.Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâD×
á)ÙºÕMÓ@Ï�Û�ÎkÛD×DÝ¨£bß]Ò
ẋ = f(x) + εσ(x)ẇ,

¦�¹�«

VXWPY[ZXVXW�\XVX]_^a`bZXVX]dceZXfX][gÊh�j/j/k�g�l�mn(g�oqp�g�r�mÈs/j/u2v�s%h�j
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Ö4�MÎ
ε
»7ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�Õ)×DÛDß]ÎkÛ�Ñk×DÏ�Û�Ò�Ñkß�×/Ï]ÒTÜ) YÙ/·%ÎkÛD×DÝWÞ

σ(x)
» �MÒ�ÑkßTÓ@ß]ÒTÍDÛ�Ò.ÖhË÷Ó���â
Ó@Ø

n× n ¢A �Ó@ß�ÕD×DÍDÛMÓ@Ø��ÙºÛDâ(¥D×DØ^Þ¾ÜZÓ��÷Ó@Ì|·0Ó@Ø ÜZÓ@Ï�×�Ñk×� PÒ�Ñkß�à ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ¾á Ï]ÒTÜ) YÙ/·%ÎkÛD×DÝ ÒTß·Ñ�Ò�Ñkß]Ò}Ø
ÛD×DØ Ñk×�Ñkß]Î YÐ'Þ
w(t)

»
n
¢A PÎkÕDÛDÐÉÝ/ÑkßTÓ@Û%�÷Ó@ÕDß�ÛDÐÉÝ�Ï�×DÛ�ÎkÕ�ÒTÏ]ÑkâD×DÝ�ÚDÕ�Ò2¥�Î�Ñ�Ñ��
§bÕ�Î���Ú�Ò@Ë÷Ó@ÖkÓTÎkß]ÑhØ^Þ�ÍDß]ÒbÑk×�Ñkß]Î �Ó�¦LK�«^×� PÎ�ÎkßO¡�âºÑkÚ�ÒTÛ�ÎkÛ(¥D×MÓZË�à�Û�Ò�Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ�ÐÉÝ*Ó@ß�ß�ÕMÓ@âDß]ÒTÕ³¦ ÛMÓ@ÚDÕD×%¢

 PÎkÕWÞDÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×�Î'×
Ë�×³¥D×Dâ
Ë�«s�
§�Ò�1Ï]ÒTÜ��MÎkÝ�Ñkß�Ï�×�Î  Û�ÎkÏ�ÐÉÕ�Ò)���MÎkÛDÛDÐ¾áÅ��Ù% PÒTÏÅ¦

σ(x) 6= 0
«bÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ�Î.ß�ÕMÓTÎkâDß]ÒTÕD×D×9Ñk×�Ñkß]Î YÐ

¦�¹�«�Ú�ÒTâD×%�÷Ó@Ì#ßÁ�MÎkß]ÎkÕ� Y×DÛD×DÕ�ÒTÏLÓ@ÛDÛDÐÉÝ1Ó@ß�ß�ÕMÓ@âDß]ÒTÕ�×H�'ÒTÕ� Y×DÕDÙºÌ#ß3Ï]ÒTâDÕDÙºÖ%Û�ÎkÖ}Ò3Û�ÎkâºÒTß]ÒTÕDÐÉÝ�ÚDÙºÍ�ÒTâW�
ª1ÑsË�ÙºÍMÓTÎ�Þ@âºÒTÖ4�÷Ó#Ï]ÎkÕ�Ò}Ø
ß�Û�Ò�Ñkß�Û�Ò�ÎÉÕMÓTÑkÚDÕ�Î��MÎsËMÎkÛD×�Î�ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ¾á%Ñ�Ò�Ñkß]Ò}Ø
ÛD×DÝ0Ï|¡�ß]Ò� <ÚDÙºÍDâºÎ¾ÑÃß]ÎkÍ�ÎkÛD×�Î 
Ï�Õ�Î PÎkÛD×4ÑkßTÓTãT×
Ë�×DÜ�×DÕDÙ]Îkß]ÑhØ^Þ¤ PÒ)�0Û�Ò3Ö}ÒTÏ]ÒTÕD×Dß�à\Ò*ÛMÓZË�×DÍD×D×<Ù\Ï]ÒTÜ) YÙ/·%ÎkÛDÛ�ÒTÝ4Ñk×�Ñkß]Î YÐ Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�¢
ÑkâºÒTÖ}ÒÀÓ@ß�ß�ÕMÓ@âDß]ÒTÕMÓX» Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]ÒTÖ}Ò3×DÛDÏLÓ@ÕD×MÓ@ÛDß�Û�ÒTÖ}Ò3Ï]ÎkÕ�Ò}Ø
ß�Û�Ò�Ñkß�Û�ÒTÖ}Ò3ÕMÓTÑkÚDÕ�Î��MÎsËMÎkÛD×DØ<ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ¾á
Ñ�Ò�Ñkß]Ò}Ø
ÛD×DÝ[��×DÛMÓ2 Y×DÍ�Î�ÑkâºÒTÝÀÑk×�Ñkß]Î YÐ'� À ß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâD×DÝ\Ó@ß�ß�ÕMÓ@âDß]ÒTÕJ PÒ)�0Û�Ò'×DÛDß]ÎkÕDÚDÕ�Îkß�×DÕ�ÒTÏLÓ@ß�à�â
Ó@â
ÚDÕ�Î��MÎsË�à�Û�Ò�Î� YÛ�Ò)��Î�Ñkß�Ï]Ò�ß�ÕMÓTÎkâDß]ÒTÕD×DÝ Ñk×�Ñkß]Î YÐ Ï<ÚDÕD×�ÑkÙºß]Ñkß�Ï�×D×e��Ù% PÒTÏ��L§�Ò@Ë�Û�Ò�Î\Ï]ÎkÕ�Ò}Ø
ß�Û�Ò�Ñkß�Û�Ò�Î
ÒTÚD×�Ñ}Ó@ÛD×�Î�Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâºÒTÖ}Ò·Ó@ß�ß�ÕMÓ@âDß]ÒTÕMÓ�Ñk×�Ñkß]Î YÐ'ÞÃÛMÓZáLÒ��Ø%·%ÎkÝ�ÑhØ Ú�Ò� Ï]ÒTÜ��MÎkÝ�Ñkß�Ï�×�Î  ��Ù% �Ó<×DÛ%¢
ß]ÎkÛ�Ñk×DÏ�Û�Ò�Ñkß�×

ε
Þ/�÷ÓTÎkß]ÑhØ/Ñ�Ò�ÒTß�Ï]Îkß]Ñkß�Ï�ÙºÌ|·%ÎkÝ�ÑkßTÓ"¥D×�ÒTÛMÓ@ÕDÛ�ÒTÝ�Ú
ËMÒTß�Û�Ò�Ñkß�à�Ì ÕMÓTÑkÚDÕ�Î��MÎsËMÎkÛD×DØ

p(x, ε)
�

Æ�ÙºÛDâ(¥D×DØ
p(x, ε)

Ù��MÒTÏTËMÎkß�Ï]ÒTÕLØDÎkß�ÙºÕMÓ@Ï�Û�ÎkÛD×DÌÓÆ�ÒTâDâºÎkÕMÓ)¯/§#Ë÷Ó@ÛDâ
Ó)¯º��Ò@Ë� PÒTÖ}ÒTÕ�Ò�ÏLÓ
� É ��ÛMÓ@âºÒ#ß]ÒTÍ%¢
Û�Ò�Î'Õ�Î��%ÎkÛD×�ÎE¡�ß]ÒTÖ}Ò.ÙºÕMÓ@Ï�Û�ÎkÛD×DØ)Ù/��Î&�DË�ØÁ��Ï�Ù% PÎkÕDÛDÐ¾á�Ñk×�Ñkß]Î ·Ï]Î�Ñkà� �Ó0ÜZÓ@ß�ÕDÙ���ÛD×Dß]ÎsË�à�Û�ÒD��ªÉÓ"�0ÛDÐÉÝ
�DË�Ø ÚDÕMÓ@âDß�×DâD× ÑsË�ÙºÍMÓ@Ý Ï]ÒTÜ��MÎkÝ�Ñkß�Ï�×DØ� �ÓZË�Ð¾á Ï]ÒTÜ) YÙ/·%ÎkÛD×DÝ ÚDÕD×DÏ]Ò��×Dß1â ×DÜ�Ï]Î�Ñkß�ÛDÐt �ÚDÕ�Ò�ã@ËMÎ �Ó2 
Ó@ÛMÓZË�×DÜZÓ�ÙºÕMÓ@Ï�Û�ÎkÛD×DÝ3Ñt �ÓZË�Ðt Y×*âºÒ2¡)�E��×(¥D×�ÎkÛDßTÓ2 Y×*ÚDÕD×3ÑkßTÓ@Õ(��×
á0ÚDÕ�ÒT×DÜ�Ï]Ò��ÛDÐ¾á^�/ªÏ¡�ß]ÒTÝ*Ñk×Dß�ÙLÓ"¥D×D×
Ò��ÛD×�  ×DÜ%ÛMÓ@×�ã�Ò@ËMÎ�Î%ÕMÓTÑkÚDÕ�Ò�Ñkß�ÕMÓ@Û�ÎkÛDÛDÐ¾á4ÚDÕD×�Î PÒTÏ\Ø
ÏTË�ØDÎkß]ÑhØ<ÚDÕLØ( PÒ�Î�ÍD×�ÑsËMÎkÛDÛ�Ò�Î[ PÒ�MÎsË�×DÕ�ÒTÏLÓ@ÛD×�Î
ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ¾á\ß�ÕMÓTÎkâDß]ÒTÕD×DÝ<Ñb×
áÀÚ�Ò�ÑsËMÎ���ÙºÌ|·%ÎkÝ/ÑkßTÓ@ß�×�Ñkß�×DÍ�Î�ÑkâºÒTÝ4Ò�ãTÕMÓTã�ÒTß�âºÒTÝW�

ª·ÛMÓTÑkß]Ò}Ø%·%Î�ÎbÏ�Õ�Î YØ3ÕMÓ@Ü�Ï�×DÏLÓTÎkß]ÑhØ\Ú�Ò�DáLÒ�cÞDÚ�ÒTÜ�Ï]Ò@Ë�Ø
Ì|·�×DÝb�DË�Ø3×�ÑkâºÒ� YÐ¾áÀÏ]ÎkÕ�Ò}Ø
ß�Û�Ò�Ñkß�ÛDÐ¾á3áºÓ�¢
ÕMÓ@âDß]ÎkÕD×�Ñkß�×Dâ·Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâD×
á·Ó@ß�ß�ÕMÓ@âDß]ÒTÕ�ÒTÏ<ÛMÓ@ÝDß�×9Ñ�Ò�ÒTß�Ï]Îkß]Ñkß�Ï�ÙºÌ|·%Î�Î3ÚDÕD×�ã@Ë�×(��ÎkÛD×�Î��Lª�ÕMÓTã�ÒTß]Î
©��ª�3��ª¾ÎkÛDß�¥�ÎsË�Ø3×Á¾1��£0��Æ�Õ�ÎkÝ%�DË�×DÛMÓÁ® 	)æ�°^ãTÐ¾ËÀÚDÕ�Î��DËMÒ)��ÎkÛ³ PÎkß]Ò�cÞº×�ÑkÚ�Ò@Ë�à�Ü�ÙºÌ|·�×DÝ���ÙºÛDâ(¥D×DÌ âDÏLÓ�¢
Ü�×DÚ�ÒTß]ÎkÛ(¥D×MÓZË÷Ó
�

ª ÑsË�ÙºÍMÓTÎt �ÓZË�Ð¾áX��Ù% PÒTÏ�Ñ¾Ú�Ò� PÒ2·�à�Ì âDÏLÓ@Ü�×DÚ�ÒTß]ÎkÛ(¥D×MÓZË÷Ó
v(x)

 PÒ)�0Û�Ò'ÜZÓ@ÚD×�Ñ}Ó@ß�à%ÓTÑk×� YÚDß]ÒTß�×DâDÙ
ÑkßTÓ"¥D×�ÒTÛMÓ@ÕDÛ�ÒTÝ�Ú
ËMÒTß�Û�Ò�Ñkß�×/ÕMÓTÑkÚDÕ�Î��MÎsËMÎkÛD×DØ

p(x, ε) ≈ K · exp

(
−v(x)

ε2

)
.

ª ÜZÓ��÷Ó�ÍMÓZá)Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]Ò�Ñkß�×<Ò�ÑkÛ�ÒTÏ�Û�Ò�Î'Ï�ÛD×� �Ó@ÛD×�Î'Ù��MÎsË�ØDÎkß]ÑhØ)Ú�ÒTÏ]Î��MÎkÛD×DÌ�Ñk×�Ñkß]Î YÐ ÏJ �ÓZËMÒTÝ/ÒTâDÕ�Î�Ñkß2¢
Û�Ò�Ñkß�× Ó@ß�ß�ÕMÓ@âDß]ÒTÕMÓ
�G�'Ë�Ø9âDÏLÓ@Ü�×DÚ�ÒTß]ÎkÛ(¥D×MÓZË÷Ó4Ï]ã@Ë�×DÜ�× Ó@ß�ß�ÕMÓ@âDß]ÒTÕMÓ¨�MÎkß]ÎkÕ� Y×DÛD×DÕ�ÒTÏLÓ@ÛDÛ�ÒTÝ Ñk×�Ñkß]Î YÐ
 PÒ)��Îkß1ãTÐÉß�à4ÛMÓ@Ý%�MÎkÛMÓ<âDÏLÓ���ÕMÓ@ß�×DÍDÛMÓ@Ø Ó@ÚDÚDÕ�ÒTâºÑk×� �Ó"¥D×DØ^ÞÃÚ�ÒTÜ�Ï]Ò@Ë�Ø
Ì|·0Ó@Ø9Ú�Ò@Ë�ÙºÍD×Dß�à1ÓTÑk×� YÚDß]ÒTß�×DâDÙ
ÑkßTÓ"¥D×�ÒTÛMÓ@ÕDÛ�ÒTÝ<Ú
ËMÒTß�Û�Ò�Ñkß�×/ÏJ�'ÒTÕ� PÎ�Û�ÒTÕ� �ÓZË�à�Û�ÒTÖ}Ò*ÕMÓTÑkÚDÕ�Î��MÎsËMÎkÛD×DØ^�Ê¶Ãß�Ù)Ó@ÚDÚDÕ�ÒTâºÑk×� �Ó"¥D×DÌ�ÜZÓ��÷ÓTÎkß
��ÙºÛDâ(¥D×DØ/Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâºÒTÝ�ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�×W�÷�%Ó@ÛDÛMÓ@Ø¨��ÙºÛDâ(¥D×DØ/ãTÐ¾Ë÷Ó.Ï�Ï]Î��MÎkÛMÓ*Ï*ÕMÓTã�ÒTßTÓZáÏ® 	�	�°ªÞ
® 	}��°R¯�® 	}��°ªÞcÖ4�MÎ*Ñ.Î�Î.Ú�Ò� PÒ2·�à�Ì ãTÐ¾Ë�×�×�Ñ�ÑsËMÎ��MÒTÏLÓ@ÛDÐ Ò�Ñ�Ò�ã�ÎkÛDÛ�Ò�Ñkß�×9Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâD×
á Ó@Ï�ß]ÒTâºÒ@ËMÎ�ã]Ó@ÛD×DÝ
Ï| PÒ�MÎsË�Øºá�ãTÕDÌbÑ�Ñ�ÎsËDË�Ø
ß]ÒTÕMÓ
Þ�×'ÒTÕ�ÎkÛ(¥MÓ�× I ÙLÓ
�Z��ÒTÛ�Ñkß�ÕDÙºâDß�×DÏ�ÛDÐ�ÎÂÏ]ÒTÜ) PÒ)�0Û�Ò�Ñkß�×X PÎkß]Ò�÷ÓOÆ ÀJI ÚDÕ�Î��(¢
ÑkßTÓ@ÏTËMÎkÛDÐ Ïb® 	}��°��DË�Ø.ÜZÓ��÷Ó�ÍD×3Ú�Ò�÷Ó@ÏTËMÎkÛD×DØ*áºÓTÒ�Ñ}Ó'×*Ïb® 	�¸)°��DË�Ø3Ó@ÛMÓZË�×DÜZÓ'×DÛ%��Ù/¥D×DÕ�ÒTÏLÓ@ÛDÛDÐ¾áJ��Ù% �Ó2 Y×
Ú�ÎkÕ�ÎsáLÒ�MÒTÏ��

�YÓTÑ�Ñ PÒTß�ÕD×� q PÎkß]Ò��Æ ÀJI �DË�ØX��Ï�ÙLá0Ï�×%�MÒTÏ0Ó@ß�ß�ÕMÓ@âDß]ÒTÕ�ÒTÏ_» ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×DØ*×*ÚDÕ�Î��MÎsË�à�Û�ÒTÖ}Ò_¥D×Dâ%¢
Ë÷Ó
�

M Û�â�HÈÙtÞ¤ÛP�_Ý��LÞ¤ß&ât�ú�Ùt�*��ât�t�LÞ¤���

§bÙ]Ñkß�à3Ó@ß�ß�ÕMÓ@âDß]ÒTÕ�Ò�  Ñk×�Ñkß]Î YÐç¦LK�«ÂØ
ÏTË�ØDÎkß]ÑhØ\ß]ÒTÍDâ
Ó0Ú�ÒTâºÒ}Ø
x̄
�

ª¾ÒTÜ��MÎkÝ�Ñkß�Ï�×�ÎbÑkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâD×
áÀÏ]ÒTÜ) YÙ/·%ÎkÛD×DÝ3ÚDÕD×DÏ]Ò��×Dß0â*ß]Ò� YÙ]ÞLÍDß]Ò�Ï]ÒTâDÕDÙºÖ#Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]ÒTÝÀß]ÒTÍ%¢
âD× Ú�ÒTâºÒ}ØÓ�'ÒTÕ� Y×DÕDÙ]Îkß]ÑhØ Ò�ã@Ë÷Ó@âºÒ9ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ¾á·ß�ÕMÓTÎkâDß]ÒTÕD×DÝW� À Ò�ÒTß�Ï]Îkß]Ñkß�Ï�ÙºÌ|·�×DÝ Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâD×DÝ
Ó@ß�ß�ÕMÓ@âDß]ÒTÕ�Î�Ñkß]Î�Ñkß�Ï]ÎkÛDÛ�Ò.ÛMÓ@Ü�ÐÉÏLÓ@ß�à3Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâD×�  ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×�Î É�

VXWPY[ZXVXW�\XVX]_^a`bZXVX]dceZXfX][gih�j/j/k�g�l�mn(g�oqp�g�r�mts/j/u2v�s%h�j



sA@�h wbx�y[x�z|{�}b~%�(��������{/��y[x���x��i�%�){"�����/���Jx���x)wX��~%{�~%����{/�*�Jx"zEx��*��}b~%�

ª¾ã@Ë�×DÜ�×*ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×DØ
x̄
�DË�Ø0âDÏLÓ@Ü�×DÚ�ÒTß]ÎkÛ(¥D×MÓZË÷Ó�×�ÑkÚ�Ò@Ë�à�Ü�Ù]Îkß]ÑhØ*âDÏLÓ���ÕMÓ@ß�×DÍDÛMÓ@Ø\Ó@ÚDÚDÕ�ÒTâºÑk×� �Ó"¥D×DØ

v(x) ≈ 1
2

(x − x̄,W−1(x − x̄))
ÞcÖ4�MÎ

( · , · )
»�Ñkâ
ÓZË�Ø
ÕDÛ�Ò�ÎÀÚDÕ�ÒT×DÜ�Ï]Î��MÎkÛD×�Î��è¶ÃßTÓ<Ó@ÚDÚDÕ�ÒTâºÑk×� �Ó"¥D×DØ

Ú�ÒTÜ�Ï]Ò@Ë�ØDÎkß�ÚDÕ�Î��MÑkßTÓ@Ï�×Dß�à0ÓTÑk×� YÚDß]ÒTß�×DâDÙ.ÑkßTÓ"¥D×�ÒTÛMÓ@ÕDÛ�ÒTÝÀÚ
ËMÒTß�Û�Ò�Ñkß�×*ÏE�'ÒTÕ� PÎÉÛ�ÒTÕ� �ÓZË�à�Û�ÒTÖ}Ò'ÕMÓTÑkÚDÕ�Î�¢
�MÎsËMÎkÛD×DØ

p(x, ε) ≈ K · exp

(
−(x− x̄,W−1(x− x̄))

2ε2

)

Ñ�âºÒTÏLÓ@ÕD×MÓ"¥D×�ÒTÛDÛ�ÒTÝ¿ �Ó@ß�ÕD×(¥�ÎkÝ
ε2W

Þ
áºÓ@ÕMÓ@âDß]ÎkÕD×DÜ�ÙºÌ|·%ÎkÝ/ÕMÓ@Ü}ãTÕ�Ò�Ñ�ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ¾á)ß�ÕMÓTÎkâDß]ÒTÕD×DÝ<Ñkß]Ò�áºÓ�¢
Ñkß�×DÍ�Î�ÑkâºÒTÝ<Ñk×�Ñkß]Î YÐç¦�¹�«ÂÏ]ÒTâDÕDÙºÖ'ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×DØ

x̄
�

§bÙ]Ñkß�à
η1 > η2 > . . . > ηn > 0

»�Ñ�Ò�ã�Ñkß�Ï]ÎkÛDÛDÐ�ÎÀÍD×�ÑsË÷Ó
ÞPÓ
h1, h2, . . . , hn

»�ÒTÕDß]ÒTÛ�ÒTÕ� Y×DÕ�Ò"¢
ÏLÓ@ÛDÛDÐÉÝ<ã]Ó@Ü�×�Ñ�Ñ�Ò�ã�Ñkß�Ï]ÎkÛDÛDÐ¾á/Ï]ÎkâDß]ÒTÕ�ÒTÏ� �Ó@ß�ÕD×(¥DÐ

W
��§bÕD×�Û�ÎkÏ�ÐÉÕ�Ò)���MÎkÛDÛDÐ¾á¨��Ù% �ÓZá)Ü�ÛMÓ�Í�ÎkÛD×DØ

ηiÚ�Ò@ËMÒ)�0×Dß]ÎsË�à�ÛDÐ'�²§bÕD×½¡�ß]Ò�  Ï]ÎsË�×DÍD×DÛDÐ
ε2ηi

ÜZÓ��÷Ó@Ì#ß\ÕMÓ@Ü}ãTÕ�Ò�Ñ³¦F��×�ÑkÚ�ÎkÕ�Ñk×DÌE«bÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ¾á<ß�ÕMÓTÎkâDß]Ò"¢
ÕD×DÝ)Ï0ÛMÓ@ÚDÕMÓ@ÏTËMÎkÛD×D×�Ï]ÎkâDß]ÒTÕ�ÒTÏ

hi
�

ª ÑsË�ÙºÍMÓTÎE¡�âºÑkÚ�ÒTÛ�ÎkÛ(¥D×MÓZË�à�Û�ÒTÝ4Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]Ò�Ñkß�×<ß]ÒTÍDâD×/Ú�ÒTâºÒ}Ø
x̄
ÞDâºÒTÖ4�÷Ó3ÑkÚ�ÎkâDß�Õ¨ �Ó@ß�ÕD×(¥DÐ

F
ËMÎ�¢

�0×Dß'ÏbËMÎkÏ]ÒTÝ0Ú�Ò@Ë�ÙºÚ
ËMÒ�ÑkâºÒ�Ñkß�×WÞ/ �Ó@ß�ÕD×(¥MÓ
W
Ø
ÏTË�ØDÎkß]ÑhØ.Î���×DÛ�Ñkß�Ï]ÎkÛDÛDÐt �Õ�Î��%ÎkÛD×�Î �ÓZË�Ö}Î�ãTÕMÓ@×DÍ�Î�ÑkâºÒTÖ}Ò

ÙºÕMÓ@Ï�Û�ÎkÛD×DØ
FW +WF> = −S, ¦m	)U�«

Ö4�MÎ

F =
∂f

∂x
(x̄), S = GG>, G = σ(x̄).

¾<Ó@ß�ÕD×(¥MÓ
W
Þ�ÑkÏ�Ø
Ü�ÐÉÏLÓ@Ø/×DÛDß]ÎkÛ�Ñk×DÏ�Û�Ò�Ñkß�à3Ï]ÒTÜ��MÎkÝ�Ñkß�Ï�×DØ

ε2 Ñ'âºÒTÏLÓ@ÕD×MÓ"¥D×�ÎkÝ ε2W
ÕMÓ@Ü}ãTÕ�Ò�Ñ}Ó*ÑsË�ÙºÍMÓ@Ý%¢

ÛDÐ¾á3ß�ÕMÓTÎkâDß]ÒTÕD×DÝ)Ï]ÒTâDÕDÙºÖ
x̄
Þº×DÖ�ÕMÓTÎkß0Õ�Ò@Ë�à[ �Ó@ß�ÕD×DÍDÛ�ÒTÖ}Ò0âºÒ2¡)�E��×(¥D×�ÎkÛDßTÓ%Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâºÒTÝ�ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×%¢

ß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�× ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×DØ
x̄
�Pª â
Ó�Í�Î�Ñkß�Ï]Î<Ò�ã2·%ÎkÝ Ñkâ
ÓZË�Ø
ÕDÛ�ÒTÝ áºÓ@ÕMÓ@âDß]ÎkÕD×�Ñkß�×DâD× ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�×

ß]ÒTÍDâD×�Ú�ÒTâºÒ}Ø/Ù��MÒ�ãTÛ�Ò.×�ÑkÚ�Ò@Ë�à�Ü}ÒTÏLÓ@ß�àÀÏ]ÎsË�×DÍD×DÛDÙ
M = max

i
ηi
» Ú�ÒTâ
Ó@ÜZÓ@ß]ÎsË�à\Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâºÒTÝ�ÍDÙºÏ2¢

Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�×W�

N ú��i�J�²ãXä*�POÓûQF_�_ßdã
±cÎkÚ�ÎkÕDà0ÕMÓTÑ�Ñ PÒTß�ÕD×� 9ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝWÞºâºÒTÖ4�÷Ó0Ó@ß�ß�ÕMÓ@âDß]ÒTÕ�Ò�  Ñk×�Ñkß]Î YÐa¦LK�«PØ
ÏTË�ØDÎkß]ÑhØ3ÚDÕ�Î��MÎsË�à�ÛDÐÉÝ�¥D×Dâ
Ë

Γ = {ξ(t)| 0 6 t < T} ÞDÜZÓ��÷Ó@ÏLÓTÎ YÐÉÝ T ¢�Ú�ÎkÕD×�Ò��×DÍ�Î�ÑkâD×�  Õ�Î��%ÎkÛD×�Î  ξ(t) Ñk×�Ñkß]Î YÐù¦LK�«s�
��×DÛMÓ2 Y×Dâ
Ó� �ÓZË�Ð¾á3ÒTß�â
ËMÒTÛ�ÎkÛD×DÝWÞ
â
Ó@âÀ×3Ï%ÑsË�ÙºÍMÓTÎ:ß]ÒTÍDâD×ÀÚ�ÒTâºÒ}Ø^ÞDÒTÚDÕ�Î��MÎsË�ØDÎkß]ÑhØ\Ñk×�Ñkß]Î PÒTÝÀÚ�ÎkÕ%¢

Ï]ÒTÖ}Ò0ÚDÕD×�ã@Ë�×(��ÎkÛD×DØ
ż = F (t)z,

¦m	�	�«

Ö4�MÎ
F =

∂f

∂x
(ξ(t))

»
T
¢�Ú�ÎkÕD×�Ò��×DÍ�Î�Ñkâ
Ó@Ø¨ �Ó@ß�ÕD×(¥MÓ
�

�#Ë÷ÓTÑ�Ñk×DÍ�Î�ÑkâD×� Y× áºÓ@ÕMÓ@âDß]ÎkÕD×�Ñkß�×Dâ
Ó2 Y× Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]Ò�Ñkß�× ¥D×Dâ
Ë÷Ó Ø
ÏTË�Ø
Ì#ß]ÑhØ  YÙZË�àZß�×DÚ
Ë�×Dâ
Ó@ß]Ò"¢
ÕDÐ

ρi
» Ñ�Ò�ã�Ñkß�Ï]ÎkÛDÛDÐ�Î�ÍD×�ÑsË÷ÓJ �Ó@ß�ÕD×(¥DÐ  PÒTÛ�Ò��Õ�Ò� Y×D×

B = Z(T )
Þ�Ö4�MÎ

Z(t)
»���ÙºÛ%�÷Ó2 PÎkÛDßTÓZË�à�ÛMÓ@Ø

 �Ó@ß�ÕD×(¥MÓ.Ñk×�Ñkß]Î YÐù¦m	�	�«s�
É ��×DÛ�×DÜ� YÙZË�àZß�×DÚ
Ë�×Dâ
Ó@ß]ÒTÕ�ÒTÏb¦ ÚDÙ]Ñkß�àÈ¡�ß]Ò:ãTÙ��MÎkß

ρ1
«÷Ï]Ñ�ÎkÖ4�÷Ó�ÕMÓ@Ï]ÎkÛ%Î���×DÛD×(¥�Î���þ�Ó@ÕMÓ@âDß]ÎkÕD×�Ñkß�×DâºÒTÝ

�MÎkß]ÎkÕ� Y×DÛD×DÕ�ÒTÏLÓ@ÛDÛ�ÒTÝ1Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]Ò�Ñkß�×¿¥D×Dâ
Ë÷Ó3Ø
ÏTË�ØDÎkß]ÑhØ4ÍD×�ÑsËMÒ
ρ = max

i
ρi
¦
i = 2, . . . , n

«sÞ÷âºÒTß]ÒTÕ�Ò�Î
Ú�ÒTâ
Ó@Ü�ÐÉÏLÓTÎkß@ÞGÏ]Ò\ÑkâºÒ@Ë�à�âºÒ/ÕMÓ@Ü.ß�ÕMÓTÎkâDß]ÒTÕD×DØ�ÚDÕD×�ã@Ë�×(�%ÓTÎkß]ÑhØ�â¿¥D×Dâ
Ë�Ù�ÜZÓ\Ò��×DÛ�Ò�ã�ÒTÕ�ÒTß/ÚDÕD×Õ �ÓZËMÒ� 
ÒTß�â
ËMÒTÛ�ÎkÛD×D×/ÛMÓ�ÍMÓZË�à�ÛDÐ¾á³�÷Ó@ÛDÛDÐ¾á^�

É ��ÛMÓ@âºÒE�÷Ó@ÛDÛMÓ@Ø0ËMÒTÖ�×Dâ
Ó�ÑkÚDÕMÓ@Ï]Î��DË�×DÏLÓ'ß]Ò@Ë�à�âºÒ'Ë�×(��à&�DË�Ø.Ï]ÒTÜ) YÙ/·%ÎkÛD×DÝWÞ��MÎkÝ�Ñkß�Ï�ÙºÌ|·�×
á.ÛMÓ�Ñk×%¢
Ñkß]Î YÙ*Ò��Û�ÒTâDÕMÓ@ß�Û�ÒDÞºÏ�Û�ÎkâºÒTß]ÒTÕDÐÉÝ\ÛMÓ�ÍMÓZË�à�ÛDÐÉÝ� PÒ� PÎkÛDß�Ï�Õ�Î PÎkÛD×W�º�bÕ�Ò� PÎ:ß]ÒTÖ}ÒDÞ/ YÙZË�àZß�×DÚ
Ë�×Dâ
Ó@ß]ÒTÕDÐ
Û�Î�Ú�ÒTÜ�Ï]Ò@Ë�Ø
Ì#ß.ÕMÓ@ÜkË�×DÍMÓ@ß�à*×)ÑkÕMÓ@Ï�ÛD×DÏLÓ@ß�à3Ú�Ò0Ñkß]ÎkÚ�ÎkÛD×/Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]Ò�Ñkß�×/ÕMÓ@Ü�ÛDÐ�Î'ÙºÍMÓTÑkß�âD×³¥D×Dâ
Ë÷Ó
�
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§bÕD×4Ï]ÒTÜ��MÎkÝ�Ñkß�Ï�×D×�Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâD×
á¿��Ù% PÒTÏÀÏ]ÒTâDÕDÙºÖX¥D×Dâ
Ë÷ÓÁ�'ÒTÕ� Y×DÕDÙ]Îkß]ÑhØ4ÑkßTÓ"¥D×�ÒTÛMÓ@ÕDÛ�Ò)ÕMÓTÑ�¢
ÚDÕ�Î��MÎsËMÎkÛDÛDÐÉÝ4ÚDÙºÍ�ÒTâ<ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ¾á/ß�ÕMÓTÎkâDß]ÒTÕD×DÝ�Ñk×�Ñkß]Î YÐ¬¦�¹�«sÞ�ËMÎ��%Ó"·�×
á/Ï3Û�ÎkâºÒTß]ÒTÕ�ÒTÝ4×DÛDÏLÓ@ÕD×MÓ@ÛDß2¢
Û�ÒTÝ��DË�Ø\Ñk×�Ñkß]Î YÐ ÒTâDÕ�Î�Ñkß�Û�Ò�Ñkß�×

U
� À Ò�ÒTß�Ï]Îkß]Ñkß�Ï�ÙºÌ|·�×DÝ�Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâD×DÝ4Ó@ß�ß�ÕMÓ@âDß]ÒTÕ�ãTÙ��MÎ  ÛMÓ@Ü�Ð�¢

ÏLÓ@ß�à*Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâD×� Â¥D×Dâ
ËMÒ� É�
§bÙ]Ñkß�à

Πt
» Ö�×DÚ�ÎkÕDÚ
ËMÒ�ÑkâºÒ�Ñkß�à�Þ�ÒTÕDß]ÒTÖ}ÒTÛMÓZË�à�ÛMÓ@Ø ¥D×Dâ
Ë�Ù·Ï1ß]ÒTÍDâºÎ

ξ(t) (0 6 t 6 T )
� I ÎkÕ�ÎkÜ

Ut
Ò�ã�ÒTÜ�ÛMÓ�ÍD×� 7ÒTâDÕ�Î�Ñkß�Û�Ò�Ñkß�à1ß]ÒTÍDâD×

ξ(t)
ÞYËMÎ��%Ó"·�ÙºÌ Ï

Πt
Ô

Ut = U
⋂

Πt.
§bÕ�Î���Ú�Ò@Ë÷Ó@ÖkÓTÎkß]ÑhØ^ÞÂÍDß]Ò

Ut
⋂

Us = ∅
ÚDÕD×

t 6= s
�èª¾ÎkÕ�Ò}Ø
ß�Û�Ò�Ñkß�Û�Ò�Î<ÒTÚD×�Ñ}Ó@ÛD×�Î�ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ¾á ß�ÕMÓTÎkâDß]ÒTÕD×DÝ Ï�ÚDÙºÍDâºÎ)Ù��MÒ�ãTÛ�Ò

ÑkÏ�Ø
ÜZÓ@ß�à�Ñ�Ò#ÑsËMÎ���ÙºÌ|·%ÎkÝ�Ï]ÎkâDß]ÒTÕ%¢A��ÙºÛDâ(¥D×�ÎkÝ
Xt
�2å÷ÛMÓ�Í�ÎkÛD×DØ

Xt
Î�Ñkß�àbß]ÒTÍDâD×�Ú�ÎkÕ�Î�Ñ�ÎkÍ�ÎkÛD×DØ0ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ¾á

ß�ÕMÓTÎkâDß]ÒTÕD×DÝ*Û�ÎsË�×DÛ�ÎkÝDÛ�ÒTÝÀÑk×�Ñkß]Î YÐ ¦�æ�«YÑ
Ut
��ª¾ÎkÕ�Ò}Ø
ß�Û�Ò�Ñkß�Û�Ò�Î�ÕMÓTÑkÚDÕ�Î��MÎsËMÎkÛD×�Î:ß�ÕMÓTÎkâDß]ÒTÕD×DÝ*Ï'ÚDÙºÍDâºÎ

Ñ�ß]ÎkÍ�ÎkÛD×�Î  Ï�Õ�Î PÎkÛD×�ÑkßTÓTãT×
Ë�×DÜ�×DÕDÙ]Îkß]ÑhØ^ÞWÚ�Ò2¡�ß]Ò� YÙ�ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛMÓ@Ø�Ú�ÎkÕ�Î PÎkÛDÛMÓ@Ø
Xt

Ï\ÒTâDÕ�Î�Ñkß�Û�Ò�Ñkß�×
Ut×� PÎ�Îkß.Û�ÎkâºÒTß]ÒTÕ�Ò�Î�ÑkßTÓ"¥D×�ÒTÛMÓ@ÕDÛ�Ò�Î�ÕMÓTÑkÚDÕ�Î��MÎsËMÎkÛD×�Î�ÑbÚ
ËMÒTß�Û�Ò�Ñkß�à�Ì

pt(x, ε)
�

�'Ë�Ø½ �ÓZË�Ð¾á¨��Ù% PÒTÏ\Ñ%Ú�Ò� PÒ2·�à�Ì7Ñ�Ò�ÒTß�Ï]Îkß]Ñkß�Ï�ÙºÌ|·%ÎkÝ�âDÏLÓ���ÕMÓ@ß�×DÍDÛ�ÒTÝ1Ó@ÚDÚDÕ�ÒTâºÑk×� �Ó"¥D×D×1âDÏLÓ@Ü�×%¢
Ú�ÒTß]ÎkÛ(¥D×MÓZË÷Ó0Ï]ã@Ë�×DÜ�×�¥D×Dâ
Ë÷ÓX PÒ)�0Û�Ò.ÜZÓ@ÚD×�Ñ}Ó@ß�àJ¡�âºÑkÚ�ÒTÛ�ÎkÛ(¥D×MÓZË�à�ÛDÙºÌ ÖkÓ�Ù]Ñ�Ñ�ÒTÏ�Ù�ÓTÑk×� YÚDß]ÒTß�×DâDÙ¿® 	�	�°

pt(x, ε) ≈ K · exp

(
−(x− ξ(t))>W+(t)(x− ξ(t))

2ε2

)

Ñ�Ò.ÑkÕ�Î���ÛD×� ·Ü�ÛMÓ�Í�ÎkÛD×�Î 
mt = ξ(t)

×)âºÒTÏLÓ@ÕD×MÓ"¥D×�ÒTÛDÛ�ÒTÝH �Ó@ß�ÕD×(¥�ÎkÝ
D(t, ε) = ε2W (t)

¦�R
+ S » Ü�ÛMÓ@â

Ú�Ñ�ÎkÏ2�MÒ�Ò�ãTÕMÓ"·%ÎkÛD×DØ�«s�
¶Ãß]Ò ÕMÓTÑkÚDÕ�Î��MÎsËMÎkÛD×�Î�ÞÀÑ�Ò�ÑkÕ�Î��MÒTß]ÒTÍ�ÎkÛDÛ�Ò�Î Ï�Ö�×DÚ�ÎkÕDÚ
ËMÒ�ÑkâºÒ�Ñkß�×

Πt
Þ0Ø
ÏTË�ØDÎkß]ÑhØ Ñk×DÛDÖ�ÙZË�Ø
ÕDÛDÐt ÉÔ

rankD(t, ε) 6 n − 1
�O�'Ë�Ø4Û�ÎkÏ�ÐÉÕ�Ò)���MÎkÛDÛDÐ¾áÅ��Ù% PÒTÏÅ¦

detσ(x)|Γ 6= 0
«b×� PÎ�Î 

rankD(t, ε) = n −
− 1

�
��ÒTÏLÓ@ÕD×MÓ"¥D×�ÒTÛDÛMÓ@Ø³ �Ó@ß�ÕD×(¥MÓ
D(t, ε)

áºÓ@ÕMÓ@âDß]ÎkÕD×DÜ�Ù]Îkß.ÕMÓ@Ü}ãTÕ�Ò�Ñbß]ÒTÍ�Îkâ\Ú�ÎkÕ�Î�Ñ�ÎkÍ�ÎkÛD×DØ)ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ¾á
ß�ÕMÓTÎkâDß]ÒTÕD×DÝ�Ñ�Ö�×DÚ�ÎkÕDÚ
ËMÒ�ÑkâºÒ�Ñkß�à�Ì

Πt
�

�YÓTÑ�Ñ PÒTß�ÕD×�  Ñ�Ò�ã�Ñkß�Ï]ÎkÛDÛDÐ�Î�Ü�ÛMÓ�Í�ÎkÛD×DØ
η1(t) > η2(t) > . . . > ηn(t) > 0

×/Ñ�Ò�ã�Ñkß�Ï]ÎkÛDÛDÐ�Î�Ï]ÎkâDß]Ò"¢
ÕDÐ

h1(t)
Þ
h2(t)

Þ�������Þ
hn(t)

 �Ó@ß�ÕD×(¥DÐ
W (t)

��ª9Ñk×
Ë�Ù�Ï�ÐÉÕ�Ò)���MÎkÛDÛ�Ò�Ñkß�×
W (t)

Þ]Ñ�Ò�ã�Ñkß�Ï]ÎkÛDÛ�Ò�Î�Ü�ÛMÓ�Í�ÎkÛD×�Î
ηn(t) ≡ 0

� É ÑkßTÓZË�à�ÛDÐ�Î)Ñ�Ò�ã�Ñkß�Ï]ÎkÛDÛDÐ�Î\Ü�ÛMÓ�Í�ÎkÛD×DØ9× Ñ�Ò�ÒTß�Ï]Îkß]Ñkß�Ï�ÙºÌ|·�×�ÎÀ×�  Ñ�Ò�ã�Ñkß�Ï]ÎkÛDÛDÐ�Î\Ï]ÎkâDß]ÒTÕDÐ
áºÓ@ÕMÓ@âDß]ÎkÕD×DÜ�ÙºÌ#ß/ÕMÓ@Ü}ãTÕ�Ò�Ñ0ÚDÙºÍDâ
ÓÀÏ)Ö�×DÚ�ÎkÕDÚ
ËMÒ�ÑkâºÒ�Ñkß�×

Πt
Ú�ÒÀÏ]ÎsË�×DÍD×DÛ�Î.×4ÛMÓ@ÚDÕMÓ@ÏTËMÎkÛD×DÌ%�¤¾<Ó@ß�ÕD×(¥MÓ

W (t)
Þº×DÖ�ÕMÓ@Ì|·0Ó@ØÀÕ�Ò@Ë�àUT�V	W-X9X�YAZAY\[1]A^P_a`�^PV	bc_�`�^PYAd�[1`�T�V)e/d�f!g)`�^hg)YA^h[jiAk�]AV)`�^PY�¥D×Dâ
Ë÷Ó
Þ
Ø
ÏTË�ØDÎkß]ÑhØ

Õ�Î��%ÎkÛD×�Î  Ñk×�Ñkß]Î YÐ ® 	}��°

Ẇ = F (t)W +WF>(t) + P (t)S(t)P (t),

W (t+ T ) = W (t),
¦m	)æ�«

W (t)r(t) = 0, r(t) = f(ξ(t)),
Ö4�MÎ

F (t) =
∂f

∂x
(ξ(t)), S(t) = G(t)G>(t), G(t) = σ(ξ(t)),

P (t) = Pf(ξ(t)), Pr = I − rr>

r>r
.

å��MÎ�Ñkà
Pr
»  �Ó@ß�ÕD×(¥MÓbÚDÕ�Ò�ÎkâDß�×DÕ�ÒTÏLÓ@ÛD×DØ.ÛMÓ:Ú�Ò��ÚDÕ�Ò�Ñkß�ÕMÓ@Û�Ñkß�Ï]ÒDÞºÒTÕDß]ÒTÖ}ÒTÛMÓZË�à�Û�Ò�ÎÉÏ]ÎkâDß]ÒTÕDÙ

r 6= 0.
¶ÃßTÓ

Ñk×�Ñkß]Î �Ó
ÞTã@Ë÷Ó@Ö}Ò�÷Ó@ÕLØ_¡�âºÑkÚ�ÒTÛ�ÎkÛ(¥D×MÓZË�à�Û�ÒTÝ0Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]Ò�Ñkß�×0ÚDÕ�Î��MÎsË�à�Û�ÒTÖ}Ò|¥D×Dâ
Ë÷Ó
ÞZ×� PÎ�Îkß#Î���×DÛ�Ñkß�Ï]ÎkÛDÛ�Ò�Î
Õ�Î��%ÎkÛD×�Î��(Ä�Î�Ò�ã�áLÒ��×� YÐ�Î�ß]Î�ÒTÕ�Îkß�×DÍ�Î�ÑkâD×�Î'ÑkÏ]Î��MÎkÛD×DØÀÚ�Ò�Õ�Î��%ÎkÛD×DÌ Ñk×�Ñkß]Î YÐa¦m	)æ�«�ÚDÕD×DÏ]Î��MÎkÛDÐ ÏÁ® 	}��°ª�

ª ÑsË�ÙºÍMÓTÎd¥D×Dâ
Ë÷Ó.ÛMÓ.Ú
ËMÒ�ÑkâºÒ�Ñkß�×�¦
n = 2

«t �Ó@ß�ÕD×(¥MÓ3Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâºÒTÝ�ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�×
W (t)×)ÚDÕ�Ò�Îkâ(¥D×�ÒTÛDÛMÓ@Ø� �Ó@ß�ÕD×(¥MÓ

P (t)
×� PÎkÌ#ß.ÕMÓ@ÛDÖsÞ�ÕMÓ@Ï�ÛDÐÉÝ/Î���×DÛD×(¥�Î�Þ�×\ÚDÕ�Î��MÑkßTÓ@Ï�×� YÐ Ï0Ï�×%�MÎ

W (t) = µ(t)P (t), P (t) = p(t)p>(t).

VXWPY[ZXVXW�\XVX]_^a`bZXVX]dceZXfX][gih�j/j/k�g�l�mn(g�oqp�g�r�mts/j/u2v�s%h�j



sA@2p wbx�y[x�z|{�}b~%�(��������{/��y[x���x��i�%�){"�����/���Jx���x)wX��~%{�~%����{/�*�Jx"zEx��*��}b~%�

å��MÎ�Ñkà
p(t)

» Û�ÒTÕ� Y×DÕ�ÒTÏLÓ@ÛDÛDÐÉÝ%Ï]ÎkâDß]ÒTÕWÞ@ÒTÕDß]ÒTÖ}ÒTÛMÓZË�à�ÛDÐÉÝ%â
ÓTÑ}Ó@ß]ÎsË�à�Û�Ò� YÙ'Ï]ÎkâDß]ÒTÕDÙ
f(ξ(t)),

ÓÉÜ�ÛMÓ�ÍD×Dß@Þ
×d¥D×Dâ
Ë�Ù

Γ
Ï�ß]ÒTÍDâºÎ

ξ(t)
Þ@Ó
µ(t) > 0

»
T
¢�Ú�ÎkÕD×�Ò��×DÍ�Î�Ñkâ
Ó@Ø0Ñkâ
ÓZË�Ø
ÕDÛMÓ@Ø���ÙºÛDâ(¥D×DØ^Þ�ÜZÓ��÷Ó@Ì|·0Ó@Ø'ÕMÓ@Ü}ãTÕ�Ò�Ñ

ÚDÙºÍDâ
Ó%Ú�Ò0Û�ÒTÕ� �ÓZË�×
p(t)

â�¥D×Dâ
Ë�Ù]Þ(»��ÙºÛDâ(¥D×DØ\Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâºÒTÝ<ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�×Ï¦�Æ ÀJI «s�
Æ�ÙºÛDâ(¥D×DØ

µ(t)
Ø
ÏTË�ØDÎkß]ÑhØ\Õ�Î��%ÎkÛD×�Î µ® 	}��°câDÕMÓTÎkÏ]ÒTÝ/ÜZÓ��÷Ó�ÍD×

µ̇ = a(t)µ+ b(t), µ(0) = µ(T )

Ñ
T
¢�Ú�ÎkÕD×�Ò��×DÍ�Î�ÑkâD×� Y×�âºÒ2¡)�E��×(¥D×�ÎkÛDßTÓ2 Y×

a(t) = p>(t)(F>(t) + F (t))p(t), b(t) = p>(t)S(t)p(t)

×� PÒ)��Îkß3ãTÐÉß�à.ÛMÓ@Ý%�MÎkÛMÓ%Ï.Ø
Ï�Û�Ò�  Ï�×%�MÎ

µ(t) = g(t)(c + h(t)),
¦m	}��«

Ö4�MÎ

g(t) = exp




t∫

0

a(s)ds


, h(t) =

t∫

0

b(s)

g(s)
ds, c =

g(T )h(T )

1− g(T )
.

Æ�ÙºÛDâ(¥D×DØ)Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâºÒTÝ�ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�×<ÒTÚDÕ�Î��MÎsËMÎkÛMÓ%Ï0ß]ÒTÍDâ
ÓZá�¥D×Dâ
Ë÷Ó
Γ
×ÀáºÓ@ÕMÓ@âDß]ÎkÕD×%¢

Ü�Ù]Îkß.ÛMÓ�ÕMÓ@ÜkË�×DÍDÛDÐ¾á)ÙºÍMÓTÑkß�â
ÓZá�¡�ß]ÒTÖ}ÒX¥D×Dâ
Ë÷Ó%ÕMÓ@Ü}ãTÕ�Ò�Ñ�ÚDÙºÍDâ
Ó0ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ¾á\ß�ÕMÓTÎkâDß]ÒTÕD×DÝW��¶ÃßTÓX��ÙºÛDâ%¢
¥D×DØ�Ú�ÒTÜ�Ï]Ò@Ë�ØDÎkßbÑkÕMÓ@Ï�ÛD×DÏLÓ@ß�à'Ñkß]ÎkÚ�ÎkÛDà#ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�×0ÕMÓ@Ü�ÛDÐ¾á�ÍMÓTÑkß]ÎkÝ_¥D×Dâ
Ë÷Ó�â%Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâD×� 
Ú�Ò� PÎsáºÓ2 ·×\ÚDÕ�Î��MÑkâ
Ó@Ü�ÐÉÏLÓ@ß�àÀß]ÒTÛDâD×�Î&¡)�E�'ÎkâDß�Ð ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ¾á\Ï]ÒTÜ��MÎkÝ�Ñkß�Ï�×DÝW�

ª Ó@ÛMÓZË�×DÜ}Î)ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�× ÚDÕ�Î��MÎsË�à�Û�ÒTÖ}Ò¿¥D×Dâ
Ë÷Ó<â ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐt  Ï]ÒTÜ) YÙ/·%ÎkÛD×DØ(  ÏLÓ"�0ÛDÙºÌ
Õ�Ò@Ë�à.×DÖ�ÕMÓTÎkß.Ï]ÎsË�×DÍD×DÛMÓ

M = max
[0;T ]

µ(t)
Þ
âºÒTß]ÒTÕDÙºÌ  YÐ ãTÙ��MÎ  ÛMÓ@Ü�ÐÉÏLÓ@ß�à*Ú�ÒTâ
Ó@ÜZÓ@ß]ÎsËMÎ  Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�¢

ÑkâºÒTÝ/ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�×¨¥D×Dâ
Ë÷Ó
�

÷ ��Ù�ã��_ø Þ¤Û�â�HÈÙtÞ¤ÛP�_Ý��LÞ¤ß_� �tâ*ø�ÜlD�m ���_��â*ûáÜÅâ²�J�²ã�� Û���Ý����_�dàon �&�[ß&âtÞ¤ÛP�

À ß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâD×�Î:Ï]ÒTÜ) YÙ/·%ÎkÛD×DØ%Ï�×�Ñ�ÑsËMÎ���Ù]Î PÒTÝb PÒ�MÎsË�×.ß]ÎkÍ�ÎkÛD×DØX�0×%��âºÒ�Ñkß�×J PÒTÖ�Ùºß'×� PÎkß�à�ÕMÓ@Ü�¢
Ë�×DÍDÛDÐ�Î'×�Ñkß]ÒTÍDÛD×DâD×/×)ãTÐÉß�à*ÑkÏ�Ø
ÜZÓ@ÛDÛDÐt Y×�Ñ�ÕMÓ@Ü�ÛDÐt Y×)ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�ÕMÓ2 Y×W��ª��÷Ó@ÛDÛ�ÒTÝ/ÕMÓTã�ÒTß]ÎE YÐ ÒTÖ�ÕMÓ�¢
ÛD×DÍD×� PÑhØ)Ï]ÒTÜ) YÙ/·%ÎkÛD×DØ( Y×/ß]Ò@Ë�à�âºÒ*Ò��Û�ÒTÖ}Ò0ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�ÕMÓ�» Ñ���Ï�×DÖ}ÒTÏ]ÒTÖ}Ò*ÛMÓ@ÚDÕLØ%��ÎkÛD×DØ

Σ.8ÂÙ��MÎ  ÑkÍD×DßTÓ@ß�à�ÞPÍDß]Ò<ÚDÕD×e�'ÒTÕ� Y×DÕ�ÒTÏLÓ@ÛD×D× ÛMÓ/Ï]ÎkÕ]á
Û�ÎkÝ·Ú
Ë÷ÓTÑkß�×DÛ�Î)Ñ���Ï�×DÖ}ÒTÏ]ÒTÖ}Ò�ÛMÓ@ÚDÕLØ%��ÎkÛD×DØ
ÛMÓ@ÕLØ/��Ù ÑÀÎkÖ}Ò4âºÒTÛDß�Õ�Ò@Ë�×DÕDÙ]Î YÐt �Ú�Ò�Ñkß]Ò}Ø
ÛDÛDÐt  Ü�ÛMÓ�Í�ÎkÛD×�Î 

Σ
Ï�Û�Ò�Ñk×Dß]ÑhØ·ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛ�Ò�Î\Ï]ÒTÜ) YÙ/·%ÎkÛD×�Î

εν(t),
Ö4�MÎ

ν(t)
» �MÎsË�àZßTÓ�¢�âºÒTÕDÕ�ÎsË�×DÕ�ÒTÏLÓ@ÛDÛDÐÉÝ ÑkßTÓ@Û%�÷Ó@ÕDß�ÛDÐÉÝ ã�ÎsË�ÐÉÝe��Ù% ÉÞ

ε
» Ú�Ò�Ñkß]Ò}Ø
ÛDÛDÐÉÝ ÚMÓ�¢

ÕMÓ2 PÎkß�Õ/×DÛDß]ÎkÛ�Ñk×DÏ�Û�Ò�Ñkß�×H¡�ß]ÒTÖ}Ò.Ï]ÒTÜ) YÙ/·%ÎkÛD×DØ^��±cÒTÖ4�÷ÓX�DË�ØÕ¦���«ÉÑ�Ï�Ð�ãTÕMÓ@ÛDÛDÐt Y×�Ï�Ð*�%Î�ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�ÕMÓ2 Y×
Ñ�Ò�ÒTß�Ï]Îkß]Ñkß�Ï�ÙºÌ|·0Ó@Ø/Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�Ñkâ
Ó@Ø�Ñk×�Ñkß]Î �Ó0Ï[�'ÒTÕ� �ÓZË�×DÜZÓ"¥D×D×¨£bß]Ò.ãTÙ��MÎkß0×� PÎkß�à*Ï�×%�

ẋ = y,

ẏ = −4x− k(x2 − 3x+ 2)y + 4Σ + εẇ(t),

¦m	�S/«

Ö4�MÎ
w(t)

» ÑkßTÓ@Û%�÷Ó@ÕDß�ÛDÐÉÝ�Ï�×DÛ�ÎkÕ�ÒTÏ]ÑkâD×DÝ/ÚDÕ�Ò2¥�Î�Ñ�Ñ��
§bÕD×�ÑkÙºß]Ñkß�Ï�×�Î.ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ¾á4Ï]ÒTÜ) YÙ/·%ÎkÛD×DÝ¿ PÎkÛDØDÎkß\áºÓ@ÕMÓ@âDß]ÎkÕ�Ù]ÑkßTÓ@Û�ÒTÏ�×DÏ���×
áLÑhØ�Õ�Î��0×� PÒTÏ)ÏÀß]Î�¢

Í�ÎkÛD×D×Â�0×%��âºÒ�Ñkß�×Ó PÎ�����Ù Ú
Ë÷ÓTÑkß�×DÛMÓ2 Y×W��§�Ò�Â�MÎkÝ�Ñkß�Ï�×�Î 7ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛ�ÒTÝ âºÒ� YÚ�ÒTÛ�ÎkÛDß�Ð ÛMÓ@ÚDÕLØ%��ÎkÛD×DØ
ß�ÕMÓTÎkâDß]ÒTÕD×D×3Ñk×�Ñkß]Î YÐ Ú�ÒTâD×%�÷Ó@Ì#ß�Ñ�Ò�ÒTß�Ï]Îkß]Ñkß�Ï�ÙºÌ|·�×�Î��MÎkß]ÎkÕ� Y×DÛD×DÕ�ÒTÏLÓ@ÛDÛDÐ�ÎbÓ@ß�ß�ÕMÓ@âDß]ÒTÕDÐ ×[�'ÒTÕ� Y×%¢
ÕDÙºÌ#ß<Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâD×�Î)Ó@ß�ß�ÕMÓ@âDß]ÒTÕDÐ'ÞPÑ�Ò�ÒTß�Ï]Îkß]Ñkß�Ï�ÙºÌ|·�×�Î3Ù/��Î*Û�ÒTÏ�Ðt  Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâD×�  Õ�Î��0×� �Ó2 
��ÙºÛDâ(¥D×�ÒTÛD×DÕ�ÒTÏLÓ@ÛD×DØ^�*ª¾ÒTâDÕDÙºÖ<ÒTß� PÎkÍ�ÎkÛDÛDÐ¾á ÕMÓ@Û�Î�Î³�MÎkß]ÎkÕ� Y×DÛD×DÕ�ÒTÏLÓ@ÛDÛDÐ¾á ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×DÝ ×Â¥D×Dâ
ËMÒTÏ
ÛMÓTã@Ë�Ì��÷Ó@Ì#ß]ÑhØ\Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâD×�ÎE�bË�ÙºâDß�ÙLÓ"¥D×D×W�/�YÓ@Ü}ãTÕ�Ò�Ñ�Ñ�Ò�ÒTß�Ï]Îkß]Ñkß�Ï�ÙºÌ|·�×
á3ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ¾áÀÑ�Ò�Ñkß]Ò}Ø
ÛD×DÝ

VXWPY[ZXVXW�\XVX]_^a`bZXVX]dceZXfX][gÊh�j/j/k�g�l�mn(g�oqp�g�r�mÈs/j/u2v�s%h�j



���"Ë�/Ì��%��Í�Î��X�Ï��Ðb��Ñ�{���Ðb��Ò�����~%���b{���Ðb��~%�"Ì����){�Í���� sA@�n

éiê�ë)ì 6 ì�p9��ó���ð	��ô����Pë��"ë��	�1��ô�ê��Eë4ê�ë��	�-
.�q�!��� k = 10, ε = 0.1 " ï�ê Σ = 0 # ë+�!��"ð)% �)" ï�ê Σ = 0.5 # Èõ���ô��)ï��1% �
" ï�ê Σ = 0.9 # ë " ï�ð	"ð)%�ì

éiê�ë)ì�r�ì�p9��ó���ð	��ô����s�)ï�ð	��ò��	��ï�ê�êdë4ê�ë��	�-
.�t�!���
k = 10 " ï�ê Σ = 1.0 # =)% �)" ï�ê Σ = 1.1 #$> % �)" ï�ê Σ = 1.5 #5? %�ì

Ñk×�Ñkß]Î YÐá¦m	�S/«%ÜZÓ@Ï�×�Ñk×Dß�Û�Î)ß]Ò@Ë�à�âºÒ1ÒTß�×DÛDß]ÎkÛ�Ñk×DÏ�Û�Ò�Ñkß�× Ï�Û�Î���ÛD×
á·Ï]ÒTÜ) YÙ/·%ÎkÛD×DÝ
ε
ÞPÛ�Ò�× ÒTß�ß]ÒTÖ}ÒDÞ

ÛMÓTÑkâºÒ@Ë�à�âºÒ*Ü�ÛMÓ�Í�ÎkÛD×DØ)ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�Õ�ÒTÏ3Ñk×�Ñkß]Î YÐ ã@Ë�×DÜ�âD×)â/ãT×���ÙºÕDâ
Ó"¥D×�ÒTÛDÛDÐt É�
Ä'Ó�ÕD×�Ñ���¸ºÞAK�ÚDÕ�Î��MÑkßTÓ@ÏTËMÎkÛDÐ Û�ÎkâºÒTß]ÒTÕDÐ�Î�×
ËDË�ÌbÑkß�ÕMÓ"¥D×D×/Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâD×
á�Ó@ß�ß�ÕMÓ@âDß]ÒTÕ�ÒTÏ*Ñk×�Ñkß]Î�¢

 YÐç¦m	�S/«sÞDÚ�Ò@Ë�ÙºÍ�ÎkÛDÛDÐ�Î'ÚDÕLØ( YÐt  ÍD×�ÑsËMÎkÛDÛDÐt Â PÒ�MÎsË�×DÕ�ÒTÏLÓ@ÛD×�Î É�

VXWPY[ZXVXW�\XVX]_^a`bZXVX]dceZXfX][gih�j/j/k�g�l�mn(g�oqp�g�r�mts/j/u2v�s%h�j



sA@�s wbx�y[x�z|{�}b~%�(��������{/��y[x���x��i�%�){"�����/���Jx���x)wX��~%{�~%����{/�*�Jx"zEx��*��}b~%�

Ä'Ó ÕD×�Ñ��O¸1×DÜ}Ò�ãTÕMÓ"��ÎkÛDÐ ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ�Î1Ñ�Ò�Ñkß]Ò}Ø
ÛD×DØ Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâºÒTÝ�Ñk×�Ñkß]Î YÐ ¦m	�S/«b�DË�Ø
k =

= 10, ε = 0.1
Ï4Ü}ÒTÛ�Î

0 < Σ < 1
ÚDÕD×

Σ = 0
¦ ÑsËMÎkÏLÓ�«sÞ

Σ = 0.5
¦ Ï¿¥�ÎkÛDß�Õ�Î�«%×·ÚDÕD×

Σ = 0.9¦ ÑkÚDÕMÓ@ÏLÓ�«s�M�'Ó@â)Ï�×%��×� ÉÞDÍ�Î ·ã@Ë�×(��Î
Σ
â\ß]ÒTÍDâºÎ�ãT×���ÙºÕDâ
Ó"¥D×D×

Σ1 = 1
ÞDß]Î ·ã�Ò@Ë�à��%Î�ÕMÓ@Ü}ãTÕ�Ò�Ñ��

§bÕD×�ÚDÕ�Ò�áLÒ)���MÎkÛD×D×1ß]ÒTÍDâD×�ãT×���ÙºÕDâ
Ó"¥D×D×
Σ1 = 1

ÛMÓTã@Ë�Ì��÷ÓTÎkß]ÑhØ�Õ�ÎkÜ�âºÒ�Î.ÙºÏ]ÎsË�×DÍ�ÎkÛD×�Î���×�ÑkÚ�ÎkÕ%¢
Ñk×D×a¦ ÕD×�Ñ��uK�>�«s��ª Ü}ÒTÛ�Î

1 < Σ < 2
ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ�Î�ß�ÕMÓTÎkâDß]ÒTÕD×D×µ�'ÒTÕ� Y×DÕDÙºÌ#ß9ÚDÙºÍDâD× Ù/��Î�Ï]ÒTâDÕDÙºÖ

Ñ�Ò�ÒTß�Ï]Îkß]Ñkß�Ï�ÙºÌ|·�×
á��MÎkß]ÎkÕ� Y×DÛD×DÕ�ÒTÏLÓ@ÛDÛDÐ¾á¨¥D×Dâ
ËMÒTÏ���Ä'Ó0ÕD×�Ñ��\K"?WÞ�C'×DÜ}Ò�ãTÕMÓ"��ÎkÛDÐ ÚDÙºÍDâD×�ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ¾á
ß�ÕMÓTÎkâDß]ÒTÕD×DÝ/Ñk×�Ñkß]Î YÐ �DË�Ø

k = 10, ε = 0.1
ÚDÕD×

Σ = 1.1
×

Σ = 1.5
�D�'Ó@â\Ï�×%��×� ÉÞ%��×DÕD×DÛMÓ�ÚDÙºÍDâ
Ó

×<Ü��MÎ�Ñkà)ÑkÙ/·%Î�Ñkß�Ï]ÎkÛDÛ�Ò3ÜZÓ@Ï�×�Ñk×Dß)ÒTßÀÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�ÕMÓ
Σ
�÷�bÕ�Ò� PÎ%ß]ÒTÖ}ÒDÞ� PÒ)�0Û�Ò)ÒTß� PÎkß�×Dß�à\Ü�ÛMÓ�ÍD×Dß]ÎsË�à�ÛDÙºÌ

Û�ÎkÕMÓ@Ï�Û�Ò� PÎkÕDÛ�Ò�Ñkß�àb��×DÕD×DÛDÐ ÕMÓ@Ü}ãTÕ�Ò�Ñ}Ó%ß�ÕMÓTÎkâDß]ÒTÕD×DÝ/ÚDÕD×���Ï�×(��ÎkÛD×D×�Ï2�MÒ@Ë�à[¥D×Dâ
ËMÒTÏ��
É ã2·0Ó@Ø4â
Ó@ÕDß�×DÛMÓ)ÒTß� PÎkÍ�ÎkÛDÛDÐ¾á�Ü��MÎ�Ñkà/Ò�Ñ�Ò�ã�ÎkÛDÛ�Ò�Ñkß]ÎkÝ9Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâD×
á9Ó@ß�ß�ÕMÓ@âDß]ÒTÕ�ÒTÏ�Ñk×�Ñkß]Î YÐ

¦m	�S/«*Ï9ÜZÓ@Ï�×�Ñk×� PÒ�Ñkß�× ÒTß ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�Õ�ÒTÏ
k
×

Σ
 PÒ)��Îkß ãTÐÉß�àÏ�MÎkßTÓZË�à�Û�Ò9×�Ñ�ÑsËMÎ��MÒTÏLÓ@ÛMÓ Ñ�Ú�Ò� PÒ2·�à�Ì

 PÎkß]Ò�÷Ó[��ÙºÛDâ(¥D×D×)Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâºÒTÝ<ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�×W�
Ä'Ó)ÕD×�Ñ���¹\ÚDÕ�Î��MÑkßTÓ@ÏTËMÎkÛDÐ Ö�ÕMÓ2��×DâD×eÆ ÀJI �DË�Ø�Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâD×
áÏ¥D×Dâ
ËMÒTÏ4Ñk×�Ñkß]Î YÐ ¦m	�S/«|�DË�Ø

k = 10
ÚDÕD×

Σ = 1.1
×

Σ = 1.5
��¶Ãß�×Á��ÙºÛDâ(¥D×D×J�÷Ó@Ì#ß�ÛMÓ2 ¿�MÎkßTÓZË�à�Û�Ò�Î�ÒTÚD×�Ñ}Ó@ÛD×�Î#×DÜ) PÎkÛ�ÎkÛD×DØÀÑkß]Ò�áºÓ�¢

Ñkß�×DÍ�Î�ÑkâºÒTÝ)ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�×)Ï2�MÒ@Ë�àX¥D×Dâ
Ë÷Ó
�(§b×DâD×���ÙºÛDâ(¥D×D×
µ
Ñ�Ò�ÒTß�Ï]Îkß]Ñkß�Ï�ÙºÌ#ß.ÙºÍMÓTÑkß�â
Ó2 Ï¥D×Dâ
Ë÷Ó

ÑJ �Ó@âºÑk×� �ÓZË�à�ÛDÐt  ÕMÓ@Ü}ãTÕ�Ò�Ñ�Ò�  ß�ÕMÓTÎkâDß]ÒTÕD×DÝW� À Ù/·%Î�Ñkß�Ï]ÎkÛDÛDÐÉÝ1Ú�ÎkÕ�ÎkÚMÓ�� Ü�ÛMÓ�Í�ÎkÛD×DÝ Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâºÒTÝ
ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�×

µ
Ï2�MÒ@Ë�àb¥D×Dâ
Ë÷Ó.×/Ø
ÏTË�ØDÎkß]ÑhØ/ÚDÕD×DÍD×DÛ�ÒTÝ4ÒTß� PÎkÍ�ÎkÛDÛ�ÒTÝ<Ï�Ð*�%Î'Û�ÎkÕMÓ@Ï�Û�Ò� PÎkÕDÛ�Ò�Ñkß�×

��×DÕD×DÛDÐ ÚDÙºÍDâ
Ó
�

éiê�ë)ì�v�ì�î�ï�ð�ñ�ê�ò�ê³ñ�ó2ô�ò�õ�ê�ê�ë��	�1<2ð�ë��)ê�����ë4ò����w��ó�"ë��	�ê��	���!,�ô��"ë��)ê³õ�ê�ò��!��P�!���
k = 10 " ï�ê Σ = 1.1 # =)% �

Σ = 1.5 #$> %�ì
å^Ó@Ï�×�Ñk×� PÒ�Ñkß�à¨��×DÕD×DÛDÐ�ÚDÙºÍDâ
Ó)ÒTß)ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�ÕMÓ

Σ
ßTÓ@â(��Î3ÑkÏ�Ø
ÜZÓ@ÛMÓ\Ñ.Ñ�Ò�ÒTß�Ï]Îkß]Ñkß�Ï�ÙºÌ|·�×� Y×1Ò�Ñ�Ò"¢

ã�ÎkÛDÛ�Ò�ÑkßZØ( Y×)Ï%Ú�ÒTÏ]Î��MÎkÛD×D×¨Æ ÀJI �D�'Ó@âÀÏ�×%��Û�Ò%×DÜ#ÕD×�Ñ���¹
ÞºÜ�ÛMÓ�Í�ÎkÛD×DØ�Æ ÀJI ÚDÕD×
Σ = 1.1

ÛMÓ�Ú�ÒTÕLØ/�MÒTâ
ã�Ò@Ë�à��%Î#Ü�ÛMÓ�Í�ÎkÛD×DÝ¨Æ ÀJI ÚDÕD×

Σ = 1.5
��¶Ãß]ÒTß���Ó@âDß�×ÀÒ�ã2Ç^ØDÑkÛDØDÎkß%ÕMÓ@ÜkË�×DÍD×�Î|��×DÕD×DÛDÐ Ñ�Ò�ÒTß�Ï]Îkß]Ñkß�Ï�Ù�¢

Ì|·�×
áÀÚDÙºÍDâºÒTÏ.ÛMÓ%ÕD×�Ñ��\K"?WÞ�C��
å^Ó@Ï�×�Ñk×� PÒ�Ñkß�à:Ú�ÒTâ
Ó@ÜZÓ@ß]ÎsË�Ø�Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâºÒTÝ%ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�×

M
ÒTßÉÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�Õ�ÒTÏ

Σ
×
k
ÚDÕ�Î��(¢

ÑkßTÓ@ÏTËMÎkÛMÓ*ÛMÓ.ÕD×�Ñ��G	)U
��Æ�ÙºÛDâ(¥D×DØ
M(Σ)

Ï*Ü}ÒTÛMÓZá
0 < Σ < 1

×
Σ > 2

ÒTÚD×�ÑkÐÉÏLÓTÎkßÀÑkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâDÙºÌ
ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�à ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×DÝWÞ:Ó�Ï9Ü}ÒTÛ�Î

1 < Σ < 2
»RÑkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâDÙºÌ ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�à

¥D×Dâ
ËMÒTÏ��
ª Ü}ÒTÛMÓZá

0 < Σ < 1
×

Σ > 2
��ÙºÛDâ(¥D×DØ

M(Σ, k)
ÛMÓZáLÒ��×Dß]ÑhØ<Ó@ÛMÓZË�×Dß�×DÍ�Î�ÑkâD×

M(Σ, k) = 1

k(Σ2 − 3Σ + 2)
.

VXWPY[ZXVXW�\XVX]_^a`bZXVX]dceZXfX][gÊh�j/j/k�g�l�mn(g�oqp�g�r�mÈs/j/u2v�s%h�j
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éiê�ë)ì�í-x�ì�py�	�1<2ð�ë��)ê�����ë4ò�ð��z��ó�"ë��	�ê��	���!,�ô��"ë��	,�ð	�	�)ï�ð)ò��	��ï��� " ï�ê k = 1 # ë " �!��&Èô�ð��q��ê�ô�ê���%Eê k = 10

#$" ó2ô�ò��)ê�ï�%�ì
§bÕD×¿ PÒTÛ�ÒTß]ÒTÛDÛ�Ò�  Ñkß�Õ�Î GËMÎkÛD×D×�ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�ÕMÓ

Σ
â4ß]ÒTÍDâ
Ó2  ãT×���ÙºÕDâ
Ó"¥D×D×�Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�Ñkâ
Ó@Ø�ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×%¢

ß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�à ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×DÝ  PÒTÛ�ÒTß]ÒTÛDÛ�Ò1Ï]ÒTÜ�ÕMÓTÑkßTÓTÎkß × Ñkß�Õ�Î Y×Dß]ÑhØ â ã�Î�ÑkâºÒTÛ�ÎkÍDÛ�Ò�Ñkß�×W�Â�%Ó@ÛDÛMÓ@Ø ÜZÓ@âºÒ"¢
Û�Ò� PÎkÕDÛ�Ò�Ñkß�à�× Ø
ÏTË�ØDÎkß]ÑhØ ÚDÕD×DÍD×DÛ�ÒTÝ·×DÜ) PÎkÛ�ÎkÛD×DØ ÕMÓ@Ü}ãTÕ�Ò�Ñ}Ó4ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ¾á·Ñ�Ò�Ñkß]Ò}Ø
ÛD×DÝ Ñk×�Ñkß]Î YÐ'Þ�ÒTß2¢
 PÎkÍ�ÎkÛDÛDÐ¾á�Ï�Ð*�%Î0ÛMÓ\ÕD×�Ñ���¸º�¤§bÕD×�×DÜ�ÙºÍ�ÎkÛD×D×1Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâD×
á1ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×DÝ1Û�Î �ÓZËMÒTÏLÓ"�0ÛDÙºÌ Õ�Ò@Ë�à
×DÖ�ÕMÓTÎkß*×\ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�Õ

k
�
�#Ï]ÎsË�×DÍ�ÎkÛD×�Î

k
Ï]Î��MÎkß.â\Ù% PÎkÛDà��%ÎkÛD×DÌ Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâºÒTÝ<ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�×

ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×DÝÏ¦ Ñ É�DÕD×�Ñ��W	)U�«s�
�YÓTÑ�Ñ PÒTß�ÕD×�  ß]ÎkÚ�ÎkÕDà Ü}ÒTÛDÙ

1 < Σ < 2
��§bÕD×

k = 1
Ö�ÕMÓ2��×Dâ

M(Σ)
ÚDÕ�Î��MÑkßTÓ@ÏTË�ØDÎkß Ñ�Ò�ã�ÒTÝ

Ï�ÐÉÚDÙºâ
Ë�ÙºÌ7Ï�ÛD×DÜJ��ÙºÛDâ(¥D×DÌ7Ñ%Ï]ÎkÕDß�×Dâ
ÓZË�à�ÛDÐt Y× ÓTÑk×� YÚDß]ÒTßTÓ2 Y×�Ï\ß]ÒTÍDâ
ÓZá�ãT×���ÙºÕDâ
Ó"¥D×D×W�iÄ'Ó@×� PÎkÛDà2¢
��ÙºÌ7ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�à�×� PÎ�Îkß³¥D×Dâ
Ë�ÚDÕD×

Σ = 1.5
�iª �MÒ�ÑkßTÓ@ß]ÒTÍDÛ�Ò³��×DÕ�ÒTâºÒ�  ×DÛDß]ÎkÕDÏLÓZËMÎ�Þ^ËMÎ��%Ó�¢

·%Î  Ï)ÑkÕ�Î���Û�ÎkÝ�ÍMÓTÑkß�×�ÒTß�Õ�ÎkÜ�â
Ó
[1, 2]

ÞcÑkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�Ñkâ
Ó@Ø1ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�à¨¥D×Dâ
ËMÒTÏ/ÚDÕMÓ@âDß�×DÍ�Î�ÑkâD×
Û�Î�×DÜ) PÎkÛDØDÎkß]ÑhØ^�*§bÕD× ÚDÕD×�ã@Ë�×(��ÎkÛD×D× ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�ÕMÓ1â ß]ÒTÍDâ
Ó2  ãT×���ÙºÕDâ
Ó"¥D×D× Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�Ñkâ
Ó@Ø ÍDÙºÏ2¢
Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�à_¥D×Dâ
ËMÒTÏ�Þ]â
Ó@â*×0ÕMÓ@Ï�Û�ÒTÏ]Î�Ñk×DÝWÞLÕ�ÎkÜ�âºÒ'Ï]ÒTÜ�ÕMÓTÑkßTÓTÎkß@�/±GÓ@âºÒ�Î:×DÜ) PÎkÛ�ÎkÛD×�Î:Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâºÒTÝ
ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�×·Ï�Ú�Ò@Ë�Û�Î\Ñ�ÒTÖhË÷ÓTÑkÙ]Îkß]ÑhØ·Ñ*×DÜ) PÎkÛ�ÎkÛD×�Î  áºÓ@ÕMÓ@âDß]ÎkÕD×�Ñkß�×DÍ�Î�ÑkâD×
á Ú�ÒTâ
Ó@ÜZÓ@ß]ÎsËMÎkÝ ¦ Ñ É�
ÕD×�Ñ��M��«s��å��MÎ�Ñkà.ÙºÏ]ÎsË�×DÍ�ÎkÛD×�Î

k
Ï]Î��MÎkß.â\Ù% PÎkÛDà��%ÎkÛD×DÌ Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâºÒTÝ<ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�×W�

§bÕD×
k = 10

Ù)Ö�ÕMÓ2��×Dâ
ÓÁ��ÙºÛDâ(¥D×D×
M(Σ)

Ú�Ò}Ø
ÏTË�ØDÎkß]ÑhØ4ÏLÓ"�0ÛMÓ@Ø�Û�ÒTÏLÓ@Ø4Ò�Ñ�Ò�ã�ÎkÛDÛ�Ò�Ñkß�à��Êª Ü}ÒTÛ�Î�Þ
ÚDÕD×� YÐÉâ
Ó@Ì|·%ÎkÝ0â�ß]ÒTÍDâ
Ó2 <ãT×���ÙºÕDâ
Ó"¥D×D×WÞ@Ö�ÕMÓ2��×Dâ�ÚDÕD×�Ò�ãTÕ�ÎkßTÓTÎkß'Õ�ÎkÜ�âºÒ#Ï�ÐÉÕMÓ"��ÎkÛDÛDÐÉÝ��MÒTÚ�Ò@Ë�ÛD×Dß]ÎsË�à2¢
ÛDÐÉÝ<Ï]ÑkÚ
ËMÎ�ÑkâW��ª¾ÎsË�×DÍD×DÛMÓJ¡�ß]ÒTÖ}Ò*Ï]ÑkÚ
ËMÎ�Ñkâ
ÓÀÑkÙ/·%Î�Ñkß�Ï]ÎkÛDÛ�Ò3ÜZÓ@Ï�×�Ñk×Dß\ÒTß3ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�ÕMÓ

k
� À Ò�ÒTß�Ï]Îkß]Ñkß�Ï�Ù�¢

Ì|·�×�Î%Ú�Ò��Õ�Ò�ãTÛ�Ò�Ñkß�×1ÚDÕD×DÏ]Î��MÎkÛDÐ7ÛMÓ3ÕD×�Ñ���	�	�Þ^Ö4�MÎ��MÎkßTÓZË�à�Û�Ò/×DÜ}Ò�ãTÕMÓ"��ÎkÛDÐç��ÕMÓ@Ö) PÎkÛDß�Ð�Ö�ÕMÓ2��×DâºÒTÏ
M(Σ)

ÚDÕD×
k = 10

×
k = 20

�
§bÕD×

k = 10
Ï]ÎsË�×DÍD×DÛMÓ4ÚD×Dâ
Ó<×� PÎ�Îkß�Ü�ÛMÓ�Í�ÎkÛD×�Î

M = 7.6 × 101 Þ�Ó�ÚDÕD× k = 20
 YÐ ×� PÎ�Î 

M = 1.3 × 106 �Â�'Ó@â Ï�×%��×� ÉÞ¾ÙºÏ]ÎsË�×DÍ�ÎkÛD×�Î<ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�ÕMÓ k ÏÅ��ÏLÓ�ÕMÓ@ÜZÓ1ÚDÕD×DÏ]ÎsËMÒ9â ÙºÏ]ÎsË�×DÍ�ÎkÛD×DÌÑkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâºÒTÝ<ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�×�ÛMÓ%Û�Î�ÑkâºÒ@Ë�à�âºÒ.Ú�ÒTÕLØ/��âºÒTÏ��
�YÓTÑ�Ñ PÒTß�ÕD×� ��MÎkßTÓZË�à�Û�Ò*ÚDÕD×

k = 20
áºÓ@ÕMÓ@âDß]ÎkÕ�Ï]ÒTÜ��MÎkÝ�Ñkß�Ï�×DØ�ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ¾á)Ï]ÒTÜ) YÙ/·%ÎkÛD×DÝ/ÛMÓ_�MÎ�¢

ß]ÎkÕ� Y×DÛD×DÕ�ÒTÏLÓ@ÛDÛDÐ�Î�¥D×Dâ
Ë�Ð9Ñk×�Ñkß]Î YÐ1Ï:Ü}ÒTÛ�Î�ÞZÖ4�MÎÃÛMÓTã@Ë�Ì��÷ÓTÎkß]ÑhØ_¡�ß]ÒTß#ÚD×DâW��¾<Ó@âºÑk×� �ÓZË�à�Û�Ò�Î¾Ü�ÛMÓ�Í�ÎkÛD×�Î
M∗ = 1.3× 106 �MÒ�Ñkß�×DÖkÓTÎkß]ÑhØ)ÚDÕD× Σ∗ = 1.01188

��¶Ãß]ÒTß0ÚD×Dâ3ËMÒTâ
ÓZË�×DÜ}ÒTÏLÓ@Û/ÛMÓ�ÙºÜ�âºÒ� 9×DÛDß]ÎkÕDÏLÓZËMÎO»
Ù/��Î�Ï.ã@Ë�×DÜkËMÎ��%Ó"·�×
á)ß]ÒTÍDâ
ÓZá\Ü�ÛMÓ�Í�ÎkÛD×DØ���ÙºÛDâ(¥D×D×

M(Σ)
ÑkÙ/·%Î�Ñkß�Ï]ÎkÛDÛ�Ò[ PÎkÛDà��%Î���±GÓ@âWÞDÛMÓ@ÚDÕD×� PÎkÕWÞ

ÑsËMÎkÏLÓ
M(1.005) = 8.9×101 ÞTÓ#ÑkÚDÕMÓ@ÏLÓ M(1.02) = 6.8×101 �"§�Ò�Ñ PÒTß�ÕD×� ÉÞ�â�Í�Î YÙd PÒ)��Îkß�ÚDÕD×DÏ]Î�Ñkß�×

ßTÓ@âºÒ�Î'Õ�ÎkÜ�âºÒ�Î'×DÜ) PÎkÛ�ÎkÛD×�Î�Ñkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâºÒTÝ<ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�×W�

VXWPY[ZXVXW�\XVX]_^a`bZXVX]dceZXfX][gih�j/j/k�g�l�mn(g�oqp�g�r�mts/j/u2v�s%h�j
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éiê�ë)ì�í�í�ì!py�	�1<2ð�ë��)ê�����ë4ò�ð��{��ó�"ë��	�ê��	���!,�ô��"ë��	,|õ�ê�ò��!��|�}	��ê���ê'�	����ò�êP}�ê�ñ�ó2ï�ò�ð)õ�ê�ê " ï�ê k = 10 #$" ó2ô�ò��)ê�ï�%ê
k = 20 # ë " �!��&Èô�ð��'��ê�ô�ê���%�ì
�'Ë�ØÏ¡�ß�×
á1ß�Õ�Îsá ã@Ë�×DÜ�âD×
á9Ü�ÛMÓ�Í�ÎkÛD×DÝ

Σ = 1.005, 1.01188, 1.02
ÛMÓ/ÕD×�Ñ��É	)æ�ÚDÕD×DÏ]Î��MÎkÛDÐ�MÎ�¢

ß]ÎkÕ� Y×DÛD×DÕ�ÒTÏLÓ@ÛDÛDÐ�Î�ÞÃÓ\ÛMÓ\ÕD×�Ñ��Â	}�Á»�Ñ�Ò�ÒTß�Ï]Îkß]Ñkß�Ï�ÙºÌ|·�×�ÎÀÑkß]Ò�áºÓTÑkß�×DÍ�Î�ÑkâD×�ÎÁ¥D×Dâ
Ë�Ð7ÚDÕD×
ε = 0.001

�
§bÕD×)Ü�ÛMÓ�Í�ÎkÛD×DØºá

Σ = 1.005
×

Σ = 1.02
ÑsË�ÙºÍMÓ@ÝDÛDÐ�Î�ß�ÕMÓTÎkâDß]ÒTÕD×D×/ÚDÕMÓ@âDß�×DÍ�Î�ÑkâD×/Û�Î�ÒTß}Ë�×DÍMÓ@Ì#ß]ÑhØ/ÒTß

Û�ÎkÏ]ÒTÜ) YÙ/·%ÎkÛDÛDÐ¾áÀÒTÕ�ãT×Dß@�/§bÕD×
Σ∗ = 1.01188

¥D×Dâ
ËcÞLÜZÓ�×�Ñkâ
Ë�Ì#Í�ÎkÛD×�Î 1âºÒTÕ�ÒTß�âºÒTÖ}Ò%Ö}ÒTÕD×DÜ}ÒTÛDßTÓZË�à�Û�ÒTÖ}Ò
ÙºÍMÓTÑkß�â
Ó
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éiê�ë)ì�í�ÿ�ì�~����	��ï!
�ê�ô�ê�ï���"ð)ô�ô����Xõ�ê�ò��!���!���
k = 20 09" ï�ê Σ = 1.005 � �ô�ó��)ï���ô�ô�ê�� � Σ = 1.01188 �ë4ï��+�/ô�ê�� � Σ = 1.02 � �ô���&Èô�ê���ì
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×*Ï]ÒTÜ�¢
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k = 20 � ε = 0.001, " ï�ê Σ = 1.005 � �ô�ó��)ï���ô�ô�ê�� � Σ = 1.01188 �ë4ï��+�/ô�ê�� � Σ = 1.02 � �ô���&Èô�ê���ì
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å^Ó2 PÎkß�×� ÉÞPÍDß]Ò½��×DÕD×DÛMÓ¨¡�ß]ÒTÝ Ü}ÒTÛDÐ ÑkÏ]ÎkÕ]á
ÍDÙºÏ]Ñkß�Ï�×Dß]ÎsË�à�Û�Ò�Ñkß�× ÒTÍ�ÎkÛDàÕ �ÓZË÷Ó
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¢ªÒ�ãTÕMÓ@Ü�ÛMÓ@Ø3Û�ÎsË�×DÛ�ÎkÝDÛMÓ@ØÀÜZÓ@Ï�×�Ñk×� PÒ�Ñkß�à[ PÎ�����Ù.Ï�Ø
Ü�âD×� 1ÛMÓ@ÚDÕLØ%��ÎkÛD×�Î 

×3ÑkâºÒTÕ�Ò�Ñkß�à�Ìµ�MÎ�'ÒTÕ� �Ó"¥D×�ÒTÛDÛ�ÒTÖ}Ò�ß]ÎkÍ�ÎkÛD×DØ^�/ý�ÑsË�×Àß]ÎkÍ�ÎkÛD×�Î#ÑkÙ]ÑkÚ�ÎkÛDÜ�×D×ÀÏ]ÒTÜ}ãTÙ/���÷ÓZËMÒ�Ñkà�Ú�Ò�Ñkß]Ò}Ø
ÛDÛDÐt 
ÛMÓ@ÚDÕLØ%��ÎkÛD×�Î ÉÞ÷Ú�ÒTÚMÓ��÷Ó@Ì|·�×�  ÛMÓ�Ù
ãTÐÉÏLÓ@Ì|·�ÙºÌ Ï]Îkß�Ï�à[¡�ß]ÒTÝ)ÜZÓ@Ï�×�Ñk×� PÒ�Ñkß�×WÞ�ß]Ò.ÑkßTÓ"¥D×�ÒTÛMÓ@ÕDÛ�Ò�Î�ß]ÎkÍ�Î�¢
ÛD×�Î�ß]ÎkÕLØºËMÒ.Ù]Ñkß]ÒTÝDÍD×DÏ]Ò�Ñkß�à*×\Ï]ÒTÜ�ÛD×Dâ
ÓZË�×<Ñk×
Ë�à�ÛDÐ�Î�Ò�Ñ�¥D×
ËDË�Ø%¥D×D×�ÑkâºÒTÕ�Ò�Ñkß�×/ß]ÎkÍ�ÎkÛD×DØ^�

ª4ÕMÓTã�ÒTß]Î|® 	)U�°
ãTÐ¾ËMÒ:Ú�ÒTâ
Ó@ÜZÓ@Û�ÒDÞ@ÍDß]ÒÈ¡�âºÑkÚ�ÎkÕD×� PÎkÛDßTÓZË�à�Û�Ò'Ò�ãTÛMÓ@ÕDÙ/��ÎkÛDÛMÓ@Ø
N
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Û�Ò�Ñkß�à*Ï�ÐÉÜ�ÐÉÏLÓTÎkß]ÑhØ�¡)�E�'ÎkâDßTÓ2 Y×)âºÒTÛDßTÓ@âDß�Û�ÒTÖ}Ò*ß�Õ�ÎkÛD×DØ� PÎ�����ÙÀÍMÓTÑkß�×(¥MÓ2 Y×�ÑkÙ]ÑkÚ�ÎkÛDÜ�×D×WÞMÍDß]Ò0Ú�ÒTÜ�Ï]Ò"¢
Ë�×
ËMÒ'Ú�Ò�Ñkß�Õ�ÒT×Dß�à%ÚDÕ�Ò�Ñkß�ÙºÌ  �Ó@ß]Î �Ó@ß�×DÍ�Î�ÑkâDÙºÌ  PÒ�MÎsË�àd��×DÛMÓ2 Y×DâD×3Ï�Ø
Ü�âºÒTÙºÚDÕDÙºÖ}ÒTÖ}Ò�Ú�ÒTß]ÒTâ
Ó�ÑsËMÒ)�0Û�ÒTÝ
�0×%��âºÒ�Ñkß�×W�Pª �÷Ó@ÛDÛ�ÒTÝ ÕMÓTã�ÒTß]ÎÀÚDÕ�Î��MÑkßTÓ@ÏTËMÎkÛDÐ Õ�ÎkÜ�ÙZË�àZßTÓ@ß�Ð ãT×���ÙºÕDâ
Ó"¥D×�ÒTÛDÛ�ÒTÖ}Ò�Ó@ÛMÓZË�×DÜZÓH PÒ�MÎsË�×W�
§�ÒTâ
Ó@ÜZÓ@Û�ÒDÞYÍDß]Ò/âºÒ@ËMÎ�ã]Ó@ÛD×DØ^ÞPÒ�ãTÛMÓ@ÕDÙ/��ÎkÛDÛDÐ�ÎÀÏ¨¡�âºÑkÚ�ÎkÕD×� PÎkÛDßTÓZá^ÞPÏ]ÒTÜ�ÛD×Dâ
Ó@Ì#ß<Ï�Ü}ÒTÛ�Î3ÚMÓ@ÕMÓ2 PÎkß�Õ�ÒTÏ�Þ
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ÚDÕ�Î��MÎsË�à�ÛDÐ�Î&¥D×Dâ
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