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{ Å=ÉºÅt¿DÅKÄ/É¬Á�Î@Ï�À]Í@Î@Î�Ã]Î |>|~À]Ç�È@Î@¿@Í¬ÄqÑpÄKÇBÀf½ºÅ/Ð¬Ä�Ñh½ºÅ=É¬Ò�ÄqÓ)Ð
½DÄ�Ã]Ò�Ä�Ã]Ç�Î~}
Áq½ }@À]ÇBÃ�}ÔÒ
½ºÅqÃtÃ]Î@¿¬ÀtÃ]Ò�ÄqÓ
Ì=Å=ÉºÅt¿¬À]ÓUÊ~ÈDÅNÌtÍ@Â1|RÎ ÅqÃ]Ð¬À]Ò@ÇqÅ�|RÎ×Ò�ÄqÇBÄqÈ¬ÄqÓ Ì=ÅNÍ@Î |�Å=½¬Î¬Ã����:���������ÅqÃtÃtÄqÍUÊ�������¾:Î@ÌpÀKÎU���e�:½DÀ]Ó@Í��¶	����
�IÈ¬ÀfÉ¬Î ÃtÄqÁ�È¬ÀA|~À]Í@Í@Â��×ÈDÅqË�ÄqÇ0ÄqÇG|~À]Ç�Î |�� �@Ê��
Ê������ { Å=ÉºÅt¿DÅ~}
Áq½ }@À]ÇBÃ�}&½ºÅNÑtÈDÅNÍ@Ï�À]ÁBÄqÓ ÃKÑpÄN½DÄqÍ¬Ä#|RÍ¬ÄqÓ
Ã]Á#}
ÌA��¾ ÊõÎ@Í@ÇBÀ]ÑtÈ@Î@È��BÀA|~ÄqÓ Ò
ÅNÒ Á&Ä�ËN½ºÅqÃ]Ç�Î Ë�À]ÌpÄqÇ�È@ÂcÁ�Í¬ÄqÑpÄ&É¬Á�Î@Ï�À]Í@Î�}oÊàÇqÅNÒ ÎêÁ&Ä�ËN½ºÅqÃ]Ç�Î ÄqÇ�È@ÂcÁ�Å
�
� É¬ÍDÅNÒ�Ä/ÁBÄqÐ@È¬Ä�Ã«Ä»Ã���ÄtÉDÀ¤ÇBÀf½ºÅ»ÃtÄ»Ã]Á#}
ÌtÎ5Ä�Ã]ÇqÅ=½DÃ�}ðÉDÄ Ò�ÄqÍ��DÅ»Í¬À�Î¬ÃtÃf½DÀfÉDÄqÁ�ÅNÍU�

� ÈDÅqË�ÄqÇBÀK�FÄqÌpÀ]Í¬ËN½ºÅNÇqÅ~� �j��ÃeÉDÀf½ºÅNÍDÅ�Ð¬ÄqÐ@ÂcÇ�Ò
Å�Ð@È¬ÄBÅNÍDÅ=½¬Î@ÌtÎ@È¬ÄqÁ�ÅNÇ#�ðÌ=ÅNÁ�Î¬Ã]Î |~Ä�Ã]Ç#�5Ä�ËN½ºÅqÃ]Ç�Î)Ë�À]Ì��
ÄqÇ�È@ÂcÁ�Í¬ÄqÑpÄ�É¬Á�Î@Ï�À]Í@Î�}»ÇBÀf½ºÅ:ÍDÅ�Ñh½ºÅ=É¬Ò�ÄqÓ/Ð
½DÄ�Ã]Ò�Ä�Ã]Ç�Î�ÍDÅ�Ð@È@Î |~À]È¬ÀcÄ�ÃtÀtÃ]Î |>|~À]Ç�È@Î@¿@Í¬ÄqÑpÄi�»ÅNÈDÅ�ÃtÄ�ÃA|~À��
� À]Í@Í@Â1|-�¬À]Í@Ç�È¬Ä#|
|�ÅqÃtÃ�� � É¬ÍDÅNÒ�Ä�Ð@È@Î«Ð@ÈDÅNÁ�Î
½ ��Í@Â��¤Î¬Ã���ÄtÉ¬Í@Â��Q��ÈDÅNÁ�Í¬À]Í@Î�}���É¬Á�Î@Ï�À]Í@Î�}«È¬À]ÌA�=½ �=ÇqÅNÇ�Â
Í¬À]ÍDÅNÑh½ }�É¬Í@Â¤ÊDÍ¬À]Ò�ÄqÈ@È¬À]Ò@Ç�Í@ÂçÎOÍ¬À]ÁBÀ]È@Í@Â¤�
�1�����6�1�. 6¡� Q¢�£¥¤��.¢�¦§¡� Q¢�£¨¢ª©«�1¡Y¤�¡� Q¢6¡¬®¬6�1�C¤*�6�.¯C°�6�1±

� ÉºÅNÍ@Í¬ÄqÓðÈDÅqË�ÄqÇBÀ�|RÂ ÈDÅqÃtÃA|~ÄqÇ�È@Î | Ä�ÃtÀtÃ]Î |>|~À]Ç�È@Î@¿@Í@ÂcÓ
�»ÅNÈðÃtÄ/ÃA|~À � À]Í@Í@Â1| Ð¬Ä/Ä�Ã]ÎðÃ]Î |>|~À]Ç��È@Î@Î²�¬À]Í@Ç�È¬Ä#|³|�ÅqÃtÃ/Î0ÄqÐ@Î�� ÀA|ëÀ]ÑpÄ5Ä�ËN½ºÅqÃ]Ç�Î9Ë�À]ÌpÄqÇ�È@ÂcÁ�Í¬ÄqÑpÄðÉ¬Á�Î@Ï�À]Í@Î�}o���õÂ�Ë�À]È¬ÀA| Í¬À]Ð¬ÄtÉ¬Á�Î@Ï»Í���¾
Ã]Î¬Ã]ÇBÀA|��KÒ�Ä�ÄqÈBÉ¬Î@ÍDÅNÇNÊºÇqÅNÒ���¾ Ê@¿@ÇBÄ6�¬À]Í@Ç�È5�»ÅNÈDÅ�ÍDÅj��ÄtÉ¬Î@ÇBÃ�}5ÍDÅ�Ð
½DÄ�Ã]Ò�Ä�Ã]Ç�Î

z = 0
�

´«ÅNÑtÈDÅNÍ@Ï»ÎDÅNÍÔÃ]Î¬Ã]ÇBÀA|RÂëÎ |~ÀtÀ]Ç/Á�Î
É�Æ

L = m
2

(ẋ2 + ẏ2 + ż2) + A
2

(θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ) + C
2

(ψ̇ + ϕ̇ cos θ)
2 −mgz, µ 	j¶

ÑhÉDÀ
x, y, z · Ò�Ä�ÄqÈBÉ¬Î@ÍDÅNÇ�Â³�¬À]Í@Ç�ÈDÅ6|�ÅqÃtÃ��»ÅNÈDÅ(¸

θ, ϕ, ψ · ��Ñh½¬Â³¹IÓ
½DÀ]ÈDÅ ÄqÇ�Í¬Ä�Ã]Î@ÇBÀf½ ��Í¬Ä»Í¬À]Ð¬ÄtÉ¬Á�Î@Ï6�
Í¬ÄqÓ5Ã]Î¬Ã]ÇBÀA|RÂi¸

A,C · Ñh½ºÅNÁ�Í@Â�À�|~Ä#|~À]Í@Ç�ÂëÎ@Í¬À]È��@Î@Î-�»ÅNÈDÅ
�
� Ã]Î
½ ����ÈDÅNÁ�Í¬À]Í@Î�}�ÑpÄN½DÄqÍ¬Ä#|RÍ¬ÄqÓðÃ]Á#}
ÌtÎ µ �¬À]Í@Ç�È&�»ÅNÈDÅ«ÍDÅj��ÄtÉ¬Î@ÇBÃ�}KÍDÅ«Ð
½DÄ�Ã]Ò�Ä�Ã]Ç�Î

z = 0
¶fÊ�Ò�Ä�ÄqÈ(�

É¬Î@ÍDÅNÇqÅK�¬À]Í@Ç�ÈDÅ*|�ÅqÃtÃ�Æ
z = b cos θ, ż = −b sin θθ̇, µ �G¶

ÑhÉDÀ
b · ÈDÅqÃtÃ]ÇBÄ<}
Í@Î¬À«ÄqÇ*�¬À]Í@Ç�ÈDÅ6�»ÅNÈDÅ«ÉDÄK�¬À]Í@Ç�ÈDÅK|�ÅqÃtÃ���»ºtÇBÄqÓ5Ã]Î¬Ã]ÇBÀA|RÂçÀtÃ]Ç#�»Ð�}
Ç#�/Î@Í@ÇBÀ]ÑtÈDÅ=½DÄqÁ/É¬Á�Î@Ï�À]Í@Î�}oÆ

mẋ = px, mẏ = py,

A sin2 θϕ̇+ C cos θ(ψ̇ + ϕ̇ cos θ) = pϕ,

C(ψ̇ + ϕ̇ cos θ) = pψ,

µ �G¶

pxẋ+ pyẏ + pϕϕ̇+ pψψ̇ − L = E. µ ��¶��À]È@Á�Â�ÀcÉ¬Á�Å�Î@Í@ÇBÀ]ÑtÈDÅ=½ºÅ¤Ð@È@Î@ÁBÄtÉ }
Ç�Ò/ÇBÄ#|��BÊB¿@ÇBÄi�¬À]Í@Ç�È3|�ÅqÃtÃcÉ¬Á�Î@Ï�À]ÇBÃ�}�ÈDÅNÁ�Í¬Ä#|~À]È@Í¬Ä«Î/Ð@È?}�|~Ä��
½¬Î@Í¬À]Ó@Í¬Ä»Á Ð
½DÄ�Ã]Ò�Ä�Ã]Ç�Î

z = 0.
� Ã]Î¬Ã]ÇBÀA|~À�Ò�Ä�ÄqÈBÉ¬Î@ÍDÅNÇNÊDÒ�ÄqÇBÄqÈDÅ�}KÉ¬Á�Î@Ñ]ÅqÀ]ÇBÃ�}OÑpÄqÈ@Î@ÌpÄqÍ@ÇqÅ=½ ��Í¬Ä�ÁG|~ÀtÃ]ÇBÀ

Ã.�¬À]Í@Ç�È¬Ä#|�|�ÅqÃtÃ�Ê
px = py = 0

ÊG��¿¬À]Ç�É¬È���ÑtÎ(�»Î@Í@ÇBÀ]ÑtÈDÅ=½DÄqÁ µ �G¶RÎ�Ã]Á#}
ÌtÎ µ �G¶FÐ@È@Î@ÁBÄtÉ¬Î@Ç Ò/Á�ÂcÈDÅNÏ�À]Í@Î@¾É@½ }¼ºtÍ¬À]È@ÑtÎ@Î

E = 1
2

(A+mb2 sin2 θ)θ̇2 + 1
2

(pϕ − pψ cos θ)2

A sin2 θ
+
p2
ψ

2C
+mgb cos θ. µ �G¶

� Ð@È¬ÀfÉDÀf½¬Î | Ë�À]ÌtÈDÅNÌ<|~À]È@Í@Â�À«Ð¬À]È¬ÀA|~À]Í@Í@Â�À

t

√
g

b
= τ, cos θ = u µ �G¶

ÎðÐDÅNÈDÅ�|~À]Ç�È@Â É¬Á�Î@Ï�À]Í@Î�}
E
mgb

= e,
pϕ

mb
√
gb

= p,
pψ

mb
√
gb

= q, C

mb2
= c, A

mb2
= a, µ F#¶
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½¿¾?ÀGÁ�Â]ÀGljy
À¼ÃGÄ<Å#ÀGÆ6Â]Ç�¾?p'À�x§È�¾?orÉÊÄjp'o'o�z3k�Â�k5p'k
Ë�Ì]k(È�n(ÀGw²Á]Ì]ÀGljn(ÀGljÆ3o d(X�Í

Ð¬ÄN½ ��¿DÅqÀA|

1
2

(
du
dτ

)2

=
(e− q2

2c
− u)(1− u2)− 1

2
(p− uq)2

a+ 1− u2
= F (u). µÏÎ ¶

Ð���Ñ�Ò�ÓK�1©Ô¯�Õ¿�1Ö.×�±�Ö>¦¥ 6ØÚÙ¿¤��.¢�¦§¡� Q¢QÛ®¢®Ö1Ò�ÓK�1©Ô¯C¢ªÒ1¡�×�Ö.¯C�6Ø��. 6ØÚÙ
¤��.¢�¦§¡� Q¢QÛ
Ü�Ý�Þ ß�àAá6â&ã�ä<åAæ�äjç�è é«ê
ë�ã�ì�ç�í�è ì î µ � ���K¶àÄqÐ@È¬ÀfÉDÀf½ }@À]ÇBÃ�}-�BÃf½DÄqÁ�Î¬ÀA| Ð¬ÄN½DÄpÏ»Î@ÇBÀf½ ��Í¬Ä�Ã]Ç�ÎÔÐ@ÈDÅj�

ÁBÄqÓð¿DÅqÃ]Ç�Î-��ÈDÅNÁ�Í¬À]Í@Î�} µÏÎ ¶
F (u) > 0,

Î
½¬ÎUÊ@Ð¬Ä�Ã]Ò�ÄN½ ��Ò��OÌtÍDÅ�|~À]ÍDÅNÇBÀf½ ��Á µÏÎ ¶õÁBÃtÀ]ÑhÉºÅ»Ë�ÄN½ �#� À�Í��=½ }oÆ

F1(u) = (e− q2

2c
− u)(1− u2)− 1

2
(p− uq)2 > 0, µÏï ¶

ÇBÄ/ÀtÃ]Ç#�/Ò��
ËqÎ@¿¬ÀtÃ]Ò�Ä�À¤Í¬À]ÈDÅNÁBÀ]Í¬Ã]Ç�ÁBÄ�ÄqÇ�Í¬Ä�Ã]Î@ÇBÀf½ ��Í¬Ä�Ð¬À]È¬ÀA|~À]Í@Í¬ÄqÓ
u
�

ð à�Þ ä�ã�ì�íÝ�í�å�ä�átñ]é�ã�è ä�ò�ä�ë�ã�ì�ç�í�è ì�ó · Í¬ÀtÄqÇ�È@Î��DÅNÇBÀf½ ��Í¬Ä�Ã]Ç#�/Í¬ÄqÈ |�Å=½ ��Í¬ÄqÓOÃ]Î
½¬ÂêÈ¬ÀpÅNÒ��@Î@ÎOÃ]Á#}��ÌtÎUÆ
N = mg −mz̈ > 0. µ 	p�G¶

� Ë�À]ÌtÈDÅNÌ<|~À]È@Í@Â��ðÐ¬À]È¬ÀA|~À]Í@Í@Â��oÊ¬Î¬Ã]Ð¬ÄN½ ��ÌA�#} µÏÎ ¶fÊ@Ð¬ÄN½ ��¿DÅqÀA|

N
mg = 1 +

dF (u)

du
=

N1(u)

(a+ 1− u2)2
> 0 µ 	�	j¶

Î
½¬ÎUÊ���¿@Î@Ç�ÂcÁ�Å�}OÐ¬ÄN½DÄpÏ»Î@ÇBÀf½ ��Í¬Ä�Ã]Ç#�KÌtÍDÅ�|~À]ÍDÅNÇBÀf½ }oÊ¬ÍDÅj��ÄtÉ¬Î |
N1(u) = c(a+ qp)u2 − (2eac+ cp2 + q2(ac+ c− a))u+ c(1 + a)(a+ qp) > 0, µ 	<�G¶

ÇBÄ/ÀtÃ]Ç#�/Ò@Á�Å=É¬ÈDÅNÇ�Î@¿@Í¬Ä�À¤Í¬À]ÈDÅNÁBÀ]Í¬Ã]Ç�ÁBÄ/É@½ }
u
�

{ Å�|~À]Ç�Î |cÊ�¿@ÇBÄºtÇ�Î/Í¬À]ÈDÅNÁBÀ]Í¬Ã]Ç�Á�Å�ÃtÄtÉDÀ]È�Ï ÅNÇ�Á�Ò
Åt¿¬ÀtÃ]Ç�ÁBÀ�ÐDÅNÈDÅ�|~À]Ç�È¬ÄqÁ«Ç�È@Î É¬Î@ÍDÅ�|RÎ@¿¬ÀtÃ]Ò@Î¬À�ÁBÀf½¬Î(�
¿@Î@Í@Â · Î@Í@ÇBÀ]ÑtÈDÅ=½¬Â É¬Á�Î@Ï�À]Í@Î�} e Ê p Ê q · Ë�À]ÌtÈDÅNÌ<|~À]È@Í@Â�ÀQºtÍ¬À]È@ÑtÎ�}oÊ¬Î |RÐ��=½ �BÃ¤Ð¬Ä ϕ Ê@Î |RÐ��=½ �BÃ¤Ð¬Ä ψÎOÉ¬Á�Å�Ò@Î@Í¬ÀA|�ÅNÇ�Î@¿¬ÀtÃ]Ò@Î(�5ÐDÅNÈDÅ�|~À]Ç�ÈDÅ

a
Î
c · Ë�À]ÌtÈDÅNÌ<|~À]È@Í@Â�ÀQ|~Ä#|~À]Í@Ç�Â Î@Í¬À]È��@Î@ÎU�ôoÈDÅNÍ@Î��@ÂëÄ�ËN½ºÅqÃ]Ç�Î5Ã�� � ÀtÃ]Ç�ÁBÄqÁ�ÅNÍ@Î�}KÉ¬Á�Î@Ï�À]Í@Î�}ðÎOÑtÈDÅNÍ@Î��@ÂëÄ�ËN½ºÅqÃ]Ç�Î5ÄqÇ�È@ÂcÁ�Å�Ì=Å=ÉºÅN¾:ÇBÃ�}¼��ÈDÅNÁ��

Í¬À]Í@Î�}�|RÎ
F1(u) = 0, −1 6 u 6 1, µ 	p�G¶
N1(u) = 0, −1 6 u 6 1. µ 	���¶

�:ÈDÅNÁ�Í¬À]Í@Î¬À µ 	p�G¶cÎ |~ÀtÀ]Ç�Ç�È@ÎÔÒ�ÄqÈ@Í�} · u1, u2, u3
ÊºÅK��ÈDÅNÁ�Í¬À]Í@Î¬À µ 	���¶ · É¬Á�Å/Ò�ÄqÈ@Í�} u4, u5

Ê¬Ò
ÅNÒ
õ ��Í@Ò��@Î@ÎOÐDÅNÈDÅ�|~À]Ç�È¬ÄqÁ

e, p, q, a, c
�

ö¤Å:È@Î¬Ã��¬	àÐ@È@Î@ÁBÀfÉDÀ]Í@Â×Ç�Î@Ð@Î@¿@Í@Â�À�ÑtÈDÅ õ Î@Ò@Î»È¬À�� À]Í@Î�}KºtÇ�Î(�6��ÈDÅNÁ�Í¬À]Í@Î@Ó/Ò
ÅNÒ õ ��Í@Ò��@Î@Î6ºtÍ¬À]È@ÑtÎ@Î
e
Ð@È@Î õ Î@Ò�Ã]Î@È¬ÄqÁ�ÅNÍ@Í@Â��OÌtÍDÅt¿¬À]Í@Î�}��OÉ¬È���ÑtÎ(�OÐDÅNÈDÅ�|~À]Ç�È¬ÄqÁ¬�
��È@Î@Á�Â�À�	�Ê]�
Êº� · Ò�ÄqÈ@Í@Î
��ÈDÅNÁ�Í¬À]Í@Î�} µ 	p�G¶fÊDÄqÐ@È¬ÀfÉDÀf½ }
¾:Ç � ���÷�»ÅNÈDÅ
�D��È@Î@Á�Â�À��¬Êº� · Ò�ÄqÈ@Í@Î��ÈDÅNÁ�Í¬À]Í@Î�} µ 	���¶fÊ@ÄqÐ@È¬ÀfÉDÀf½ }
¾:Ç�ÑtÈDÅNÍ@Î��@ÂçÄqÇ�È@ÂcÁ�Å
�øFÅNÒ@Î | Ä�ËqÈDÅNÌpÄ#|cÊºÎ@Ì�È@Î¬Ã��F	¤Á�Î
É¬Í¬Ä@ÊD¿@ÇBÄ�Ð@È@Î õ Î@Ò�Ã]Î@È¬ÄqÁ�ÅNÍ@Í@Â��

p
Ê
q
Ê
a
Ê
c
Î |~ÀtÀ]ÇBÃ�}5É¬ÁBÀi��ÅNÈDÅNÒ(�

ÇBÀ]È@Í@Â�ÀiºtÍ¬À]È@ÑtÎ@Î
e0(p, q)

Î
e1(p, q) µ ÉºÅ=½DÀtÀ a Î c Ã]¿@Î@ÇqÅN¾:ÇBÃ�}ðÌ=Å=ÉºÅNÍ@Í@Â1|RÎ]¶fÊDÇqÅNÒð¿@ÇBÄ@Æ
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d(X?ù gih�gihjg�k?ljm(n(o'prqisth�u.h<vKk?w]x�y(z3o'p'k

úYû?ü<ý�þjý]ú'ÿ��tÿ��GûGÿ������
	��Gÿ��Gû�
F1(u) = 0 ��� �Gû�	��>ÿ�þ���������1û������
	��Gÿ��Gû�

N1(u) = 0 ��� �Gû�	��>ÿ�������� � � �� ��� ��� ûGû e � p = 1, q = 1/2, a = 1, c = 2
��ý

	j¶�Ð@È@Î~ºtÍ¬À]È@ÑtÎ�}��~|~À]Í��#� À
e0(p, q)

É¬Á�Î@Ï�À]Í@Î�})Í¬À]ÁBÄqÌ<|~ÄpÏ»Í@Â¤Ê�ÇBÄOÀtÃ]Ç#�
e > e0(p, q)

ÄqÐ@È¬ÀfÉDÀf½ }@À]Ç
Ä�ËN½ºÅqÃ]Ç#��ÁBÄqÌ<|~ÄpÏ»Í@Â���É¬Á�Î@Ï�À]Í@Î@Ó µ u1 < u < u2

¶fÊBÉDÄiºtÍ¬À]È@ÑtÎ@Î
e 6 e1(p, q)

Í¬ÄqÈ |�Å=½ ��ÍDÅ�}KÃ]Î
½ºÅ
È¬ÀpÅNÒ��@Î@ÎðÐ¬ÄN½DÄpÏ»Î@ÇBÀf½ ��ÍDÅ
ÊDÇBÄ»ÀtÃ]Ç#� É¬Á�Î@Ï�À]Í@Î¬À«Ë�À]ÌpÄqÇ�È@ÂcÁ�Í¬Ä�À¤ÁBÄ ÁBÃtÀ]Ó5Ä�ËN½ºÅqÃ]Ç�Î µ u1 6 u 6 u2

¶�¸
�G¶�Ð@È@Î ºtÍ¬À]È@ÑtÎ�}��

e > e1(p, q)
Á)Ä�ËN½ºÅqÃ]Ç�Î&ÉDÄ�Ã]Ç#��Ð@Í¬ÄqÑpÄÔÉ¬Á�Î@Ï�À]Í@Î�} Ð¬Ä<}
Áq½ }@À]ÇBÃ�}×Ä�ËN½ºÅqÃ]Ç#�

u4 <
u < u2

Ê@ÑhÉDÀ¤Ã]Î
½ºÅ È¬ÀpÅNÒ��@Î@ÎÔÄqÇ�È@Î��DÅNÇBÀf½ ��ÍDÅ
�'¹IÇBÄ/ÄqÌtÍDÅt¿DÅqÀ]ÇNÊD¿@ÇBÄ/Ä�ËN½ºÅqÃ]Ç#��Ë�À]ÌpÄqÇ�È@ÂcÁ�Í¬ÄqÑpÄ/É¬Á�Î(�
Ï�À]Í@Î�}8ÍDÅj��ÄtÉ¬Î@ÇBÃ�})ÁOÄ�ËN½ºÅqÃ]Ç�Î

u1 < u < u4
ÊºÑhÉDÀ Î)Ãf½DÀfÉ �BÀ]ÇðÌ=Å=ÉºÅNÁ�ÅNÇ#�OÍDÅt¿DÅ=½ ��Í@Â�À*�BÃf½DÄqÁ�Î�}o�

ö¤Åt¿DÅ=½ ��ÍDÅ�} Ã]Ò�ÄqÈ¬Ä�Ã]Ç#� |~ÄpÏ�À]Ç&ËqÂcÇ#�0Ò
ÅNÒ×Ð¬ÄN½DÄpÏ»Î@ÇBÀf½ ��Í¬ÄqÓUÊàÇqÅNÒ×Î ÄqÇ�È@Î��DÅNÇBÀf½ ��Í¬ÄqÓUÆ ˙u(0) =
= ±

√
2F (u(0))

� � Ç�È@ÂcÁ0Ë��=ÉDÀ]Ç8Ð@È¬ÄqÎ¬Ã���ÄtÉ¬Î@Ç#�0Á8ÇBÄq¿@Ò�À
A
ÊFÑhÉDÀ

u(τ0) = u4 = 0
Î
u̇(τ0) =

=
√

2F (u4)
�� �|~À]Í@Í¬Ä�Á�ºtÇBÄqÓ�ÇBÄq¿@Ò�À�ÇBÀf½DÄ�Ã���ÄtÉ¬Î@Ç»ÃtÄ�Ã]Á#}
ÌtÎ�Î�ÍDÅt¿@Î@ÍDÅqÀ]ÇBÃ�}OÃ]ÁBÄ�Ë�ÄtÉ¬Í¬Ä�À�É¬Á�Î@Ï�À��

Í@Î¬À�ÇBÀf½ºÅ Á/Ð¬ÄN½DÀ�Çj}
Ï�ÀtÃ]Ç�Î µ È@Î¬Ã����G¶�¸

úYû?ü<ý!�#ý#"$�
%�&�	��'�)(
���<ÿ � (
&��Gû�+*��Gû),-	jû.�ÿ��GûGû�ü/&�(
���0	�&�1�ý023�54��'6�7����>ÿ8��ü96�&�	jû�)6?ÿ:.;�
(����
ü:*6�&��$��&�<
� �Gû�	�&�< ý-=!(
���0	>*���&jû?ü@?�&A,�û�($	;(
&�4 � ÿ A ý

�G¶KÄ�ËN½ºÅqÃ]Ç#�KÉDÄ�Ã]Ç#��Ð@Í@Â��ÔÉ¬Á�Î@Ï�À]Í@Î@Ó0Ð¬Ä3ºtÍ¬À]È@ÑtÎ@Î µ Ð@È@Î õ Î@Ò�Ã]Î@È¬ÄqÁ�ÅNÍ@Í@Â��
p
Ê
q
Ê
a
Ê
c
¶�ÍDÅt¿@Î@ÍDÅqÀ]ÇBÃ�}

Ã�ºtÍ¬À]È@ÑtÎ@Î
e0(p, q)

Ð@È@Î8Ò�ÄqÇBÄqÈ¬ÄqÓ0Ä�ËN½ºÅqÃ]Ç#�-|~À]Ï É �
u1
Î
u2
Ã���ÄtÉ¬Î@ÇBÃ�}�Ò8ÇBÄq¿@Ò�À��Ô¹IÇBÄ3�BÃf½DÄqÁ�Î¬À

Ãf½¬Î�}
Í@Î�}OÒ�ÄqÈ@Í¬À]Ó5ÁK��ÈDÅNÁ�Í¬À]Í@Î@Î µ 	p�G¶�|~ÄpÏ»Í¬Ä/Ì=ÅNÐ@Î¬ÃpÅNÇ#��Á»Á�Î
ÉDÀ���ÈDÅNÁ�Í¬À]Í@Î�}

F2(u) =
dF1(u)

du
= 3u2 −

(
2e− e− 1

c q2

)
u− 1 + pq = 0 µ 	p�G¶

Ð@È@Î¼�BÃf½DÄqÁ�Î@Î
F1(u) = 0

�
�«Á�Å���ÈDÅNÁ�Í¬À]Í@Î�} µ 	p�G¶�Î µ 	p�G¶�Ì=Å=ÉºÅN¾:ÇKÐ¬ÄqÁBÀ]ÈG�
Í¬Ä�Ã]Ç#�ðÐDÅNÈDÅ�|~À]Ç�È¬ÄqÁ e, p, q Ê e = e0(p, q)

ÊºÐ@È@Î)Ò�Ä��
ÇBÄqÈ@Â��&�»ÅNÈ�É¬Á�Î@Ï�À]ÇBÃ�}OÁ È¬À]Ï»Î |~À�È¬À]ÑA�=½ }
È@Í¬ÄqÓOÐ@È¬À��¬ÀtÃtÃ]Î@Î µ θ = θ0

¶fÊ
Ò�ÄqÑhÉºÅ6�¬À]Í@Ç�È-|�ÅqÃtÃ:ÍDÅj��ÄtÉ¬Î@ÇBÃ�}
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½¿¾?ÀGÁ�Â]ÀGljy
À¼ÃGÄ<Å#ÀGÆ6Â]Ç�¾?p'À�x§È�¾?orÉÊÄjp'o'o�z3k�Â�k5p'k
Ë�Ì]k(È�n(ÀGw²Á]Ì]ÀGljn(ÀGljÆ3o d(X?[

ÍDÅ»ÄtÉ¬Í¬ÄqÓðÁ�Â�ÃtÄqÇBÀ��'¹IÇ�Î-��ÈDÅNÁ�Í¬À]Í@Î�}-|~ÄqÑA��Ç�ËqÂcÇ#�/ÈDÅNÌtÈ¬À�� À]Í@Â ÐDÅNÈDÅ�|~À]Ç�È@Î@¿¬ÀtÃ]Ò@ÎUÆ

p = p0(s, u) = (1 + u) ch s+ (1− u) sh s, q = q0(s, u) = (1 + u) ch s− (1− u) sh s,

e = e0(s, u) = 1
2c

[2c(1 − u2) ch s sh s+ (2u2(1− c) + 2c+ 1) ch2 s− u2(1− c)− c+ 2u(c + 1)],

µ 	<�G¶
−1 6 u 6 1, −∞ < s <∞.

�õÎ
É;ºtÇBÄqÓ5Ð¬ÄqÁBÀ]ÈG�
Í¬Ä�Ã]Ç�Î)Ð¬ÄqÒ
ÅNÌ=ÅNÍ8ÍDÅ»È@Î¬Ã��·� µ Á�Í¬À���Í�}(}5Ð¬ÄqÁBÀ]ÈG�
Í¬Ä�Ã]Ç#��¶f� { Å�|~À]Ç�Î |cÊD¿@ÇBÄ�ºtÇqÅ/Ð¬Ä��
ÁBÀ]ÈG�
Í¬Ä�Ã]Ç#�ÔÍ¬À/Ì=ÅNÁ�Î¬Ã]Î@ÇÔÄqÇðÐDÅNÈDÅ�|~À]Ç�ÈDÅ

a
�Ô��È@Î�ÌtÍDÅt¿¬À]Í@Î�}��0ÐDÅNÈDÅ�|~À]Ç�È¬ÄqÁ

e, p, q
Êo½DÀ]Ï Å � Î(��Á�Í���Ç�È@ÎÄ�ËN½ºÅqÃ]Ç�ÎUÊ~ÄqÑtÈDÅNÍ@Î@¿¬À]Í@Í¬ÄqÓ×Ð¬ÄqÁBÀ]ÈG�
Í¬Ä�Ã]Ç#��¾ ÊRÉ¬Á�Î@Ï�À]Í@Î¬À¼�»ÅNÈDÅ5ÁBÄqÌ<|~ÄpÏ»Í¬Ä@���õÍ¬À�Ï�À&ºtÇBÄqÓ Ä�ËN½ºÅqÃ]Ç�Î ·É¬Á�Î@Ï�À]Í@Î¬À«Í¬À]ÁBÄqÌ<|~ÄpÏ»Í¬Ä@�

��ÄqÁBÀ]ÈG�
Í¬Ä�Ã]Ç#�êÄqÇ�È@ÂcÁ�Å
ÊcÑhÉDÀ
N1(u) = 0

ÁG|~ÀtÃ]ÇBÀ�Ã;��ÈDÅNÁ�Í¬À]Í@Î¬ÀA|
F1(u) = 0

ÊàÇqÅNÒ@Ï�À |~ÄpÏ»Í¬Ä
Ð¬ÄN½ ��¿@Î@Ç#��Á»ÐDÅNÈDÅ�|~À]Ç�È@Î@¿¬ÀtÃ]Ò�Ä#|êÁ�Î
ÉDÀ�Á»Ð@È¬Ä�Ã]Ç�ÈDÅNÍ¬Ã]Ç�ÁBÀ

(p, q, e)
Ð@È@Î

c = 2

p = p1(s, u) =

√
1 + u
1− u sh s+

√
1− u
1 + u

ch s,

q = q1(s, u) =

√
1 + u
1− u sh s−

√
1− u
1 + u

ch s,

e = e1(s, u) = 1
4(1− u2)

[2(1 − u2) ch s sh s+ 2(3− u2) ch2 s− (1 + u)(4u2 − 5u+ 3)],

µ 	jF#¶

−1 6 u 6 1, −∞ < s <∞.
¹IÇqÅOÐ¬ÄqÁBÀ]ÈG�
Í¬Ä�Ã]Ç#�ÔÎ@ÌpÄ�ËqÈDÅNÏ�À]ÍDÅ5ÍDÅKÈ@Î¬Ã��F� µ Á�Í���Ç�È¬À]Í@Í�}(}0Ð¬ÄqÁBÀ]ÈG�
Í¬Ä�Ã]Ç#��¶f�«��È@Î0ÌtÍDÅt¿¬À]Í@Î�}���ÐDÅj�ÈDÅ�|~À]Ç�È¬ÄqÁ

e, p, q
ÊR½DÀ]Ï Å � Î(�&Á�Í���Ç�È@Î Ä�ËN½ºÅqÃ]Ç�ÎUÊRÉ¬Á�Î@Ï�À]Í@Î¬ÀOÇBÀf½ºÅ8Î |~ÀtÀ]Ç)ÇBÄq¿@Ò��&ÄqÇ�È@ÂcÁ�Å
���õÍ¬À&ºtÇBÄqÓ

Ä�ËN½ºÅqÃ]Ç�Î · É¬Á�Î@Ï�À]Í@Î¬Ài}
Áq½ }@À]ÇBÃ�}5Ë�À]ÌpÄqÇ�È@ÂcÁ�Í@Â1|c�� Ë � Î@ÓðÁ�Î
É5ºtÇ�Î(�KÐ¬ÄqÁBÀ]ÈG�
Í¬Ä�Ã]ÇBÀ]ÓÔÐ@È@Î
a = 1, c = 2

Ð@È@Î@ÁBÀfÉDÀ]Í5ÍDÅ�È@Î¬Ã��D�
�

úYû?ü<ý�Gý�=!B�Ctû�<D	jû�,�*�&�	jÿ���?��&�ü:(<ÿ�<E��&�F����
�Gû�4Gû�	��
G!Ctû?;&�B
6-�jü:(
7HBjÿ�%�&�(
���0	���&�F�&I,-	jû.�ÿ��Gû�D	$*���&�ü:(
���
�?ü:(
	jÿ
*��
����1'ÿ�(
��&�	

e, p, q
ý
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d�f�Z gih�gihjg�k?ljm(n(o'prqisth�u.h<vKk?w]x�y(z3o'p'k

Ji�LK3�6�. Q¢�M6Ø Ö1Ò�ÓK�1©Ô¯�¡�Û®�1Ö.×�±�Ö>¦¥ 6ÖHNÔÖ§¢ªÒ1¡�×�Ö.¯C�6Ø��. 6ÖHNÔÖ ¤��.¢�¦§¡� Q¢QÛ
�¤½ }×Ë�ÄN½DÀtÀOÍDÅNÑh½ }�É¬Í¬ÄqÑpÄ0Ð@È¬ÀfÉDÃ]ÇqÅNÁq½DÀ]Í@Î�}êÄ)ÑtÈDÅNÍ@Î��DÅj�×Ä�ËN½ºÅqÃ]ÇBÀ]Ó ÈDÅqÃtÃA|~ÄqÇ�È@Î | ÃtÀ]¿¬À]Í@Î�}UºtÇ�Î(�

Ð¬ÄqÁBÀ]ÈG�
Í¬Ä�Ã]ÇBÀ]Ó8Ãf½DÀfÉ ��¾ � Î |RÎðÐ
½DÄ�Ã]Ò�Ä�Ã]Çj}�|RÎUÆ

q = p, q = −p, q = 0, p = 0. µ 	 Î ¶
O ÇqÅNÒ@Ï�À�Ð¬ÄN½ ��¿@Î |²}
Á�Í@Â�À1��ÈDÅNÁ�Í¬À]Í@Î�}/ÑtÈDÅNÍ@Î���ºtÇ�Î(��Ä�ËN½ºÅqÃ]ÇBÀ]ÓU����ÄtÉDÃ]ÇqÅNÁq½ }(}3��ÈDÅNÁ�Í¬À]Í@Î�}/Ð
½DÄ�Ã��

Ò�Ä�Ã]ÇBÀ]Ó µ 	 Î ¶õÁK��ÈDÅNÁ�Í¬À]Í@Î�} µ 	p�G¶IÎ µ 	p�G¶fÊ |~ÄpÏ»Í¬Ä/Î(�KÈDÅNÌtÈ¬À���Î@Ç#�¬�

• �:½DÄ�Ã]Ò�Ä�Ã]Ç#��ÃtÀ]¿¬À]Í@Î�}oÊ¬ÄqÐ@È¬ÀfÉDÀf½ }@ÀA|�Å�}5��ÈDÅNÁ�Í¬À]Í@Î¬ÀA|
q = 0

Ê

p2
0(e) = 4

27
((e2 + 3)

3
2 + e(9 − e2)),

e1(p) =
2a2 + 4a+ p4 + p2

√
p4 + 4a2

2(p2 +
√
p4 + 4a2)

.

• �:½DÄ�Ã]Ò�Ä�Ã]Ç#��ÃtÀ]¿¬À]Í@Î�}oÊ¬ÄqÐ@È¬ÀfÉDÀf½ }@ÀA|�Å�}5��ÈDÅNÁ�Í¬À]Í@Î¬ÀA|
q = p

Ê

e0(p) =




−1 + 1

2

(1− c)
c p2 + 2|p|, |p| 6 2,

1 +
p2

2c
, |p| > 2,

e1(p) = 1 + a
2

+
p2

2c
.

• �:½DÄ�Ã]Ò�Ä�Ã]Ç#�ðÃtÀ]¿¬À]Í@Î�}oÊoÄqÐ@È¬ÀfÉDÀf½ }@ÀA|�Å�};��ÈDÅNÁ�Í¬À]Í@Î¬ÀA|
p = 0

�'ôoÈDÅNÍ@Î��DÅ�ÁBÄqÌ<|~ÄpÏ»Í¬ÄqÑpÄKÉ¬Á�Î@Ï�À]Í@Î�}
Ì=Å=ÉºÅqÀ]ÇBÃ�}OÐDÅNÈDÅ�|~À]Ç�È@Î@¿¬ÀtÃ]Ò@ÎUÆ

q2
0(u) = (

(1 − u2)2

u )
1
2 , e0(u) =

(1− u2)2 − cu
2cu

,

−1 6 u 6 1,

e1(q) =
2ca2 + 4ca+ q4 + q2

√
q4 + 4a2

2c(q2 +
√
q4 + 4a2)

.

• �:½DÄ�Ã]Ò�Ä�Ã]Ç#��ÃtÀ]¿¬À]Í@Î�}oÊ¬ÄqÐ@È¬ÀfÉDÀf½ }@ÀA|�Å�}5��ÈDÅNÁ�Í¬À]Í@Î¬ÀA|
q = −p Ê

e0(p) = −1 +
p2

2c
,

e1(p) =
p4 + p2(a+ ca− 2c) + c(2 + a2)

2c(p2 + a)
.
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½¿¾?ÀGÁ�Â]ÀGljy
À¼ÃGÄ<Å#ÀGÆ6Â]Ç�¾?p'À�x§È�¾?orÉÊÄjp'o'o�z3k�Â�k5p'k
Ë�Ì]k(È�n(ÀGw²Á]Ì]ÀGljn(ÀGljÆ3o d�fEP

úYû?ü<ý��?ý�QE���
�Gû � �+&�B
6-�jü:(<û�Bjÿ�%�&�(
���0	���&�F�&H,-	jû.�ÿ��Gû��	�ü�ÿ�4Gÿ��Gû�?SR q = 0
�
q = p

�
p = 0

�
q = −p ý

�õÎ
É5ºtÇ�Î(�OÃtÀ]¿¬À]Í@Î@Ó5Ð@È@Î@ÁBÀfÉDÀ]ÍðÍDÅ È@Î¬Ã����¬�
øFÅNÒ@Î |ÔÄ�ËqÈDÅNÌpÄ#|cÊqË�À]ÌpÄqÇ�È@ÂcÁ�Í¬Ä#|���É¬Á�Î@Ï�À]Í@Î@¾ �»ÅNÈDÅcÍDÅcÐ
½DÄ�Ã]Ò�Ä�Ã]Ç�Î»ÃtÄ�ÄqÇ�ÁBÀ]ÇBÃ]Ç�Á#�BÀ]Ç�ÄtÉ¬Í¬Ä�Ã]Á#}
ÌtÍDÅ�}

Ä�ËN½ºÅqÃ]Ç#�ÔÐDÅNÈDÅ�|~À]Ç�È¬ÄqÁ¬ÊU½DÀ]Ï Å � Å�}²|~À]Ï É �~ºtÇ�Î |RÎ�É¬Á#�(|�})Ð¬ÄqÁBÀ]ÈG�
Í¬Ä�Ã]Çj}�|RÎ µ È@Î¬Ã����G¶fÆUÐ¬ÄqÁBÀ]ÈG�
Í¬Ä�Ã]Ç#��¾È¬À]ÑA�=½ }
È@Í¬ÄqÓ�Ð@È¬À��¬ÀtÃtÃ]Î@Î0Î)Ð¬ÄqÁBÀ]ÈG�
Í¬Ä�Ã]Ç#��¾ ÄqÇ�È@ÂcÁ�Å
�Y��È@Î�Í@Î@ÌtÒ@Î(�;ºtÍ¬À]È@ÑtÎ�}���Ä�ËN½ºÅqÃ]Ç#�5Ë�À]ÌpÄqÇ�È@ÂcÁ�Í¬Ä��
ÑpÄÔÉ¬Á�Î@Ï�À]Í@Î�} ÍDÅt¿@Î@ÍDÅqÀ]ÇBÃ�}×Ã&|RÎ@Í@Î |�Å=½ ��Í¬Ä)ÁBÄqÌ<|~ÄpÏ»Í¬ÄqÓ ºtÍ¬À]È@ÑtÎ@Î µ e = −1

¶fÊRÒ�ÄqÑhÉºÅ;�»ÅNÈ&Ð¬ÄqÒ�ÄqÎ@Ç��
Ã�}oÊDÉºÅ=½DÀtÀ Ã«È¬Ä�Ã]ÇBÄ#|ÚºtÍ¬À]È@ÑtÎ@Î;ºtÇqÅ�Ä�ËN½ºÅqÃ]Ç#�KÈDÅqÃ���Î@È?}@À]ÇBÃ�}o��T8ÅNÒ�Ã]Î |�Å=½ ��ÍDÅ�};ºtÍ¬À]È@ÑtÎ�}oÊºÐ@È@Î8Ò�ÄqÇBÄqÈ¬ÄqÓ
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a
Î
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emin = 1
2c

[(c − 1)a− 2c+ 2
√

(1− c)a2 + 2c(a+ 1)].
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F1(u, p, q, e) = 0,

F2(u, p, q, e) = 0,
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u
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e = e0(p, q), u = u0(p, q).
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