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В 1998 г. в работе Д.В.Тураева и Л.П.Шильникова было приведено определение псев-
догиперболического потока. Псевдогиперболический поток — это такой поток, что в каждой
точке фазового пространства имеется разложение касательного пространства в прямую
сумму двух подпространств, в одном из которых имеется расширение объема. Независи-
мо в том же году в работе Моралеса (C.Morales), Пацифико (M. J. Pacifico) и Пьюджал-
са (E. Pujals) было приведено подобное определение сингулярно гиперболического потока.
Сингулярно гиперболические потоки удовлетворяют более жестким требованиям, чем псев-
догиперболические. Настоящая работа посвящена теории мер Синая–Боуэна–Рюэлля для
сингулярно гиперболических аттракторов. Исследуются такие свойства, как эргодичность,
перемешивание, непрерывная зависимость инвариантных мер от потока.
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Stochastic properties of the singular hyperbolic attractors

In 1998 in paper of D. V. Turaev and L.P. Shilnikov there was introduced the definition of
the pseudohyperbolic flow. The pseudohyperbolic flow is the flow such that in every point of
the phase space there exists decomposition of the tangent bandle to sum of two spaces such
that in one of these spaces there is expanding of volume. Independently in paper of C.Morales,
M. J. Pacifico and E.Pujals was introduced the definition of the singular hyperbolic flow. Singular
hyperbolic attractors satisfy more strong conditions then pseudohyperbolic ones. This paper is
devoted to the theory of Sinai–Bowen–Ruelle measures for singular hyperbolic attractors. There
are established such properties as ergodicity, mixing, continuous dependence of the invariant
measures on flow.
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1. Введение

В 1937 г. появилась работа А.А.Андронова и Л.С.Понтрягина, в которой было при-
ведено определение грубой системы [1] (в настоящее время употребляется также термин
«структурно устойчивая система»). Позднее для систем на плоскости и сфере задача опи-
сания всех грубых систем решена усилиями нижегородской школы [1]–[3]. Результаты этих
исследований изложены в книгах [4], [5]. Критерий грубости достаточно прост: система
грубая, если все состояния равновесия и циклы гиперболичны и нет сепаратрис, идущих
из седла в седло. Аналогичные результаты для замкнутых поверхностей получены Пейксо-
то [6]. На поверхности рода 1 и выше к вышеприведенным условиям нужно добавить еще
отсутствие незамкнутых устойчивых по Пуассону траекторий.

Грубые двумерные системы образуют открытое всюду плотное множество в простран-
стве динамичеких систем.

При исследовании двумерных динамических систем появилась необходимость изучения
глобальной бифуркации, связанной с сепаратрисой, идущей из седла в седло. В частном
случае сепаратриса может образовывать гомоклиническую петлю, т. е. идти из седла в то же
самое седло.

Бифуркацию гомоклинической петли сепаратрисы детально изучала Е.А.Леонтович [7],
которая рассмотрела также всевозможные вырожденные случаи. В невырожденном слу-
чае из петли сепаратисы рождается предельный цикл, который может быть устойчивым
или неустойчивым в зависимости от соотношений между собственными числами уравнения
в неподвижной точке.

Естественно возникает задача описания аналогичных бифуркаций в многомерном про-
странстве. В трехмерном случае бифуркация петли сепаратрисы изучалась Л.П.Шильни-
ковым в шестидесятых годах ([8]–[11]).

В трехмерном пространстве в невырожденном случае неподвижная точка может быть
седлом, у которого имеется три вещественных значения, из которых одно положительное
и два отрицательных, или седло-фокусом, у которого одно вещественное положительное
собственное значение и пара комплексно-сопряженных с отрицательными вещественными
частями (заметим, что возможны и другие случаи).

Как показал Л.П.Шильников [8], в случае простой петли сепаратрисы седла с одним
положительным и двумя отрицательными собственными значениями в невырожденном слу-
чае принципиального отличия от двумерного случая нет. При бифуркации рождается един-
ственный предельный цикл, который может быть устойчивым или седловым в зависимости
от соотношений собственных чисел в неподвижной точке.

Принципиально новое явление имеет место при бифуркации петли сепаратрисы седло-
фокуса. Как оказалось [9], [11], в этом случае при некоторых соотношениях на собственные
числа в неподвижной точке появляется сложное инвариантное множество, содержащее бес-
конечное количество гиперболических циклов в ограниченной области. Позже это явление
названо «спиральный хаос».

Ближе к теме настоящей работы другое явление, которое имеет место при бифуркации
двойной сепаратрисы седла с одним положительным и двумя отрицательными собственны-
ми значениями.

В невырожденном случае у двумерной системы не может быть двойной петли сепара-
трис седла типа «восьмерки-бабочки» (т. е. такого поведения, когда обе сепаратрисы непо-
движной точки типа седло идут в ту же неподвижную точку и подходят к ней, грубо говоря,
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с одной стороны, касаясь друг друга). В трехмерном случае это возможно. Эту бифуркацию
тоже изучал Л.П.Шильников [10].

Оказалось, что и при бифуркации двойной петли сепаратрис появляется сложное инва-
риантное множество, содержащее бесконечное множество гиперболических циклов в огра-
ниченной области. Позднее Робинсон (C.Robinson) [12] и Рыхлик (M.Rychlik) [13] показа-
ли, что при бифуркации двойной петли сепаратрис при некоторых условиях появляется
аттрактор типа аттрактора Лоренца (условия, при которых из двойной петли сепаратрис
рождается аттрактор Лоренца, приведены в [14]). Как показано в [15], про реальный аттрак-
тор Лоренца можно с некоторой натяжкой сказать, что он тоже появляется из бифуркации
двойной петли сепаратрис.

В шестидесятых годах ХХ века стало ясно, что грубость системы в размерности 3
и выше связана с гиперболичностью. В связи с этим гиперболические системы изучались
довольно интенсивно. Была доказана грубость гиперболического автоморфизма тора, си-
стем Аносова, систем, удовлетворяющих аксиоме А (при дополнительных предположениях).
Результаты этих работ изложены во многих обзорах. Приведем ранние [16], [17].

Вместе с классами грубых систем появились примеры систем, в окрестности которых
вообще нет грубых систем. Такими примерами являются системы с негрубыми гомоклини-
ческими кривыми в так называемых областях Ньюхауса и системы типа системы Лоренца,
которая появилась в работах [18], [19].

Система Лоренца в этом круге вопросов занимает особое место. Эта система изучалась
в [20]–[27] (список далеко не полный). Отметим работу [21] как наиболее полную работу тех
времен. Кроме полноты, в этой работе имеется явным образом сформулированная модель
так называемого геометрического аттрактора Лоренца.

Отметим один вопрос, который имеет отношение к настоящей работе.
Аксиома А С.Смейла для потоков формулируется следующим образом.

1. Множество неблуждающих точек гиперболично.

2. Периодические траектории всюду плотны в множестве неблуждающих точек.

3. Неподвижные точки изолированы в множестве неблуждающих точек.

У аттрактора Лоренца имеется некоторое свойство равномерной гиперболичности (до-
казана гиперболичность отображения последования [28]; по-видимому, поток является син-
гулярно гиперболическим, но это не следует из гиперболичности отображения последования
и в настоящее время не доказано). Однако неподвижная точка не изолирована в множестве
неблуждающих точек, и поэтому аксиома А, очевидно, не выполняется.

Хотелось бы определить общий класс потоков, которые включали бы как поток Ло-
ренца, так и потоки, удовлетворяющие аксиоме А. Ясно, что платой за такое расширение
аксиомы А будет потеря структурной устойчивости. Поэтому надо искать другой вид устой-
чивости при возмущениях.

В настоящее время соответствующее понятие устойчивости пока еще не оформились
в сколько-нибудь завершенном виде.

Имеется ряд работ, в которых доказывается, что некоторое свойство динамической
системы сохраняется или мало меняется при возмущениях, хотя система не является грубой.

Настоящая работа посвящена одному из видов устойчивости — стохастической устой-
чивости. Отметим, что понятие стохастической устойчивости имеет ограниченную область
применения. Он касается только так называемых стохастических аттракторов.
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Поясним понятие стохастической устойчивости.
Рассмотрим поток Φt на многообразии, имеющий поглощающую область U (т. е. такую,

что clos(Φt(U)) ⊂ U при t > t0). Аттрактором называется множество

Λ = ∩t>0Φt(U).

Называя Φt потоком, мы допускаем некоторую вольность. На самом деле Φt является ло-
кальным потоком и полупотоком.

Инвариантная мера μ на Λ называется естественной (или физической), если существует
множество A ⊂ U полной меры, такое, что для всякой непрерывной функции h и всякой
точки x ∈ A имеет место равенство

lim
T→∞

1
T

∫ T

0
h(Φt(x)) dt =

∫
Λ

hdμ.

Аттрактор называется стохастическим, если имеется естественная инвариантная мера
с положительной энтропией.

Поток Φt называется стохастически устойчивым, если из сходимости Φ(n)
t к Φt имеет

место сходимость соответствующих инвариантных мер μ(n) к мере μ в ∗-слабой топологии.
Для доказательства стохастической устойчивости, как видно из предыдущего, надо

сначала доказать существование естественной инвариантной меры для самой системы и для
близких систем.

Стохастическая устойчивость не является новым понятием. Стохастическая устойчи-
вость гиперболических диффеоморфизмов и потоков Аносова доказана Я. Г.Синаем [31]
и Ю.И.Кифером [32]. Отметим, что они рассматривали устойчивость отосительно малых
случайных возмущений. Стохастическая устойчивость потоков, удовлетворяющих аксиоме
А, доказана Р.Боуэном и Д.Рюэллем [33].

В 1998 г. в работе Д.В.Тураева и Л.П.Шильникова [34] (см. также [35]) было приведено
определение псевдогиперболического потока. Приведем это определение в обозначениях,
отличных от [34], но по существу в точности повторяющее соответствующее определение
из [34]. Изменение обозначений нужно для согласования с дальнейшим изложением.

Определение 1.1. Полупоток Φt на поглощающей области U называется псевдоги-
перболическим, если выполнены два следующих условия:

1. В каждой точке фазового пространства касательное пространство инвариантным
относительно линеаризованного потока образом раскладывается в прямую сумму
подпространств Ess

x и Ec
x, непрерывно зависящих от точки, так, что максималь-

ный ляпуновский показатель, отвечающий Ess
x , строго меньше минимального ляпу-

новского показателя, отвечающего Ec
x: для любой точки x ∈ U , любых ненулевых

векторов u ∈ Ess
x , v ∈ Ec

x

lim sup
t→+∞

1
t

ln
|dΦt(u)|

u < lim sup
t→+∞

1
t

ln
|dΦt(v)|

v .

2. Линеаризованный полупоток экспоненциально растягивает объем в ограничении
на Ec

x.
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В настоящей работе рассматриваются потоки, удовлетворяющие более жестким услови-
ям. Соответствующее определение (см. определение 2.1) эквивалентно определению сингу-
лярно гиперболического потока, приведенному в [36], [37]. Изменения по сравнению с выше-
приведенным определением псевдогиперболического потока касаются двух моментов. Во-
первых, в свойствах 1 и 2 требуются равномерные оценки. Во-вторых, пространство Ec

x

предполагается двумерным. Двумерность пространства Ec
x используется при доказатель-

стве теоремы о возвратности (см. теорему 3.2 ниже).
В работе [38] доказано, что если аттрактор потока на трехмерном многообразии об-

ладает тем свойством, что он топологически транзитивен, содержит неподвижные точки
и топологическая транзитивность сохраняется при возмущении потока, то поток на этом
аттракторе является сингулярно гиперболическим. Это является дополнительным основа-
нием для введения сигулярно гиперболических потоков.

2. Основные свойства сингулярно гиперболического
аттрактора

2.1. Определение сингулярно гиперболического аттрактора

В настоящей работе рассматривается локальный поток Φt, определенный на открытом
множестве U n-мерного ориентируемого риманова многообразия M , порожденный гладким
(класса C2) векторным полем X(x).

Касательное пространство в точке x ∈ M обозначается через TxM , дифференциал
отображения Φt обозначается через dΦt, длина вектора v ∈ TxM обозначается через |v|,
угол между векторами u, v ∈ TxM обозначается через ∠(u, v), расстояние между точ-
ками x, y ∈ M обозначается через ρ(x, y). Риманову метрику мы считаем заданной. Че-
рез clos A обозначается замыкание множества A.

Предполагается, что множество U является инвариантным и поглощающим. Инвари-
антность означает, что если t > 0, то Φt(U) ⊂ U ; множество U называется поглощающим,
если существует такое t0 > 0, что если t > t0, то clos Φt(U)—компактное множество, при-
надлежащее U .

Мы будем предполагать, что

clos Φt(U) ⊂ U для любого t > 0. (2.1)

Это не ограничивает общности, так как можно показать, что если существует инва-
риантная поглощающая область в смысле приведенного выше определения, то ее можно
изменить так, что для новой области выполнено (2.1).

Аттрактором называется множество

Λ =
⋂
t>0

Φt(U).

Конус в евклидовом пространстве T определяется подпространством E ⊂ T , которое
называется осевым пространством, и величиной α, которая называется углом раствора ко-
нуса.

Конусом называется множество K ⊂ T , состоящее из ненулевых векторов v, таких,
что ∠(v,E) < α. Размерностью конуса K называется размерность пространства E.

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА, 2010, Т. 6, №1, с. 187–206



192 Е.А.Сатаев

Мы предполагаем, что на U определено семейство конусов Kss
x ⊂ TxM (эти конусы

называются строго устойчивыми) размерности n − 2; семейство конусов Kss
x непрерывно

зависит от x и инвариантно при движении назад (инвариантность при движении назад
означает, что если t < 0, Φt(x) определено, то dΦt(Kss

x ) ⊂ Kss
Φt(x)).

Кроме того, существуют такие константы c1 > 0, γ1 > 0, что для любой точки x ∈ U ,
любого t > 0 и любого вектора v ∈ Kss

x , такого, что dΦt(v) ∈ Kss
Φt(x), справедливо неравенство

|dΦt(v)| < c1e
−γ1t|v|.

Множество векторов u ∈ TxM , не принадлежащих конусу Kss
x , является двумерным ко-

нусом, который называется центрально-неустойчивым и обозначается через Kc
x. Семейство

конусов Kc
x инвариантно при движении вперед.

В следующем определении через S(v1, v2) обозначается площадь параллелограмма, по-
рожденного векторами v1, v2 ∈ TxM .

Определение 2.1. Поток Φt, порожденный векторным полем X(x) на инвариантном
поглощающем множестве U ⊂ M , называется сингулярно гиперболическим, если на U
имеется инвариантное семейство строго устойчивых конусов и, кроме того,

1. существуют такие константы c2 > 0, γ2 > 0, T0 > 0, что для любой точки x ∈ U ,
любого t > T0, любого вектора v, такого, что dΦt(v) ∈ Kss

Φt(x), и любого u ∈ Kc
x имеет

место неравенство
|dΦt(u)|

|u| > c2e
γ2t |dΦt(v)|

|v| ;

2. все неподвижные точки гиперболичны;

3. существуют такие константы c3 > 0, γ3 > 0, что для любого t > 0, любой точки x ∈
∈ U и любых v1, v2 ∈ Kc

x, таких, что пространство, порожденное векторами v1, v2,
принадлежит Kc

x, справедливо неравенство

S
(
(dΦt(v1), dΦt(v2)

)
> c3e

γ3tS(v1, v2) (t > 0). (2.2)

Неподвижные точки. Как было показано в [37], [39], неподвижные точки, при-
надлежащие сингулярно гиперболическому аттрактору, бывают двух типов. Первый тип
называется типом (L); эти точки характеризуются тем, что имеется два вещественных соб-
ственных числа λ1 > 0 > λ2, λ1 + λ2 > 0, а остальные собственные числа лежат в обла-
сти Reλ < λ2. Неподвижная точка типа (L) имеет (n− 1)-мерное устойчивое многообразие,
(n − 2)-мерное строго устойчивое многообразие и одномерное неустойчивое многообразие,
которое разделяется на две сепаратрисы. При этом строго устойчивое многообразие не при-
надлежит аттрактору (см. [37]).

Второй тип неподвижных точек — это точки, которые имеют два собственных числа
с положительной вещественной частью. Это могут быть два вещественных числа или пара
комплексно-сопряженных чисел. Пересечение некоторой окрестности такой точки с аттрак-
тором состоит только из этой точки и окрестности ее неустойчивого многообразия [39]. Тра-
ектории, покидающие некоторую окрестность такой точки, не возвращаются в эту окрест-
ность. Поэтому точки второго типа можно исключить из области U вместе с некоторой
окрестностью и входящими в нее траекториями.

Мы предполагаем, что все неподвижные точки в окрестности U являются точками
типа (L). Множество неподвижных точек обозначим через Fix. Это множество состоит
из конечного числа точек Q1, . . . , Qk.
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2.2. Инвариантные семейства пространств и многообразий

Строго устойчивые пространства и многообразия. Из существования системы
конусов Kss

x следует существование семейства (n − 2)-мерных подпространств

Ess
x = ∩t>0dΦ−t(Kss

Φt(x)),

определенных на множестве U , и семейства двумерных подпространств

Ec
x = ∩t>0dΦt(Kc

Φ−t(x)),

определенных на Λ. Пространство Ess
x называется строго устойчивым пространством, про-

странство Ec
x называется центрально-неустойчивым пространством.

Семейство пространств Ess
x порождает семейство многообразий W ss(x), которые на-

зываются строго устойчивыми многообразиями. Многообразие W ss(x) является гладким
(класса C2) многообразием, которое в каждой точке y ∈ W ss(x) касается пространства Ess

y

(точнее, пространство Ess
y является касательным пространством к многообразию W ss(x)

в точке y ∈ W ss(x)). В общем случае гладкого частично гиперболического потока класс
гладкости многообразия W ss(x) такой же, как и класс гладкости векторного поля, задаю-
щего поток.

Для систем Аносова существование строго устойчивых многообразий доказано Д.В.Ано-
совым [16]; теория инвариантных многообразий изложена в [29].

Многообразия W ss(x) характеризуются тем, что если y ∈ W ss(x), то

ρ(x(t), y(t)) → 0, еслиt → +∞.

Различают локальные и глобальные многообразия. Локальное строго устойчивое мно-
гообразие W ss

ε (x)— это часть строго устойчивого многообразия, являющаяся шаром ради-
уса ε относительно внутренней метрики многообразия W ss(x). Глобальным строго устойчи-
вым многообразием называется множество

W ss
gl (x) = ∪t>0dΦ−t(W ss

ε (Φt(x)).

Под многообразиемW ss(x) мы понимаем локальное многообразие неопределенного раз-
мера, обычно такого, какой нужен.

Известно [39], что X(x) ∈ Ess
x тогда и только тогда, когда x принадлежит строго устой-

чивому многообразию неподвижной точки.

Устойчивые пространства и многообразия. Обозначим через E0
x одномерное

подпространство пространства TxM , порожденное вектором X(x).
Устойчивым пространством называется пространство Es

y = Ess
y ⊕ E0

y . Устойчивое мно-
гообразие W s(x)— это многообразие, которое в каждой точке y касается пространства Es

y.
МногообразияW s(x) характеризуются тем, что если y ∈ W s(x), то существует такое τ ∈ R1,
что

ρ(x(t), y(t + τ)) → 0, еслиt → +∞.

Многообразие W s(x) является объединением строго устойчивых многообразий, прохо-
дящих через точки траектории x(t). Это почти то же самое, что объединение траекторий,
проходящих через многообразие W ss(x).
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Ориентируемость. В каждом пространстве Ess
x можно выбрать одну из двух ори-

ентаций. Семейство пространств называется ориентируемым, если можно выбрать ориен-
тацию, непрерывно зависящую от точки x ∈ U .

Если семейство пространств Ess
x неориентируемо, то существует двуслойное накрытие

множества U , на котором семейство пространств Ess
x является ориентируемым.

Следует отметить, что это накрытие не обязательно продолжается до накрытия всего
многообразия M .

Мы предполагаем, что семейство пространств Ess
x ориентируемо.

Центрально-неустойчивые пространства. Центрально-неустойчивым простран-
ством называется пространство

Ec
x = ∪t>0dΦt(Kc

Φ−t(x)).

Пространства Ec
x определены и непрерывно зависят от точки x на множестве Λ.

На окрестность множества Λ эти пространства, вообще говоря, не имеют однозначного
продолжения.

Известно [39], что если x ∈ Λ, то X(x) ∈ Ec
x. Отсюда сразу же получаем, что если поток

определен на компактном многообразии M без края, U = M , то поток является потоком
Аносова [37].

Множества M(b; δ). Эти множества играют важную роль в дальнейших построе-
ниях.

Пусть δ—фиксированная раз и навсегда константа, 2δ < γ3, b—положительное число.
Рассмотрим множества

M(b; δ) = {x ∈ Λ : ρ(x(t),Fix) � be−δ|t|для всехt < 0}, (2.3)

где x(t)— траектория точки x ∈ Λ.
Смысл этого определения в том, что отрицательные траектории точек x ∈ M(b; δ)

не подходят слишком близко к неподвижным точкам. Поэтому на этих множествах имеются
равномерные оценки.

Кроме множеств M(b; δ) мы иногда будем рассматривать множества

M(b; δ;T ) = {x ∈ Λ : ρ(x(t),Fix) � be−δ|t|для всехt ∈ [−T, 0]}. (2.4)

Нетрудно показать, что если b1 < b2, то M(b2; δ) ⊂ M(b1; δ), и что если t > 0, то

Φ−t(M(b; δ)) ⊂ M(be−δt; δ).

Через M(0; δ) обозначается множество

M(0; δ) = ∪b>0M(b; δ).

Множества M(b; δ) являются замкнутыми, но не инвариантными. Множество M(0; δ)
инвариантно, но не замкнуто.

В работах [39], [40] множестваM(b; δ) определены иначе. Пусть M̂(b; δ)— те множества,
которые определены в [39], [40].

Соотношения между множествами M(b; δ) и M̂(b; δ) можно выразить в следующем
утверждении, которое оставим без доказательства.

Существует константа C > 0, такая, что для любого b > 0

M̂(Cb; δ) ⊂ M(b; δ); M(Cb; δ) ⊂ M̂(b; δ).
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Строго неустойчивые пространства. Строго неустойчивое пространство Euu
x точ-

ки x— это множество таких векторов v ∈ TxM , что

lim
t→−∞ |dΦt(v)| = 0.

Строго неустойчивые пространства существуют не для всех точек. В работе [39] дока-
зано, что если x ∈ M(b; δ), то пространство Euu

x существует, пространства Euu
x непрерывно

зависят от точки x на каждом множестве M(b; δ), на каждом множестве M(b; δ) справед-
ливо неравенство ∠(Es

x, Euu
x ) > cb2, и если v ∈ Euu

x , t < 0, то |dΦt(v)| < ce−|t|(γ3−2δ)|v|
с некоторой константой c > 0, зависящей от b.

Особенность сингулярно гиперболических потоков состоит в том, что угол между век-
тором X(x) и пространством Euu

x может быть как угодно малым. Кроме того, вообще го-
воря, нет непрерывной зависимости пространства Euu

x и многообразия W uu(x) от точки x
на множестве M(0; δ).

Строго неустойчивые многообразия. Строго неустойчивым многообразием точ-
ки x ∈ Λ называется многообразие W uu(x), состоящее из таких точек y ∈ Λ, что

lim
t→−∞ ρ(Φt(x),Φt(y)) = 0.

В работе [40] доказано следующее утверждение.
Теорема 2.2. Существует такая константа ε1 > 0, что для каждой точки x ∈

∈ M(b, δ) определена кривая W uu(x) длины ε1b, называемая строго неустойчивым много-
образием; при этом выполнены свойства

1. W uu(x) ⊂ M(ε1b; δ);

2. касательная к кривой W uu(x) в каждой точке y ∈ W uu(x) совпадает с простран-
ством Euu

y ;

3. семейство многообразий W uu(x) непрерывно зависит от x в C1-топологии на каж-
дом множестве M(b, δ);

4. для каждого b > 0 существует такая константа c = c(b) > 0, что если y ∈ W uu(x),
t < 0, то ρ(Φt(x),Φt(y)) < ce−|t|(γ3−2δ)ρ(x, y).

Отметим, что из свойства 1 следует, что если x ∈ Λ, то W uu(x) ⊂ Λ.

3. Меры Синая–Боуэна–Рюэлля (SBR-меры)

Инвариантные меры типа Синая–Боуэна–Рюэлля (SBR-меры) впервые были постро-
ены Я.Г.Синаем (см. [31], [17]) для диффеоморфизма Аносова. Впоследствии конструкция
этих мер была перенесена Р.Боуэном и Д.Рюэллем на случай диффеоморфизмов и потоков,
удовлетворяющих аксиоме А С.Смейла. Для общего сингулярно гиперболического потока
SBR-меры построены в [40]. Другое построение для потока на трехмерном многообразии
и топологически транзитивного аттрактора имеется в [45]. Существование инвариантных
мер для модели аттрактора Лоренца без предположения гладкости слоения, но при различ-
ных дополнительных предположениях доказывалось в работах [27], [43], [44].

Мы будем использовать построение инвариантных мер, приведенное в [40].
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Семейство условных мер. Для точек x ∈ M(0; δ) обозначим через Juu(x) величину

Juu(x) = 1
|v(0)|

d
dt
|v(t)|

∣∣∣∣
t=0

,

где v(t) = dΦtv(0), v(0) ∈ Euu
x . Из инвариантности семейства пространств Euu

x следует,
что v(t) ∈ Euu

x(t).
Пусть W —кривая, которая является отрезком многообразия W uu(x). На кривой W

определена мера Лебега, которая порождена римановой длиной. Определим меру μW

на кривой W так, что эта мера абсолютно непрерывна относительно меры Лебега и плот-
ность p(x) меры μW относительно меры Лебега определяется так, что для любых то-
чек x, y ∈ W

p(x)
p(y)

= exp
(∫ 0

−∞

(
Juu(y(t)) − Juu(x(t))

)
dt

)
. (3.1)

Мера μW называется условной мерой.
Определение условных мер в [40] отличается от вышеприведенного, но эквивалентно

ему.
Семейство условных мер инвариантно в том смысле, что если W2 = Φt(W1),

то Φt(μW1) = μW2 .

Связки. Связкой мы называем множество, состоящее из отрезков строго неустойчи-
вых многообразий точек множества M(b; δ), соединяющих два локальных устойчивых мно-
гообразия. При этом левые концы этих отрезков принадлежат одному локальному устойчи-
вому многообразию, которое называется левым граничным многообразием, а правые кон-
цы— другому граничному многообразию, которое называется правым граничным многооб-
разием.

Мы говорим, что две связки не пересекаются, если все общие точки этих двух связок
принадлежат одному локальному устойчивому многообразию. Иначе говоря, либо эти связ-
ки не имеют общих точек, либо все общие точки лежат на одном устойчивом многообразии,
которое для одной из этих связок является левым граничным многообразием, для другой —
правым.

Нетрудно убедиться в том, что пересечение двух связок является связкой и что объеди-
нение двух связок можно представить как объединение некоторого количества (не более 5)
непересекающихся связок.

Поперечным размером связки назовем максимальный диаметр пересечения связки с ло-
кальным устойчивым многообразием.

Пусть P — связка, ν —некоторая мера, определенная на P . Разбиение связки на строго
неустойчивые многообразия является непрерывным и потому измеримым. Согласно теории
измеримых разбиений, на почти каждом отрезке W определена условная мера νW .

Назовем меру ν, определенную на связке, допустимой, если условные меры νW на каж-
дом строго неустойчивом многообразии этой связки совпадают с условными мерами μW ,
определенными выше.

Определение SBR-меры

Определение 3.1.Мера μ называется SBR-мерой, если она инвариантна, μ(M(0; δ))=
= 1 и ограничение меры μ на любую связку положительной меры является допустимой
мерой.
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Отметим, что из равенства μ(M(0; δ)) = 1 следует существование строго неустойчивого
многообразия W uu(x) для почти каждой точки x ∈ Λ.

SBR-мера на аттракторе интересна потому, что она является «физической». Это озна-
чает следующее.

Пусть ν —мера Лебега на окрестности U . «Физическая мера» для потоков — это предел
при T → +∞ семейства

μT = 1
T

∫ T

0
Φt(ν) dt.

Если мера μ «физическая», а поток Φt эргодичен на Λ, то существует множество A ⊂ U
полной меры, такое, что для любой непрерывной функции f(x) и любой точки x ∈ A
справедливо равенство

lim
T→∞

1
T

∫ T

0
f(Φt(x)) dt =

∫
Λ

f(x) dμ(x).

Теорема о возвратности. Теорема о возвратности доказана в [40]. Из нее следует
равенство μ(M(0; δ)) = 1 для меры, полученной в дальнейших построениях. Как следствие,
получаем, что множетво M(b; δ) при достаточно малом b непусто.

Кривую I ⊂ U мы будем называть b-неустойчивой, если угол между касательной к кри-
вой I и пространством Es

x больше, чем b2.
Пусть I — b-неустойчивая кривая. Определим меру μ̂I , которая сосредоточена на кри-

вой I и совпадает с мерой Лебега, т. е. мера всякой кривой I1 ⊂ W определяется как μ̂I(I1) =

=
l(I1)
l(I)

, где через l(·) обозначена обычная длина.
В работе [40] доказана следующая теорема.
Теорема 3.2. Существуют константы N1 > 0, κ > 0 со следующими свойствами.
Для любых b1, b2 > 0 существует такое T0 > 0, что для любого t > T0 и для каж-

дой b2-неустойчивой кривой I найдется множество Δ ⊂ I, состоящее из непересекаю-
щихся отрезков Δ1, . . . , Δm, таких, что

1. μ̂I(Δ) > (1 − N0b
κ
1);

2. для каждого отрезка Δj имеет место вложение Φt(Δj) ⊂ M(b1; δ;T );

3. Φt(Δj) является b1-неустойчивой кривой.

Построение SBR-меры. SBR-мера строится следующим способом.
Пусть I —некоторая кривая, трансверсальная устойчивым многообразиям, μ̂I —мера,

сосредоточенная на кривой I и совпадающая на I с мерой Лебега.
Рассмотрим семейство мер

μT = 1
T

∫ T

0
Φt(μ̂I) dt.

Из теоремы о возвратности следует, что если μ—предельная мера семейства μT , то для
любого (достаточно малого) b > 0 справедливо неравенство

μ(M(b; δ)) > 1 − N0b
κ. (3.2)

Докажем это неравенство.
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Из теоремы о возвратности следует, что для всякой предельной меры μ семейства μT ,
любого T0 > 0 и достаточно малого b1 > 0 верно неравенство

μ(M(b1; δ;T0)) � (1 − N1b
κ
1). (3.3)

Действительно, если T достаточно велико, то для любого фиксированного b1 > 0

μT (M(b1; δ;T0)) � 1 − N1b
κ
1 .

Следовательно, то же самое равенство верно и для предельной меры семейства μT (так как
для любого замкнутого множества G и любой последовательности мер μn, сходящейся к ме-
ре μ, справедливо неравенство μ(G) � lim supn→∞ μn(G)). Так как множества M(b1; δ;T0)
вложены друг в друга, то для любой меры справедливо

lim
T→∞

μ(M(b1; δ;T0)) = μ(M(b1; δ)).

Из неравенства (3.3) следует, что для любой предельной меры семейства μt справедливо
неравенство (3.2). Тем самым (3.2) доказано.

Основная теорема. В работе [40] доказана следующая теорема о структуре всех
SBR-мер.

Теорема 3.3. Существует конечное число компактных инвариантных множеств
Λ1, . . . , Λk (эти множества называются эргодическими компонентами), которые явля-
ются подмножествами аттрактора Λ, и инвариантных мер μ1, . . . , μk, сосредоточенных
на множествах Λj, таких, что

1. мера μj на Λj является SBR-мерой;

2. поток Φt на каждом множестве Λj с мерой μj эргодичен;

3. всякая инвариантная SBR-мера имеет вид μ = p1μ1 + . . . + pkμk с некоторыми коэф-
фициентами p1, . . . , pk, pj � 0, p1 + . . . + pk = 1;

4. если мера ν абсолютно непрерывна относительно меры Лебега на U , то семейство
мер

νT = 1
T

·
∫ T

0
Φtν dt

сходится к мере p1μ1 + . . . + pkμk с некоторыми коэффициентами p1, . . . , pk, pj � 0,
p1 + . . . + pk = 1;

5. периодические точки всюду плотны в каждом множестве Λj ;

6. траектория почти любой точки x ∈ U притягивается к одному из множеств Λj ;

7. существуют множества A1, . . . , Ak ⊂ U , имеющие полную меру в U , такие, что
для любой точки y ∈ Aj и любой непрерывной функции h имеет место равенство

lim
T→∞

1
T

∫ T

0
h(Φt(y)) dt =

∫
Λj

h(x) dμj ;
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8. если множество Λj не содержит неподвижных точек, то Λj — гиперболический ат-
трактор;

9. если два множества Λi, Λj имеют общую точку, то каждое из них содержит непо-
движную точку.

Замечание. В качестве дополнения к последней теореме отметим, что энтропия пото-
ка Φt на множестве Λj с мерой μj определяется формулой

h(μj) =
∫

Λj

Ju(x) dμj .

4. Собственные функции и перемешивание

В данном разделе рассматривается поток на одном из множеств Λj с мерой μj, где λj —
одно из множеств, определенных в теореме 3.3. Как утверждается в теореме 3.3, поток Φt

на множестве Λj с мерой μj эргодичен.

Существенные точки. В дальнейших рассуждениях важную роль играют точки,
которые мы будем называть существенными.

Определение 4.1. Точка x ∈ Λj называется b-существенной, если для любой
ε-окрестности Oε(x) мера множества Oε(x) ∩ M(b; δ) положительна.

Точка называется существенной, если она является b-существенной при некото-
ром b > 0.

Множество b-существенных точек x ∈ Λj обозначается через Λb
j. Через Λ0

j обозначается
множество всех существенных точек x ∈ Λj .

Очевидно, что множество Λb
j является носителем сужения меры μj на множе-

ство M(b; δ).
Множества Λb

j обладают следующими свойствами.

1. Если b > 0, то множество Λb
j замкнуто.

2. Если b1 < b2, то Λb2
j ⊂ Λb1

j

3. Множество Λ0
j инвариантно.

4. Если x ∈ Λ0
j , то W uu(x) ⊂ Λ0

j .

5. clos(Λ0
j) = Λj .

Собственные функции. Собственная функция — это такая функция φ(x), что для
любого t и почти всех x ∈ Λj справедливо равенство

φ(Φt(x)) = eiλtφ(x).

Из определения 4.1 видно, что если изменить собственную функцию на множестве
меры 0, то она останется собственной функцией.

Известно, что если φ(x)— собственная функция для эргодического потока, то |φ(x)|
постоянна почти всюду.

Для потока Аносова с гладкой инвариантной мерой известно [16], что собственная
функция непрерывна (в том смысле, что ее можно изменить на множестве меры 0 так, что
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она окажется непрерывной). Для сингулярно гиперболического потока это неверно. Дей-
ствительно, если собственная функция непрерывна, то на траектории x(t), идущей в непо-
движную точку, она равна φ(x(0))eiλt, и поэтому не имеет предела, когда x(t) стремится
к неподвижной точке. Следовательно, собственная функция не может быть непрерывной
в неподвижной точке.

Имеется следующий аналог непрерывности [41].
Теорема 4.2. Собственную функцию можно изменить на множестве меры 0 так,

что новая функция при любом b > 0 непрерывна на множестве Λb
j и постоянна на строго

устойчивом многообразии и на строго неустойчивом многообразии каждой точки x ∈ Λ0
j .

Замечание. Отметим, что собственная функция не обязана быть постоянной на строго
неустойчивом многообразии точки x ∈ Λj, если x ∈ M(b; δ) не является существенной.

Перемешивание. В работе [16] доказано, что если поток Аносова с гладкой инвари-
антной мерой не имеет собственных функций, то он является перемешивающим.

Справедлив следующий аналог этого результата для сингулярно гиперболического по-
тока [41].

Теорема 4.3. Пусть Φt — сингулярно гиперболический поток. Если не существует
собственной функции на множестве Λj с инвариантной SBR-мерой μj, то поток явля-
ется перемешивающим (и изоморфен потоку Бернулли) на множестве Λj с инвариантной
мерой μj .

Перемешивание для некоторых потоков типа потока Лоренца доказано в [46]. Ниже-
следующие теоремы обобщают и уточняют эти результаты.

Неподвижная точка называется базисной, если ее устойчивое многообразие содержит
существенную точку.

Теорема 4.4. Если эргодическая компонента Λj содержит неподвижную точку,
то она содержит базисную неподвижную точку.

Как следствие этой теоремы получаем, что если неподвижная точка, содержащаяся
в эргодической компоненте, единственная, то она базисная. В частности, неподвижная точка
потока типа потока Лоренца является базисной.

Следующее утверждение дает достаточное условие перемешивания [41].
Теорема 4.5. Если одномерная сепаратриса базисной неподвижной точки пересека-

ется со строго устойчивым многообразием какой-либо существенной точки, то поток
на множестве Λj с мерой μj является перемешивающим.

Теорема 4.6. Если имеется собственная функция, то ω-предельное множество сепа-
ратрисы базисной неподвижной точки является неподвижной точкой или периодической
траекторией, не содержащей существенных точек.

Отсюда видно, что существование собственной функции — довольно экзотическое свой-
ство. Например, для аттрактора типа аттрактора Лоренца можно доказать следующее.

Теорема 4.7. Если у аттрактора типа аттрактора Лоренца имеется собственная
функция, то аттрактор содержит негрубые лакуны.

Заметим, что в работе [46] рассмотрена такая модель аттрактора Лоренца, в которой
лакуны отсутствуют.

Если аттрактор типа аттрактора Лоренца имеет негрубые лакуны, то все же он, как
правило, является перемешивающим. Однако справедливо следующее утверждение.

Теорема 4.8. Если аттрактор типа аттрактора Лоренца содержит негрубые ла-
куны, то существует такая замена времени, что полученный аттрактор является ат-
трактором типа аттрактора Лоренца и имеет собственную функцию.

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА, 2010, Т. 6, №1, с. 187–206



Стохастические свойства сингулярно гиперболических аттракторов 201

Известно [16], что если у потока Аносова с гладкой инвариантной мерой имеется соб-
ственная функция, то этот поток является надстройкой над диффеоморфизмом Аносова
с постоянным временем возвращения. В случае сингулярно гиперболического потока по-
добное утверждение формулируется следующим образом.

Теорема 4.9. Если множество Λj не содержит неподвижных точек, то Λj — ги-
перболический аттрактор и имеется альтернатива: либо поток на Λj перемешивающий,
либо существует собственная функция. Во втором случае поток сопряжен с надстройкой
над аттрактором гиперболического диффеоморфизма с постоянным временем возвраще-
ния, а собственная функция непрерывна.

5. Возмущения сингулярно гиперболического потока

5.1. Финальные меры

Метрика в пространстве мер. Пусть K —метрический компакт с метрикой ρ.
Обозначим через C0(K) множество непрерывных функций с нормой ||f || = supx∈K |f(x)|.
Пусть L > 0—некоторая константа. Через CL(K) обозначим множество функций f(x) ∈
∈ C0(K), удовлетворяющих условию Липшица с константой L и неравенству ||f || � 1.
Из теоремы Арцелла–Асколи следует, что CL(K) компактно в C0(K). Нетрудно пока-
зать, что линейное подпространство, порожденное функциями f(x) ∈ CL(K), всюду плотно
в C0(K).

На множестве борелевских мер на компакте K определим метрику ρL следующим ра-
венством:

ρL(μ1, μ2) = sup
f∈CL(K)

∣∣∣∣
∫

K
f(x) dμ1(x) −

∫
K

f(x) dμ2(x)
∣∣∣∣ .

Кроме того, в пространстве борелевских мер на K определена топология, называе-
мая ∗-слабой топологией. Она определяется так, что последовательность мер μn сходится
к мере μ0, если для каждой функции f(x) ∈ C0(K) справедливо

lim
n→∞

∫
K

f(x) dμn(x) =
∫

K
f(x) dμ0(x).

Хорошо известно, что множество борелевских мер на K является компактным в ∗-сла-
бой топологии. Можно показать, что топология в множестве мер, порожденная метрикой ρL,
совпадает с топологией ∗-слабой сходимости.

Определение финальной меры. Обозначим черезM(b1) множество мер на Λ (от-
метим, что не на Λj), таких, что

1. μ(M(b; δ)) > 1 − N0b
κ, b ∈ (0, b1);

2. сужение меры μ на любую связку является допустимой мерой.

Через M0 обозначим множество ∪b1>0M(b1).
Отметим, что класс мер M0 содержит, например, всякую меру, сосредоточенную

на единственном локальном строго неустойчивом многообразии W = W uu
ε (x) и являющую-

ся допустимой.
Мера μf называется финальной, если она является пределом (в ∗-слабой топологии)

некоторой последовательности мер Φtk(μ), tk → ∞, μ ∈ M0.
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Множество финальных мер обозначим через Mf . Через ρL(μ,Mf ) обозначим рассто-
яние от меры μ до множества финальных мер, т. е. величину

ρL(μ,Mf ) = sup
μf∈Mf

ρL(μ, μf ).

Теорема 5.1.

1. Множество инвариантных финальных мер компактно в топологии, определяемой
метрикой ρL.

2. Для всякой меры μ ∈ M0 справедливо

lim
t→∞ ρL(Φt(μ),Mf ) = 0,

причем сходимость равномерная на каждом множестве M(b1).

Вообще говоря, финальная мера не обязана быть инвариантной. Очевидно, что всякая
инвариантная финальная мера является SBR-мерой. Если поток перемешивающий, то вся-
кая финальная мера инвариантна (следовательно, является SBR-мерой).

Из определения сингулярно гиперболического потока через конусы видно, что свойство
потока быть сингулярно гиперболическим сохраняется при возмущениях. Далее мы обсудим
вопросы о сохранении некоторых свойств потока при возмущениях.

5.2. Непрерывная зависимость инвариантных мер от потока

Обозначим множество SBR-мер через MSBR.
Теорема 5.2. Пусть последовательность векторных полей Xn(x) сходится в C1-то-

пологии к векторному полю X(x), причем все векторные поля Xn(x) равномерно ограниче-
ны в C2-топологии. Обозначим через MSBR

n множество SBR-мер, соответствующих век-
торному полю Xn(x). Пусть μ—предельная точка последовательности мер μn ∈ MSBR

n .
Тогда μ ∈ MSBR.

Доказательство теоремы основано на следующих утверждениях.
1. Константы c1, c2, c3, γ1, γ2, γ3, участвующие в определении сингулярно гипербо-

лического потока, можно выбрать одинаковыми для потока, порожденного векторным по-
лем X(x), и для потоков, порожденных векторными полями Xn(x).

2. Пусть M(b; δ), Mn(b; δ)—множества, определенные выше (формула (2.3)) для, со-
ответственно, векторного поля X(x) и векторных полей Xn(x). Если последовательность
точек xn ∈ Mn(b; δ) сходится к точке x, то x ∈ M(b; δ). Соответственно, последователь-
ность строго неустойчивых многообразий W uu

n (xn) сходится в C1-топологии к многообра-
зию W uu(x).

Определим на многообразиях W uu
n (xn), W uu(x) соответствующие условные меры μn,W ,

μW . Тогда последовательность мер μn,W сходится к мере μW в топологии, порожденной
метрикой ρL.

3. При условиях предыдущего пункта для любого T > 0 последовательность
мер ΦT,n(μW,n) сходится к мере ΦT (μW ).

4. Для каждого b > 0 сходимость (в метрике ρL) ΦT (μW ) → Mf равномерная
по всем W = W (x) ⊂ M(b; δ).

5. Сходимость семейства

μT = 1
T

∫ T

0
Φt(μ) dt

к множеству MSBR равномерная в метрике ρL по всем мерам μ ∈ Mf .
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Количество эргодических компонент при возмущении Покажем, что при воз-
мущении потока количество эргодических компонент не увеличивается.

Действительно, пусть последовательность векторных полей Xn(x) сходится к векторно-
му полю X(x). Если μ

(n)
1 , . . . , μ

(n)
m — эргодические меры для потока, порожденного вектор-

ным полем Xn(x), то найдутся замкнутые множестваM
(n)
1 , . . . , M

(n)
m , такие, что эти множе-

ства находятся друг от друга на расстоянии, ограниченном снизу некоторой константой ε0

и μ
(n)
j (M (n)

j ) > 9
10
. В качестве этих множеств можно рассмотреть множества Mn(b; δ)∩Λ(n)

j

при подходящем выборе b. Если nk — такая последовательность, что каждая мера μ
(nk)
j схо-

дится, то предельные меры будут таковы, что их сужения на множество M(b; δ) попарно
сингулярны. Следовательно, количество эргодических компонент у потока, порожденного
векторным полем X(x), будет не менее m. Поэтому количество эргодических компонент
у предельного потока может только увеличиться.

В частности, если предельный поток эргодический, то и все потоки, порожденные век-
торными полями Xn(x) при достаточно больших n, эргодические. Следовательно, доста-
точно малое возмущение сингулярно гиперболического эргодического потока является эр-
годическим.

Имеются примеры, в которых количество эргодических компонент при возмущении
уменьшается. В этих примерах множества Λ1, Λ2 имеют общие точки.

Можно показать, что если эргодические компоненты Λ1, . . . , Λm являются аттракто-
рами (т. е. существуют такие открытые множества U1, . . . , Um, что Λj = ∩t>0Φt(Uj)), то ко-
личество эргодических компонент при возмущении сохраняется.

Устойчивость перемешивания. Аналогично определению перемешивающей непо-
движной точки, приведем определение устойчиво перемешивающей неподвижной точки.

Неподвижная точка Q называется устойчиво перемешивающей, если ее устойчивое мно-
гообразие содержит существенную точку и обе неустойчивые сепаратрисы содержат точки,
принадлежащие строго устойчивым многообразиям существенных точек.

Согласно теореме о перемешивании, если все неподвижные точки являются устойчиво
перешивающими, то поток является перемешивающим на каждой эргодической компоненте,
содержащей неподвижную точку.

Теорема 5.3. Если все неподвижные точки сингулярно гиперболического потока яв-
ляются устойчиво перемешивающими, то каждая эргодическая компонента, содержащая
неподвижную точку, является устойчиво перемешивающим аттрактором.

Инвариантное множество Λ называется перемешивающим аттрактором, если на мно-
жестве Λ поток является перемешивающим (относительно SBR-меры) и существует такое
открытое множество U0 ⊃ Λ, что Λ = ∩t>0Φt(U0).

В заключение с удовольствием выражаю благодарность С.В. Гонченко за полезные за-
мечания.
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