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346 À.Þ.Ìîñêâèí1. ÂâåäåíèåÂ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå èìååòñÿ îáøèðíûé êëàññ ñèñòåì, ñâÿçàííûõ ñ êà÷åíèåì òâåð-äûõ òåë. Îäíàêî ïîëíîå îïèñàíèå äâèæåíèÿ, ãäå ïðèñóòñòâóåò òðåíèå, ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîéçàäà÷åé. Â êà÷åñòâå îäíîé èç èäåàëèçàöèé â ìåõàíèêå ðàññìàòðèâàþò êà÷åíèå ïî àáñîëþò-íî øåðîõîâàòîé ïîâåðõíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ ïîëíîå îòñóòñòâèåïðîñêàëüçûâàíèÿ òî÷êè êîíòàêòà, ò. å. åå ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ. Òàêàÿ ñâÿçü ÿâ-ëÿåòñÿ íåãîëîíîìíîé. Ýòîò êëàññ çàäà÷ íå óêëàäûâàåòñÿ â ðàìêè îáû÷íîé ãàìèëüòîíîâîéìåõàíèêè. Îäíàêî íåêîòîðûå ñèñòåìû ñîõðàíÿþò èíòåãðàë ýíåðãèè è äðóãèå òåíçîðíûå èí-âàðèàíòû. Èåðàðõèÿ òàêèõ ñèñòåì îïèñàíà â [1℄.Â ÷àñòíîñòè, íåêîòîðûå çàäà÷è, òàêèå êàê êà÷åíèå øàðà ïî ïëîñêîñòè, îáëàäàþò èí-âàðèàíòíîé ìåðîé è ïîñëå çàìåíû âðåìåíè ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê ãàìèëüòîíîâîìó âèäó.À ïîòîìó äëÿ èõ àíàëèçà ïðèìåíèìû ìåòîäû îáû÷íîé ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè (â òîì ÷èñ-ëå è òîïîëîãè÷åñêèå). Òàê, â ðàáîòå [11℄, ãäå ðàññìîòðåíà çàäà÷à î êà÷åíèè øàðà ×àïëûãè-íà ñ ãèðîñòàòîì ïî àáñîëþòíî øåðîõîâàòîé ïëîñêîñòè, äëÿ àíàëèçà ðàçëè÷íûõ äâèæåíèéïðèìåíåíû òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû. Òàêàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé è èíòåãðèðóìîéïî Ëèóâèëëþ ïîñëå çàìåíû âðåìåíè, îäíàêî ÿâíûå êâàäðàòóðû îòñóòñòâóþò. Èññëåäîâàíèååå ðåøåíèé äî [11℄ íå áûëî ïðîâåäåíî.Â ðàáîòàõ [2, 7℄ ïðåäëîæåíà äðóãàÿ ìîäåëü êà÷åíèÿ òâåðäîãî òåëà ïî ïîâåðõíîñòè. Îíàòàêæå ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíîé è ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê �èíàëüíàÿ ñòàäèÿ êà÷åíèÿïðè íàëè÷èè ñóõîãî òðåíèÿ è íóëåâîé ïëîùàäêå êîíòàêòà. Âîçíèêàþùèÿ ïðè ýòîì ñâÿçüÿâëÿåòñÿ íåãîëîíîìíîé: ðàâíà íóëþ íå òîëüêî ñêîðîñòü òî÷êè êîíòàêòà, íî è ïðîåêöèéâåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè íà íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè. Â ðàáîòå [2℄ òàêàÿ ìîäåëü êà÷åíèÿíàçâàíà rubber ball (ðåçèíîâûé øàð). Ñèñòåìà ðàçäåëÿþùèõ ïåðåìåííûõ áûëà îòìå÷åíàâ ðàáîòå [7℄. Îäíàêî äî ñèõ ïîð ýòà çàäà÷à ïëîõî èçó÷åíà: íåò îïèñàíèé äàæå îòäåëüíûõðåøåíèé, íåîáõîäèìûõ õîòÿ áû äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì.Â äàííîé ðàáîòå èçó÷åíû îòäåëüíûå çàìå÷àòåëüíûå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷èî êà÷åíèè ðåçèíîâîãî øàðà ïî ïëîñêîñòè. Ýòà çàäà÷à îñòàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé òàêæå ïðèäîáàâëåíèè ê øàðó ïîñòîÿííîãî ãèðîñòàòà èëè ñèëîâîãî ïîëÿ çàäà÷è Áðóíà. Ïðè îáåèõ äî-áàâêàõ òàêæå èññëåäîâàíû ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ, è ñðåäè íèõ íàéäåíû óñòîé÷èâûå. Äëÿýòîãî ñèñòåìû áûëè ïîäâåðãíóòû òîïîëîãè÷åñêîìó àíàëèçó, ðàçðàáîòàííîìó â ñòàòüå [4℄.Â ÷àñòíîñòè, ïî èíòåãðàëüíîìó îòîáðàæåíèþ ïîñòðîåíû áè�óðêàöèîííûå äèàãðàììû è áè-�óðêàöèîííûå êîìïëåêñû. Îïèñàíû êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Èõ óñòîé÷èâîñòü èññëåäîâàíààíàëèòè÷åñêè.Íåêîòîðûå èç ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ìîãóò ïîêàçàòüñÿ �îðìàëüíûìè, íî îíè ïîëåçíûäëÿ èçó÷åíèÿ îáùèõ ñâîéñòâ ðàçíûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì ãàìèëüòîíîâîé è íåãîëîíîìíîéìåõàíèêè.1.1. Êîí�îðìíî-ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû×àñòî çàäà÷è íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â òàê íàçûâàåìîì êîí�îðì-íî-ãàìèëüòîíîâîì âèäå. Ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì êîí�îðìíî-ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ÿâëÿ-åòñÿ ïóàññîíîâî ìíîãîîáðàçèå M ñ íåêîòîðîé ñêîáêîé Ïóàññîíà {·, ·}, à ñàìà ñèñòåìà íà Mïðåäñòàâèìà â âèäå
ẋ = µ(x){x,H}, (1.1)ãäå ïðèâîäÿùèé ìíîæèòåëü µ(x)� çíàêîîïðåäåëåííàÿ íà âñåì ìíîãîîáðàçèè M �óíêöèÿ.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �2, ñ. 345�358



�åçèíîâûé øàð íà ïëîñêîñòè: êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ 347Êëàññ êîí�îðìíî-ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì âêëþ÷àåò â ñåáÿ êëàññ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì,äëÿ êîòîðûõ µ(x) ≡ const. Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ïðåñòàâëåíèå óðàâíåíèé ðàññìàòðèâà-åìîé çàäà÷è â âèäå (1.1) ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ïîìîãàåò èññëåäîâàòü ðåøåíèÿ è èõ óñòîé-÷èâîñòü.Ïî àíàëîãèè ñ ãàìèëüòîíîâûìè ñèñòåìàìè ââåäåì ïîíÿòèå èíòåãðèðóåìîñòè êîí�îðì-íî-ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Ïóñòü �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî M áóäåò 2n-ìåðíûìè ñèìïëåêòè-÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì. Òîãäà ñèñòåìó (1.1) áóäåì íàçûâàòü èíòåãðèðóåìîé, åñëè ó íååñóùåñòâóåò íàáîð èç n ãëàäêèõ ïî÷òè âñþäó �óíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ, íàõîäÿùèõñÿâ èíâîëþöèè îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà ïåðâûõ èíòåãðàëîâ.1.2. Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿÄàäèì îïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêèì ïåðèîäè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì èíòåãðèðóåìûõ êîí-�îðìíî-ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì è îïèøåì ïîäõîä ê àíàëèçó èõ óñòîé÷èâîñòè. �àññìîòðèìèíòåãðèðóåìóþ êîí�îðìíî-ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì H è äîïîëíèòåëüíûìèíòåãðàëîì F íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M4. Ñäåëàåì ïðåäïîëîæåíèå î êîìïàêò-íîñòè ñèñòåìû, à èìåííî: ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà H íà M4 �êîìïàêòíû. Ââå-äåì èíòåãðàëüíîå îòîáðàæåíèå
H × F : M4 → R

2(h, f). (1.2)Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëèóâèëëÿ--Àðíîëüäà, íåîñîáûå ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ îòîáðàæåíèÿ (1.2)áóäóò îáúåäèíåíèÿìè äâóìåðíûõ òîðîâ. Íà îñîáûõ æå ñëîÿõ ñóùåñòâóþò êðèòè÷åñêèå òî÷-êè, ãäå ðàíã äè��åðåíöèàëà îòîáðàæåíèÿ (1.2) ìåíüøå äâóõ. Ìíîæåñòâî âñåõ êðèòè÷åñêèõòî÷åê íàçûâàþò êðèòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì. Áè�óðêàöèîííîé äèàãðàììîé èíòåãðàëüíîãîîòîáðàæåíèÿ áóäåì íàçûâàòü èçîáðàæåííûé íà ïëîñêîñòè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (h, f) îáðàçìíîãîîáðàçèÿ M4 ñîâìåñòíî ñ îáðàçîì êðèòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà.�àññìîòðèì îòäåëüíî íåñòàöèîíàðíûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè. ×åðåç êàæäóþ èç íèõ ïðî-õîäèò òðàåêòîðèÿ, ïîëíîñòüþ ñîñòîÿùàÿ èç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê [5℄. Åñëè òàêàÿ òðàåêòîðèÿçàìêíóòà, òî îíà íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèåé. Êðèòè÷åñêèìè ðå-øåíèÿìè íàçîâåì ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ è ðåøåíèÿ, ñîñòîÿùèå èç êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.1.3. Óñòîé÷èâîñòü êðèòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèéè áè�óðêàöèîííûé êîìïëåêñÎêàçûâàåòñÿ, âîïðîñ (îðáèòàëüíîé) óñòîé÷èâîñòè êðèòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåê-òîðèé ìîæíî ðàçðåøèòü ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà, îïèðàþùåãîñÿ ëèøü íà òîïîëîãè÷åñêèå ñîîá-ðàæåíèÿ. À èìåííî, ëþáàÿ êðèòè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ âñÿ ëåæèò íà íåêîòîðîìóðîâíå ãàìèëüòîíèàíà H. Ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ H â îêðåñòíîñòè ýòîé êðèòè÷åñêîé òðàåêòî-ðèè ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì òðåõìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì Q3. Óðîâíè èíòåãðàëà F çàäàþò ñëîåíèåËèóâèëëÿ íà Q3.Êàê ïîêàçàíî â [5℄, ñëîåíèå Ëèóâèëëÿ â òðåõìåðíîé îêðåñòíîñòè â Q3 ëþáîé òî÷êèíåâûðîæäåííîé êðèòè÷åñêîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè (îïðåäåëåíèå íåâûðîæäåííîñòè �äàëüøå) óñòðîåíî î÷åíü ïðîñòî. Ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîð�èçìà ñóùåñòâóåò ëèøü äâà òè-ïà òàêèõ ñëîåíèé. Ñõåìàòè÷åñêè îíè èçîáðàæåíû íà ðèñ.1. �èñóíîê à) îòâå÷àåò óñòîé÷è-âîé êðèòè÷åñêîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè, à ðèñóíîê á) � íåóñòîé÷èâîé. Òàêèì îáðàçîì,íåâûðîæäåííàÿ êðèòè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ óñòîé÷èâà, åñëè ñëîåíèå Ëèóâèëëÿâ òðåõìåðíîé îêðåñòíîñòè ëþáîé åå òî÷êè èìååò òèï à), è íåóñòîé÷èâà, åñëè � òèï á).ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �2, ñ. 345�358



348 À.Þ.Ìîñêâèí
à) á)�èñ. 1. Òðåõìåðíûå îêðåñòíîñòè òî÷åê íåâûðîæäåííûõ êðèòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèéíà ïîâåðõíîñòÿõ óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà H . Ñëó÷àé à) � óñòîé÷èâàÿ òðàåêòîðèÿ, ñëó÷àé á) �íåóñòîé÷èâàÿ òðàåêòîðèÿ.×òîáû óáåäèòüñÿ â íåâûðîæäåííîñòè êðèòè÷åñêîé òðàåêòîðèé è îïðåäåëèòü åå òèï,íåîáõîäèìî íàéòè ñèãíàòóðó íåêîòîðîé êâàäðàòè÷íîé êâàäðàòè÷íîé �îðìû. À èìåííî, ââå-äåì îãðàíè÷åíèå F̃ äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà F íà òðåõìåðíóþ îêðåñòíîñòü Q3 êðèòè÷å-ñêîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè. Â ëþáîé òî÷êå x0 ýòîé êðèòè÷åñêîé òðàåêòîðèè dF̃ (x0) =

= 0, ïîýòîìó êîððåêòíî îïðåäåëåíà êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà
d2F̃ (x0). (1.3)Íå ñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà �îðìà âûðîæäåííà. Òåïåðü, êðèòè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðà-åêòîðèÿ íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè êîðàíã �îðìû (1.3) ðàâåí 1. Ñëåäóåò çàìåòèòü,÷òî ðàíã �îðìû (1.3) íå çàâèñèò îò òî÷êè íà êðèòè÷åñêîé òðàåêòîðèè. Íåâûðîæäåííàÿ êðè-òè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ óñòîé÷èâà, åñëè äâà íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ�îðìû (1.3) îäíîãî çíàêà è íåóñòîé÷èâà â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îáùèå îñíîâû ýòîãî ïîäõîäààíàëèçà óñòîé÷èâîñòè êðèòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ìîæíî èçâëå÷ü èç êíèãè [5℄.Äëÿ êëàññè�èêàöèè ðåøåíèé èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû èñïîëüçóþò òàêíàçûâàåìûé áè�óêàöèîííûé êîìïëåêñ [4℄. Òî÷êàì ýòîãî êîìïëåêñà îòâå÷àþò ñâÿçíûå êîì-ïîíåíòû óðîâíÿ èíòåãðàëîâ H è F . Êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êå äâóìåðíûõ êëåòîê ýòîãîêîìïëåêñà áóäåò îòâå÷àòü îäèí òîð Ëèóâèëëÿ. Ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè íóëü è îäíîìåðíûõêëåòîê ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèå òî÷êè èíòåãðàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ (1.2). Óñòîé÷èâûìè ìîãóòáûòü ëèøü ðåøåíèÿ, ëåæàùèå íà ãðàíèöå êîìïëåêñà.2. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ïåðâûå èíòåãðàëû2.1. �åçèíîâûé øàð íà ïëîñêîñòè�àññìîòðèì çàäà÷ó î êà÷åíèè óðàâíîâåøåííîãî äèíàìè÷åñêè íåñèììåòðè÷íîãî ðåçèíî-âîãî øàðà ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Êàê óæå ïðåäïîëîæåíî ðàíåå, ðàâíà íóëþ íå òîëü-êî ñêîðîñòü òî÷êè êîíòàêòà øàðà ñ ïëîñêîñòüþ, íî è ïðîåêöèÿ âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòèíà âåðòèêàëü. Òî åñòü â êîîðäèíàòàõ, æåñòêî ñâÿçàííûõ ñ òåëîì,

v + ω × r = 0, (ω,n) = 0. (2.1)Çäåñü ω, v �óãëîâàÿ ñêîðîñòü è ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ øàðà, n� îðò, íàïðàâëåííûé âåð-òèêàëüíî âíèç, r � âåêòîð èç öåíòðà ìàññ â òî÷êó êîíòàêòà. Äâèæåíèÿ øàðà â ïðîåêöèÿõíà ãëàâíûå îñè, ñâÿçàííûå ñ øàðîì, îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè
{

Jω̇ = Jω × ω + µn,

ṅ = n × ω,
µ = −

(Jω × ω,J−1n)

(n,J−1n)
, (2.2)ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �2, ñ. 345�358



�åçèíîâûé øàð íà ïëîñêîñòè: êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ 349ãäå J = I + DE, I = diag(I1, I1, I3)� òåíçîð èíåðöèè øàðà îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðà, E�åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, D = mR2, m è R�ìàññà è ðàäèóñ øàðà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òîãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè ðàçëè÷íû: 0 < I1 < I2 < I3.Êàê çàìå÷åíî â [7℄, ñèñòåìà (2.2) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå Âåñåëîâîé [8℄, îïèñûâàþùåéäâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïðè íàëè÷èè ñâÿçè (ω,n) = 0. Ñèñòåìàóðàâíåíèé (2.2) äîïóñêàåò èíòåãðàë ýíåðãèè è ãåîìåòðè÷åñêèé èíòåãðàë
H =

1

2
(Jω,ω), (n,n) = 1, (2.3)à òàêæå èíâàðèàíòíóþ ìåðó ñ ïëîòíîñòüþ (èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì)
ρ =

√
(n,J−1n). (2.4)Èìååòñÿ òàêæå äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë

F = (Jω,Jω) − (Jω,n)2. (2.5)Òåì ñàìûì çàäà÷à î êà÷åíèè ðåçèíîâîãî øàðà ïî ïëîñêîñòè èíòåãðèðóåìà ïî Ýéëåðó�ßêî-áè [9℄. Èç ðåçóëüòàòîâ Âåñåëîâîé [8℄ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (2.2) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷åÍåéìàíà î äâèæåíèè òî÷êè íà ñ�åðå â ïîëå ñèë ñ êâàäðàòè÷íûì ïîòåíöèàëîì è ìîæåòáûòü ÿâíî ïðîèíòåãðèðîâàíà â ñ�åðîêîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.2.2. �åçèíîâûé øàð íà ïëîñêîñòè ñ ãèðîñòàòîì â ïîòåíöèàëüíîì ïîëåÒåïåðü çàêðåïèì âíóòðè øàðà ïîñòîÿííûé ãèðîñòàò è ïîìåñòèì â âåðòèêàëüíîå ïî-òåíöèàëüíîå ïîëå. Ïðè ýòîì ñîõðàíèì òðåáîâàíèÿ (2.1). Òîãäà óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2.2)ìîæíî îáîáùèòü:
{

Jω̇ = (Jω + K) × ω + n × ∂U
∂n

+ µn,

ṅ = n × ω,
µ = −

(
(Jω + K) × ω + n × ∂U

∂n
,J−1n

)

(n,J−1n)
. (2.6)Çäåñü K �ïîñòîÿííûé âåêòîð ìîìåíòà ãèðîñòàòà, U = U(n)�ïîòåíöèàë ñèëîâîãî ïîëÿ.Óðàâíåíèÿ (2.6) òàêæå ñîõðàíÿþò èíòåãðàë ýíåðãèè

H =
1

2
(Jω,ω) + U(n) (2.7)è èíâàðèàíòíóþ ìåðó ñ ïëîòíîñòüþ (2.4). Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíîãî ïåðâîãîèíòåãðàëà íå ñóùåñòâóåò.Â ðàáîòå [6℄ ñèñòåìà (2.6) (à ïîòîìó è (2.2)) áûëà ïðåäñòàâëåíà â êîí�îðìíî-ãà-ìèëüòîíîâîì âèäå. Îïèøåì ýòî ïðåäñòàâëåíèå. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàí-ñòâî R

6(ω,n). Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ (M ,γ)

M = ρJ
1/2ω, γ = ρ−1

J
−1/2n (2.8)ââåäåì ñêîáêó Ïóàññîíà

{Mi,Mj} = εijk(Mk − ρ3 detJ(K,J
1/2γ)γk), {Mi, γj} = εijkγk, {γi, γj} = 0. (2.9)Â òàêîì ñëó÷àå �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû (2.6) ìíîãîîáðàçèå

M4 = {(ω,n) = 0, (n,n) = 1} ≡ {(M ,γ) = 0, (γ,γ) = 1} (2.10)ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �2, ñ. 345�358



350 À.Þ.Ìîñêâèíáóäåò ñèìïëåêòè÷åñêèì ëèñòîì ýòîé ñêîáêè, à çíà÷èò,M4 � ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå.Ïåðåïèñàâ ñêîáêó (2.9) îáðàòíî â êîîðäèíàòàõ (ω,n), ñèñòåìà (2.6) áóäåò èìåòü âèä (1.1),ãäå ãàìèëüòîíèàí H ïðåäñòàâëÿåòñÿ â �îðìå (2.7), à ïðèâîäÿùèé ìíîæèòåëü ñîâïàäàåòñ èíòåãðèðóþùèì, ò. å.
µ(ω,n) = ρ =

√
(n,J−1n).2.3. Èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àèÊàê îòìå÷àëîñü âûøå, â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà (2.6) íå îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûì ïåð-âûì èíòåãðàëîì. Îäíàêî íåêîòîðûå èç òàêèõ îáîáùåíèé âñå æå áóäóò èíòåãðèðóåìûìè.1. Ïðè U(n) ≡ 0 ñèñòåìà (2.6) îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûì èíòåãðàëîì

F = (Jω + K,Jω + K) − (Jω + K,n)2. (2.11)Ïîäîáíîå èíòåãðèðóåìîå îáîáùåíèå äîáàâëåíèåì ïîñòîÿííîãî ãèðîñòàòà èìååò ìåñòîè â çàäà÷å î êà÷åíèè øàðà ×àïëûãèíà ïî ïëîñêîñòè [10℄.2. Â ñëó÷àå
K = 0, U(n) = −

ε

4
(Jn,n) (2.12)ñèñòåìà (2.6) äîïóñêàåò èíòåãðàë

F = (Jω × n)2 +
εdetJ

2
(J−1n,n). (2.13)Ïîòåíöèàë âèäà (2.12) ñîîòâåòñòâóåò ïîëþ ñèë çàäà÷è Áðóíà. Â òàêîì ñëó÷àå âñå òî÷êèøàðà ïðèòÿãèâàþòñÿ ê ïëîñêîñòè ñ ñèëîé, ïðîïîðöèîíàëüíîé ðàññòîÿíèþ äî ïëîñêîñòè.Äëÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è î êà÷åíèè øàðà ×àïëûãèíà èíòåãðèðóåìîå îáîáùåíèå äîáàâ-ëåíèåì ïîòåíöèàëà (2.12) áûëî ïîêàçàíî Â.Â.Êîçëîâûì [9℄.3. Êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ è èõ óñòîé÷èâîñòüÓêàæåì êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ è ïîñòðîèì áè�óðêàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ óêàçàííûõâûøå èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àåâ.3.1. �åçèíîâûé øàð�àìèëüòîíèàí (2.3) è äîïîëíèòåëüíûé èíòåãðàë (2.5) çàäàíû íà ìíîãîîáðàçèè (2.10).Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (2.2) èìåþò âèä ω = 0, à n�ïðîèçâîëüíûé åäèíè÷íûéâåêòîð. Ýòèì ðåøåíèÿì îòâå÷àþò ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ øàðà. Òî÷êè, â êîòîðûõ ðàíã äè��å-ðåíöèàëà èíòåãðàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ rankd(H × F ) = 0, ñîâïàäàþò ñî ñòàöèîíàðíûìèðåøåíèÿìè.Âäîëü êðèòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ω ïîñòîÿíåíè íàïðàâëåí âäîëü îäíîé èç ãëàâíûõ îñåé. Â òàêîì ñëó÷àå øàð ðàâíîìåðíî êàòèòñÿ ïî ïðÿ-ìîé, ïðè ýòîì îñü âðàùåíèÿ íàïðàâëåíà âäîëü îäíîé èç ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè. Áè�óðêàöè-îííàÿ äèàãðàììà èíòåãðàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (2.3) è äîïîëíèòåëüíîãîèíòåãðàëà (2.5), çàäàííûõ íà ìíîãîîáðàçèè (2.10), ñîñòîèò èç òðåõ ëó÷åé

h =
f

2Ji
, f > 0.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �2, ñ. 345�358
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à) á)�èñ. 2. �åçèíîâûé øàð íà ïëîñêîñòè, I = diag(4, 5, 6), D = 7. Òðàåêòîðèÿ òî÷êè êîíòàêòà íà ïîâåðõ-íîñòè øàðà ïðè âðàùåíèè îêîëî óñòîé÷èâîé îñè (ðèñ. à) è îêîëî íåóñòîé÷èâîé (ðèñ. á). Òðàåêòîðèÿíà ðèñ. à) âûïóùåíà èç òî÷êè ω = (1, 0, 0,1), n = (0, 1, 0), íà ðèñ. á) � èç òî÷êè ω = (0, 1, 0,1),

n = (1, 0, 0).Ïðè ýòîì âðàùåíèå âîêðóã ñðåäíåé îñè, êàê òðàåêòîðèÿ âM4, óñòîé÷èâî, à âîêðóã íàèáîëü-øåé è íàèìåíüøåé � íåóñòîé÷èâî (ñì. ðèñ. 2). Âèä áè�óðêàöèîííîé äèàãðàììû äîâîëüíîòèïè÷íûé. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî çàäà÷à î êà÷åíèè ðåçèíîâîãî øàðà ïî ïëîñêîñòè ñâîäèòñÿê çàäà÷å Íåéìàíà.Â ðàáîòå [3℄ áûëè èññëåäîâàíû êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íîé êëàññè÷åñêîé ñèñòå-ìû� êà÷åíèå øàðà ×àïëûãèíà ïî ïëîñêîñòè. Îêàçàëîñü, ÷òî ðåçèíîâûé øàð íå äîïóñêàåòðÿä äâèæåíèé, âîçìîæíûõ äëÿ êëàññè÷åñêîãî àíàëîãà, à èìåííî: øàð ×àïëûãèíà äîïóñ-êàåò âðàùåíèå íà íåïîäâèæíîé òî÷êå, ïðè êîòîðîì îäíî èç ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé òåíçîðàèíåðöèè íàïðàâëåíî âåðòèêàëüíî, äëÿ ðåçèíîâîãî æå øàðà òàêèå äâèæåíèÿ íåâîçìîæíû.3.2. �åçèíîâûé øàð ñ ãèðîñòàòîìÊàê îòìå÷åíî â ðàçäåëàõ 2.2, 2.3, çàäà÷à î êà÷åíèè ðåçèíîâîãî øàðà ñ ãèðîñòàòîìïî ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ ïîñëå çàìåíû âðåìåíè. Ôàçîâîå ïðî-ñòðàíñòâî � ìíîãîîáðàçèå (2.10), ãàìèëüòîíèàí è äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë âûðà-æàþòñÿ �îðìóëàìè (2.3) è (2.11). Òåì ñàìûì êîððåêòíî îïðåäåëåíî èíòåãðàëüíîå îòîáðà-æåíèå H × F : M4 → R
2(h, f).Òåîðåìà 1. Áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà èíòåãðàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ çàäà-÷è î êà÷åíèè ðåçèíîâîãî øàðà ñ ãèðîñòàòîì ïî ïëîñêîñòè ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ(ñì. ðèñ. 3à)

1) íàáîðà êðèâûõ σ (λ 6= 0, J1, J2, J3):
f(λ) = λ2

(
k2
1

(J1 − λ)2
+

k2
2

(J2 − λ)2
+

k2
3

(J3 − λ)2

)
,

2h(λ) =
k2
1
J1

(J1 − λ)2
+

k2
2
J2

(J2 − λ)2
+

k2
3
J3

(J3 − λ)2
;

2) ëó÷åé σi, åñëè ki = 0:
f = 2Jih − Ji

∑

j 6=i

k2

j

Jj − Ji
, ãäå f > J2

i

∑

j 6=i

k2

j

(Jj − Ji)2
;

3) îòðåçêà τ1: f = 0, 2h ∈ (0, (K,J−1K));
4) îòðåçêà τ2: f ∈ [0, (K,K)], h = 0.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �2, ñ. 345�358
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à) á)�èñ. 3. �åçèíîâûé øàð ñ ãèðîñòàòîì íà ïëîñêîñòè, I = diag(4, 5, 6), D = 7, K = (1, 1, 1): à) áè�óð-êàöèîííàÿ äèàãðàììà èíòåãðàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ; á) áè�óðêàöèîííûé êîìïëåêñ.Òî÷êà M4 ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé äëÿ ñèñòåìû (2.6) ïðè U(n) ≡ 0, åñëè â íåé ω = 0. Âñåòàêèå òî÷êè ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì ïîêîÿ øàðà è ïðè èíòåãðàëüíîì îòîáðàæåíèèïåðåõîäÿò â îòðåçîê τ2. Òî÷êà M4 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàíãà íóëü èíòåãðàëüíîãî îòîáðà-æåíèÿ, åñëè â íåé ω = 0, n ‖ K. Îáå òàêèå òî÷êè ïðè èíòåãðàëüíîì îòîáðàæåíèèïðîåêòèðóþòñÿ â òî÷êó (0, 0).Êðàòêî îïèøåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. Âíà÷àëå ñëåäóåò íàéòè ìíîæåñòâî êðè-òè÷åñêèå òî÷åê èíòåãðàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ýòî ìíîæåñòâî ïîëíîñòüþ ñîñòîèò èç îñîáûõòðàåêòîðèé è ñîâïàäàåò ñ òåìè òî÷êàìè M4, ãäå çàâèñèìû ãðàäèåíòû ÷åòûðåõ �óíêöèé H,
F , (n,n), (ω,n) êàê �óíêöèé â îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå R

6(ω,n). Äàëåå ñëåäóåò íàéòèîáðàç ýòîãî ìíîæåñòâà ïðè èíòåãðàëüíîì îòîáðàæåíèè.Êðèòè÷åñêèå ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ â çàäà÷å î êà÷åíèè ðåçèíîâîãî øàðà ñ ïîñòîÿííûìãèðîñòàòîì óñòðîåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ïðîîáðàçå êàæäîé òî÷êè êðèâûõ σ ëåæèòïî îäíîé, à ëó÷åé σi � ïî äâå êðèòè÷åñêèå òðàåêòîðèè. Âäîëü òàêèõ ðåøåíèé âåêòîð óãëîâîéñêîðîñòè ω ïîñòîÿíåí è ìîæåò áûòü íàéäåí èç ñèñòåìû Jω+K = λω äëÿ êðèâûõ σ, è Jω+
+ K = Jiω äëÿ ëó÷à σi. Â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå âäîëü òàêèõ ðåøåíèé øàð ðàâíîìåðíîêàòèòñÿ ïî ïðÿìîé.Âíóòðåííèì òî÷êàì îòðåçêà τ1 îòâå÷àåò ïî äâå êðèòè÷åñêèå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè.Âäîëü íèõ Jω + K ‖ n, âåêòîð n îïèñûâàåò òðàåêòîðèè (ñì. ðèñ 4à):

(K,J−1K) −
(K,J−1n)2

(n,J−1n)
= 2h.Ïðè ýòîì

ω = J
−1(αn − K), ãäå α =

(K,J−1n)

(n,J−1n)
.Ïðîîáðàç îòðåçêà τ2 óñòðîåí î÷åíü ïðîñòî. Â ïðîîáðàçå òî÷êè (f, h = 0) ëåæàò ñòà-öèîíàðíûå ðåøåíèÿ, ïðè êîòîðûõ âåêòîð ìîìåíòà ãèðîñòàòà K íàïðàâëåí ïîä óãëîì φê âåðòèêàëè, ãäå sin2 φ = f/(K,K).Îïèøåì íåêîòîðûå ðàçëè÷èÿ â äâèæåíèÿõ ðåçèíîâîãî øàðà è øàðà ×àïëûãèíà. Êðèòè-÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷è î êà÷åíèè øàðà ×àïëûãèíà ñ ãèðîñòàòîì áûëè îïèñàíû â ðàáî-òå [11℄. Íåêîòîðûå èç òàêèõ ðåøåíèé ïðåäñòàâëÿþò ïðÿìîëèíåéíûå êà÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõâåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ïîñòîÿíåí â àáñîëþòíîì ïðîñòðàíñòâå è íàïðàâëåí íå ãîðèçîí-òàëüíî. Âäîëü ïîäîáíûõ êðèòè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ ðåçèíîâîãî øàðà ñ ãèðîñòàòîì âåêòîðóãëîâîé ñêîðîñòè òîæå ïîñòîÿíåí, íî îáÿçàòåëüíî ãîðèçîíòàëåí.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �2, ñ. 345�358
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à) á)�èñ. 4. �åçèíîâûé øàð ñ ãèðîñòàòîì íà ïëîñêîñòè, I = diag(4, 5, 6), D = 7, K = (1, 1, 1): à) òðàåê-òîðèÿ òî÷êè êîíòàêòà íà ïîâåðõíîñòè øàðà âäîëü îñîáûõ ðåøåíèé, ãäå Jω + K ‖ n; á) òðàåêòîðèÿòî÷êè êîíòàêòà ïðè âîçìóùåíèè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ω = (0, 0, 0), n = (0,6, 0, 0,8).Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü êðèòè÷åñêèõ ðåøåíèé àíàëèòè÷åñêè. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿïîäõîäîì, êðàòêî îïèñàííîì â ðàçäåëå 1.3. Âûïèøåì âûðàæåíèå

det(J− λE)f ′
λ. (3.1)Óòâåðæäåíèå 1. Â ïðîîáðàçå êàæäîé âíóòðåííåé òî÷êè

1) êðèâûõ σ ëåæèò ïî îäíîé óñòîé÷èâîé êðèòè÷åñêîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè, åñëèâûðàæåíèå (3.1) ïîëîæèòåëüíî, è îäíîé íåóñòîé÷èâîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;
2) ëó÷à σi ëåæèò ïî äâå óñòîé÷èâûå êðèòè÷åñêèå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè ïðè i = 1, 3è äâå íåóñòîé÷èâûå ïðè i = 2;
3) îòðåçêà τ1 ëåæèò ïî äâå óòîé÷èâûå êðèòè÷åñêèå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè;
4) îòðåçêà τ2 ëåæèò ïî äâå îêðóæíîñòè; êàæäàÿ òî÷êà ýòèõ îêðóæíîñòåé åñòüíåóñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî âûíåñåíî â äîïîëíåíèå. Ñðåäè ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé óñòîé÷èâû òîëü-êî äâà. Ýòî òî÷êè, ãäå n ‖ K. Ïðè âîçìóùåíèè îñòàëüíûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, âåêòîð nâ M4 áóäåò âðàùàòüñÿ âîêðóã âåêòîðà K (ñì. ðèñ. 4á). Áè�óðêàöèîííûé êîìïëåêñ ñëîåíèÿËèóâèëëÿ èçîáðàæåí íà (ðèñ. 3á).3.3. �åçèíîâûé øàð â ïîëå ñèë çàäà÷è ÁðóíàÇàäà÷à î êà÷åíèè ðåçèíîâîãî øàðà â ïîëå ñèë çàäà÷è Áðóíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóå-ìîé ïî Ëèóâèëëþ ïîñëå çàìåíû âðåìåíè. Ìíîãîîáðàçèå (2.10) ÿâëÿåòñÿ �àçîâûì ïðîñòðàí-ñòâîì, ãàìèëüòîíèàí è äîïîëíèòåëüíûé ïåðâûé èíòåãðàë âûïèñàíû â âûðàæåíèÿõ (2.7)è (2.13). Òàê îïðåäåëåíî èíòåãðàëüíîå îòîáðàæåíèå H × F : M4 → R

2(h, f). Ïóñòü e1, e2,
e3 � ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ òåíçîðà èíåðöèè, îòâå÷àþùèå ìîìåíòàì I1, I2, I3 ñîîòâåòñòâåííî.Òåîðåìà 2. Áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà èíòåãðàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ äëÿ çàäà÷èî êà÷åíèè ðåçèíîâîãî øàðà â ïîëå ñèë Áðóíà ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ (ñì. ðèñ. 5)
1) òðåõ ëó÷åé

σi : f = 2Jih +
εJi

2
(trJ− Ji), h > −

ε

4
max
j 6=i

Jj , i = 1, 2, 3.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �2, ñ. 345�358
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à) á)�èñ. 5. �åçèíîâûé øàð â ïîëå ñèë çàäà÷è Áðóíà íà ïëîñêîñòè: à) áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà;á) áè�óðêàöèîííûé êîìïëåêñ (ñîñòîèò èç ñêëåéêè òðåõ êîìïîíåíò).
2) êðèâîé τ ïðè λ ∈ (J2, J3)

h(λ) =
ε

4
(2λ − trJ),

f(λ) = 2λh(λ) +
ελ

2
(trJ− λ).Òî÷êà M4 ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé äëÿ ñèñòåìû (2.6) ïðè K = 0, åñëè â íåé ω = 0, n ‖ eiäëÿ íåêîòîðîãî i = 1, 2, 3. Âñå øåñòü òàêèõ òî÷åê ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿíèÿì ïîêîÿøàðà è ïðè èíòåãðàëüíîì îòîáðàæåíèè ïåðåõîäÿò â òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷åé σ1, σ2, σ3.Òî÷êè ðàíãà íóëü èíòåãðàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ñîâïàäàþò ñî ñòàöèîíàðíûìè ðåøåíèÿìè.Îïèøåì, êàê óñòðîåíû êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Â ïðîîáðàçå êàæäîé íåîñîáîé òî÷êè ëó-÷åé σ1, σ2, σ3 ëåæèò ïî äâå, à äóãè τ �ïî ÷åòûðå êðèòè÷åñêèå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè.Âäîëü êðèòè÷åñêèõ ðåøåíèé, îòâå÷àþùèõ ëó÷ó σi, âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ïàðàëëåëåí ei �

i-îìó ãëàâíîìó íàïðàâëåíèþ òåíçîðà èíåðöèè. Ïóñòü
j = min

k 6=i
k.Òîãäà ïðè h < −εJj/4 øàð îñóùåñòâëÿåò êîëåáàíèÿ. Ìèíèìóì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèèýòîãî êîëåáàíèÿ äîñòèãàåòñÿ, êîãäà âåêòîð ej íàïðàâëåí âåðòèêàëüíî. Åñëè æå h > −εJj/4,òî øàð íåðàâíîìåðíî êàòèòñÿ ïî ïðÿìîé.Âäîëü êðèòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, îòâå÷àþùèõ âíóòðåííèì òî÷êàì äó-ãè τ , øàð òàêæå îñóùåñòâëÿåò êîëåáàíèÿ, ïðè êîòîðûõ íàïðàâëåíèå âåêòîðà óãëîâîé ñêî-ðîñòè óæå íå ïîñòîÿííî. Â ïðîîáðàçå òî÷êè (f(λ), h(λ)) âåêòîð n îïèñûâàåò òðàåêòîðèþ

((J − λE)−1n,n) = 0.Âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ïðè ýòîì áóäåò
ω = ν(J − λE)−1n, ãäå ν2 =

ε

2

det(J− λE)

λ
.Íåêîòîðûå òðàåêòîðèè òî÷êè êîíòàêòà âäîëü òàêèõ îñîáûõ ðåøåíèé íà ïîâåðõíîñòèøàðà è íà ïëîñêîñòè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 6.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �2, ñ. 345�358
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�èñ. 6. �åçèíîâûé øàð â ïîëå ñèë çàäà÷è Áðóíà íà ïëîñêîñòè, I = diag(4, 5, 6), D = 7, R = 1, ε = 1.Òðàåêòîðèÿ òî÷êè êîíòàêòà íà ïîâåðõíîñòè øàðà è íà ïëîñêîñòè ïðè λ = 11,01; 11,2; 11,6; 11,99äëÿ ðåøåíèé â ïðîîáðàçå äóãè τ .Âîñïîëüçóåìñÿ ñîîáðàæåíèÿìè ðàçäåëà 1.3 äëÿ èññëåäîâàíèÿ îðáèòàëüíîé óñòîé÷èâî-ñòè êðèòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé.Óòâåðæäåíèå 2. Â ïðîîáðàçå
1) ÷àñòè ëó÷à σi íà ãðàíèöå çàøòðèõîâàííîé îáëàñòè (ñì. ðèñ. 5) ëåæèò ïî äâå óñòîé-÷èâûå êðèòè÷åñêèå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè;
2) ÷àñòè ëó÷à σi âíóòðè çàøòðèõîâàííîé îáëàñòè ëåæèò ïî äâå íåóñòîé÷èâûå êðèòè-÷åñêèå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè;
3) äóãè τ ëåæèò ïî ÷åòûðå óñòîé÷èâûå êðèòè÷åñêèå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè.Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ, â êîòîðûõ n ‖ e3, � óñòîé÷èâû, à â êîòîðûõ n ‖ e1 èëè n ‖ e2 �íåóñòîé÷èâû.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �2, ñ. 345�358



356 À.Þ.ÌîñêâèíÏîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ìîæíî èëëþñòðèðîâàòü ñ ïîìîùüþ áè�óðêàöèîííîãî êîìïëåê-ñà. Ýòîò êîìïëåêñ íå âêëàäûâàåòñÿ â R
3, îäíàêî åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñêëåéêè(ñì. ðèñ. 5á): ðåáðî a ïðèêëåèâàåòñÿ ê ðåáðó a, ðåáðî b�ê ðåáðó b.4. ÄîïîëíåíèåÄîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 1.Äîêàæåì ïóíêò 1). Âäîëü êðèòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé â ïðîîáðàçå êðè-âîé σ âåðíî

dF = 2λdH.Ââåäåì ìàòðèöó G = d2F − 2λd2H. Äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî â R
6(ω,n), îðòîãîíàëüíîåãðàäèåíòàì �óíêöèé (ωn), (n,n), H è òðàíñâåðñàëüíîå ê ïîëþ (2.6) ïðè U(n) = 0, íàòÿíóòîíà âåêòîðû

r1 =


−

(ω,ω)

(n,J−1n)
J
−1n

ω


 , r2 =


−

(Jω,n × ω)

(ω,Jω)
ω + n × ω

0


 .Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĝ îãðàíè÷åíèå G íà < r1, r2 > êàê êâàäðàòè÷íóþ �îðìó. Ñîãëàñíî ñî-îáðàæåíèÿì èç ðàçäåëà 1.3, êðèòè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ óñòîé÷èâà, åñëè âäîëü íåå det Ĝ > 0,è íåóñòîé÷èâà, åñëè det Ĝ < 0. Ïîëó÷àåì

det Ĝ =
(ω,ω)4(J−1n,n) detJ

(Jω,ω)
det(J − λE)f ′

λ.Ïîñêîëüêó äðîáü â ïîñëåäíåé �îðìóëå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà, à âûðàæåíèå ïîñëå äðîáèñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (3.1), óòâåðæäåíèå ïóíêòà 1) äîêàçàíî. Â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ,îòâå÷àþùèõ ëó÷ó σi, èìååì
det Ĝ = 2Jiω

4

i (J
−1n,n)(detJ)

∏

j 6=i

(Jj − Ji).Îòñþäà det Ĝ > 0 ïðè i = 1, 3 è det Ĝ < 0 ïðè i = 2.Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü êðèòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé â ïðîîáðàçå îòðåçêà τ1. Ñëåäóÿ îïðå-äåëåíèþ èç ðàçäåëà 1.3, ýòè òðàåêòîðèè áóäóò âûðîæäåííûìè. Ïîýòîìó èõ îðáèòàëüíóþóñòîé÷èâîñòü áóäåì ïðîâåðÿòü ïî îïðåäåëåíèþ. �àññìîòðèì ïðîîáðàç òî÷êè H = h + o(1),
F = o(1) è óáåäèìñÿ, ÷òî îí ëåæèò â îêðåñòíîñòè ïðîîáðàçà òî÷êè H = h, F = 0. Äåéñòâè-òåëüíî, èìååì

(K,J−1K) −
(K,J−1n)2

(n,J−1n)
= 2h + o(1).Ïðè ýòîì

ω = J
−1(αn − K) + o(1), ãäå α =

(K,J−1n)

(n,J−1n)
+ o(1).Òàêèì îáðàçîì, óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �2, ñ. 345�358



�åçèíîâûé øàð íà ïëîñêîñòè: êðèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ 357Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2.Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü êðèòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, îòâå÷àþùèõ ëó÷ó σi. Äëÿ ýòîãî ðàñ-ñ÷èòàåì èíäåêñ â êðèòè÷åñêîé òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó ω = ωiei, n = ek.Â òàêèõ òî÷êàõ èìååò ìåñòî
dF = 2JidH +

ε

2
Ji(tr J− Ji)d(n,n).Ââåäåì ìàòðèöó G = d2F − 2Jid

2H − ε
2
Ji(trJ − Ji)d

2(n,n). Äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâîâ R
6(ω,n), îðòîãîíàëüíîå ãðàäèåíòàì �óíêöèé (ω,n), (n,n), H è òðàíñâåðñàëüíîå ê ïî-ëþ (2.6) ïðè K = 0, íàòÿíóòî íà âåêòîðû

r1 =

(
−ωiek

ei

)
, r2 =

(
ej

0

)
.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ĝ îãðàíè÷åíèå G íà < r1, r2 > êàê êâàäðàòè÷íóþ �îðìó. Ïîëó÷àåì

det Ĝ = 4Jj(Jj − Ji)(Jk − Ji)
(
Jiω

2

i −
ε

2
(Ji − Jj)

)
.Òàê, det Ĝ > 0 äëÿ îñîáûõ ðåøåíèé èç ïóíêòà 1), è det Ĝ < 0 äëÿ îñîáûõ ðåøåíèé èç ïóíê-òà 2) óòâåðæäåíèÿ 2.Âäîëü îñîáûõ ðåøåíèé, îòâå÷àþùèõ äóãå τ , âåðíî

dF = 2λdH +
(ε

2
λ(tr J− λ) − ν2

)
d(n,n).Îïÿòü ââåäåì ìàòðèöó G = d2F −2λd2H−

(
ε
2
λ(trJ− λ) − ν2

)
d(n,n). Äâóìåðíîå ïðîñòðàí-ñòâî, îðòîãîíàëüíîå ãðàäèåíòàì �óíêöèé (ω,n), (n,n), H è òðàíñâåðñàëüíîå ê ïîëþ (2.6)ïðè K = 0, íàòÿíóòî íà âåêòîðû

r1 =

(
e

0

)
, r2 =

(
−(ω,ω)n + αω

ω

)
, ãäå e =

n × ω

|n × ω|
, α =

(ω,ω) + ε
2

λ(ω,ω)
.Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç Ĝ îãðàíè÷åíèå G íà < r1, r2 > êàê êâàäðàòè÷íóþ �îðìó, ïîëó÷àåì

det Ĝ > 0. Òàêèì îáðàçîì, êðèòè÷åñêèå òðàåêòîðèè â ïðîîáðàçå äóãè τ íåâûðîæäåííûåè óñòîé÷èâû.Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ôóíêöèÿ H ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé è îãðàíè-÷åííîé ñíèçó íà M4. Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ω = 0, n = ±e3 ÿâëÿþòñÿ åå äâóìÿ íåâûðîæ-äåííûìè (ò. å. ìîðñîâñêèìè) èçîëèðîâàííûìè ìèíèìóìàìè, à ïîòîìó óñòîé÷èâû.Îñòàëüíûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåóñòîé÷èâûå. Äåéñòâèòåëüíî, ñêîëü óãîäíî áëèçêîê ïîëîæåíèÿì ω = 0, n = ±e1 è n = ±e2 ñóùåñòâóþò îñîáûå ðåøåíèÿ, âäîëü êîòîðûõ øàðêàòèòñÿ ïðè ω ‖ e2 èëè e3 è e3 ñîîòâåòñòâåííî. �Íåðåøåííûå çàäà÷èÂ ðàáîòå èññëåäîâàíû íåêîòîðûå êîí�îðìíî-ãàìèëüòîíîâû èíòåãðèðóåìûå ñèñòåìû.Îäíàêî îñòàþòñÿ áåç îòâåòà ñëåäóþùèå èíòåðåñíûå âîïðîñû:
1) �àçäåëåíèå ïåðåìåííûõ äëÿ çàäà÷è î êà÷åíèè ðåçèíîâîãî øàðà ñ ãèðîñòàòîì. Êàê îò-ìå÷àëîñü â ðàáîòå [8℄, ñóùåñòâóåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ äëÿ çàäà÷ î êà÷åíèè ïðîñòîðåçèíîâîãî øàðà è â ïîëå ñèë çàäà÷è Áðóíà. Îäíàêî ïðî ðàçäåëåíèå â ñëó÷àå íàëè÷èÿãèðîñòàòà íè÷åãî íå èçâåñòíî.ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ, 2010, Ò. 6, �2, ñ. 345�358
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2) Ïîêàçàòü, âîçìîæíû ëè äâèæåíèÿ ðåçèíîâîãî øàðà ñ îãðàíè÷åííûìè íà ïëîñêîñòè òðà-åêòîðèÿìè òî÷êè êîíòàêòà. È òîò æå âîïðîñ ïðè äîáàâëåíèè ê øàðó ïîñòîÿííîãî ãèðî-ñòàòà. Ïîäîáíûå èññëåäîâàíèÿ äëÿ çàäà÷è î êà÷åíèÿ øàðà ×àïëûãèíà áûëè ïðîâåäåíûâ ðàáîòå [3℄.Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü À.Â.Áîðèñîâó è È.Ñ.Ìàìàåâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷èè ïîëåçíûå êîììåíòàðèè. À òàêæå îòäåëüíóþ áëàãîäàðíîñòü À.Â.Áîëñèíîâó çà íåîöåíèìûåçàìå÷àíèÿ.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Borisov A.V., Mamaev I. S. Rolling of a rigid body on plane and sphere: Hierar
hy of dynami
s //Regul. Chaoti
 Dyn., 2002, vol. 7, no. 2, pp. 177�200.[2℄ Ehlers K., Koiller J., Montgomery R., and Rios P.M. Nonholonomi
 systems via moving frames:Cartan equivalen
e and Chaplygin Hamiltonization // The breadth of symple
ti
 and Poissongeometry. (Progr. Math., 232.) Boston, MA: Birkhauser Boston, 2005. P. 75�120.[3℄ Kilin A.A. The dynami
s of Chapligin ball: The qualitative and 
omputeral analysis // Regul.Chaoti
 Dyn., 2001, vol. 6, no. 3, pp. 291�306.[4℄ Áîëñèíîâ À.Â., Áîðèñîâ À.Â., Ìàìàåâ È.Ñ. Òîïîëîãèÿ è óñòîé÷èâîñòü èíòåãðèðóåìûõ ñè-ñòåì // ÓÌÍ, 2010 (ãîòîâèòñÿ ê ïå÷àòè).[5℄ Áîëñèíîâ À.Â., Ôîìåíêî À.Ò. Èíòåãðèðóåìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû: �åîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ,êëàññè�èêàöèÿ: Â 2-õ òò. Èæåâñê: ÍÈÖ ¾�åãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà¿, 1999. 892 ñ.[6℄ Áîðèñîâ À.Â., Ìàìàåâ È.Ñ. Èçîìîð�èçì è ãàìèëüòîíîâî ïðåäñòàâëåíèå íåêîòîðûõ íåãîëîíîì-íûõ ñèñòåì // Ñèáèðñê. ìàòåì. æóðí., 2007, ò. 48, �1, ñ. 33�45.[7℄ Áîðèñîâ À.Â., Ìàìàåâ È.Ñ. Êà÷åíèå íåîäíîðîäíîãî øàðà ïî ñ�åðå áåç ñêîëüæåíèÿ è âåð÷å-íèÿ // Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà, 2006, ò. 2, � 4, ñ. 445�452.[8℄ Âåñåëîâà Ë.Å. Íîâûå ñëó÷àè èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ïðè íàëè÷èèíåãîëîíîìíîé ñâÿçè // �åîìåòðèÿ, äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ìåõàíèêà. Ì.: Ì�Ó, 1986,ñ. 64�68.[9℄ Êîçëîâ Â.Â. Ê òåîðèè èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêè // Óñïåõè ìåõàíèêè,1985, ò. 8, âûï. 3, ñ. 85�107.[10℄ Ìàðêååâ À.Ï. Îá èíòåãðèðóåìîñòè çàäà÷è î êà÷åíèè øàðà ñ ìíîãîñâÿçíîé ïîëîñòüþ, çàïîë-íåííîé èäåàëüíîé æèäêîñòüþ // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. ÌÒÒ, 1986, ò. 21, âûï. 1, ñ. 64�65.[11℄ Ìîñêâèí À.Þ. Øàð ×àïëûãèíà ñ ãèðîñòàòîì: îñîáûå ðåøåíèÿ // Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà, 2009,ò. 5, � 3, ñ. 345�356.
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