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О лагранжевом переносе вблизи
осциллирующего вихря в набегающем потоке

А.Е. Гледзер

Рассмотрено поведение жидкости в окрестности особой точки разрушенной нестаци-
онарными возмущениями сепаратрисы. Проводятся при различных частотах возмущений
численные расчеты движения жидких частиц на первую половину оборота вокруг вихря.
Предложено аналитическое представление движения отдельной частицы, откуда выводятся
критерии захвата и выхода частиц. Анализируется соответствие полученных результатов
с известным законом о ширине стохастического слоя. Показывается связь полученных ана-
литических выражений с мельниковским интегралом.
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1. Введение

Значительный интерес представляют стационарные конфигурации взаимодействия од-
нородного потока и точечных вихрей в присутствии твердого тела. Тогда могут возникать
неподвижные особые точки, в которых производные от функции тока равны нулю. Че-
рез эти особые точки проходит сепаратриса, которая разделяет течение на области, друг
от друга полностью отделенные в смысле обмена частицами жидкости. Когда появляются
зависящие от времени возмущения, то эта картина полностью разрушается. Оказалось, что,
используя лишь численный счет, разобраться в поведении частиц трудно, так как в нели-
нейной системе малые отклонения в начальных данных для частицы и малые изменения
в частоте внешних колебаний могут заметно сказаться на траектории. Возникает, как указа-
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но в книге Пуанкаре [1], сложная структура двух кривых, которые заменяют разрушенную
возмущениями сепаратрису, этакие «призраки» ее.

Ранние работы 90-х годов XX столетия активно используют интеграл Мельникова [2, 3]
для установления частоты внешних возмущений, оптимальной для активации переноса
лагранжевой примеси. Среди этих работ можно указать [4, 5], где исследуется течение, обра-
зующееся в результате натекания осциллирующим по величине скорости потоком на кру-
говой цилиндр с присутствием в потоке точечного вихря, а также [6], которая исследует
простейшее течение с отличной от нуля завихренностью, подвергнутое δ-образным пери-
одическим возмущениям во времени. В ней уделяется в целом внимание толщине стоха-
стического слоя, в котором и происходит обмен жидкостью между проточной и вихревой
областями.

Где-то к концу 80-х или к началу 90-х годов XX столетия была предложена техника the
lobe dynamics (см. книгу [7], статью [8]), которой в книге [9] присвоено название «динамика
лепестков». Данная математическая теория рассматривает сегменты устойчивого и неустой-
чивого многообразий, которые расположены между двумя последовательными точками пе-
ресечений многообразий. Эти сегменты (похожие на мягкие лепестки цветка) ограничивают
физические объемы жидкости. Далее производятся циклы сечения Пуанкаре, чтобы про-
следить эволюцию. Эта техника включает в себя различные теоремы, касающиеся вычисле-
ний обмена жидкими частицами на сечении Пуанкаре при помощи структуры устойчивого
и неустойчивого многообразий, и результаты, касающиеся связи мельниковского интеграла
и геометрических свойств «лепестка».

На основе данной техники в 90-х годах появились работы по моделированию более
сложных систем, чем академические функции тока обтекания вихрей и диполей. Например,
аналитическая кинематическая модель Bower (1991) о меандрирущем характере течения
Гольфстрим и ее численное обоснование на основе уравнения эволюции баротропного ква-
зигеострофического потенциального вихря на β-плоскости с периодическими граничными
условиями в зональном и меридиональном направлениях [10, 11]. Эти работы основываются
на технике «лепестков». Статья [10] ограничивается фактически рассмотрением траекторий
различных частиц и рисованием переходов «лепестков», помеченных для наглядности раз-
личными цветами, в течение двух периодов возмущения. Другой конфигурацией по иссле-
дованию хаотической динамики является известный в океанологии «двойной вихреворот»
(wind-driven double gyre), индуцируемый ветром. Можно отметить [12] для трехслойной мо-
дели и [13] для уравнений «мелкой» воды в одном слое, в обоих случаях задается известное
направление ветра, меняющееся по широте. В результате расчетов получаются циклони-
ческое и антициклоническое направления движения, которые взаимодействуют и приводят
в результате к меандрам. В зависимости от силы ветра можно получить тот или иной режим
течения: периодическое течение, непериодическое и хаотическое. В работе [12] вычисляют
устойчивое и неустойчивое многообразия, обсуждая попутно методы численного интегриро-
вания исследуемой системы обыкновенных дифференциальных уравнений (Runge–Kutta–
Fehlberg, Runge–Kutta четвертого порядка), рисуют «лепестки», показывают их динамику.
В работе [13] дополнительно исследуются собственные числа для особой точки.

Особенно интересными для задач лабораторного моделирования атмосферных тече-
ний являются статьи [14, 15], которые посвящены исследованию баротропных возмущений
зонального потока со сдвигом, в частности, Бикли-струи.

Из работ геофизического направления отметим [17–20] (см. обзор в книге [9]). В ра-
боте [16] исследуется течение в полукруглом бассейне, в котором на стационарную вихре-
вую планетарно-топографическую составляющую накладывается нестационарный безвих-
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ревой поток. Проводились численные расчеты трассеров и вычислялся показатель Ляпу-
нова. В [17] изучался топографический вихрь над подводной возвышенностью при учете
кориолисовой силы. Возвышение моделировалось осесимметричным гауссовым рельефом.
Полная функция тока представляется в виде суммы колеблющегося во времени однород-
ного потока и планетарно-топографической составляющей. Образуется единственная ги-
перболическая особая точка. Если внешнее течение подвергнуто малому колебанию, то бу-
дет происходить хаотическая адвекция. Авторы вычисляют функцию Мельникова (в [17]
указывается на невозможность ее аналитического представления), детально разъясняет-
ся динамика маркеров, найдена оптимальная частота перемешивания. Далее рассмотрена
с помощью сечения Пуанкаре хаотизация ядра вихревой области, проиллюстрировано при-
менение теории КАМ-торов. В статьях [18, 19] рассмотрен вихрь над δ-образной горой,
похожее течение рассматривается в работе [8] в качестве объекта демонстрации расчетов
с помощью функции Мельникова и теории «лепестков». Кроме этого (см. [9]) исследуют
еще резонансы, КАМ-торы и хаотическое «море», анализируется струя Бикли, т. е. слож-
ный вариант меандрирующей струи, как в работе [11].

В указанных работах [18–20], в частности, используется метод, изложенный в ста-
тье [21], для оценки толщины стохастического слоя вблизи критической точки, для кото-
рого применение интеграла Мельникова затруднительно. При этом предложены поправки
для уравнения, полученного в [21], с учетом применения метода не только для простейшего
гомоклинического соединения, но и для наличия двух критических точек, т. е. для гетеро-
клинического соединения.

В настоящей работе с учетом подхода работ [18, 19] проведена более развитая, чем
в этих работах, модификация уравнений, выведенных в [21]. Некоторые результаты были
получены в [22, 23]. Далее результаты сравниваются с высокоточным прямым численным
расчетом уравнений лагранжевой динамики и с простейшим приближением из [21]. Уста-
новлена связь этого приближения с интегралом Мельникова.

2. Представление нестационарных вихрей

Рассмотрим лагранжеву динамику в двумерном течении несжимаемой жидкости, опи-
сываемой зависящей от времени функцией тока ψ(ρ, θ, t) (в полярных координатах x =
= ρ cos θ, y = ρ sin θ):

ρ
dθ

dt
= uθ =

∂ψ

∂ρ
,

dρ

dt
= uρ = −1

ρ
∂ψ

∂θ
, (2.1)

где функция ψ задана двумя формами:

ψ = Û(t)ρ
(

1 − a2
0

ρ2

)
sin θ + K̂(t) ln

(
ρ

ρ0

)
,

Û(t) = U0Ũ(t), Ũ(t) = 1 + εuU(ωt); K̂(t) = K0K̃(t), K̃(t) = 1 + εkK(ωt);
(2.2)

ψ = Ã(t)e−ρ2 − ρ sin θ, Ã(t) = A0 + εaA(ωt). (2.3)

Функция тока (2.2) соответствует обтеканию нестационарным однородным полем скоро-
сти со значением ux = −Û(t) на бесконечности кругового цилиндра радиуса a0, причем
вокруг цилиндра наложена также осциллирующая вблизи значения K0 циркуляция K̂(t).
В (2.2) амплитуды возмущений εu, εk много меньше единицы (см. [24]). Течение с функцией
тока (2.3) рассматривалось в работе [6], где вводилась δ-образная структура возмущений.
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Введена частота ω внешних возмущений. В (2.2), (2.3) функции U(ξ), K(ξ), a(ξ) заданы
далее как sin ξ или cos ξ с точностью до знака, где ξ = ωt. В данной работе, по сравнению
с [4, 18], используются периодические вариации циркуляции, а не только скорости набегаю-
щего потока. Это сделано для общности рассмотрения. Кроме этого, нельзя исключать, что
возможны изменения циркуляции, например, для океанских вихрей из-за бароклинных эф-
фектов. Преимущество течения (2.3) по сравнению с (2.2) в более физически обоснованном
убывании на бесконечности вихревой компоненты из-за экспоненты, т. е. в быстром перехо-
де к однородному внешнему потоку. Течение (2.2), в отличие от (2.3), потенциально во всем
пространстве, кроме точки ρ = 0. Течение (2.1), (2.2) при a0 = 0 называют точечным вих-
рем, оно ему и соответствует, а динамику течения (2.1), (2.3) будем называть «гауссовым»
вихрем, согласно терминологии статьи [25].

Для невозмущенного течения (2.2) (εu = εk = 0) при 2a0U0 < K0 имеется критическая

точка с полярными координатами ρ = ρ0 =
K0

U0

1 +
√

1 − (2a0U0/K0)
2

2
, θ = 3

2
π, в которой

скорость равна 0. В дальнейшем для (2.2) рассматривается точечный вихрь, для которого
a0 = 0. Для невозмущенного течения (2.3) тоже существует при A0 >

√
exp(1)/2 ≈ 1.16

критическая точка θ = 3
2π на некотором зависящем от A0 расстоянии от начала координат.

Вводим для точечного вихря (2.1), (2.2) переменную ϕ = sin θ, безразмерное время T =

= t · K0

ρ2
0

, частоту возмущений Ω = ωρ0

U0
(при этом ΩT = ωt) и радиус r = ρ

ρ0
. Из (2.1), (2.2)

имеем уравнения

1√
1 − ϕ2

· dr
dT

= − sgn
(
cos θ

)
· Ũ(ΩT ),

sgn (cos θ)√
1 − ϕ2

· dϕ
dT

= Ũ(ΩT ) · ϕr +
K̃(ΩT )
r2

. (2.4)

Из первого уравнения в (2.4) видно, что при малых возмущениях, когда Ũ(ΩT ) > 0, из-
менение r монотонно между положениями частицы ϕ = ±1. Тогда, перейдя в (2.4) от T
к независимой переменной r, получим

dϕ

dr
= −ϕr − K̃ [ΩT (r)]

Ũ [ΩT (r)]
· 1
r2
, dT

dr
= − sgn (cos θ)√

1 − ϕ2
· 1
Ũ [ΩT (r)]

. (2.5)

Для «гауссова» вихря (2.1), (2.3) имеем уравнения (ϕ = sin θ, r = ρ), тоже в итоге
основывающиеся на монотонности поведения r, когда sgn (cos θ) фиксирован:

dr

dt
= cos θ, r

dθ

dt
= −2Ã(ωt)re−r2 − sin θ,

dϕ

dr
+
ϕ
r + 2Ã [ωt(r)] e−r2

= 0,
dt

dr
=

sgn (cos θ)√
1 − ϕ2

.
(2.6)

Общая картина невозмущенного движения частиц (линий тока) для точечного вих-
ря (2.1), (2.2) представлена на рисунке 1a. Течение (2.1), (2.3) выглядит аналогично, но
центр вихря rc не совпадает с началом координат O, и сами линии тока очень быстро вы-
прямляются по мере удаления от центра (см. рис. 1b).

При εu = 0, εk = 0, εa = 0 в течениях имеются сепаратрисы, отделяющие движение
в вихре от движения из бесконечности в бесконечность вокруг вихря. Сепаратриса в каждом
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Рис. 1. Общий вид течения точечного вихря (2.1), (2.2) (а) и «гауссова» вихря (2.1), (2.3) при A0 =
= 2 (b).

из течений замыкается на критическую точку rHcr = 1, θHcr = 3
2π для (2.2) и rHcr ≈ 1.27707,

θHcr = 3
2π для (2.3) при A0 = 2. В случае течения (2.3) величина rHcr определяется из второ-

го уравнения в (2.6) как решение уравнения E(rHcr)
.= 2A0rHcre

−r2
Hcr = 1. Далее определим

для каждого течения в области замкнутых линий тока в невозмущенном случае вблизи сепа-
ратрисы значения величины «нижней» точки rH , где линия тока пересекает ось симметрии
при ϕ = −1, и величины «верхней» точки rB , где линия тока пересекает ось симметрии
при ϕ = +1. Для течения (2.2) тогда можно записать rH = 1 + ln rH + δ, rH ≈ 1−

√
2δ+ 2

3δ,

rB +1+ln rB +δ = 0, rB/rBcr ≈ 1−δ/(1+rBcr)+0.5δ2/(1+rBcr)2, rBcr ≈ 0.2785. Величина δ
мала и положительна, она характеризует отклонение значения функции тока от ее значе-
ния −1 на сепаратрисе. Для течения (2.3) можно записать E(rH) ≈ 1 + ε (2rHcr − 1/rHcr),
ε = rHcr − rH > 0, rBcr ≈ 0.22913.

Для дальнейшего понадобится вычисленный в виде рядов период τ движения частицы
в области собственно вихря около сепаратрисы. Вычисления подобного рода характери-
стик проводились, например, в [15, 18, 19]. Метод вычисления приведен в [21]. Результаты
для течений (2.2) и (2.3) соответственно:

τ

2
≈ ZN + ln

(
4
ε

)
, ZN = ln (1 − rBcr) +

N∑
n=1

σn

n
(1 − rBcr)n,

ε = 2
√

2δ > 0, N ≈ 23, ZN ≈ −0.81141940;

(2.7)
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τ =
2rHcr√

2r2Hcr − 1
·
[
ZN − ln (rHcr · ε)

]
,

ZN = ln
(
r2Hcr − r2Bcr

)
+

N∑
n=1

Cn

n

(
r2Hcr − r2Bcr

)n
,

ε = rHcr − rH > 0, N ∼ 1500, ZN ≈ +0.85927181.

(2.8)

Все ряды в этих формулах асимптотические, коэффициенты σn, Cn вычислялись по специ-
альной программе. На примере течения (2.2) покажем, как была получена формула (2.7).
Значение полупериода τ/2 представлялось суммой интегралов:

τ
2 =

r∗∫
rB

D(η) · dη +

rH∫
r∗

D(η) · dη, D(η) =

[
1 −

(
1 + δ + ln η

η

)2
]−1/2

.

Первый соответствует участку линии тока, удаленному от критической точки, второй ин-
теграл относится к окрестности критической точки. Выберем произвольную величину r∗

таким образом, что 1 
 1 − r∗ 

√
δ. Тогда второй интеграл легко вычисляется аналити-

чески, и в итоге получим:

τ

2
≈

1−rB∫
1−r∗

[
1 −

(
1 + ln (1 − ξ)

1 − ξ

)2
]−1/2

· dξ + ln 2 + ln (1 − r∗) − ln
(ε

2

)
.

Оставшийся интеграл, ввиду того, что |1 − rB | < 1, может быть представлен в следующем
виде:

1−rB∫
1−r∗

[(
1 + 2 ·

N∑
n=3

Cnξ
n−2

)(
1 − 1

2
·

N∑
n=2

Cnξ
n

)]−1/2

· dξ
ξ
,

где C1 = 0; Cn = 1
2 + 1

3 + . . .+ 1
n , n = 2, . . .; а при n→ +∞ имеется асимптотика Cn = C +

+lnn−1, C = 0.5772157. В итоге для этого интеграла получим, разлагая далее по формуле
Тейлора:

1−rB∫
1−r∗

(
1 + σ1 · ξ + . . .+ σN · ξN

)
· dξ
ξ

≈ ln (1 − rB) − ln (1 − r∗) +
N∑

n=1

σn

n
· (1 − rB)n .

При подстановке этого выражения в формулу для τ/2 член ln (1 − r∗) сокращается.
Результаты сравнения численных расчетов по (2.2) и (2.3) полупериода движения ча-

стицы в стационарных течениях и по формулам (2.7), (2.8) в интересующем далее диапа-
зоне ε приводятся на рис. 2, где для уравнений (2.2) (линии 1a и 2a) и уравнений (2.3)
(линии 1b и 2b) показаны полупериоды τ/2 в зависимости от ε. Линии 2a, 2b получены
с помощью расчетов по аппроксимациям (2.7), (2.8) соответственно. Из рис. 2 видно, что
аппроксимации воспроизводят числовой расчет в окрестности сепаратрисы при малых ε,
что особенно важно для дальнейшего.
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Рис. 2. Расчеты полупериода обращения частиц по замкнутым линиям тока в области вихря чис-
ленно (линии 1а, 1b) и аналитически по (2.7) (линия 2а) для невозмущенного точечного вихря (2.1),
(2.2) и по (2.8) (линия 2b) для невозмущенного «гауссова» вихря (2.1), (2.3).

3. «Невышедшие» траектории

Рассмотрим решение уравнений (2.5), (2.6) с начальными данными r = ri, θ = π
2 , т. е.

из точки на оси симметрии вблизи сепаратрисы у верхней части вихря (рис. 1). В слу-
чаях обхода центра вихря против часовой стрелки на половину оборота sgn (cos θ) = −1.
Начальные условия для (2.5), (2.6): ϕ(ri) = +1, T (ri) = 0, t(ri) = 0.

Представление решения уравнений (2.5) в виде ряда по возмущениям до второго по-
рядка εu, εk имеет вид

ϕ(r) = −1 + δ + ln r
r

− 1
r
·

r∫
ri

f(η) dη,

f(r) = −εu
U [ΩT (r)]

r
+ εk

K [ΩT (r)]
r

+ ε2u
U2 [ΩT (r)]

r
− εuεk

U [ΩT (r)]K [ΩT (r)]
r

,

(3.1)

где параметр δ определяется начальной точкой движения r = ri, ϕ = 1, а входящая в (3.1)
величина T (r) — время перемещения частицы из положения ri в r — определяется вторым
уравнением в (2.5). Для второго рассматриваемого течения («гауссов» вихрь) (2.3), (2.6)
вычисления аналогичны. Решение уравнения для ϕ(r) в (2.6) имеет вид

ϕ(r)r = A0e
−r2 − εa

r∫
ri

f(η) dη − ψ, f(r) = 2re−r2
a [ωt(r)] , (3.2)

где постоянная ψ определяется начальным положением частицы r = ri, ϕ = 1. Рассмотрим
более подробно течение (2.1), (2.2), поскольку оно окажется сложнее «гауссова» вихря (2.3).
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Пусть начальная точка ri находится в области замкнутых линий тока (собственно вих-
ря), которая ограничена сепаратрисой при εu = 0, εk = 0. Если при θ = 3

2
π (ϕ = −1) траек-

тория возмущенного движения пересекает ось симметрии в точке r = r̃, так что ϕ(r̃) = −1,
то далее частица останется в вихре на данном обороте. Это можно показать из анализа
скоростей в декартовой системе координат для течения (2.1), (2.3).

Для течения (2.1), (2.2) пересечение траекторией нижней части оси симметрии θ =

= 3π
2 не означает, что частица далее монотонно по углу достигнет какой-то малой окрест-

ности начальной точки ri. На рис. 3 показана часть траектории частицы вблизи θ =

= 3π
2 (у критической точки rHcr = 1), полученной при счете уравнений точечного вих-

ря (2.1), (2.2) для частоты возмущений Ω =
√

2 при εu = εk ≡ εs = 0.08, U (ΩT ) =
= + cos (ΩT ), K (ΩT ) = + sin (ΩT ), εr = rBcr − ri = 5.38 · 10−3. При движении слева напра-
во траектория из-за возмущений делает петлю, горизонтальный размер которой порядка
0.96 · (4.74623 − 4.67965) ≈ 0.06 (см. рис. 3). Цифры у траектории показывают: значения

угла θ в радианах вблизи θ = 3π
2 ≈ 4.71, расстояние r до начала координат и безразмерное

время T движения от точки r = ri, θ = π
2 . Пунктиром показана сходящаяся в rHcr = 1 часть

невозмущенной сепаратрисы
(
в целом весь рисунок — это сильное увеличение окрестности

точки r = 1, θ = 3π
2

)
. Можно показать, что для «гауссова» вихря (2.1), (2.3) такие петли

невозможны.

Рис. 3. Пример поведения частицы для точечного вихря (2.1), (2.2) в окрестности гиперболической
особой точки. Безразмерная частота Ω =

√
2, функции возмущения U(ΩT ) = cos(ΩT ), κ(ΩT ) =

= sin(ΩT ), амплитуды возмущения εu = εκ = 0.08. Начальные координаты частицы θi = π/2,
ri = rBcr − εr, εr = 5.38 · 10−3.

Если решение уравнения ϕ(r̃) = −1 не существует, то частица не пересекает ось сим-

метрии при θ = 3
2π и выходит из области циркуляционного движения.
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Решение r̃ уравнения ϕ(r̃) = −1, которое для (3.1) записывается в виде

1 + ln r̃ + δ +

�r∫
ri

f(η) dη − r̃ = 0, (3.3)

можно искать как отклонение от величины «нижней» точки rH вида r̃ = rH (1 + α̃).
Можно из (3.3) получить квадратное относительно α̃ уравнение (условимся обозначать

это как первое приближение)

G(α̃) = α̃2AH + α̃BH + CH = 0, AH = 1/2,

BH = −1 + rH − rHf(rH), CH = −SH , SH =

rH∫
ri

f(r) dr,
(3.4)

которое использовано в работах [18, 19, 21] для получения критериев выхода частиц из вих-
ря и вычисления ширины области захвата частиц вихрем. При вычислении f(r) по (3.1) сле-
дует для (3.4) использовать только члены первого порядка по εu, εk, а входящие в f(r) зна-
чения времени T (r) брать на невозмущенной траектории. Таким образом, входящая в f(rH)
величина T (rH) равна полупериоду движения τ/2 частицы по линии тока в невозмущен-
ном случае. Конечно, на самом деле это недостаточно точно, поскольку при возмущениях,
особенно значительных, траектория частицы изменяется, а значение радиуса rH частица бу-
дет иметь при ином времени, чем τ/2. Другими словами, T (rH) может заметно отличаться

от τ/2. В решении уравнения (3.4) α̃ = −BH +sgn(BH)
√
B2

H − 2CH член B2
H в подкоренном

выражении имеет второй порядок по возмущениям εu, εk в отличие от слагаемого первого
порядка 2CH , которое и определяет величину α̃ ∼

√
|εu|,

√
|εk|, т. е. величину отклонения r̃

от rH . При этом отрицательный знак дискриминанта B2
H−2CH < 0 свидетельствует для это-

го приближения о невозможности существования решения r̃ уравнения (3.3). Выбор знака
перед радикалом в выражении (3.4) для α̃ соответствует отсутствию выхода частицы из вих-
ря при нулевых возмущения. Этот анализ показывает, что в (3.4) квадратичным слагаемым
по возмущению α̃2AH нельзя пренебрегать при аппроксимации решения уравнения (3.3).

Рассмотрим более точную, чем (3.4), аппроксимацию решения уравнения (3.3). Теперь
уже целесообразно учитывать и квадратичные по возмущениям члены для f(r) в представ-
лении (3.1). Но это вовсе не главный вклад в поправку. Поскольку радиус r̃ пересечения
траекторией оси симметрии (в случае его существования) находится вблизи критической
точки rHcr = 1 при θ = 3

2
π, то во втором уравнении (2.5) имеется особенность

√
1 − ϕ2(r)

в знаменателе, она дает быстрый рост функции T (r) при r → r̃. В малой окрестности ре-
шения r̃, т. е. при r = r̃ (1 + μ), μ << 1, используя представление для ϕ(r) по (3.1), можно
получить с точностью до квадратичных членов по μ2:

1 − ϕ2(r) ≈ κ1μ+ κ2μ
2, μ = r/r̃ − 1, (3.5)

где
κ1 · r̃2 = +2r̃ (r̃ − 1) − 2r̃2f(r̃),

κ2 · r̃2 = +r̃2 + (r̃ − 1) · (1 − 4r̃) − 2f(r̃)r̃ + 4f(r̃)r̃2 − f2(r̃)r̃2.
(3.6)

При этом вблизи r̃ ≈ 1 имеем κ2 ∼ 1 и положительно, а |κ1| достаточно мало (см. ниже
рисунок 8c).
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Производная по r функции f(r) в (3.1) имеет вид

f ′(r) = −f(r)
r

+
∂f

∂ (ΩT )
dT

dr
Ω = −f(r)

r
+

∂f

∂ (ΩT )
Ω

Ũ [ΩT ]

1√
1 − ϕ2(r)

=

= Φreg(r) +
Φ(r)I(r)√
κ1μ+ κ2μ2

,

(3.7)

где

T = T (r), Φreg(r) = −f(r)
r , Φ(r) = +

∂f

∂ (ΩT )
Ω, I(r) = 1/Ũ [ΩT (r)]. (3.8)

Под обозначением ∂f

∂ (ΩT )
подразумевается дифференцирование выражения f(r) в (3.1)

по всему аргументу ΩT . Отсюда приближенно имеем:

f(r) − f(r̃) =

r∫
�r

f ′(η)dη ≈ Φreg(r̃) (r − r̃) + Φ(r̃)I(r̃)r̃

μ∫
0

dν√
κ1ν + κ2ν2

. (3.9)

Последний интеграл в (3.9) легко вычисляется заменой ν =
(Z − κ1)

2

4κ2Z
и равен

+
sgn(Z)√

κ2

(
ln |Z(μ)|− ln |Z(0)|

)
, Z(μ) = κ1 +2κ2μ±2

√
κ2

√
κ1μ+ κ2μ2, Z(0) = κ1. (3.10)

Используем результаты (3.9), (3.10) для приближенного представления интеграла в урав-
нении (3.3) от ri до r̃, используя в качестве основы интеграл от функции возмущения в пре-
делах от ri до rH . Последний интеграл снова берется на невозмущенной траектории. Это
дает ошибки при вычислении интеграла (см. ниже рис. 9).

Введем μH = rH/r̃ − 1 = −α̃/ (1 + α̃). В итоге:

�r∫
ri

f(r) dr =

rH∫
ri

f(r) dr +

�r∫
rH

f(r) dr =

rH∫
ri

f(r) dr + f(r̃) (r̃ − rH) − Φreg(r̃)
(r̃ − rH)2

2
−

− sgn(Z)Φ(r̃)
I(r̃)r2H√

κ2
(1 + α̃)2

[
− μH ln |Z(0)| + Γ(μH) − Γ(0)

4κ2

]
.

(3.11)

Здесь

ln |Z(μ)| =
1

4κ2

dΓ(μ)
dμ

, Γ(μ) = +Z(μ)
[
ln |Z(μ)| − 1

]
+ κ2

1Z
−1(μ)

[
ln |Z(μ)| + 1

]
.

Выделяя в (3.3) часть квадратного уравнения (3.4), используя (3.11), перепишем уравне-
ние (3.3) в виде

G(α̃) − α̃3

3
+ [−f(r̃) + f(rH)] rH α̃+ α̃2Φreg(r̃)

r2H
2

+

+ sgn(Z)
Φ(r̃)I(r̃)r2H√

κ2
(1 + α̃)

[
+α̃ ln |Z(0)| + (1 + α̃)

Γ(μH) − Γ(0)
4κ2

]
= 0.

(3.12)
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Отметим, что в (3.12) был выделен еще и кубический по α̃ член в разложении ln (1 + α̃),
как это было сделано в работах [18, 19] для несколько другой задачи.

В (3.12) слагаемое G(α̃) определяется согласно (3.4), но функция f(rH), в отличие
от (3.4), содержит члены также и второй степени малости по εu, εk. Эти же члены ис-
пользуются в (3.12) и для f(r̃), f(rH) по формуле (3.1), и при вычислении Φreg(r̃), Φ(r̃)
согласно (3.8), а также для величин κ1 и κ2 согласно (3.6). Для коэффициента κ2 допустимо
использовать только члены первого порядка по εu, εk. Необходимо подчеркнуть, что пара-
метр α̃ достаточно мал, однако в (3.12) в последнем слагаемом нельзя проводить разложение

в ряд функции Γ(− α̃
1 + α̃

), поскольку первая производная функции Γ(μ) в нуле сократится

со слагаемым от ln |Z(0)|, а вторая производная функции Γ(μ) в нуле имеет особенность.
Важнейшим элементом уравнения (3.12) является неявное присутствие времен T (rH),

T (r̃). Время T (r̃) вычислялось на возмущенной траектории. Для этого использовалась вы-
шеуказанная методика представления 1 − ϕ2(r) в малой окрестности решения r̃, так что

T (r) = T (rH) +

r∫
rH

dT

dη
dη ≈ T (rH) − sgn(Z)I(r̃)

r̃√
κ2

[
+ ln |Z(μH)| − ln |Z(μ)|

]
. (3.13)

Поскольку при θ = 3π/2 величина r достигает экстремума (максимума), то r < r̃, следо-
вательно, μ = r/r̃ − 1 < 0. Если в расчетах получится, что κ1 < 0, и в выражении (3.10)
для Z(μ) взять знак минус перед радикалом, то, так как κ2 > 0, выражение для Z(μ)
будет знакоопределенное (sgn(Z) = −1). По мере изменения величины μ в нем от 0 при r =
= r̃ до произвольного отрицательного значения при r < r̃ функция Z(μ) будет монотонно
увеличиваться по модулю, так как μ увеличивается по модулю. Если же в формуле (3.13)
|Z(μH)| > |Z(μ)|, то, с учетом, что sgn(Z) = −1, получим T (r) > T (rH). Как и должно
быть, если жидкая частица движется от положения rH до r. Так как μH = rH/r̃−1, можно
заключить, что |Z(μH)| > |Z(μ)| при μH < μ < 0. Значит, величина rH < r. Таким образом,
если κ1 < 0, и взять знак минус перед радикалом для Z(μ) в формуле (3.10), то r > rH ,
T (r) > T (rH), как и должно быть.

Для вычисления T (r̃) по формуле (3.13) (т. е. при μ = 0) требуются κ1, κ2, а они,
согласно (3.6), имеют в своих выражениях величину функции возмущения f(r̃), для вы-
числения которой по формуле (3.1) необходимо знать время T (r̃). Поэтому вычисления
по формуле (3.13) проводились итерационно: подставлялось отправное значение времени
в выражения (3.6), которое выбиралось, чтобы была сходимость, затем вычислялось новое
значение времени по (3.13). Далее процесс повторялся до установления.

Для второго рассматриваемого течения («гауссов» вихрь) (2.3), (2.6) вычисления ана-
логичны. С возмущением в (3.2) уравнение ϕ(r̃) = −1 имеет вид

A0e
−�r2 − εa

�r∫
ri

f(r) dr −A0e
−r2

H − rH + r̃ = 0. (3.14)

Используя представление r̃ = rH (1 + α̃), из (3.14) получим квадратное уравнение пер-
вого приближения:

G(α̃) = α̃2AH + α̃BH +CH = 0, AH = A0r
2
H

(
2r2H − 1

)
e−r2

H ,

BH = rH (1 − E(rH)) − εarHf(rH), CH = −εa
rH∫

ri

f(r) dr = 0.
(3.15)
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Все комментарии, относящиеся к квадратному уравнению (3.4) для течения (2.1), (2.2),
справедливы и здесь. Но следует учесть, что, согласно (3.2), в этом течении нет членов
второго и высшего порядков малости по амплитуде возмущения.

В следующем приближении вычисления аналогичны (3.5)–(3.13), и вместо (3.12), (3.13)
имеем уравнения

G(α̃) + α̃3

(
1 − 2

3r
2
H

)
r3HE(rH) + εa [−f(r̃) + f(rH)] rH α̃+ εaα̃

2Φreg(r̃)
r2H
2 +

+ sgn(Z)εa
Φ(r̃)r2H√

κ2
(1 + α̃)

[
+α̃ ln |Z(0)| + (1 + α̃)

Γ(μH) − Γ(0)
4κ2

]
= 0,

Φreg(r) = 2
(
1 − 2r2

)
e−r2

a [ωt(r)] , Φ(r) = 2re−r2
a′ [ωt(r)] · ω, a′(ξ) =

da(ξ)
dξ

,

(3.16)

t(r) = t(rH) +

r∫
rH

dt

dη
dη = t(rH) − sgn(Z) r̃√

κ2

[
+ ln |Z(μH)| − ln |Z(μ)|

]
. (3.17)

Аналог формулы (3.5) имеет для течения (2.3), (2.6) вид

1 − ϕ2(r) ≈ κ1μ+ κ2μ
2, μ = r/r̃ − 1, (3.18)

где

κ1 = +2 · [1 − E(r̃)] − εa2f(r̃),

κ2 = −3 · [1 − E(r̃)] + E(r̃) ·
[
2r̃2 − E(r̃)

]
+ εa2f(r̃) [2 − E(r̃)] − ε2af

2(r̃).
(3.19)

Имеются те же оценки для коэффициентов при r̃ ≈ rHcr, т. е. при E(r̃) ≈ 1: κ2 ≈ 2r̃2−1 > 0,
|κ1| мал.

4. «Незахваченные» траектории

Рассмотрим теперь случай, когда частица, стартовав из точки на оси симметрии θ =
= π

2 вблизи сепаратрисы вне ограниченной ею области собственно вихря, т. е. при ri > rBcr

(см. рисунок 1а, b), не пересекает ось симметрии при θ = 3π
2
, т. е. не захватывается вихрем.

В невозмущенном движении для такой частицы на линии тока имеется точка с радиусом

rm, где
dϕ

dr
= cos θdθ

dr

∣∣∣
r=rm

= 0 (рис. 1). При наличии возмущений такая же точка, где

dϕ

dr

∣∣∣
r=�r

= 0, тоже имеется, но с радиусом r̂ = rm (1 + α̂).

Для течения точечного вихря (2.1), (2.2) в отсутствие возмущений уравнение dϕ
dr

∣∣∣
r=rm

=

= 0 дает простейшее решение при δ < 0: rm = exp (−δ) > 1, ϕm = ϕ(rm) = −1/rm > −1.

В нестационарном течении уравнение dϕ

dr

∣∣∣
r=�r

= 0 эквивалентно

ln r̂ + δ +

�r∫
ri

f(r) dr − f(r̂)r̂ = 0, (4.1)
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что требует снова анализировать интеграл от функции возмущения. В отличие от зада-
чи (3.3), допустима аппроксимация подынтегральной функции в виде f(r) ≈ f(rm) +
+ f ′(rm) (r − rm), поскольку ϕm �= 1 и входящая в f ′(rm) производная от времени огра-
ничена. Первое приближение из (4.1) приводит к квадратному уравнению:

α̂2Am + α̂Bm + Cm = 0, Am = −1
2
(
1 + r2mf

′(rm)
)
,

Bm = 1 − r2mf
′(rm), Cm = −rmfm + Sm, Sm =

rm∫
ri

f(r) dr.
(4.2)

В отличие от уравнения (3.4), в (4.2) наличие квадратичного члена не является обязатель-
ным, он лишь слегка поправляет линейную часть, поскольку Bm ∼ 1. Решение уравне-
ния (4.2) при малых возмущениях существует всегда. Знак перед радикалом в решении
этого квадратного уравнения определяется однозначно по факту обязательного пролета
при отсутствии возмущений. Однако одного лишь решения уравнения (4.2) еще недостаточ-
но для критерия пролета. Необходимо также, чтобы при r̂, определяемом по значению α̂
из (4.2), величина |ϕ(r̂)| = | sin θ| < 1. В противном случае найденный r̂ = rm (1 + α̂) не от-
вечает какой-либо точке на возмущенной траектории частицы.

В итоге указанное неравенство и уравнение (4.2) дают в рассматриваемом приближении
следующий критерий пролета частицы:

(rm − 1) − Sm + α̂ [−f(rm)rm + Sm] + α̂2

[
+

1 − f ′(rm)r2m
2

+ f(rm)rm − Sm

]
> 0. (4.3)

В численных расчетах в этом приближении были учтены квадратичные поправки по εu,
εk в выражениях для f(rm) и f ′(rm), хотя это не обязательно. В самом грубом упрощении
этот критерий можно записать как 1 − rm + Sm < 0.

Можно также получить для уравнения (4.1) приближение, аналогичное выписанному
выше (3.12), (3.13). Останавливаться на этом не будем.

5. Результаты расчетов

Численные расчеты, представленные далее, проводились для приближений первого
(уравнения (3.4), (3.15)) и второго ((3.12)–(3.13), (3.16)–(3.17)) порядков. Результаты для них
сравнивались с прямым численным счетом уравнений (2.1)–(2.3), который для конечного
времени порядка полупериода τ/2 может быть достаточно точным (метод Рунге–Кутты–
Мерсона пятого порядка с переменным шагом). Начальное значение шага было 10−5, допу-
стимый предельно малый шаг 10−9, погрешность 2 · 10−5.

Для «гауссова» вихря (2.1), (2.3) были проведены расчеты для пяти частот возмуще-
ния ω = 0.2,

√
2, 1.8, 2.0, 2.5 в диапазоне 0 < εa < 0.3 и начальных положений частицы

10−4 < εr = rBcr − ri < 5 · 10−2. Вся рассматриваемая область параметров εa, εr (см. рису-
нок 4а, b) разбивается на область малых возмущений εa при относительно больших εr (т. е.
относительно больших удалений начальной точки ri от сепаратрисы у ее верхнего макси-
мума rBcr) ниже линии «B» на рисунке 4а, b, когда частица не выходит из вихря, и область
относительно больших возмущений εa при малых εr — выше линии «B» (в этом случае
частица выходит из вихря).
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Рис. 4. (а) Результаты расчетов в параметрах εr, εa для «гауссова» вихря (2.1), (2.3) A0 = 2.0 тра-
екторий частиц, первоначально находившихся в вихревой области на оси ординат, численно по (2.6)
и аналитически по критерию (3.15). Частота возмущения ω =

√
2, функция возмущения A(ωt) =

= − sin(ωt). В области «EE» численный и аналитический результаты совпадают и предсказывают
выход частицы из вихря. В области отсутствия выхода относительная погрешность σeq для 1 от 0%
до 0.5%, 2 — 0.5%÷0.75%, 3 — 0.75%÷1.25%, 4 — 1.25%÷1.75%, 5 — 1.75%÷2.0%, 6 — 2.0%÷3.0%,
7 — 3.0% ÷ 4.0%, 8 — 4.0% ÷ 5.0%, 9 — от 5.0%. (b) Результаты расчетов для «гауссова» вихря
(2.1), (2.3) A0 = 2.0 по уравнению (3.16) с вычисленным по (3.17) значением t(r̃). Сравнение точно-
сти с уравнением (3.15) по параметру γetq: для 1 величина γetq меняется в пределах от 0% до 10%,
для 2 — 10%÷20%, для 3 — 20%÷30%, для 4 — 30%÷80%, для 5 — 80%÷100%, для 6 — более 100%.

На рис. 4а показаны результаты численного счета уравнений (2.1), (2.3) при ω =
√

2,
A (ωt) = − sin (ωt), A0 = 2 и приближения квадратного уравнения (3.15). В расчете бы-
ло задействовано 128 × 128 точек на плоскости параметров εa, εr. В ней выделяются две
главные области, где численный счет по уравнениям (2.6) (то же, что и (2.1), (2.3)) и крите-
рий (3.15) показывают выход частицы из вихря (область «EE») и отсутствие выхода. В об-
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ласти, где численный расчет по (2.6) и критерий (3.15) на рис. 4а показывают отсутствие
выхода из вихря, отмечены области относительной погрешности σeq = | (α̃e − α̃q) /α̃e| =
= | (r̃e − r̃q) / (r̃e − rH) | определения r̃ = r̃q по уравнению (3.15) по отношению к эталонно-
му r̃e из (2.6). На рисунке 4а область 1 соответствует погрешности σeq от 0% до 0.5%, 2 —
от 0.5% до 0.75%, 3 — от 0.75% до 1.25%, 4 — от 1.25% до 1.75%, 5 — от 1.75% до 2.0%, 6 —
от 2.0% до 3.0%, 7 — от 3.0% до 4.0%, 8 — от 4.0% до 5.0%, 9 — от 5.0%. В области, указан-
ной на рисунке 4а символом «I», численный счет (2.6) давал отсутствие выхода из вихря
(ниже линии «B»), а критерий (3.15) показал выход частицы, т. е. в этой области критерий
квадратного уравнения (3.15) оказался несостоятельным.

На рисунке 4b показаны результаты расчетов r̃ = r̃t по второму приближению (3.16)
с вычислением времени t(r̃) по формуле (3.17). Рисунок сравнивает эталонное решение r̃e
с r̃t по отношению к разности |r̃e − r̃q| (r̃q найдено из квадратного уравнения (3.15)) с по-
мощью введения характеристики γetq = |r̃e − r̃t|/|r̃e − r̃q|. Области 1–5 на рисунке 4b соот-
ветствуют лучшей точности по уравнению (3.16) по отношнению к квадратному уравнению
(3.15): γetq меняется в области 1 в пределах от 0% до 10%, в 2 — от 10% до 20%, в 3 — 20%
до 30%, в 4 — 30% до 80%, в 5 — 80% до 100%. В области 6 (где γetq > 100%) квадратное
уравнение (3.15) работает лучше. В области «I» численный расчет давал выход частиц из
вихря, а приближение (3.16), (3.17) — отсутствие выхода. В области «II» результаты по
уравнению (3.16) и численному счету по (2.6) показывают отсутствие выхода частиц из
вихря, в отличие от уравнения (3.15). В области «EE» численный счет и уравнения (3.16),
(3.17) давали выход частиц.

При увеличении частоты ω область выхода «EE» постепенно «наступает» на область
отсутствия выхода, устанавливая неизменную границу. Все анализы до ω = 1.8 показали
хорошее совпадение предложенной теории — уравнения (3.15), (3.16), и непосредственным
численным расчетом. Однако расхождение увеличивается по мере увеличения частоты воз-
мущения. При ω = 2.0 оно существенно, а при ω = 2.5 становится относительно большим.
Отметим, что вычисления по уравнению (3.16) различаются в зависимости от того, ка-
кое время t(r̃) подставлялось в уравнение: либо из численного решения, либо вычисляемое
по формуле (3.17), либо вовсе из невозмущенного решения. Расчеты со временем из невоз-
мущенного решения оказались заметно хуже двух других вариантов, как в определении
положения линии «B», так и в точности вычисления r̃t. Оказалось, что положения гранич-
ной линии «B» лучше всего определяется по уравнению (3.16) с расчетом времени по (3.17),
а точность определения r̃ по сравнению с (3.15) улучшается заметнее всего, если взять время
из численного решения.

Для точечного вихря (2.1), (2.2) результаты зависят не только от безразмерной частоты
возмущений Ω, но и от того, сколько параметров из εu, εk в (3.1) представляют возмущения.
Проведены расчеты для частот Ω = 0.2, 0.8, 1.0, 1.2,

√
2, 1.5,

√
3, 1.8. Диапазон парамет-

ров εu, εk был от 0.0 до 0.1. При возмущении εs = εu, εk = 0 функция U (ΩT ) = + cos (ΩT ).
При εs = εu = εk функции U (ΩT ) = + cos (ΩT ), K (ΩT ) = + sin (ΩT ). При εs = εk, εu = 0
функция K (ΩT ) = − cos (ΩT ).

На рисунке 5а показаны результаты численного счета уравнений точечного вихря (2.1),
(2.2) (Ω = 1.2, εs = εu, εk = 0, 10−4 < εr < 10−2) и расчетов по уравнению первого
приближения (3.4). Разбиение области то же, что и для «гауссова» вихря (рисунок 4а):
область 1 соответствует погрешности σeq от 0% до 1.5%, 2 — от 1.5% до 2.25%, 3 — от 2.25%
до 3.25%, 4 — от 3.25% до 5.0%, 5 — от 5.0%. Показана также область «I», в которой
результаты по численному счету (нет выхода) и по первому приближению (3.4) (выход)
не совпадают.

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА 2011. T. 7. №1. С. 75–100



90 А.Е. Гледзер

(a)

(b)

Рис. 5. (а) Результаты расчетов в параметрах εr, εs для точечного вихря (2.1), (2.2) траекторий
частиц, первоначально находившихся в вихревой области на оси ординат, численно по (2.2) и ана-
литически по критерию (3.4). Частота возмущения Ω = 1.2, функция возмущения U(ΩT ) = cos(ΩT ).
В области «EE» численный и аналитический результаты совпадают и предсказывают выход части-
цы из вихря. В области отсутствия выхода относительная погрешность σeq для 1 от 0% до 1.5%, 2 —
1.5% ÷ 2.25%, 3 — 2.25% ÷ 3.25%, 4 — 3.25% ÷ 5.0%, 5 — от 5.0%. (b) Результаты расчетов для то-
чечного вихря (2.1), (2.2) по уравнению (3.12) с вычисленным по (3.13) значением T (r̃). Частота
возмущения Ω = 0.2, функция возмущения U(ΩT ) = cos(ΩT ). Сравнение точности с уравнением
(3.4) по параметру γetq: для 1 величина γetq меняется от 0% до 10%, 2 — 10%÷ 20%, 3 — 20%÷ 30%,
4 — 30% ÷ 100%, 5 — более 100%.

На рисунке 5b для частоты Ω = 0.2 и параметров возмущений εs = εk, εu = 0 показаны
результаты расчетов величины γetq по уравнению (3.12) с временем T (r̃) из формулы (3.13):
область 1 — величина γetq меняется от 0% до 10%, 2 — от 10% до 20%, 3 — от 20% до 30%, 4 —
от 30% до 100%. В области 5 квадратное уравнение (3.4) работает лучше. Области несовпа-
дения результатов обозначены так же, как и на рис. 4b: в области «I» численный счет давал
отсутствие выхода, а уравнения (3.12), (3.13) — выход, в области «II» результаты (3.12),
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(3.13) и численный счет совпадают и показывают отсутствие выхода, в отличие от уравне-
ния первого приближения (3.4). В области «EE» численный счет и уравнения (3.12), (3.13)
давали выход частиц.

При увеличении частоты область выхода из вихря (большие εs, малые εr) постепенно «от-
ступает» от области отсутствия выхода (большие εr, малые εs), в отличие от «гауссова» вихря.

В работе [21] для точечного вихря (2.1), (2.2) были получены результаты при частотах
возмущений Ω = 0.2, 1.0,

√
3 при εs = εu = εk, U (ΩT ) = + cos (ΩT ), K (ΩT ) = + sin (ΩT ).

Однако фактическая область расчета была меньше: 10−4 < εr < 6.5 · 10−3, 0 < εs < 0.06,
а сами результаты представлялись не посредством координаты εr = rBcr − ri, а через от-
клонение ri от rH , т. е. через ширину стохастического слоя, которой соответствовала зави-
симость

√
εs. Отметим, что эти координаты использовались и в работе [20].

Рассмотренные до сих пор результаты использовали небольшие величины безразмер-
ной частоты Ω и один из параметров возмущения εu или εk, который был меньше 0.1. Здесь
можно говорить об удовлетворительном совпадении результатов по квадратному уравне-
нию (3.4) и по уравнению (3.12) (с вычислением времени T (r̃) по (3.13)) со значениями
из численного счета (2.1), (2.2). Однако при увеличении частоты возмущений Ω (Ω > 1.2)
и наличии двух параметров возмущений εs = εu = εk результаты в значительной степени
ухудшаются, хотя предсказания обоими приближениями о выходе частицы из вихря или от-
сутствии выхода в значительной части области параметров εs, εr совпадают с полученным
при численном счете. Заметим также, что для частот Ω > 0.8 вычисления по уравнени-
ям (3.12), (3.13) не улучшают точности по сравнению с квадратным уравнением (3.4).

На рисунке 6а, b в области «I» между ломаными линиями теоретические расчеты по квад-
ратному уравнению (3.4) (рис. 6а) и по уравнению (3.12) с вычислением времени T (r̃)
по (3.13) (рис. 6b) не совпадают с численным решением системы (2.1), (2.2), хотя вне этих
областей («EE», «nEnE») имеется совпадение, кроме узкой области «II» вблизи оси εs на ри-
сунке 6b. Для рисунка 6а, b Ω = 1.5, но имелся только один параметр εs = εk, который ме-
нялся от 0 до 0.1. Если имеется и другой параметр возмущения, т. е. εs = εu = εk, то области
несовпадения «I» по квадратному уравнению (3.4) и по уравнениям (3.12), (3.13) с числен-
ным счетом значительно расширяются. Заметим, что при расчетах уравнений (3.12), (3.13)
в некоторых областях наблюдалась перемежаемость небольших участков, где результаты
совпадали, и рядом с ними участков, где были несовпадения. В остальной части диаграммы
(«EE», «nEnE») результаты совпадали.

Для результатов, показанных на рисунке 4а, b, можно привести другую кумулятивную
форму представления. Для области (например, на рисунке 4b ниже линии «B»), в которой
численные расчеты и вычисления по уравнениям (3.15), (3.16), (3.17) (на сетке 16 × 16)
показывают отсутствие выхода частиц из вихря, проводится нумерация точек расчета εa,
εr так, как показано на вставке к рисунку 7а. В основной части рисунка по оси абсцисс от-
ложены значения α̃e численного решения системы (2.1), (2.3) для каждой рассматриваемой
точки (всего точек 67). Эти точки отмечены вверху рисунка 7а на вставке к диаграмме.
По оси ординат показаны величины α̃e/α̃q (окружности) и α̃e/α̃t (крестики), т. е. отноше-
ния численных значений α̃ к вычисленным по квадратному уравнению (3.15) (окружности)
и по уравнениям (3.16), (3.17) (крестики). Из рисунка видно, что погрешность увеличива-
ется с ростом значения α̃e, при этом для α̃e < 0.1 вычисления по уравнениям (3.16), (3.17)
лучше соответствуют численному счету (отношение α̃e/α̃t ближе к 1). При α̃e > 0.1, как
видно из рисунка 7а, наблюдается систематическое уменьшение значения по квадратному
уравнению α̃q по сравнению с численным α̃e, и увеличение α̃t по сравнению с α̃e (окружно-
сти уходят вверх, а крестики вниз).
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(a)

(b)

Рис. 6. Результаты расчетов при εu = 0, εs = εk для точечного вихря (2.1), (2.2) численно (а), (b)
и по уравнению (3.4) (а), по уравнению (3.12) со временем T (r̃) из уравнения (3.13) (b). Частота
возмущения Ω = 1.5, функция возмущения K(ΩT ) = − cos(ΩT ).

Рисунок 8а показывает для тех же точек, что и на рисунке 7а, относительную роль
различных слагаемых в уравнении (3.16). По оси абсцисс отложены номера точек, пока-
занных на вставке к рисунку 7а. Здесь 1 — функция G(α̃) с учетом возмущений второго
порядка, 2 — слагаемое в (3.16), содержащее произведение первой степени α̃ и разницы
(−f(r̃) + f(rH)), 3 — последние слагаемые левых частей, происходящие от Φ(r̃), 4 — куби-
ческий по α̃ член, 5 — квадратичный по α̃ член, имеющий Φreg(r̃). Сумма всех этих членов
в каждой точке равна нулю, так как α̃ — решение уравнения (3.16). Из графика видно, что
члены 2 и 3 в (3.16) имеют наибольшую амплитуду, но они практически компенсируют друг
друга. Члены 1 и 4 — квадратичная функция G(α̃) и кубическая по α̃ поправка, в сумме
также почти дают нуль, т. е. они могут адекватно определять решение α̃, что, учитывая его
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Рис. 7. (а) Отклонения значений решений α̃q уравнения (3.15) (окружности), значений решений α̃t

уравнения (3.16) (крестики) от значений α̃e, полученных в численном счете. Все данные соответ-
ствуют рис. 4. Вставка — нумерация расчетных точек в области отсутствия выхода по рис. 4b.
(b) Увеличенная часть рис. 7а при α̃e < 0.1.
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Рис. 8. (а) Относительная роль различных слагаемых в уравнении (3.16). Все данные по рис. 4.
(b) Сравнение времени t(r̃) по формуле (3.17), из численного решения и из невозмущенной системы.
(c) Величины κ1 и κ2, рассчитанные по формулам (3.19).

малость, объясняет неплохую возможность простейшей (квадратное уравнение с поправка-
ми, как в [18, 19]) аппроксимации уравнения (3.14). Это также объясняет точность этого
приближения, что и демонстрируют рисунки 4а, 5а.

Рисунки 8b, c, а также 9а, b имеют технический характер и демонстрируют оправдан-
ность предположений, взятых за основу при выводе приведенных выше аппроксимаций.

Рисунок 8b показывает вычисление времени t(r̃) по формуле (3.17) («гауссов» вихрь)
(кривая 1), из численного решения (кривая 2) и из невозмущенной системы (кривая 3). Видно,
что формула (3.17) хорошо работает в большинстве рассмотренных точек плоскости εa, εr.

Рисунок 8c показывает величины κ1 (кривая 1) и κ2 (кривая 2), найденных по соответ-
ствующим формулам (3.19).

Следующие рисунки иллюстрируют точность вычисления функции возмущения f(r)
для «гауссова» вихря из (3.2) и ее интеграла J(r) =

∫ r
ri
f(η)dη для фиксированной точки

на плоскости εa, εr. На сетке 16 × 16 была выбрана точка εa = 8 · 10−2, εr = 3.66933 · 10−2

(номер 12 по εr, номер 5 по εa, номер 52 в ряду рассмотренных на рис. 7а), в которой
точность применения (3.16) с вычислением по (3.17) времени t(r̃) была лучше по сравнению
с квадратным уравнением (3.15) (|r̃e−r̃t|/|r̃q−r̃t| ≈ 16%). Результаты расчетов ряда величин
для этой точки приводятся в приложении.

На рис. 9а показан график f(r) из численного решения (2.6) (кривая 1) по формуле,
аналогичной (3.9), приведенной в приложении как (A1), (кривая 2). Линия 3 показыва-
ет постоянную f(rH), которая используется в уравнении (3.15). Все три графика строились
в малой окрестности точек соответственно r̃e для кривой 1, r̃t для кривой 2, r̃q для кривой 3.
Видно, что кривые 1 и 2 вблизи правого конца указывают на бесконечность производной
функции f(r) в точках r̃e, r̃t соответственно. Рисунок 9b показывает расчет J(r) в тех же
окрестностях численно по (2.6) (кривая 1), по формуле, аналогичной (3.11), приведенной
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приложении как (A2), (кривая 2). Для уравнения (3.15) получится прямая линия, поскольку
выполняется интегрирование постоянной (кривая 3). Из рисунков видна удовлетворитель-
ная аппроксимация кривых 1 линиями 2.

Рис. 9. (а) Сравнение графиков f(r) из численного решения (2.6), по формуле, аналогичной (3.9)
((A1) в приложении), и постоянной f(rH), которая используется в уравнении (3.15). (b) Сравне-
ние расчетов интеграла J(r) из численного решения (2.6), по формуле, аналогичной (3.11) ((A2)
в приложении), и для уравнения (3.15).

Для точечного вихря (2.1), (2.2) при старте частицы выше точки rBcr невозмущенной
сепаратрисы на оси θ = π

2 , так что εr = ri − rBcr > 0 (см. рис. 1а), были проведены

для Ω = 1.2, εs = εu, εk = 0, U (ΩT ) = + cos (ΩT ), 10−4 < εr < 10−2 расчеты численно
и с использованием уравнений (4.2) и (4.3). Оказалось, что имеется адекватное определение
границы захвата, но точность определения r̂q довольно низкая.
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6. Заключение

В статье решается задача о траектории жидкой частицы, которая перемещается вблизи
разрушенной сепаратрисы в гамильтоновой системе, подвергнутой малым периодическим
нестационарным возмущениям. В отсутствие возмущений траектория представлялась бы
замкнутой линией тока. Какова судьба жидкой частицы при возмущениях? В результате
получены два приближения, совершенно различных по своей технологии, сложности, объ-
ему записи и вычислениям. Оба они могут ответить на поставленный вопрос, конкурируя
друг с другом. Отметим, что приведенный в статье метод может быть применен не только
для рассматриваемых течений (2.2), (2.3), но и для многих других конфигураций.

Сложное приближение (3.12), (3.16) для рассматриваемых двух течений в целом дает
лучшую точность вычисления отклонения от критической точки при пересечении нижней
части оси симметрии при θ = 3π/2. Об этом свидетельствуют рисунки 4b, 5b, где прове-
дено сравнение с результатом, полученным из простых приближений квадратного уравне-
ния (3.4) и (3.15) (области 1–5 на рисунке 4b, 1–4 на рисунке 5b).

Однако при относительно больших величинах возмущений εa и εs или начальных уда-
лений εr квадратные уравнения (3.4), (3.15) могут давать лучшую точность вычисления
указанного расстояния. Особенно заметно это проявляется вблизи линии раздела «B» в па-
раметрах εa (или εs), εr, отделяющей области выхода и отсутствия выхода частицы. Это
можно объяснить тем, что именно вблизи этой границы, как показывают кривые 2 и 3
на рисунке 8а, выделяющие часть членов в приближенном уравнении (3.16), амплитуда
этих членов возрастает (у номеров точек 27–28, 47–48, 61–62 — см. вставку к рисунку 7а).
Это, учитывая противоположность знаков слагаемых 2 и 3, приводит к ошибкам вычисле-
ния отклонения траектории частицы вблизи критической точки. Заметим, что для квадра-
тичных членов в (3.16) (плюс кубическая поправка) такого возрастания амплитуд вблизи
кривой «B» не наблюдается. Также возрастают ошибки вычисления времени t(r̃) по анали-
тической формуле (3.17) (кривая 1 на рисунке 8b) в сравнении с численными значениями
(линия 2 на рисунке 8b). А именно значение t(r̃) (или T (r̃)) определяет точность вычисле-
ния интеграла J(r) в уравнениях (3.3) или (3.14) (рисунок 9b). Собственно, недостаточная
точность вычисления времени t(r̃) (T (r̃)) по невозмущенному движению (кривая 3 на ри-
сунке 8b) и приводит к ухудшению предсказания по квадратным уравнениям (3.4) и (3.15)
и к необходимости строить улучшеннные приближения (3.12), (3.13) или (3.16), (3.17).

Тем не менее, в качестве первого приближения простейшие уравнения (3.4), (3.15) могут
работать, и это вызывает удивление. Вероятно, это связано с тем, что эти приближения
связаны с критерием Мельникова разрушения сепаратрисы. Чтобы продемонстрировать
это, возьмем пример системы, для которой мельниковское расстояние между устойчивым
и неустойчивым многообразиями легко вычисляется (для рассматриваемых уравнений (2.1),
(2.2), (2.3) его пришлось бы рассчитывать численно). Это пример нелинейного осциллятора
с трением и внешней накачкой (см. [26]):

dx

dt
= p,

dp

dt
= −x+ x2 − γp + β cos(Ωt). (6.1)

Невозмущенная система имеет гамильтониан H(x, p) = p2

2 + x2

2 − x3

3 . Общий вид изолиний
гамильтониана соответствует рассмотренным выше конфигурациям, так как в системе име-
ется одна гиперболическая особая точка xHcr = 1, p = 0. Сепаратриса Hcr = 1/6 проходит
через нее и точку xBcr = −1/2, p = 0. Уравнения (6.1) не описывают какое-либо физическое
течение жидкости, хотя невозмущенная система бездивергентна.
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Расстояние между указанными сепаратрисами имеет вид интеграла

Δ =

+∞∫
−∞

(
+
∂H[X(t), P (t)]

∂X
f(X(t), P (t), t) +

∂H[X(t), P (t)]
∂P

g(X(t), P (t), t)
)

· dt, (6.2)

где f(X,P, t) = 0, g(X,P, t) = γP + β cos (Ωt), а X(t), P (t) — решение невозмущенных
уравнений, отвечающих движению по петле сепаратрисы из седла в седло:

X(t) =
cosh (t+ Θ) − 2
cosh (t+ Θ) + 1

, P (t) =
3 sinh (t+ Θ)(

cosh (t+ Θ) + 1
)2 ,

где Θ — произвольная постоянная, она отвечает за начальное положение частицы при t = 0
на сепаратрисе. Если начальное положение X(0) = xBcr, P (0) = 0, то Θ = 0.

Интеграл может быть вычислен (см. [26]):

Δ(Θ) = −γ
+∞∫

−∞
P 2(t) · dt+ β

+∞∫
−∞

P (t) · cos (Ωt) · dt, (6.3)

или, в конечном виде,

Δ(Θ) = −6
5γ + β · 6πΩ2 · sin (ΩΘ)

sinh (Ωπ)
.

Согласно критерию Мельникова, при знакопеременности величины Δ(Θ), когда второе сла-
гаемое больше первого, имеет место возникновение хаоса, т. е. пересечение в бесконечном
числе точек устойчивого и неустойчивого многообразий (или устойчивой и неустойчивой
возмущенных сепаратрис, согласно [26]). Видно, что трение γ > 0 и внешнее возмущение
противоборствуют. Чем больше γ, тем больше необходимо задать величину β, чтобы состо-
ялся хаос.

С другой стороны, имеется возможность столь же легко провести решение задачи (6.1)
в первом и втором приближениях, аналогичных вышеприведенным. Выпишем только пер-
вое приближение:

G(α̃) = α̃2AH + α̃BH + CH = 0, AH = x2
H (2xH − 1) ≈ 1 − 4ε,

BH = +x2
H (xH − 1) + βxH cos [Ωt(xH)] − γxHp0(xH) ≈ ε+ β cos [Ωt(xH)] − γp0(xH),

CH = +2
[
β

xH∫
xi

cos [Ωt(x)] · dx− γ

xH∫
xi

p0(x) · dx
]
,

(6.4)

где

p0(x) =

√
+2H − x2 +

2
3
· x3, p0(xH) = 0,

xH ≈ 1−
√

2δ − 2
3
· δ, xB ≈ xBcr +

4
3
· δ +

64
27

· δ2, δ = Hcr−H > 0, xBcr = −1/2, Hcr = 1/6.

Как и выше в (3.4), (3.15), под t(x) подразумевается невозмущенное время движения ча-
стицы из точки xi = xB , задаваемой отклонением от точки xBcr на сепаратрисе с помощью
разницы δ значений гамильтониана, в точку x.
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Видно, что свободный член CH квадратного уравнения можно представить в виде

CH

2 = β

+∞∫
0

P (t) · cos (Ω · t) · dt− γ

+∞∫
0

P 2(t) · dt ≈ Δ(Θ)/2,

поскольку dx = P (t) · dt, P (t) = p0(X(t)).

Решение уравнения (6.4), имеющее вид α̃ =
−BH ±

√
B2

H − 4AHCH

2AH
, может не существо-

вать при CH > 0 (поскольку величина B2
H имеет второй порядок малости по коэффициен-

там γ, β, ε; это же наблюдается для квадратных уравнений (3.4) и (3.15)), что совпадает
с критерием Мельникова — величина Δ(Θ) > 0 при Θ = 0. Отсутствие решения при CH > 0
означает, что частица, находившаяся вначале в вихре, выходит из него и не пересекает ось
симметрии.

На рис. 10 показаны расчеты в параметрах 10−4 < εx = xi −xBcr < 5 · 10−2, 0 < β < 0.2
системы уравнений (6.1) численно и по формуле (6.4). Частота возмущений Ω = 0.5, па-
раметр трения γ = 0.1. Показана область «I» несовпадения расчетов (численно — выход,
аналитически — нет выхода). Линия «B» определяет по численному решению границу вы-
хода и отсутствия выхода.

Рис. 10. Результаты расчетов в параметрах εx, β системы уравнений (6.1) траекторий частиц, пер-
воначально находившихся в области замкнутых траекторий на оси x, численно и аналитически
по (6.4). Частота возмущения Ω = 0.5, параметр трения γ = 0.1. В области «EE» численный и ана-
литический результаты показывают выход частицы. В области «nEnE» численный и аналитический
результаты показывают отсутствие выхода. В области «I» численный счет дает выход, а теория
по (6.4) — отсутствие выхода.

Автор благодарен О. Г.Чхетиани за интерес к работе по данной тематике и обсуждение
результатов.

7. Приложение

Для «гауссова» вихря (2.1), (2.3) можно получить аналоги формул (3.9) и (3.11) соот-
ветственно:

f(r) = f(r̃) + Φreg(r̃) (r − r̃) + sgn(Z)
Φ(r̃)r̃
√
κ2

(
ln |Z(μ)| − ln |κ1|

)
; (A1)

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА 2011. T. 7. №1. С. 75–100



О лагранжевом переносе вблизи осциллирующего вихря в набегающем потоке 99

r∫
rH

f(η)dη = f(r̃)rH
[
α̃+ (1 + α̃)μ

]
+ Φreg(r̃)

r2H
2

[
−α̃2 + (1 + α̃)2 μ2

]
−

− sgn(Z)
Φ(r̃)r2H
4κ2

√
κ2

(1 + α̃)2
[
Γ(μH) − Γ(μ)

]
−

− sgn(Z)
Φ(r̃)r2H√

κ2
(1 + α̃)

[
+α̃+ (1 + α̃)μ

]
ln |Z(0)|. (A2)

Результаты расчетов величин для точки с координатами εa = 8 · 10−2, εr = 3.66933 ×
× 10−2 для рис. 8, 9: rHcr = 1.2770446, rBcr = 0.2291321; rH = 1.0019324, rB = 0.1924388;
дискриминант B2

H − 4AHCH = 8.94 · 10−2; α̃e = 8.88452671 · 10−2, α̃q = 8.68436798 · 10−2,
α̃t = 8.85629457 · 10−2; r̃e = 1.090949, r̃q = 1.088944, r̃t = 1.090667; t(r̃e) численно 2.06964,
t(r̃t) с помощью формулы (3.17) равно 2.14323, по невозмущенной траектории численным
методом 1.66198; κ1 = −0.643892, κ2 = 2.371433. Численные величины, соответствующие
кривым на рис. 8а для этой точки: (1) −5.11754 · 10−4 , (2) −3.18715 · 10−3 , (3) 3.33033 · 10−3 ,
(4) 3.39391 · 10−4, (5) 2.91844 · 10−5. Сумма их всех равна −1.91124 · 10−13.
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On the Lagrangian transport near oscillating vortex in running flow
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Passive particles advection is considered in the vicinity of hyperbolic stationary point of the
separatrix destroyed by insteady perturbations. For different frequencies of the disturbancies the
trajectories of advected particles are investigated analytically and numerically. The approximate
criteria of capture and release of particles are obtained. The results are linked with known law for
the stochastic layer width near separatrix. The obtained criteria are connected with analytical
Melnikov’s integral.
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