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1. Введение

Поиск и анализ устойчивости стационарных вихревых конфигураций — классическая
проблема, которой, начиная с работы Дж.Дж.Томсона [32], посвящено множество раз-
личных исследований. Впервые задачу о движении точечных вихрей в круге рассмотрел
А. Гринхилл в 1877 году [21], с помощью метода зеркальных отражений он исследовал дви-
жение одного и двух вихрей внутри круговой области. В 1931 году Т.Хавелок в работе [24]
продолжил исследование устойчивости стационарных конфигураций вихрей внутри круга.
Он поставил и решил вопрос о линейной устойчивости полигональных конфигураций вих-
рей равных интенсивностей внутри круговой области. Это исследование обобщает анализ
устойчивости аналогичных конфигураций вихрей на плоскости, выполненный Дж.Дж.Том-
соном.

Из общих работ по движению точечных вихрей в жидкости, ограниченной абсолютно
гладкими стенками, следует также отметить работу Лина [28], в которой, в частности, пока-
зано, что уравнения движения вихрей внутри и вне кругового цилиндра являются гамиль-
тоновыми с той же скобкой, что и в отсутствие цилиндра. Среди современных исследований
движения вихрей внутри круга отметим работы [8, 23, 26, 27, 30].

В работе [3] предложено при анализе устойчивости использовать бифуркационные диа-
граммы системы. К сожалению, этот метод не получил должного распространения, хотя он
тесно связан с топологическим анализом [1, 6, 13]. С помощью методов, развитых в работах
[1, 2, 4], мы будем применять топологический подход для поиска и анализа устойчивости
относительных равновесий для системы трех вихрей равной интенсивности в круговой об-
ласти.

2. Уравнения движения и редукция по симметрии

2.1. Гамильтонова формулировка

Рассмотрим движение N = 3 вихрей в идеальной несжимаемой жидкости, ограничен-
ной абсолютно гладкими стенками в форме кругового цилиндра радиуса R. Записывая
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координаты вихрей (xk, yk) в комплексной форме zk = xk + iyk, k = 1, . . . , N , уравнения
движения можно представить в следующем виде (см., например [2]):

żk = 1
2πi

(
N∑

j �=k

Γj

zk − zj
+

N∑
j=1

Γjzj

R2 − zkz̄j

)
, (2.1)

где Γj — интенсивности вихрей.
Уравнения (2.1) можно представить в гамильтоновой форме [28]

ẋk = {H,xk}, ẏk = {H, yk}, {xk, yj} = − 1
Γk
δkj (2.2)

с гамильтонианом

H = − 1
4π

N∑
k<j

ΓkΓj ln |zk − zj| + 1
4π

N∑
k�j

ΓkΓj ln |R2 − zkzj|. (2.3)

Эту величину мы будем также называть энергией системы вихрей.
Приведем здесь вид гамильтониана в полярных координатах (rk, ϕk), определяемых

соотношением zk = rke
iϕk , которым мы будем пользоваться в дальнейшем:

H = − 1
4π

N∑
k<j

ΓkΓj ln
r2k + r2j − 2rkrj cos(ϕk − ϕj)

R4 + r2kr
2
j − 2R2rkrj cos(ϕk − ϕj)

+ 1
4π

N∑
k=1

Γ2
k ln(R2 − r2k). (2.4)

Представление системы в гамильтоновой форме позволяет использовать для поиска отно-
сительных равновесий и анализа их устойчивости топологические методы анализа гамиль-
тоновых систем, восходящие к С.Смейлу [13] и получившие дальнейшее развитие в ряде
работ [6, 14, 20]; в данном исследовании мы будем в основном опираться на результаты
работы [1].

2.2. Первый интеграл и редукция

Уравнения движения вихрей (2.1) допускают один дополнительный первый интеграл
движения — момент завихренности

I = 1
2

N∑
k=1

Γkzkzk. (2.5)

Существование этого интеграла является следствием инвариантности уравнений движения
относительно поворотов вокруг центра круга. Отметим, что отличие от системы на плос-
кости в данной задаче отсутствуют линейные по zk интегралы, так как инвариантность
относительно трансляций пропадает при добавлении границы. Это, в частности, приво-
дит к тому, что система трех вихрей неинтегрируема. Интегрируемые системы трех вихрей
на плоскости и двух вихрей в круговом цилиндре подробно обсуждаются в книге [2] (хао-
тические решения в ограниченной задаче изучены в [5]).

Для качественного анализа этой системы, нахождения относительных равновесий и ана-
лиза их устойчивости выполним редукцию по симметрии; для этого перейдем к новым пе-
ременным ρk, ψk, k = 1, . . . , 3, I = ρ3 по формулам

ψ1 = ϕ1 − ϕ3, ψ2 = ϕ2 − ϕ3, ψ3 = ϕ3,

ρ1 = Γ1r
2
1/2, ρ2 = Γ2r

2
2/2, I = (Γ1r

2
1 + Γ2r

2
2 + Γ3r

2
3)/2,

(2.6)
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где ψk ∈ (−π, π), k = 1, . . . , 3, — угловые переменные (см. рис. 1), а области определения
переменных ρ1, ρ2, I находятся из соотношений

0 <
2ρ1

Γ1
< R2, 0 <

2ρ2

Γ2
< R2, 0 <

2(I − ρ1 − ρ2)
Γ3

< R2. (2.7)

Рис. 1. Определение отно-
сительных угловых пере-
менных ψk.

Можно показать, что новые координаты являются каноническими:

{ρ1, ψ1} = {ρ2, ψ2} = {I, ψ3} = 1,

остальные скобки равны нулю. В случае интенсивностей разных
знаков одна из величин ρ1, ρ2 отрицательна.

Так как в данной работе мы рассматриваем лишь равные ин-
тенсивности, то всюду в дальнейшем без ограничения общности
будем полагать

Γ1 = Γ2 = Γ3 = 1, R = 1.

При этом области изменения переменных (2.6) и интеграла мо-
мента (2.5) задаются явно следующим образом:

0 < ρk < 1/2, 0 < I < 3/2, −π < ψk < π, k = 1, . . . , 3.

Выразив из (2.6) координаты вихрей

ϕ1 = ψ1 + ψ3, ϕ2 = ψ2 + ψ3, ϕ3 = ψ3,

r1 =
√

2ρ1, r2 =
√

2ρ2, r3 =
√

2(I − ρ1 − ρ2)
(2.8)

и подставив их в гамильтониан (2.4), получим

H = − 3
4π

ln 2 + 1
4π

[
ln(1 − 2ρ1) + ln(1 − 2ρ2) + ln(1 − 2(I − ρ1 − ρ2))

]
−

− 1
4π

[
ln

ρ1 + ρ2 − 2
√
ρ1ρ2 cos(ψ1 − ψ2)

1 + 4ρ1ρ2 − 4
√
ρ1ρ2 cos(ψ1 − ψ2)

+ ln
I − ρ1 − 2

√
ρ2(I − ρ1 − ρ2) cosψ2

1 + 4ρ2(I − ρ1 − ρ2) − 4
√
ρ2(I − ρ1 − ρ2) cosψ2

+

+ ln
I − ρ2 − 2

√
ρ1(I − ρ1 − ρ2) cosψ1

1 + 4ρ1(I − ρ1 − ρ2) − 4
√
ρ1(I − ρ1 − ρ2) cosψ1

]
.

(2.9)
Таким образом, функция Гамильтона не зависит от ψ3, т. е. H = H(I, ρ1, ρ2, ψ1, ψ2) и пере-
менная ψ3 — циклическая. Следовательно, уравнения движения, описывающие эволюцию
переменных ρ1, ρ2, ψ1, ψ2, отделяются и представляются в канонической форме

ρ̇k =
∂H(I, ρ1, ρ2, ψ1, ψ2)

∂ψk
, ψ̇k = −∂H(I, ρ1, ρ2, ψ1, ψ2)

∂ρk
, k = 1, 2. (2.10)

Итак, мы выполнили редукцию исходной системы к гамильтоновой системе с двумя степе-
нями свободы (2.10), параметрически зависящей от I.

По известным решениям ρk(t), ψk(t), k = 1, 2, системы (2.10) зависимость ψ3(t) нахо-
дится при помощи квадратуры

ψ̇3(t) = −∂H(I, ρ1(t), ρ2(t), ψ1(t), ψ2(t))
∂I

. (2.11)
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Как известно, рассматриваемые относительные равновесия, т. е. периодические реше-
ния системы (2.1), являются неподвижными точками приведенной системы (2.10) и, сле-
довательно определяются критическими точками гамильтониана (2.9). При этом «устойчи-
вость по Раусу» для относительных равновесий исходной системы эквивалентна «устойчи-
вости по Ляпунову» для приведенной системы.

3. Известные стационарные конфигурации и их устойчивость

Известны две стационарные конфигурации трех вихрей в круговой области:

– равносторонний треугольник (томсоновская конфигурация) (рис. 2a);

– симметричная коллинеарная конфигурация (рис. 2b).

Рис. 2. Известные стационарные конфигурации трех вихрей в круге.

Подобные конфигурации существуют и в общей задаче N одинаковых вихрей (рав-
носторонний полигон и симметричная относительно центра коллинеарная конфигурация).
Результаты по их устойчивости содержатся в работах [7, 8, 24]. В работе [8] отмечено,
что в случае трех вихрей имеется изолированное значение параметра, при котором томсо-
новская конфигурация теряет устойчивость. Рассмотрим устойчивость этих конфигураций
с точки зрения топологического подхода и бифуркационного анализа.

В соответствии с топологическим подходом [1], прежде всего на плоскости значений
первых интегралов I, H необходимо построить бифуркационную диаграмму системы, на ко-
торой рассматриваемые семейства критических точек соответствуют бифуркационным кри-
вым. Изложим более подробно использование бифуркационной диаграммы в анализе устой-
чивости.

Замечание 4. Бифуркационную диаграмму в некоторых работах называют также диаграм-
мой Смейла [14] или диаграммой энергии–момента [17] в зависимости от области исследований.
Некоторые авторы (см., например, [17]) метод анализа устойчивости на основе бифуркационной
диаграммы также называют методом энергии–момента.

Замечание 5. Определение и метод построения бифуркационной диаграммы системы будут
ясны из изложенного ниже анализа, поэтому мы не будем останавливаться здесь на формальных
определениях.
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3.1. Типы критических точек и их устойчивость

Напомним основные принципы анализа устойчивости неподвижных точек гамильто-
новых систем. Для заданной неподвижной точки z0 естественным образом возникает две
матрицы:

• B =
∣∣∣∣∣∣ ∂H
∂zi∂zj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z=z0

— матрица квадратичной части гамильтониана;

• A =
∣∣∣∣∣∣∂żk

∂zj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z=z0

=
∣∣∣∣∣∣JB

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z=z0

— матрица линеаризации векторного поля в окрестности

неподвижной точки, где J — кососимметрическая матрица пуассоновой структуры.

В связи с этим с неподвижными точками системы связаны два инварианта, играющие
ключевую роль при исследовании устойчивости:

1) индекс квадратичной части гамильтониана, т. е. симметрической 4×4-матрицы B (обо-
значим его ind), который принимает значения 0, 1, 2, 3, 4, что соответствует количеству
отрицательных собственных чисел матрицы B;

2) тип особой точки в зависимости от собственных чисел λ1, . . . , λ4 линеаризации век-
торного поля (т. е. матрицы A), который принимает одно из следующих значений:

– центр–центр (λ1,2 = ±iA, λ3,4 = ±iB),
– седло–центр (λ1,2 = ±iA, λ3,4 = ±B),
– седло–седло (λ1,2 = ±A, λ3,4 = ±B),
– фокус–фокус (λ1,2,3,4 = ±A± iB),

где A, B — вещественные числа.

Индекс квадратичной части H связан с устойчивостью неподвижных точек и их типом
следующим образом [10]:

1) если в неподвижной точке индекс квадратичной части H ind = 0 или ind = 4, то непо-
движная точка устойчива и является точкой типа центр–центр (достаточное условие
устойчивости);

2) если в неподвижной точке индекс квадратичной части H нечетное число (ind = 1, 3),
то неподвижная точка неустойчива и является точкой типа седло–центр (достаточное
условие неустойчивости);

3) если в неподвижной точке ind = 2, то она устойчива, только если является неподвиж-
ной точкой типа центр–центр. При этом устойчивость устанавливается при помощи
КАМ-теоремы и требует выполнения некоторых дополнительных условий [10, 12].

Таким образом, во многих случаях для анализа устойчивости неподвижных точек до-
статочно вычислить индекс квадратичной части H, и лишь если он равен 2, необходимо
уточнить тип точки, анализируя собственные числа λ1, . . . , λ4 матрицы A.

Как правило, собственные числа λ1, . . . , λ4 линеаризации векторного поля, т. е. корни
характеристического полинома

χ(λ) = det(A − λE) = λ4 + aλ2 + b, (3.1)
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являются сложными функциями параметров системы (содержащими радикалы). С дру-
гой стороны, коэффициенты характеристического полинома a, b вычисляются существенно
проще, поэтому удобнее области, соответствующие различным типам особых точек, изоб-
ражать на плоскости коэффициентов характеристического полинома (см. рис. 3b, c).

При стандартном применении этих принципов возникает существенная трудность, свя-
занная с тем, что аналитическая формулировка критериев устойчивости (неустойчивости)
приводит к труднообозримому набору неравенств, из которых зачастую нелегко выяснить,
существует ли само решение, удовлетворяющее нужным критериям. В связи с этим мы
выполним анализ устойчивости с использованием бифуркационной диаграммы системы
(которая фактически определяет условия существования неподвижных точек) следующим
образом.

1. Построим бифуркационную диаграмму системы на плоскости значений первых ин-
тегралов I, H.

2. Расставим на бифуркационных кривых индекс квадратичной части H (см. рис. 3a).

Тем самым устанавливается устойчивость (неустойчивость) всех относительных равнове-
сий системы, за исключением тех положений равновесия, которые соответствуют отрезкам
(ветвям) бифуркационных кривых с индексом два (ind = 2). Для них выполним следующее.

3. На плоскости коэффициентов характеристического полинома (3.1) построим кривые
(b(I), a(I)), соответствующие ветвям бифуркационной диаграммы ind = 2, и опре-
делим тип неподвижной точки. Нанесем новые точки бифуркаций на бифуркаци-
онные кривые. Для тех участков кривых, которые соответствуют типу центр–
центр для доказательства устойчивости необходимо проверить условия закручива-
ния и отсутствия резонансов третьего и четвертого порядка.

После такой модификации бифуркационная диаграмма позволит ответить на вопросы, ка-
сающиеся существования, типа, числа и устойчивости относительных равновесий рассмат-
риваемой системы.

3.2. Критические точки и бифуркационные кривые

Томсоновская (равносторонняя) конфигурация, которую будем обозначать буквой T,
соответствует двум семействам критических точек гамильтониана (2.9), определяемых со-
отношениями

1 семейство : ρ1 = ρ2 = I
3
, ψ1 = 2π

3
, ψ2 = −2π

3
,

2 семейство : ρ1 = ρ2 = I
3 , ψ1 = −2π

3 , ψ2 = 2π
3 ,

(3.2)

где I — величина интеграла момента, является параметром семейства, она связана с рассто-

янием от вихрей до центра круга соотношением r =
√

2
3I . Эти два семейства соответствуют

зеркально-симметричным конфигурациям.

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА 2011. T. 7. №1. С. 119–138



126
А
.В

.Б
ори

сов,
И
.С

.М
ам

аев,
А
.В

.В
аськи

н
а

Рис. 3. Бифуркационная диаграмма для известных стационарных конфигураций трех вихрей в круге (T — томсоновская конфигурация,
Cs — коллинеарная конфигурация).
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Коллинеарная симметричная конфигурация, которую обозначим Cs, определяет три
семейства критических точек, различающихся номером вихря в центре круга

1 семейство : ρ1 = I
2 , ρ2 = 0, ψ1 = π,

2 семейство : ρ1 = 0, ρ2 = I
2 , ψ2 = π,

3 семейство : ρ1 = ρ2 = I
2 ,

(3.3)

где I — параметр семейства, связан с расстоянием от нецентральных вихрей до центра
круга соотношением r =

√
I.

Переменные (2.6) непригодны для анализа коллинеарной симметричной конфигурации,
так как один из вихрей находится в центре круга, вследствие чего либо один из углов ψk,
либо оба сразу не могут быть определены (это аналогично особенности в начале координат
при определении полярных координат). Тем не менее, каноническая замена переменных
позволяет решить эту проблему; так, для первого семейства в (3.3) она имеет вид√

2ρ2 cosψ2 = X,
√

2ρ2 sinψ2 = Y, {X,Y } = 1. (3.4)

Из-за симметрии исходной системы (при Γ1 = Γ2 = Γ3) относительно перестановок номеров
вихрей результаты для остальных двух семейств получаются идентичными.

Вследствие симметрии относительно перестановки номеров вихрей (что выполняется
лишь в случае равных интенсивностей Γ1 = Γ2 = Γ3) все пять семейств критических точек
для томсоновской и коллинеарной симметричной конфигураций определяют лишь две би-
фуркационные кривые на плоскости интегралов I, H, которые можно представить в форме

томсоновская : H(I) = 3
4π ln

1−
(

2I
3

)3

2I
,

коллинеарная : H(I) = 1
4π ln

(1 − I2)2

4I3
.

(3.5)

На рис. 3a представлена бифуркационная диаграмма для томсоновской (T) и коллинеар-
ной (Cs) конфигураций. Области изменения интеграла момента (2.5) определяются нера-
венствами:

0 � I � 3
2 для томсоновской конфигурации;

0 � I � 1 для коллинеарной конфигурации.

Левая граница (I = 0) соответствует случаям, когда все вихри находятся в центре круга,
правая граница (I = 3

2 и I = 1) соответствует случаям, когда вихри касаются границ круга

(кроме центрального вихря для коллинеарной конфигурации). Во всех случаях энергия
конфигураций стремится к +∞ на левой границе и к −∞ на правых границах, поэтому
при приближении к этим значениям интеграла I на бифуркационной диаграмме (рис. 3a)
наблюдается асимптотическое поведение бифуркационных кривых H(I), соответствующих
неподвижным точкам.

Замечание 6. При малых значениях параметра I бифуркационная диаграмма для томсонов-
ской и коллинеарной конфигураций изоморфна плоскому случаю.
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Как было показано выше, каждой точке на бифуркационных кривых соответствует
несколько неподвижных точек системы (2.10). Это справедливо также и для других возмож-
ных значений (I0,H0), не лежащих на кривых,— им, как правило, соответствует несколько
различных частей несвязного интегрального многообразия MI0,H0 = {�z | H(z) = H0, I(z) =
= I0}.

3.3. Устойчивость томсоновской и коллинеарной симметричной
конфигураций

Устойчивость томсоновской конфигурации.Расставим индексы квадратичной ча-
сти гамильтониана H (2.9) на ветви бифуркационной диаграммы, соответствующей томсо-
новской конфигурации. Точки смены индекса (точки бифуркации), т. е. точки, в которых
собственные значения матрицы B меняют знак (обращаются в нуль), находятся из уравне-
ния detB = 0, которое в данном случае имеет вид [8]

5p6 + 9p5 + 5p3 + 9p2 − 1 = 0, p = r2 = 2
3I. (3.6)

В области изменения интеграла момента 0 � I � 3
2 лежит лишь один корень этого урав-

нения IT
1 ≈ 0.456. Вычисление индекса слева от точки бифуркации дает ind = 0, справа —

ind = 2 (рис. 3a). При I > IT
1 , где ind = 2, следует уточнить устойчивость, пользуясь

линеаризацией векторного поля.
Построим на плоскости коэффициентов характеристического полинома (3.1) кривую(

a(I), b(I)
)
, соответствующую семейству томсоновских конфигураций (3.5) (рис. 3b). При IT

1 <

< I < IT
2 она располагается в области, соответствующей неподвижной точке типа центр–

центр. Значение IT
2 находится из уравнения a2(I)−4b(I) = 0 и равно IT

2 ≈ 0.482. При I > IT
2

кривая лежит в области, соответствующей неподвижной точке типа фокус–фокус.
Таким образом, томсоновская конфигурация

1) устойчива по Ляпунову при 0 < I < IT
1 ;

2) устойчива в линейном приближении при IT
1 < I < IT

2 ;

3) неустойчива при значении интеграла момента IT
2 < I < 3

2 .

Кроме того, в работе [8] исследована устойчивость томсоновской конфигурации в резонанс-
ных случаях I = IT

1 , I = IT
2 и показано, что она

4) неустойчива в случае I = IT
1 ;

5) устойчива по Раусу при I = IT
2 .

Устойчивость коллинеарной симметричной конфигурации.Аналогично найдем
точки бифуркации для коллинеарной симметричной конфигурации из уравнения

(81p7 +27p6 +369p5 +54p4 −312p3 +144p−32)(9p4 +27p3 +9p2−12p−4) = 0, p = r2 = 2
3I.

(3.7)
В области изменения интеграла момента 0 � I � 1 имеется две точки бифуркации ICs

1 ≈
≈ 0.379 и ICs

2 ≈ 0.938. Вычисление индекса квадратичной части H дает следующие резуль-
таты:
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1) ind = 1, I < ICs
1 — конфигурация неустойчива;

3) ind = 2, ICs
1 < I < ICs

2 — необходимо уточнить устойчивость;

2) ind = 1, I > ICs
2 — конфигурация неустойчива.

Построим на плоскости коэффициентов характеристического полинома (3.1) кривую(
a(I), b(I)

)
, соответствующую семейству коллинеарных симметричных конфигураций

(рис. 3c). При ICs
1 < I < ICs

2 она лежит в области, соответствующей типу неподвижной
точки седло–седло.

Таким образом, коллинеарная симметричная конфигурация неустойчива во всей обла-
сти изменения интеграла момента 0 � I � 1.

4. Новые стационарные конфигурации и их устойчивость

Из рисунка 3a, изображающего бифуркационные кривые T и Cs для томсоновской
и коллинеарной конфигураций, видно, что:

1) кривые T и Cs пересекаются трансверсально;

2) на бифуркационных кривых T и Cs имеются изолированные точки, в которых проис-
ходит смена индекса критических точек гамильтониана, отвечающих данным кривым.

Опираясь на результаты работы [1], можно сделать следующие выводы:

во-первых, в фазовом пространстве критические точки, соответствующие различ-
ным семействам T и Cs, изолированы друг от друга при всех значениях параметра I
(так как для неизолированных семейств бифуркационные кривые в точке слияния
или пересечения касаются друг друга);

во-вторых, согласно теореме об изолированном семействе [1], в точках смены индек-
са критические точки каждого из семейств либо должны сливаться с точками того
же семейства, либо должны рождаться новые критические точки, соответствую-
щие ранее неизвестным конфигурациям.

Покажем, что в данном случае имеет место второй вариант, т. е. при смене индекса рожда-
ются новые стационарные конфигурации.

Ясно, что искомые новые конфигурации при изменении параметров должны стремить-
ся к томсоновской или коллинеарной симметричной конфигурациям так, чтобы соответ-
ствующие им бифуркационные кривые на плоскости I, H сливались с кривыми T, Cs в точ-
ках смены индекса. Кроме того, естественно ожидать, что для новых конфигураций сим-
метрия уменьшится, но не пропадет полностью.

Возможные конфигурации, которые удовлетворяют этим требованиям,— это равнобед-
ренная и коллинеарная несимметричная конфигурации (рис. 4a, b).

4.1. Равнобедренная конфигурация

В окрестности каждой из двух томсоновских конфигураций (которые отличаются чет-
ностью перестановки номеров вихрей) могут появиться три равнобедренные конфигурации,
различающиеся номером вихря при вершине (см. рис. 5).
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Рис. 4. Новые стационарные конфигурации трех вихрей в круге.

Рис. 5. Появление равнобедренных конфигураций из томсоновских.

Вследствие симметрии исходной системы относительно перестановок номеров вихрей,
достаточно рассмотреть одну из этих шести конфигураций. Таким образом, искомое семей-
ство критических точек приведенного гамильтониана (2.9) будем искать в виде

ρ1 = ρ2 = r2

2 , ψ1 = −ψ2 = q. (4.1)

Обозначим подмногообразие, определенное этими соотношениями, как

Mis = {(ρ1, ρ2, ψ1, ψ2)
∣∣ ρ2 = r2

2 , ψ1 = −ψ2 = q}. (4.2)

Подставляя соотношения (4.2) в условия экстремальности гамильтониана (2.9), полу-
чим следующие уравнения:

∂H
∂ρ1

∣∣∣
Mis

= ∂H
∂ρ2

∣∣∣
Mis

= Ris(r, q, I) = 0,

∂H
∂ψ1

∣∣∣
Mis

= ∂H
∂ψ2

∣∣∣
Mis

= Ψis(r, q, I) = 0.
(4.3)

Функции Ris(r, q, I), Ψis(r, q, I) довольно громоздкие, поэтому мы их здесь не приводим
(они могут быть легко получены из гамильтониана (2.9) при помощи какого-либо пакета
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аналитических вычислений, например, Maple или Mathematica и т. п.). Решая эту систему
относительно переменных r, q, получим однопараметрическое семейство (или несколько се-
мейств) критических точек, параметризуемое величиной интеграла I, которое соответствует
равнобедренным конфигурациям.

Точное аналитическое решение системы (4.3) получить невозможно, поэтому будем ре-
шать ее численно, используя метод продолжения по параметру. На примере равнобедренной
конфигурации опишем этот процесс более подробно.

Сначала ограничим гамильтониан (2.9) на подмногообразие Mis:

His = − 3
4π ln 2 + 1

4π
[
2 ln(1 − r2) + ln(1 − 2(I − r2))

]
− 1

4π

[
ln

r2(1 − cos 2q)
1 + r4 − 2r2 cos 2q

+ 2 ln
2I − r2 − 2r

√
2(I − r2) cos q

2(1 + 2r2(I − r2) − 2r
√

2(I − r2) cos q)

]
.

(4.4)

Согласно (4.3), критические точки исходного гамильтониана на многообразии Mis совпада-
ют с критическими точками His.

Затем выберем значение интеграла момента I0, близкое к бифуркационному значе-
нию IT

1 , и в окрестности томсоновской конфигурации zT(I0) = (r2 = 2
3
I0, q = 2π

3
) численно

находим критическую точку z∗(I0) гамильтониана His, отличную от zT(I0). Изменим зна-
чение интеграла момента на малую величину I1 = I0 + δ и в окрестности найденной точки
z∗(I0) найдем новую критическую точку z∗(I1). Продолжая эту процедуру, построим семей-
ство критических точек, отвечающих равнобедренной конфигурации zis(I). Для найденных
семейств построим бифуркационные кривые на плоскости первых интегралов и укажем
индекс полного гамильтониана (2.9) для каждой из ветвей.

Используя описанный метод, мы нашли два семейства (без учета перестановки вихрей)
равнобедренных конфигураций, которые обозначим T(1)

is , T(2)
is (рис. 6, 7).

Замечание 7. С учетом перестановок номеров вихрей число семейств равнобедренных кон-
фигураций необходимо умножить на 6.

Найденные равнобедренные конфигурации обладают следующими свойствами (см.
рис. 6, 7):

– семейство T(1)
is продолжается по обе стороны от точки бифуркации C(T)

1 , причем при I >
> I

(T)
1 оно продолжается вплоть до точки C(Cs)

2 , где сливается с семейством коллинеар-
ных симметричных конфигураций, а при I < I

(T)
1 оно продолжается до точки возврата

I = I(Tis) ≈ 0.442, в которой рождается второе семейство равнобедренных конфигура-
ций T(2)

is ;

– семейство T(2)
is при I > I(Tis) продолжается до второй точки возврата при I → 1

2 , в ко-

торой сливается с семейством коллинеарных несимметричных конфигураций (которое
будет описано ниже);

– индекс квадратичной части гамильтониана для семейства T(1)
is всюду при I �= I

(T)
2

равен 1;

– индекс квадратичной части гамильтониана для T(2)
is всюду равен 0.

Таким образом, используя численный анализ критических точек системы (2.10) (т. е. от-
носительных равновесий исходной системы (2.1)), мы доказали следующую теорему.
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Рис. 6. Бифуркационная диаграмма для стационарных конфигураций трех вихрей в круге (T — томсоновская, Cs — коллинеарная
симметричная, Tis — равнобедренная, Cn — коллинеарная несимметричная). Серым цветом отмечена область возможных значений
интегралов.
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Рис. 7. Схематическое изображение бифуркационной диаграммы (без соблюдения масштаба). Серым цветом отмечена ОВД.
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Теорема 4. В задаче трех одинаковых вихрей в круге существует два (с точностью
до перестановки номеров вихрей ) семейства равнобедренных стационарных конфигураций
T(1)

is , T(2)
is . Причем

– конфигурации семейства T(1)
is — неустойчивы,

– конфигурации семейства T(2)
is — устойчивы (по Ляпунову ).

4.2. Коллинеарная несимметричная конфигурация

В окрестности каждой из трех коллинеарных симметричных конфигураций, которые
отличаются номером вихря в центре, появляются две коллинеарные несимметричные кон-
фигурации, различающиеся четностью перестановки номеров вихрей и номером вихря, ко-
торый находится по другую сторону от двух других вихрей относительно центра (см. рис. 8).

Рис. 8. Появление коллинеарных несимметричных конфигураций.

Вследствие симметрии исходной системы относительно перестановок номеров вихрей,
достаточно рассмотреть одну из этих шести конфигураций. Таким образом, искомое семей-
ство критических точек приведенного гамильтониана (2.9) будем искать в виде

ρ1 =
r21
2 , ρ2 =

r22
2 , ψ1 = ψ2 = π. (4.5)

Обозначим подмногообразие, определенное этими соотношениями, как

Mn = {(ρ1, ρ2, ψ1, ψ2)
∣∣ ρ1 =

r21
2 , ρ2 =

r22
2 , ψ1 = ψ2 = π}. (4.6)

Подставляя соотношения (4.6) в условия экстремальности гамильтониана (2.9), полу-
чим следующие уравнения:

∂H
∂ρ1

∣∣∣
Mn

= ∂H
∂ρ2

∣∣∣
Mn

= Rn(r, q, I) = 0,

∂H
∂ψ1

∣∣∣
Mn

= ∂H
∂ψ2

∣∣∣
Mn

= Ψn(r, q, I) = 0.
(4.7)

Функции Rn(r, q, I), Ψn(r, q, I) мы также не приводим здесь в силу их громоздкости.
Решая эту систему методом продолжения по параметру относительно переменных r1, r2,
получим одно семейство критических точек (будем обозначать его Cn), параметризуемое
величиной интеграла I, соответствующее коллинеарным несимметричным конфигурациям.
Для найденного семейства построим бифуркационную кривую на плоскости первых инте-
гралов и укажем индекс квадратичной части гамильтониана (2.9) (рис. 6).
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Замечание 8. С учетом перестановок число семейств коллинеарных несимметричных кон-
фигураций необходимо также умножить на 6.

Найденные коллинеарные несимметричные конфигурации обладают следующими свой-
ствами (см. рис. 7):

– семейство Cn рождается в точке I = I
(Cs)
1 и продолжается до точки возврата при I→ 1

2 ,

в которой оно сливается с семейством равнобедренных конфигураций T(2)
is ;

– индекс квадратичной части гамильтониана для Cn всюду равен 1.

Таким образом, используя численный анализ критических точек системы (2.10), мы
доказали следующую теорему.

Теорема 5. В задаче трех одинаковых вихрей в круге существует одно (с точностью
до перестановки номеров вихрей ) семейство Cn коллинеарных несимметричных стацио-
нарных конфигураций, которые неустойчивы.

5. Дискуссия

Интересно сравнить полученные результаты для трех вихрей равной интенсивности
в круге с аналогичными результатами А.Албуи в задаче четырех одинаковых вихрей на плос-
кости [15, 16]. В частности, А.Албуи показал, что имеется стационарная конфигурация,
в которой три вихря образуют равнобедренный треугольник, а четвертый расположен на его
оси симметрии; в случае вихрей в круге, центр круга играет роль четвертого вихря.

Отметим еще один результат, который также можно пытаться обобщить на рассматри-
ваемую нами задачу,— это теорема о конечности числа относительных равновесий в задаче
четырех вихрей на плоскости при произвольных интенсивностях [22]. Для вихрей в круге
вопрос о конечности числа стационарных конфигураций при произвольных интенсивностях
требует дополнительных исследований, так как в доказательствах работы [22] существен-
ным образом используется однородность уравнений движения.

Заметим также, что рассматриваемые стационарные конфигурации могут играть важ-
ную роль в динамике вихревых пятен и кластеров большого числа точечных вихрей. При-
ведем здесь пример численного моделирования поведения двух вихревых пятен, равных
по модулю и противоположных по знаку интенсивности, составленных из большого числа
точечных вихрей (см. рис. 9, 10). Как показывает этот численный эксперимент, при до-
статочном удалении друг от друга вихревые пятна размываются, но не перемешиваются,
а центры их завихренности движутся по траекториям точечных вихрей. Пока неизвестно,
соответствует ли этому численному результату какое-либо точное решение гидродинамиче-
ских уравнений с распределенной завихренностью и возможно ли перенести эти результаты
на случай трех пятен. Упомянем здесь также работу [29], в которой показано, что на плоско-
сти могут существовать стационарные, равномерно перемещающиеся, конфигурации боль-
шого числа точечных вихрей в виде кластеров определенного размера и формы. В то же
время хорошо известна гипотеза Онзагера (опирающаяся на предположение о статисти-
ческом равновесии), которая утверждает, что в системе точечных вихрей в ограниченной
области могут достигаться отрицательные температуры, при которых вихри одного знака
стремятся кластеризоваться. Имеющиеся компьютерные эксперименты [19, 33] не позволя-
ют сделать окончательных выводов, этот вопрос требует более тщательного исследования
при помощи современных компьютерных методов.
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Рис. 9. Эволюция вихревых пятен и траектории центров завихренностей r0 = 0.3 (r0 — расстояние
до центров пятен в начальный момент времени).

Рис. 10. Эволюция вихревых пятен и траектории центров завихренностей r0 = 0.5.

В заключение укажем также, что было бы интересно применить методы, развитые
в данной работе, к поиску и анализу частных решений в неконсервативных моделях вихре-
вой динамики (в частности, к задачам о динамике точечных вихреисточников [18] и дисси-
пирующих вихрей [31]).

Авторы выражают благодарность Болсинову А.В. и Килину А.А. за полезные обсуж-
дения в ходе работы.
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This paper presents a topological approach to the search and stability analysis of relative
equilibria of three point vortices of equal intensities. It is shown that the equations of motion can
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