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Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Ëàìáà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåàðèçîâàííóþ çàäà÷ó î ñâî-
áîäíûõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëíàõ â îäíîðîäíîé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ãðàíè-
÷àùåé ñ âàêóóìîì è çàïîëíÿþùåé íèæíþþ ïîëóïëîñêîñòü. Îòìåòèì, ÷òî Í.Í. Ìîèñå-
åâ ïîñòðîèë àñèìïòîòèêó óêàçàííîé çàäà÷è äëÿ ìàëîé âÿçêîñòè, ïðèìåíèâ ìåòîä
Âèøèêà-Ëþñòåðíèêà. ÌÃÄ àíàëîãè çàäà÷è Ëàìáà ïðè íàëîæåíèè íà ñèñòåìó ñòàöèî-
íàðíîãî îäíîðîäíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàññìîòðåíû íàìè äëÿ ñëó÷à-
åâ Rm = ∞, Rg - ïðîèçâîëüíî (1996), à òàêæå ïðè Rg = ∞, Rm - ïðîèçâîëüíî (2000),
ãäå Rg, Rm - ãèäðîäèíàìè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ÷èñëà Ðåéíîëüäñà.
Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ íàëè-

÷èÿ êàê ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî, òàê è ìàãíèòíîãî ÷èñåë Ðåéíîëüäñà. Ïðåäñòàâëÿÿ âåðòè-
êàëüíóþ êîìïîíåíòó âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè, èíäóöèðîâàííîãî äâèæåíèåì æèäêî-
ñòè, â âèäå hz(x, z, t) = Z(z) exp(ix+σt), ðàâíî êàê è àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, îñòàëüíûå
èñêîìûå âåëè÷èíû, ïðèäåì ê ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ
ÎÄÓ

(Rg ·Rm)−1M3[Z(z)]− σ
(
Rg

−1 +Rm
−1
)
M2[Z(z)] + (σ2 +A)M [Z(z)] = 0

ãäå σ - èñêîìûé ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, A - ÷èñëî Àëüôâåíà, M = d2

dz2
− 1.

Ñôîðìóëèðóåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

(Rg ·Rm)−1
[
ZV (0)− 4Z ′′′(0) + 3Z ′(0)

]
−Rg

−1σ
[
Z ′′′(0)− 3Z ′(0)

]
−

−Rm−1{
[
Z ′′′(0)− Z ′(0)

]
+

1
σ

[
Z ′′(0)− Z(0)

]
}+ σ2Z ′(0) + Z(0) +A

[
Z ′(0) + Z

]
= 0

- óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû òåíçîðà ïîëíûõ, ò.å. ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêèõ è ìàãíèòíûõ, íàïðÿæåíèé ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ðàçäåëà "æèäêîñòü-
âàêóóì";

Rm
−1
[
ZIV (0)− Z(0)

]
− σ

[
Z ′′(0) + Z(0)

]
= 0

- óñëîâèå îòñóòñòâèÿ âÿçêèõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè (ÑÏ).
Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè êàñàòåëüíîé ñîñòàâëÿþùåé òåíçîðà ìàãíèòíûõ íàïðÿæåíèé
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ÑÏ íîñèò äâîéñòâåííûé õàðàêòåð , à èìåííî: a)Z ′′(0)− Z(0) = 0-
ïðè íàëè÷èè ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ, b)Z ′(0) + Z(0) = 0 - ïðè èõ îòñóòñòâèè. Ïðè
z → −∞ ñòàâèì óñëîâèå |Z(z)| → −∞, ò.å. çàòóõàíèÿ âñåõ âîçìóùåíèé ñ ãëóáèíîé.
Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå ïðîâîäèòñÿ äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ Rg = Rm = R. Äëÿ

ìàëûõ âÿçêîñòåé R−1 = ε2, 0 < ε << 1, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåäóðîé ìåòîäà Âèøèêà-
Ëþñòåðíèêà, ñòðîèòñÿ ðàçëîæåíèå ïåðâîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà è òðè ÷ëåíà òèïà
ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Â ðåçóëüòàòå îïðåäåëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ñîá-
ñòâåííîãî ÷èñëà, õàðàêòåðèçóþùåãî ÷àñòîòó è äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé. Ïîìè-
ìî ýòîãî íàéäåíî "òî÷íîå"èððàöèîíàëüíîå óðàâíåíèå ÷àñòîò, ÷òî ïîçâîëÿåò ñðàâíèòü
àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.

Ðàâíîìåðíàÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ ñåìåéñòâà íåëèíåéíûõ
óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì

Çàéöåâ Â. À. (verba@udm.ru, Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ðîññèÿ),
Òîíêîâ Å. Ë. (eltonkov@udm.ru, Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Ðîññèÿ)

Ïóñòü (Σ, ht) � òîïîëîãè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ êîìïàêòíûì ôàçîâûì ïðî-
ñòðàíñòâîì Σ. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ (σ, x, u) → F (σ, x, u) ∈ Rn, ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíàÿ âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè F ′x, F

′
u íà ìíîæåñòâå Σ×Rn×Rm.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì

ẋ = F (htσ, x, u), (t, x, u) ∈ R× Rn × Rm, (1)

çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà σ ∈ Σ. Äîïóñòèìûì óïðàâëÿåìûì ïðîöåññîì ñèñòåìû (1)
íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ ôóíêöèÿ t → ϕ̂(htσ) :=

(
x̂(htσ), û(htσ)

)
, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-

íàÿ è îãðàíè÷åííàÿ íà R, òàêàÿ ÷òî x̂(htσ), t ∈ R ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1)
ïðè u = û(htσ). Ðàññìîòðèì äîïóñòèìûé ïðîöåññ t → ϕ̂(htσ) äëÿ êàæäîãî σ ∈ Σ.
Ïîëó÷èì ñåìåéñòâî (ϕ̂,Σ) := {t → ϕ̂(htσ), σ ∈ Σ} äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ. Áóäåì ãî-
âîðèòü [1], ÷òî ñåìåéñòâî äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ (ϕ̂,Σ) ðàâíîìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî
ñòàáèëèçèðóåìî ñ ïîêàçàòåëåì α > 0, åñëè íàéäóòñÿ ÷èñëà N > 0, κ > 0, δ > 0 òà-
êèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî σ ∈ Σ íàéäåòñÿ íåïðåðûâíîå óïðàâëåíèå (t, x) → u(t, x, σ) ∈ Rm,
(t, x) ∈ R+ × Oδ

(
x̂(htσ)

)
, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 1) âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî |u(t, x, σ) − û(htσ)| 6 κ; 2) u(t, x̂(htσ), σ) ≡ û(htσ); 3) ëþáîå ðåøåíèå
t→ x(t, σ), t ∈ R+ ñèñòåìû (1) ñ âûáðàííûì óïðàâëåíèåì u = u(t, x, σ) è íà÷àëüíûì
óñëîâèåì x(0, σ) ∈ Oδ(x̂(σ)) óäîâëåòâîðÿåò ïðè âñåõ t > 0 íåðàâåíñòâó

|x(t, σ)− x̂(htσ)| 6 N |x(0, σ)− x̂(σ)| exp(−αt).

Ïîñòðîèì ñèñòåìó ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ â îêðåñòíîñòè äîïóñòèìîãî ïðîöåññà

ẏ = A(htσ)y +B(htσ)v, (y, v) ∈ Rn × Rm, (2)

ãäåA(htσ) := ∂F (htσ,x,u)
∂x

∣∣∣bϕ(htσ)
,B(htσ) := ∂F (htσ,x,u)

∂u

∣∣∣bϕ(htσ)
. Ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ óïðàâ-

ëÿåìûõ ñèñòåì (2) (çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà σ ∈ Σ) íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî âïîëíå
óïðàâëÿåìûì [2], åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû ϑ > 0 è ` > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
σ ∈ Σ è äëÿ ëþáîãî y0 ∈ Rn íàéäåòñÿ èçìåðèìîå óïðàâëåíèå t → v(t, y0, σ), t ∈ [0, ϑ]
òàêîå, ÷òî ðåøåíèå y(t, σ) óðàâíåíèÿ (2) ñ óïðàâëåíèåì v = v(t, y0, σ) ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì y(0, σ) = y0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ y(ϑ, σ) = 0, ïðè ýòîì âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî |v(t, y0, σ)| 6 `|y0|, t ∈ [0, ϑ].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñåìåéñòâî ñèñòåì (2) ðàâíîìåðíî âïîëíå óïðàâëÿåìî. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî α > 0 ñåìåéñòâî äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ (ϕ̂,Σ) ðàâíîìåðíî ýêñïîíåíöèàëüíî
ñòàáèëèçèðóåìî ñ ïîêàçàòåëåì α.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ (ïðîãðàììà
� 11.G34.31.0039) è ãðàíòîì ÐÔÔÈ (ïðîãðàììà 11-01-00380-à).
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