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Ïðåäèñëîâèå

Ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî ñòóäåíòàì ïåð-
âîãî êóðñà. Îíî ñîäåðæèò òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë, ïðèìåðû,
óïðàæíåíèÿ è âàðèàíòû êîíòðîëüíîé ðàáîòû ïî òåìå "Àáñî-
ëþòíàÿ âåëè÷èíà ÷èñëà". Ïîíÿòèå ìîäóëÿ âåùåñòâåííîãî ÷èñëà
ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì â ìàòåìàòèêå. Óìåíèå ðåøàòü óðàâ-
íåíèÿ è íåðàâåíñòâà, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ âåëè÷èíó ïîä çíà-
êîì ìîäóëÿ, òðåáóåòñÿ äëÿ èçó÷åíèÿ òàêèõ äèñöèïëèí êàê àíàëè-
òè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ, ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç è ò.ä. Ðåçóëüòàòîì
îñâîåíèÿ äàííîé òåìû ÿâëÿþòñÿ ñôîðìèðîâàííûå êîìïåòåöèè:

1. ÎÊ-11 � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîäãîòîâêà â îáëàñòè ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè è êîìïüþòåðíûõ íàóê, ãîòîâíî-
ñòüþ ê èñïîëüçîâàíèþ ïîëó÷åííûõ çíàíèé â ïðîôåññèî-
íàëüíîé äåÿòåëüíîñòè;

2. ÎÊ-15 � ñïîñîáíîñòü ê ïèñüìåííîé è óñòíîé êîììóíèêàöèè
íà ðóññêîì ÿçûêå;

3. ÏÊ-4 � óìåíèå ñòðîãî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå;

4. ÏÊ-7 � óìåíèå ãðàìîòíî ïîëüçîâàòüñÿ ÿçûêîì ïðåäìåòíîé
îáëàñòè.

Ìàòåðèàë, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ èçó÷åíèÿ, ïðåäñòàâëåí
øåñòüþ ïàðàãðàôàìè. Êà÷åñòâåííóþ ïîäãîòîâêó ìîæíî ãàðàí-
òèðîâàòü ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè ñòóäåíò ïîñëåäîâàòåëüíî ïðî-
ðàáîòàåò òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë êàæäîãî ïàðàãðàôà è ñàìî-
ñòîÿòåëüíî âûïîëíèò óïðàæíåíèÿ.
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�1 . Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ÷èñëà

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé (èëè ìîäó-
ëåì) äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà a íàçûâàåòñÿ ñàìî ÷èñëî a, åñëè
îíî íå îòðèöàòåëüíî (a > 0) è ÷èñëî −a, åñëè a ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì
îòðèöàòåëüíûì (a < 0).

Ìîäóëü ÷èñëà a îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì |a|. Òàêèì îáðàçîì,

|a| =
{

a, a > 0,

−a, a < 0.
(1.1)

Ï ð è ì å ð 1.1. Íàéäåì | − 6, 1|. Òàê êàê ïîä ìîäóëåì ñòîèò
îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî −6, 1, òî | − 6, 1| = −(−6, 1) = 6, 1.

Ï ð è ì å ð 1.2. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ |π−2| = π−2 (π > 2).

Â ïðèìåðàõ 1.1, 1.2 ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâ ñîäåðæèò çíàê ìîäóëÿ,
à â ïðàâîé ÷àñòè åãî íåò. Áóäåì íàçûâàòü ýòó îïåðàöèþ ðàñêðû-
òèåì ìîäóëÿ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, ãäå ïîä çíàêîì ìîäóëÿ ñòîèò ïåðå-
ìåííàÿ âåëè÷èíà.

Ï ð è ì å ð 1.3. Ðàñêðîåì ìîäóëü |10− 5x|. Åñëè âûðàæåíèå,
íàõîäÿùååñÿ ïî çíàêîì ìîäóëÿ, íåîòðèöàòåëüíî 10 − 5x > 0

( x 6 2 ), òîãäà ìîäóëü ðàñêðûâàåì ñî çíàêîì ïëþñ. Åñëè
10 − 5 x < 0 ( x > 2 ), òî ìîäóëü ðàñêðûâàåì ñî çíàêîì
ìèíóñ, òî åñòü |10−5x| = −(10−5x) = 5x−10. Áóäåì çàïèñûâàòü
ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì

|10− 5x| =
{

10− 5x, x 6 2,

5x− 10, x > 2.
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Ó ï ð à æ í å í è å 1. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå, ðàñêðûòü ìî-
äóëü â ñëåäóþùèõ âûðàæåíèÿõ

1. |1, 27| = · · ·

2. | − 17, 045| = · · ·

3. |2π − 10| = · · ·

4.
∣∣∣∣
1

3
− 1

2

∣∣∣∣ = · · ·

5. |2x− 4| = · · ·

Ìîäóëü î÷åíü âàæåí â ìàòåìàòèêå. Áåç íåãî íåëüçÿ îáîé-
òèñü, êîãäà ïîä êîðíåì êâàäðàòíûì ïîÿâëÿåòñÿ ïîëíûé êâàäðàò
íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ:

√
a2 = |a|.

Ï ð è ì å ð 1.4. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå√
x2 − 2x + 1 +

√
x2 − 6x + 9, åñëè x ∈ [1, 5; 2, 5].

Ð å ø å í è å. Òàê êàê
√

x2 − 2x + 1 = |x− 1| è√
x2 − 6x + 9 = |x− 3|, òî ïðè x ∈ [1, 5; 2, 5] èìååì

√
x2 − 2x + 1 +

√
x2 − 6x + 9 = x− 1− x + 3 = 2.

Î ò â å ò. 2.

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ. Ìîäóëü ÷èñëà
a - ýòî ðàñcòîÿíèå (â åäèíè÷íûõ îòðåçêàõ) îò òî÷êè îòñ÷åòà äî
òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé (a).

Ïóñòü a - ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Íà ðèñóíêå 1.1 ïðåäñòàâ-
ëåíà èëëþñòðàöèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà |a| è | − a|.
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-
-¾ |a|

0 a x

-
-¾ | − a|

0−a x

Ðèñ. 1.1

Ñ ïîìîùüþ ìîäóëÿ óäîáíî çàïèñûâàòü ðàññòîÿíèå ìåæäó
òî÷êàìè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Âîçüìåì äâå òî÷êè ñ êîîðäèíàòà-
ìè (a) è (b). Ïóñòü a < b, òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè
áóäåò ðàâíî |a− b|.

-
-¾|a− b|

ba x

Ðèñ. 1.2

Ï ð è ì å ð 1.5. Îïðåäåëèì äëèíó îòðåçêà AB, åñëè òî÷êè A

è B íà îñè èìåþò êîîðäèíàòû (−4) è (3) ñîîòâåòñòâåííî. Äëè-
íà îòðåçêà AB ðàâíà ìîäóëþ ðàçíîñòè êîîðäèíàò òî÷åê, òàêèì
îáðàçîì | − 4− 3| = | − 7| = 7.

-
-¾|-4 - 3|

3-4 x

Ðèñ. 1.3

Ó ï ð à æ í å í è å 2. Íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé îòìå÷åíû òî÷êè
M è N (ðèñ. 1.4). Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà NM .

7

-
4,6
M

0 1,2
N

x

Ðèñ. 1.4

Ó ï ð à æ í å í è å 3. Òðè òî÷êè A, B è C ëåæàò íà ÷èñëî-
âîé ïðÿìîé. Èõ êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâåííî (40), (−67), (126).
Ñðåäè îòðåçêîâ AB, AC, BC, CA, BA è CB îïðåäåëèòå îòðåç-
êè, èìåþùèå îäèíàêîâóþ äëèíó. Íàéòè ñàìóþ áîëüøóþ äëèíó
è ñàìóþ ìàëåíüêóþ.

Ó ï ð à æ í å í è å 4.

1. Âû÷èñëèòü
(√

28 +
√

12
) ·

√
10−√84.

2. Âû÷èñëèòü
√√

3− 2
√√

3− 1.

3. Âû÷èñëèòü
√

8 + 2
√

7−
√

8− 2
√

7.

4. Âû÷èñëèòü
(√

4 + 2
√

3 +
√

7− 4
√

3
)3

.

5. Âû÷èñëèòü
√
|12
√

3− 21| −
√

21 + 12
√

3.

6. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå x|x− 1|+ x2 ïðè −1 < x < −2.

7. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå x + |1− x|+ 2|x− 2| ïðè 1 < x < 2.

8. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ√
x2 + 4x + 4 +

√
16− 8x + x2, åñëè x = 1, 496.

9. Âû÷èñëèòü f(2, 011), åñëè f(x) = x +
√

x2 − 6x + 9.
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�2 . Îñíîâíûå ñâîéñòâà ìîäóëÿ

Ñâîéñòâî 1. Äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a ñïðàâåäëè-
âî íåðàâåíñòâî |a| > 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ.

Ñâîéñòâî 2. Äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a ñïðàâåäëè-
âî ðàâåíñòâî |a| = | − a|.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè:

1) åñëè a > 0, òî −a 6 0, ñëåäîâàòåëüíî

| − a| = −(−a) = a = |a|;

2) åñëè a < 0, òîãäà −a > 0, ïîýòîìó | − a| = −a = |a|.
Èç 1) è 2) ïîëó÷àåì, ÷òî |a| = | − a|.

Ñëåäñòâèå 2.1. Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a è b âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî |a− b| = |b− a|.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ðàâåíñòâà |a − b| = |b − a| çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A(a) äî òî÷êè B(b) ðàâíî
ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè B(b) äî òî÷êè A(a) (ðèñ. 2.1).

-
-|a− b|

A
a

B
b¾

|b− a|
x

Ðèñ. 2.1

Ñâîéñòâî 3. Äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà a ñïðàâåäëè-
âî äâîéíîå íåðàâåíñòâî −|a| 6 a 6 |a|.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:
1) åñëè a > 0, òî |a| = a è −a 6 0. Îòñþäà |a| > −a, òî

åñòü −|a| 6 a = |a|;
2) åñëè a < 0, òîãäà |a| = −a, à òàê êàê −|a| = a, òî

−|a| = a < |a|.
Èç 1) è 2) ïîëó÷àåì, ÷òî −|a| 6 a 6 |a|.

Ñâîéñòâî 4. Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a è b âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî |a · b| = |a| · |b|.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîèçâåäåíèå a · b ìîæåò áûòü â çàâè-
ñèìîñòè îò a è b êàê íåîòðèöàòåëüíûì, òàê è íåïîëîæèòåëüíûì
(îòðèöàòåëüíûì). Çàïèøåì âñå âàðèàíòû:

1) a > 0 è b > 0 ⇒ a · b > 0;
2) a > 0 è b < 0 ⇒ a · b 6 0;
3) a < 0 è b > 0 ⇒ a · b 6 0;
4) a < 0 è b < 0 ⇒ a · b > 0.
Â ïåðâîì ñëó÷àå |a·b| = a·b = |a|·|b|. Äàëåå |a·b| = −(a·b) =

= a · (−b) = |a| · |b|. Â òðåòüåì ñëó÷àå |a · b| = −(a · b) = −a · b =

= |a| · |b|. È ïîñëåäíèé âàðèàíò: |a · b| = a · b = −a · (−b) = |a| · |b|.

Ñâîéñòâî 5. Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a è b (b 6= 0)
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∣∣∣a
b

∣∣∣ =
|a|
|b| .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû òåì, ÷òî â
äîêàçàòåëüñòâå ñâîéñòâà 4.

Ó ï ð à æ í å í è å 5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåí-
íîãî ÷èñëà a âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî |a|2 = |a2| = a2.
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Ñâîéñòâî 6. Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a è b âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî |a + b| 6 |a|+ |b|.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðâûé ñïîñîá. Ñóììà a + b ìîæåò
áûòü â çàâèñèìîñòè îò a è b êàê íåîòðèöàòåëüíîé, òàê è íåïîëî-
æèòåëüíîé (îòðèöàòåëüíîé). Çàïèøåì âñå âàðèàíòû:

1) åñëè a > 0 è b > 0 ⇒ a + b > 0, ñëåäîâàòåëüíî

|a + b| = a + b = |a|+ |b|;

2) åñëè a < 0 è b < 0 ⇒ a + b < 0, òîãäà

|a + b| = −(a + b) = −a + (−b) = |a|+ |b|;

3) åñëè a > 0, b < 0 è |a| > |b| ⇒ a + b > 0, òîãäà

|a + b| = a + b = a− (−b) = |a| − |b| < |a|+ |b|;

4) åñëè a > 0, b < 0 è |a| < |b| ⇒ a + b < 0, òîãäà

|a + b| = −(a + b) = −a + (−b) = −|a|+ |b| < |a|+ |b|;

5) åñëè a < 0, b > 0 è |a| > |b| ⇒ a + b 6 0, ñëåäîâàòåëüíî

|a + b| = −(a + b) = −a− b = |a| − |b| < |a|+ |b|;

6) åñëè a < 0, b > 0 |a| < |b| ⇒ a + b > 0, òîãäà

|a + b| = a + b = −|a|+ |b| < |a|+ |b|.

Âòîðîé ñïîñîá. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå -

|a + b| > |a|+ |b|.
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Òàê êàê îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íåîòðèöàòåëüíû, âîçâåäåì íåðà-
âåíñòâî â êâàäðàò |a + b|2 > (|a|+ |b|)2. Ïîñêîëüêó |a|2 = a2,
òîãäà a2 + 2ab + b2 > a2 + 2|a| · |b|+ b2. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ
|a| · |b| < ab. Íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, çíà÷èò ñïðàâåäëèâî
îáðàòíîå.

Ñâîéñòâî 7. Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a è b âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî |a− b| > |a| − |b|.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë a è b èìååì
a = b + (a− b). Ïî ñâîéñòâó 6 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|a| = |b + (a− b)| 6 |b|+ |a− b|.
Îòêóäà ïîëó÷àåì |a− b| > |a| − |b|.

Ó ï ð à æ í å í è å 6. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáûõ äâóõ âåùåñòâå-
íûõ ÷èñåë a è b ðàâåíñòâî |a| + |b| = a + b âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà
{

a > 0,

b > 0.

Ó ï ð à æ í å í è å 7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ âåùå-
ñòâåíûõ ÷èñåë a è b ðàâåíñòâî |a + b| = |a| + |b| âûïîëíÿåòñÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ab > 0.

Ó ï ð à æ í å í è å 8. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ âåùå-
ñòâåíûõ ÷èñåë a è b ðàâåíñòâî |a − b| = |a| + |b| âûïîëíÿåòñÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ab 6 0.

Ó ï ð à æ í å í è å 9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ âåùå-
ñòâåíûõ ÷èñåë a è b íåðàâåíñòâî |a| − |b| > 0 èìååò ìåñòî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà a2 − b2 > 0.
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Ó ï ð à æ í å í è å 10. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ âåùå-
ñòâåíûõ ÷èñåë a è b ðàâåíñòâî |a1| + |a2| + . . . + |an| = 0 âûïîë-

íÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà





a1 = 0,

a2 = 0,
...
an = 0.

�3 . Îñíîâíîé ïðèåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

Ï ð è ì å ð 3.6. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x| = 3.

Ð å ø å í è å. Ìîäóëü x - ýòî ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà îòñ÷åòà (0)

äî òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé (x). Ðàññòîÿíèå ðàâíî òðåì. Òàêèõ òî÷åê
íà ÷èñëîâîé îñè äâå. Èõ êîîðäèíàòû (3) è (−3).

Î ò â å ò. x = ±3.

Ï ð è ì å ð 3.7. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x| = −6.

Ð å ø å í è å. Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñòîèò îòðèöàòåëüíîå
÷èñëî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâó 1 ìîäóëÿ. Ïîýòîìó óðàâíåíèå
ðåøåíèé íå èìååò.

Î ò â å ò. Ðåøåíèé íåò.

Ï ð è ì å ð 3.8. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x− 4| = 0.

Ð å ø å í è å. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ñ
êîîðäèíàòîé (x) è òî÷êîé ñ êîîðäèíàòîé (4) ðàâíî íóëþ. Î÷å-
âèäíî, ÷òî äàííàÿ ñèòóàöèÿ áóäåò âîçìîæíà, åñëè ýòè òî÷êè ñîâ-
ïàäóò.

Î ò â å ò. x = 4.
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Ï ð è ì å ð 3.9. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x + 1| = 2.

Ð å ø å í è å. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ñ
êîîðäèíàòîé (x) è òî÷êîé ñ êîîðäèíàòîé (−1) ðàâíî 2 åä. Èçîá-
ðàçèì òî÷êó ñ êîîðäèíàòîé (−1) íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

-
-1 1-3

-¾

x

Ðèñ. 3.1

Îòñ÷èòàåì â ïðàâî è â ëåâî îò ýòîé òî÷êè ïî äâå ìàñøòàá-
íûå åäèíèöû, òîãäà ñïðàâà ïîëó÷èì òîêó ñ êîîðäèíàòîé (1), à
ñëåâà ñ êîîðäèíàòîé (−3). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå èìååò äâà
ðåøåíèÿ.

Î ò â å ò. x = −3; x = 1.

Ó ï ð à æ í å í è å 11. Èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìî-
äóëÿ, ðåøèòü ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ.

1. |2x| = 4.

2. |1− x| = 5.

3. |3x− 5| = −9.

4. |2x + 8| = 0.

Ï ð è ì å ð 3.10. Ðåøèòü óðàâíåíèå |3x + 1| = 5− x.

Ð å ø å í è å. Â äàííîì ñëó÷àå ðåøàòü èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷å-
ñêèé ñìûñë ìîäóëÿ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Âîñïîëüçó-
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åìñÿ îïðåäåëåíèåì 1.1, ðàñêðîåì ìîäóëü

[
{

3x + 1 > 0,

3x + 1 = 5− x,{
3x + 1 < 0,

−(3x + 1) = 5− x,

⇐⇒
[
{

x > −1
3
,

4x = 4,{
x < −1

3
,

−2x = 6.

Î ò â å ò. x = −3; x = 1.

Ïðèâåäåì ÀËÃÎÐÈÒÌ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
(íåðàâåíñòâ) ñ ìîäóëåì:

1) îòìå÷àåì íóëè ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé íà ÷èñëîâîé
ïðÿìîé;

2) â êàæäîì ïîëó÷èâøåìñÿ ïðîìåæóòêå îïðåäåëÿåì çíàêè
ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé;

3) ðåøàåì óðàâíåíèå(íåðàâåíñòâî), íà êàæäîì ïðîìåæóò-
êå è ïðîâåðÿåì ïðèíàäëåæíîñòü ðåøåíèÿ äàííîìó ìíîæåñòâó;

4) çàïèñûâàåì îòâåò èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (íåðàâåíñòâà),
êàê îáúåäèíåíèå ðåøåíèé ïî âñåì ïðîìåæóòêàì.

Ï ð è ì å ð 3.11. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x− 2|+ |4− x| = 3.

Ð å ø å í è å. Îïðåäåëèì çíàêè ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé.

-

-x− 2

4− x

x

x2
4

ppppppppp

ppppppppp
�
+

+
+

+
�

Ðèñ. 3.2
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Ðàñêðîåì ìîäóëè:




{
x < 2,

−x + 2 + 4− x = 3,{
2 6 x 6 4,

x− 2 + 4− x = 3,{
x > 4,

x− 2− 4 + x = 3,

⇐⇒




{
x < 2,

−2x = −3,{
2 6 x 6 4,

2 = 3.{
x > 4,

2x = 9.

Î ò â å ò. x = 1, 5; x = 4, 5.

Ï ð è ì å ð 3.12. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x
2 − 4x|+ 3

x2 + |x− 5| = 1.

Ð å ø å í è å. Îïðåäåëèì çíàêè ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé.

-

-x2 − 4x

x− 5
x

x0 4
5

ppppppppp

ppppppppp

ppppppppp
−
+

−
−

−
+

+

+

Ðèñ. 3.3

Ðàñêðîåì ìîäóëè:








x ∈ (−∞; 0] ∪ [4; 5),

x2 − 4x + 3

x2 − x + 5
= 1,





x ∈ (0; 4),

−x2 + 4x + 3

x2 − x + 5
= 1,





x ∈ [5; +∞),

x2 − 4x + 3

x2 + x− 5
= 1,

⇔








x ∈ (−∞; 0] ∪ [4; 5),

x2 − x + 5 6= 0,

x2 − 4x + 3 = x2 − x + 5,



x ∈ (0; 4),

x2 − x + 5 6= 0,

−x2 + 4x + 3 = x2 − x + 5,



x ∈ [5; +∞),

x2 + x− 5 6= 0,

x2 − 4x + 3 = x2 + x− 5,
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Î ò â å ò. x = −2

3
; x =

1

2
; x = 2.

Ó ï ð à æ í å í è å 12.

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå x|x|+ 8x− 7 = 0.

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x2 − 5x + 4| = 5x− 4.

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x− 2|x− 6x + 8 = 0.

4. Ðåøèòü óðàâíåíèå x2 − 2|x− 1| = 2.

5. Ðåøèòü óðàâíåíèå x2 + 5x− 6

|x− 2| = 2.

6. Ðåøèòü óðàâíåíèå x2 + 2x + 3
|x− 1|
x− 1

= 0.

7. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x− 3| = −x2 + 4x− 3.

8. Ðåøèòü óðàâíåíèå ||x| − 2| = 2.

9. Ðåøèòü óðàâíåíèå x + |x + 1|+ |x + 2| = 3.

10. Ðåøèòü óðàâíåíèå |2x + 4| − 3|5− x| = x.

11. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x2 − 5x + 4|+ |x2 − 5x + 6| = 2.

12. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x− 1|
|x + 3| − 1

= 1.

13. Ðåøèòü óðàâíåíèå x|x|+ 2|x− 2| = 3.

14. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ y = 6, åñëè y = |x+8|−|x|.

15. Íàéäèòå íóëè ôóíêöèè f(x) = |x + 2|x− 1|| − 4x + 1.
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16. Íàéòè àáñöèññû òî÷åê, â êîòîðûõ ãðàôèê ôóíêöèè
y = |x2 − 4x| − 5 ïåðåñåêàåò îñü Ox.

17. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå êîðíåé óðàâíåíèÿ
|x2 − 9|
x− 3

· x− 4x− 12 = 0.

18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x çíà÷åíèÿ ôóíêöèé y = |3x− 9| è
y =

4

|x− 3| − (x− 3)2 ñîâïàäàþò?

19. Íàéòè ïðîèçâåäåíèå êîðíåé óðàâíåíèÿ |3x−4| =
√

(x + 2)2.

�4 . Ðåøåíèå óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ
ñâîéñòâ ìîäóëÿ

Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðèâåäåíû ïðèìåðû óðàâíåíèé, ðåøåíèå
êîòîðûõ îñíîâàíî íà ñâîéñòâàõ ìîäóëÿ. Áåçóñëîâíî ýòè óðàâíå-
íèÿ ìîæíî ðåøàòü ïî îïðåäåëåíèþ, ðàñêðûâàÿ ìîäóëè. Ìîæíî
ðåøèòü çàäàíèÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè è ñðàâíèòü ðåøåíèÿ.

Óðàâíåíèå âèäà |f(x)| = a

Åñëè a < 0, òîãäà óðàâíåíèå ðåøåíèé èìåòü íå áóäåò. Åñëè a = 0,
òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ f(x) = 0. Åñ-
ëè a > 0, òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè

äâóõ óðàâíåíèé:
[

f(x) = a,

f(x) = −a.

Ï ð è ì å ð 4.13. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x3 − 4x2 + x− 2| = 2.
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Ð å ø å í è å. |x3 − 4x2 + x− 2| = 2 ⇔
[

x3 − 4x2 + x− 2 = 2,

x3 − 4x2 + x− 2 = −2.

Ðåøèì ïåðâîå ðàâíåíèå: x3−4x2+x−4 = 0 ⇔ (x2+1)(x−4) = 0,

îòñþäà ïîëó÷àåì êîðåíü x = 4. Ïðåîáðàçóåì âòîðîå óðàâíåíèå ê
âèäó x(x2−4x+1) = 0, èìååì åù¼ òðè ðåøåíèÿ x = 0, x = 2±√3.

Î ò â å ò. x = 0; x = 4; x = 2±√3.

Óðàâíåíèå âèäà |f(x)| = g(x)

Äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå





[
f(x) = g(x),

f(x) = −g(x),

g(x) > 0.

Ï ð è ì å ð 4.14. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x2 − 6x− 3| = x− 3.

Ð å ø å í è å. |x2−2x−3| = x−3 ⇔





[
x2 − 6x− 3 = x− 3,

x2 − 6x− 3 = −x + 3,

x− 3 > 0.

Î ò â å ò. x = 6; x = 7.

Óðàâíåíèå âèäà |f(x)| = |g(x)|

Äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé[
f(x) = g(x),

f(x) = −g(x).

Ï ð è ì å ð 4.15. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x− 7| = |5x + 1|.

Ð å ø å í è å.
[

x− 7 = 5x + 1,

x− 7 = −5x− 1.
Î ò â å ò. x = −2; x = 1.
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Óðàâíåíèå âèäà |f(x)|+ |g(x)| = f(x) + g(x)

Äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå íåðàâåíñòâ
{

f(x) > 0,

g(x) > 0.

Ï ð è ì å ð 4.16. Ðåøèòü óðàâíåíèå

|x2 + x− 6|+ |x2 − x− 6| = 2x2 − 12.

Ð å ø å í è å. Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñòîèò ñóììà ïîäìî-
äóëüíûõ âûðàæåíèé, ñëåäîâàòåëüíî ïåðåõîäèì ê ñèñòåìå íåðà-

âåíñòâ:
{

x2 + x− 6 > 0,

x2 − x− 6 > 0.
Ðåøàåì íåðàâåíñòâà îòäåëüíî.

-

-

tt

ppppppppp

ppppppppp

tt−3 2

−2 3

+−+

+−+
x

x
x2 + x− 6 > 0

x2 − x− 6 > 0

Ðèñ. 4.1

Ðåøåíèåì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ðåøåíèé ýòèõ íåðà-
âåíñòâ.

Î ò â å ò. x ∈ (−∞; −3] ∪ [3; +∞).

Óðàâíåíèå âèäà |f(x) + g(x)| = |f(x)|+ |g(x)|

Äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó f(x) · g(x) > 0.

Ï ð è ì å ð 4.17. Ðåøèòü óðàâíåíèå |3x−2| = |x−1|+|2x−1|.

Ð å ø å í è å. Òàê êàê x− 1 + 2x− 1 = 3x− 2, òî èñõîäíîå óðàâ-
íåíèå ìîæíî çàìåíèòü íåðàâåíñòâîì (x− 1)(2x− 1) > 0.
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-tt
1

2
1

+ − +

x

Ðèñ. 4.2

Î ò â å ò. x ∈ (−∞; 1
2
] ∪ [1; +∞).

Óðàâíåíèå âèäà |f(x)− g(x)| = |f(x)|+ |g(x)|

Äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó f(x) · g(x) 6 0.

Ï ð è ì å ð 4.18. Ðåøèòü óðàâíåíèå |3x−7| = |7x−5|+|4x+2|.
Ð å ø å í è å. Çàìåòèì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè ïîä ìîäóëåì ñòîèò
ðàçíîñòü ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé èç ïðàâîé ÷àñòè. Çíà÷èò ðå-
øåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ñâåñòè ê ðåøåíèþ íåðàâåíñòâà
(7x− 5)(4x + 2) 6 0.

-tt
−1

2

5

7

+ − +

x

Ðèñ. 4.3

Î ò â å ò. x ∈
[
−1

2
;

5

7

]
.

Óðàâíåíèå âèäà α2 · |f(x)|+ β2 · |g(x)| = 0

Äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå óðàâíåíèé
{

f(x) = 0,

g(x) = 0.

Ï ð è ì å ð 4.19. Ðåøèòü óðàâíåíèå

2|x2 + 3x− 40|+ 7|x2 − 7x + 10| = 0.
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Ð å ø å í è å. Óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå óðàâíåíèé{
x2 + 3x− 40 = 0,

x2 − 7x + 10 = 0.
Ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò êîðíè −8 è 5. Êîð-

íè âòîðîãî óðàâíåíèÿ 2 è 5. Ðåøåíèå ñèñòåìû - x = 5.

Î ò â å ò. x = 5.

Ó ï ð à æ í å í è å 13.

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x2 − x− 5| = 1.

2. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x2 − x− 1| = 1.

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x2 + x− 1| = 2x− 1.

4. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x2 − 2x| = 3− 2x.

5. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x + 4| = |5x− 3|.

6. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x2 − 1| = |x2 − 2x|.

7. Ðåøèòü óðàâíåíèå |4x + 7|+ |2x− 3| = 6x + 4.

8. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x2 − 4x|+ |16− x2| = 16− 4x.

9. Ðåøèòü óðàâíåíèå |2− x| = |10− 2x|+ |x− 8|.

10. Ðåøèòü óðàâíåíèå |2x2 − 2x + 2| = |x2 + x|+ |x2 − 3x + 2|.

11. Ðåøèòü óðàâíåíèå |18− 3x| = |10− 2x|+ |x− 8|.

12. Ðåøèòü óðàâíåíèå |y + 3x− 13|+ |x + 4y − 19| = 0.

13. Ðåøèòü óðàâíåíèå |2x + 3y − 5|+ |3x− y − 2| = 0.

14. Ðåøèòü óðàâíåíèå√
x + 3− 4

√
x− 1 +

√
x + 8− 6

√
x− 1 = 0.
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�5 . Ïðîñòåéøèå íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì

Íåðàâåíñòâà âèäà

|x| < a, |x| 6 a, |x| > a, |x| > a,

ãäå a > 0, áóäåì íàçûâàòü ïðîñòåéøèìè íåðàâåíñòâàìè ñ ìîäó-
ëåì.

Ïóñòü |x| < a, ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòî-
ÿíèå ìåæäó òî÷êàìè O(0) è A(x) äîëæíî áûòü ìåíüøå a. Íà
ðèñóíêå 5.1 âèäíî, ÷òî òî÷êà A ìîæåò íàõîäèòüñÿ íà èíòåð-
âàëå (−a; a). Òî åñòü x óäîâëåòâîðÿåò äâîéíîìó íåðàâåíñòâó
−a < x < a.

-
0

d
a

d−a x

Ðèñ. 5.1

Â ñëó÷àå íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà |x| 6 a, òî÷êà A(x) íàõîäèòñÿ
íà îòðåçêå [−a; a].

Åñëè |x| > a, òîãäà ðàññòîÿíèå ìåæäó O(0) è A(x) äîëæíî
áûòü áîëüøå a. Ýòî áóäåò âîçìîæíî ïðè óñëîâèè, ÷òî òî÷êà A(x)

ëåæèò ëèáî ïðàâåå òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé (a), ëèáî ëåâåå òî÷êè ñ
êîîðäèíàòîé (−a) (ñì. ðèñ. 5.2). Òàêèì îáðàçîì,

x ∈ (−∞; −a) ∪ (a; +∞).

-
0

d
a

d−a x

Ðèñ. 5.2
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Ïðîñòåéøèå íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì ìîæíî çàìåíÿòü íà
ðàâíîñèëüíûå äâîéíûå íåðàâåíñòâà èëè íà ñîâîêóïíîñòè íåðà-
âåíñòâ:

|x| < a ⇔ −a < x < a, |x| 6 a ⇔ −a 6 x 6 a, (5.1)

|x| > a ⇔
[

x > a,

x < −a,
|x| > a ⇔

[
x > a,

x 6 −a.
(5.2)

Ï ð è ì å ð 5.20. Èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ,
ðåøèòü íåðàâåíñòâî |4x− 2| < 5.

Ð å ø å í è å. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàì äàíî ñëåäóþùåå: ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó òî÷êàìè A(4x) è B(2) ìåíüøå 5. Îòìåòèì íà ÷èñëî-
âîé ïðÿìîé òî÷êó B(2). Âïðàâî è âëåâî îò òî÷êè B(2) îòìåðèì 5
ìàøòàáíûõ åäèíèö. Ïîëó÷àåì òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (7) è (−3)

ñîîòâåòñòâåííî.

-
B

2
d
7

d−3 x

Ðèñ. 5.3

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà A(4x) ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (−3; 7).
Òîãäà x ∈

(
−3

4
;

7

4

)
.

Îòìåòèì, ÷òî äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî áûëî ðåøàòü, èñïîëü-
çóÿ ôîðìóëó 5.1, òîãäà −5 < 4x − 2 < 5. Ðåøèâ äâîéíîå íåðà-
âåíñòâî, ïîëó÷èì îòâåò.

Î ò â å ò. x ∈
(
−3

4
;

7

4

)
.
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Ó ï ð à æ í å í è å 14. Èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìî-
äóëÿ, ðåøèòü ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà.

1. |2x− 3| < 1.

2. |3− x| 6 5.

3. |5x + 7| < −3.

4. |x + 2| > −4.

5. |3x− 4| > 8.

6. |4x + 5| > 2.

7. |9x− 2, 7| 6 0.

�6 . Îñíîâíîé ïðèåì ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâ
ñ ìîäóëåì

Ï ð è ì å ð 6.21. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

|x| − 2|x− 2|+ 3|x + 5| > 2x.

Ð å ø å í è å. Îïðåäåëèì çíàêè ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé.

-

-

-

ppppppppppppppp

ppppppppppppppp

ppppppppppppppp−5

2

0

−
−
−

+

−
−

+

−
+

+

+

+

x

x

x

x + 5

x− 2

x

Ðèñ. 6.1

25

Ðàñêðîåì ìîäóëè:




{
x < −5,

−x + 2x− 4− 3x− 15 > 2x,{
−5 6 x < 0,

−x + 2x− 4 + 3x + 15 > 2x,{
0 6 x < 2,

x + 2x− 4 + 3x + 15 > 2x,{
x > 2,

x− 2x + 4 + 3x + 15 > 2x.

Ðåøèì êàæäóþ ñèñòåìó îòäåëüíî.




x < −5,

x 6 −19

4

-d t
−5 −19

4

x
Ðèñ. 6.2




−5 6 x < 0,

x > −11

2

-t t d
−5, 5 −5 0

x
Ðèñ. 6.3





0 6 x < 2,

x > −11

4

-t t d
−2, 75 0 2

x
Ðèñ. 6.4

Ðåøåíèåì ïîñëåäíåé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê x ∈ [2; +∞).

Îáúåäèíÿåì ðåøåíèå âñåõ ñèñòåì. Ïîëó÷àåì, ÷òî x - ëþáîå ÷èñ-
ëî.

Î ò â å ò. x ∈ (−∞; +∞).

Ó ï ð à æ í å í è å 15.

1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 4|x + 2| < 2x + 10.
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2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 5x− |2x + 1| > 3.

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî x2 6 |x− 2|.

4. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî 3|x + 1| 6 3− x.

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |x2 + 4x + 3| > x + 3.

6. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî x2 − 2|x|
x− 3

> 0.

7. Íàéäèòå äëèíó ïðîìåæóòêà, ÿâëÿþùåãîñÿ îáëàñòüþ ðåøå-
íèÿ íåðàâåíñòâà |x + 3|

x2 + 5x + 6
> 2.

8. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |1− 3x| − |x + 2| > 2.

9. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |3x + 1| − |x + 2| < 1.

10. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |x|+ |x− 1| 6 1.

11. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |x + 1|+ |x− 4| > 7. Â îòâåòå óêàæèòå
íàèìåíüøåå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå x, óäîâëåòâîðÿþùåå äàí-
íîìó íåðàâåíñòâó.

12. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî x|x + 5|+ 6 > 0.

13. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |x + 3|+ x

x + 2
> 1.

14. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî x+4 6 2|x+1|−1. Íàéäèòå íàèáîëüøåå
îòðèöàòåëüíîå öåëîå x, óäîâëåòâîðÿþùåå äàííîìó íåðàâåí-
ñòâó.

15. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |2− x| − x

|x− 3| − 1
< 2.
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Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ïî òåìå
�Óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì�

Âàðèàíò 1

1. Âû÷èñëèòü
√

24− 12
√

2 +
√

57− 28
√

2.

2. Èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ, ðåøèòü óðàâíå-
íèå |6x + 4| = 7 è íåðàâåíñòâî |1− 2x| > 3.

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x2 + 2x + 2|+ |x2 + 2x− 3| = 5.

4. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |x− 1|+ x2 > 1.

5. Ðåøèòü óðàâíåíèå |4x− 5|+ |2x + 6| = |6x + 1|.

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ïî òåìå
�Óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì�

Âàðèàíò 2

1. Âû÷èñëèòü
√

43− 24
√

3 +
√

76− 42
√

3.

2. Èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ, ðåøèòü óðàâíå-
íèå |4x− 7| = 2 è íåðàâåíñòâî |4− 9x| 6 11.

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x2 − 3x + 7|+ |x2 − 3x + 2| = 9.

4. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |5x− 10| − x2 6 10.

5. Ðåøèòü óðàâíåíèå |4x− 5|+ |2x + 6| = |2x− 11|.
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Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ïî òåìå
�Óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì�

Âàðèàíò 3

1. Íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè y = 2x − √4x2 − 12x + 9 â òî÷êå
x0 =

√
11.

2. Èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ, ðåøèòü óðàâíå-
íèå |4− 5x| = 6 è íåðàâåíñòâî |2x + 6| > 4.

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x2 + x + 2|+ |x2 + x− 2| = 4.

4. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |3x− 6|+ x2 6 2.

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |x2 − 4x + 3|+ |x2 + 3x− 18| 6 0.

Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà ïî òåìå
�Óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì�

Âàðèàíò 4

1. Íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè y = 3x +
√

9x2 − 30x + 25 â òî÷êå
x0 = 1, 2011.

2. Èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ, ðåøèòü óðàâíå-
íèå |9− 2x| = 5 è íåðàâåíñòâî |4x + 7| < 33.

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x2 − 2x + 2|+ |x2 − 2x− 3| = 5.

4. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |2x− 4| − x2 > 1.

5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |x2 − 9x + 20|+ |x2 − x− 12| 6 0.
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Îòâåòû

Ó ï ð à æ í å í è å 4.

1. 8. 2. 1−
√√

3− 1. 3. 2. 4. 27.

5. − 6. 6. x. 7. 3. 8. 6.

9. 3.

Ó ï ð à æ í å í è å 11.

1. ± 2. 2. − 4; 6.

3. Ðåøåíèé íåò. 4. − 4.

Ó ï ð à æ í å í è å 12.

1.
√

23− 4. 2. 5±√17.
3. − 2± 2

√
3;

4 + 2
√

2.

4. 2; −1−√5. 5.
−7±√89

2
. 6. − 3.

7. 2; 3. 8. ± 4; 0. 9. − 6; 0.

10. 2, 75; 9, 5 11. [1, 2] ∪ [3, 4]. 12. − 0, 5.

13. −√2− 1; 1. 14. − 1. 15. 0, 6.

16. − 1; 5. 17. − 12. 18. 2; 4.

19. 0, 5; 3.
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Ó ï ð à æ í å í è å 13.

1. − 2; 3;
1±√17

2
. 2. ± 1; 0; 2.

3. 1;
−3 +

√
17

2
. 4. −√3; 1.

5. − 1

6
;

7

4
. 6.

1

2
;

1±√3

2
.

7. [1, 5; +∞). 8. [−4; 0] ∪ {4}.
9. [5; 8].

10. (−∞; −1] ∪ [0; 1] ∪ [2; +∞).

11. (−∞; 5] ∪ [8; +∞). 12. x = 3, y = 4.

13. x = 1, y = 1. 14. Ðåøåíèé íåò.

Ó ï ð à æ í å í è å 14.

1. (1; 2). 2. [−2; 8].

3. Ðåøåíèé íåò. 4. (−∞; +∞).

5. (−∞; −4/3] ∪ [4; +∞).

6. (−∞; −7/4) ∪ (−3/4; +∞).

7. 0, 3.
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Ó ï ð à æ í å í è å 15.

1. (−3; 1).

2. x >
4

3
.

3. [−2; 1].

4. [−3; 0].

5. (−∞; −2] ∪ [0; +∞).

6. (−2; 0) ∪ (0; 2) ∪ (3; +∞).

7. 0, 5.

8. (−∞; −0, 75) ∪ (1, 5; ∞).

9. (−1; 1).

10. [0; 1].

11. 6.

12. (−6; −3) ∪ (−2; +∞).

13. (−5; −2) ∪ (−1; +∞).

14. − 2.

15. (−∞; 2) ∪ (4; +∞).
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