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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность

Классической задачей управления динамическим объектом является за-

дача о нахождении для системы

ẋ = Ax+ Bu, x ∈ R
n, u ∈ R

m, t ∈ R

такого управления u = Ux, что спектр матрицы A+BU совпадает с задан-

ным множеством. Здесь управление u = Ux называется обратной связью.

В 1987 г.1 Г. Г. Исламовым была впервые поставлена и решена задача

о минимальном ранге линейной обратной связи для случая управления

спектром линейных операторов в конечномерных пространствах. В 1989 г.2

получено обобщение на случай автономных систем с бесконечным числом

степеней свободы, а в 1999 г.3 Г. Г. Исламов распространил результаты о

минимальном ранге на случай периодических систем с конечным числом

степеней свободы.

Была поставлена задача переноса результатов на случай периодических

по времени систем с бесконечным числом степеней свободы, так как раз-

работанная техника исследования задачи о минимальном ранге обратной

связи позволяет это сделать.

1Исламов Г. Г. Об управлении спектром динамической системы // Дифференц. уравнения. 1987. Т.
23, №8. С. 1299–1302.

2Исламов Г. Г. Экстремальные возмущения замкнутых операторов // Изв. вузов. Математика. 1989.
№1. С. 35–41.

3Исламов Г. Г. Об одном свойстве мультипликаторов линейных периодических систем // Изв. вузов.
Математика. 1999. №2. С. 57–59.
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Цель работы

Целью диссертационной работы является постановка задачи о назначе-

нии дискретного спектра для системы

ẋ = A(t)x+ u(t), A(t) = A(t+ ω), t, ω ∈ R,

где конечномерное управление u(t) формируется в виде линейной обратной

связи

u(t) = −B(t)F (t)−1x(t),

F (t) = X(t) exp(−tK), K = 1
ω

lnX(ω), X(t) — матрицант системы ẋ =

A(t)x, и ω-периодическая оператор-функция B(t) имеет наименьший воз-

можный ранг, и решение этой задачи для случаев, когда x(t) принадлежит

бесконечномерному гильбертовому или банаховому пространству.

Общие методы исследования

В работе использовались методы теории периодических систем и теории

показателей Ляпунова. При построении примеров производился числен-

ный расчет и визуализация результатов с использованием пакета Wolfram

Research Mathematica 5.1.

Научная новизна

Все основные результаты диссертационной работы являются новыми и

получены автором самостоятельно.

1. Для радиотехнических схем, состоящих из нескольких связанных элек-

трических колебательных контуров, получен математический вид об-

ратной связи минимального ранга, меняющей спектр собственных ко-

лебаний заданным образом, и рассчитаны конструктивные эле-
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менты схемы, соответствующие полученному виду возмущений. Рас-

смотрены случаи простого и кратного спектра.

2. Приведен вид возмущения минимального ранга, переводящего соб-

ственные значения λlk конечной кратности самосопряженного опера-

тора из заданного множества Ω в заданное множество Θ. Для нормы

возмущения дана неулучшаемая оценка снизу.

3. Для стационарного оператора Гамильтона с потенциалом вида

U(x) =







x2, x > 0

+∞, x < 0

построены простые возмущения минимального ранга, изменяющие

спектр оператора заданным образом.

4. Доказана теорема о минимальном ранге возмущения конечномерной

периодической системы с ω-периодическим по времени t оператором

A(t), при каждом t действующем в банаховом пространстве B.

5. Для неавтономной системы с ω-периодическим по времени операто-

ром A(t), действующем в сепарабельном гильбертовом пространстве и

компактном при каждом t, приведен вид возмущения минимального

ранга, переводящего дискретные собственные значения оператора мо-

нодромии данной системы из заданного множества Ω в заданное мно-

жество Θ. Рассмотрены случаи как простого, так и кратного спектра.

Получены оценки снизу нормы возмущения.

6. Для уравнения в частных производных вида

(

α
∂2

∂t2
+ β

∂

∂t

)

u(t) + a(t)Du(t) = 0, a(t+ ω) = a(t), t ∈ R,

где D — линейный оператор из H в H, имеющий компактную резоль-

венту R(λ), найден вид возмущения, переводящего заданное подмно-

жество Ω спектра оператора монодромии в заданное множество Θ.
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7. Для задачи распространения тепла в тонком стержне с периодическим

по времени коэффициентом температуропроводности найден вид воз-

мущения, переводящего заданное подмножество Ω спектра оператора

монодромии в заданное множество Θ.

Теоретическая и практическая ценность

Диссертация носит как теоретический, так и прикладной характер. Её

результаты могут быть использованы при решении задач управления пе-

риодическими динамическими системами, динамическими системами, опи-

сываемыми уравнениями математической физики.

Апробация работы

Основные результаты диссертации докладывались и обсуждались на:

• Научном семинаре кафедры вычислительной математики УдГУ

(Ижевск, 2000-2005);

• Ижевском городском семинаре по дифференциальным уравнениям и

теории управления (2004, 2005);

• Научном семинаре кафедры численного и функционального анализа

ННГУ (Нижний Новгород, 2005);

• Воронежской зимней математической школе. Современные методы тео-

рии функций и смежные проблемы (Воронеж, 2001, 2005);

• Воронежской весенней математической школе. Современные методы

теории краевых задач (Воронеж, 2004, 2005);

• Пятой Российской университетско-академической научно-

практической конференции (Ижевск, 2001);

Публикации

По результатам выполненных исследований опубликовано 9 работ.
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Структура и объем работы

Диссертация состоит из введения, трех глав, списка литературы и при-

ложения. Общий объем диссертации — 108 страниц, список литературы

содержит 39 наименований.

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении отмечено место данной диссертационной работы в совре-

менных исследованиях, кратко изложены результаты, полученные диссер-

тантом и другими исследователями в этой области.

Глава 1 носит обзорный характер.

В первом параграфе главы 1 подробно рассмотрены результаты

Е. Л. Тонкова и С. Н. Поповой, относящиеся к вопросам управляемости ли-

нейных систем.

Параграф 2 главы 1 посвящен управлению энергетическим спектром

квантовомеханической системы (оператор Гамильтона) с помощью возму-

щения потенциала. Построен численный пример возмущения потенциала,

меняющего дискретный спектр заданным образом.

В главе 2 для автономной системы рассмотрена задача о минимальном

ранге линейной обратной связи

ẋ = Ax−Kx,

rankK → min, (1)

σ(A−K) ∩ Ω = ∅,

Θ ⊂ σ(A−K),

где Ω, Θ — заданные множества, σ(A−K) — спектр A−K. Таким обра-
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зом, добавлением линейной обратной связи осуществляется перевод точек

дискретного спектра из множества Ω в множество Θ.

В первом параграфе главы 2 для случая, когда x(t) — элемент множе-

ства n-мерных векторов Fn для каждого t ∈ R, A — элемент множества

n× n матриц Fn×n, а F — некоторое числовое поле, доказана следующая

теорема, устанавливающая минимальное значение ранга возмущения K.

Теорема 1. Минимальный ранг допустимого возмущения равен макси-

мальной геометрической кратности чисел λ ∈ Ω

max
λ∈Ω

dimker(λE −A) = min rankK, (2)

где минимум берется по всем допустимым возмущениям K.

Во втором параграфе главы 2 для радиотехнических схем, состоящих

из нескольких связанных электрических колебательных контуров, полу-

чен математический вид обратной связи минимального ранга, меняющей

спектр собственных колебаний заданным образом.

L1

R1

C1
I1

L2 R2

C2

I2

L3

R3

C3 I3

Iсвязи

а. Простой спектр

L1

R1

C1
I1

L2

R2

C2
I2

б. Кратный спектр

Значения параметров системы были выбраны близкими к критическим,

значениям, за которыми в системе становятся невозможными собственные

колебания.
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Были рассчитаны конструктивные элементы схемы, соответствующие

математическому виду возмущения, повышающего добротность колеба-

тельной системы.

В третьем параграфе главы 2 рассмотрено обобщение теоремы 1 на слу-

чай целенаправленного перевода точек спектра из множества Ω в заданное

множество Θ для замкнутого оператора A, действующего в сепарабельном

гильбертовом пространстве.

Доказана следующая теорема, дающая оценку изменения спектра опе-

ратора A−K при его приближенном построении.

Теорема 2. Для любого ограниченного K̃ справедливо σ(A −K + K̃) ⊂

Uδ(σ(A−K)), где δ такое, что

‖K̃‖ < min
ξ∈∂Uδ(σ(V ))

‖R(ξ;V )‖−1.

∂Uδ(σ(V )) — граница δ-окрестности множества σ(A−K).

В параграфе 4 главы 2 для самосопряженного оператора A, не зави-

сящего от времени t, действующего в сепарабельном гильбертовом про-

странстве H, построен вид возмущения минимального ранга, переводящего

простой спектр из заданного множества Ω в заданное множество Θ.

Пусть возмущаемый самосопряженный оператор A действует в сепара-

бельном гильбертовом пространстве H по закону

Au =

n
∑

k=1

λk〈u, ψk〉ψk, u ∈ H, (3)

где {ψk}n
k=1 — ортонормированная система элементов из H и {λk}n

k=1 —

однократные собственные значения, образующие точечный спектр σp(A)

оператора A, n — ранг оператора A, n 6 ∞.

Рассмотрим одноранговое возмущение K : H → H в виде

Ku = 〈u, b〉a, u ∈ H, (4)
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где

a =
n

∑

j=1

νjψj , b =
n

∑

j=1

βjψj , (5)

{νj}j>1, {βj}j>1 — квадратично суммируемые последовательности ком-

плексных чисел. Возмущения (4) должны переводить собственные значе-

ния оператора A из Ω в некоторое заданное множество Θ так, чтобы вы-

полнялось равенство

σp(A−K) = Θ ∪ (σp(A) \ Ω). (6)

Для возмущений вида (4) справедлива теорема, дополняющая работу4.

Теорема 3. Для того чтобы можно было перевести заданное подмно-

жество Ω = {λk1
, . . . , λkm

} изолированных собственных значений опера-

тора (3) в произвольно заданное подмножество Θ = {κ1, . . . , κm} (Θ∩Ω =

∅) с помощью однорангового возмущения вида (4) необходимо и достаточ-

но выполнение следующих условий:

а) νjβj = 0 для индексов j, не принадлежащих множеству Λ =

{k1, . . . , km};

б) νki
βki

=
P (λki

)
m
∏

j=1,j 6=i

(λki
−λkj

)
, i = 1,m, где P (λ) — многочлен степени m

со старшим коэффициентом, равным единице, корни которого образуют

подмножество множества Θ∪ (σp(A)\Ω), причем множество Θ\σp(A)

целиком лежит в множестве корней P (λ).

Дана оценка погрешности перевода собственных значений из Ω в задан-

ное множество Θ.

Для

γj=̇νkj
βkj

=

m
∏

i=1

(λkj
− κi)

m
∏

i=1,i6=j

(λkj
− λki

)

=̇fj(λ, κ)

4Исламов Г. Г. Свойства одноранговых возмущений // Изв. вузов. Математика. 1989. №4. С. 29–35.
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справедливо

dγ =
Df

Dκ
dκ,

где λ — вектор (λk1
, . . . , λkm

)T , κ — вектор (κ1, . . . , κm)T , f(λ, κ) =

(f1(λ, κ), . . . , fm(λ, κ))T , Df
Dκ

— матрица Якоби преобразования f по пере-

менным κ.

Для якобиана получено его выражение через значения λ и κ:

∣

∣

∣

∣

Df

Dκ

∣

∣

∣

∣

= −

m−1
∏

i=1

m
∏

j=i+1

(κi − κj)

m
∏

i=2

i−1
∏

j=1

(λki
− λkj

)

.

В параграфе 5 главы 2 приведен вид возмущения минимального ранга,

переводящего собственные значения λlk конечной кратности из заданного

множества Ω в заданное множество Θ для следующей задачи.

Пусть A — самосопряженный оператор, действующий в сепарабельном

гильбертовом пространстве H, имеющий ортонормированную систему соб-

ственных функций {ϕi,j}, λi — собственные значения оператора A геомет-

рической кратности mi, причем 1 6 m1 6 m2 . . .. В данном случае для

оператора A имеет место спектральное разложение

A =
∞

∑

i=1

mi
∑

j=1

λi〈·, ϕi,j〉ϕi,j. (7)

Пусть задано некоторое Ω = {λl1, . . . , λlm} — непустое подмножество

спектра σ(A). Необходимо, возмущая оператор A конечномерным возму-

щением минимального ранга K, перевести все собственные значения λlk

оператора A из множества Ω в произвольное множество Θ = {θ1, . . . , θm},

являющееся подмножеством спектра σ(A−K), комплексной плоскости C.
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Для возмущения K вида

K =

m
∑

s=1

〈·, bs〉as, as ∈ H, bs ∈ H,

где

as =

∞
∑

i=1+ls−1

min(mls ,mi)
∑

j=1+mls−1

νijϕi,j,

bs =

∞
∑

i=1+ls−1

min(mls ,mi)
∑

j=1+mls−1

βijϕi,j,

{νi′j′}, {βi′j′}, i′ = 1,∞, j ′ = 1,mi′ — квадратично суммируемые последо-

вательности комплексных чисел, причем будем полагать l0 = 0, m0 = 0,

сформулирована и доказана следующая теорема, дополняющая работу 4).

Теорема 4. Для того чтобы можно было перевести заданное подмно-

жество Ω = {λl1, . . . , λlm} изолированных собственных значений операто-

ра (7) в произвольно заданное подмножество Θ = {θ1, . . . , θm}, Ω∩Θ = ∅

комплексной плоскости C с помощью возмущения вида (), необходимо и

достаточно существования двух квадратично суммируемых последова-

тельностей {νij}, {βij}, i = 1,∞, j = 1,mi таких, что выполнены следу-

ющие условия:

а) νijβij = 0 для всех индексов i, не принадлежащих множеству индексов

удаляемых собственных чисел Λ = {l1, . . . , lm};

б) νlijβlij =
P (λli)

m
∏

k=1,k 6=i

(λli − λlk)
, где P (µ) =

m
∏

k=1

(µ− θk) — многочлен степени

m со старшим коэффициентом, равным единице, корни которого совпа-

дают со значениями из Θ.
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Для нормы возмущения дана неулучшаемая оценка снизу

‖K‖ >

m
∑

i=1

|P (λli)|/
m

∏

k=1

k 6=i

|λli − λlk |.

В параграфе 6 главы 2 для стационарного оператора Гамильтона с по-

тенциалом вида

U(x) =







x2, x > 0

+∞, x < 0

построены простые возмущения минимального ранга, изменяющие спектр

оператора заданным образом.

Глава 3 посвящена управлению спектром оператора монодромии пе-

риодических систем. Она содержит бо́льшую часть основных результатов

диссертационной работы.

Параграф 1 главы 3 посвящен построению вида возмущения, переводя-

щего собственные значения из заданного множества Ω в заданное множе-

ство Θ для произвольной приводимой неавтономной системы в банаховом

пространстве B. Этот параграф содержит обоснование подхода, развитого

в главе 3.

Пусть задана управляемая система

ẋ = A(t)x+ u(t), (8)

где управление u(t) для каждого t принадлежит B и строится по принципу

обратной связи

u(t) = −K(t)x(t). (9)

Пусть система (8) асимптотически эквивалентна системе

ẏ = By + v(t), v(t) ∈ B (10)
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с преобразованием Ляпунова

y = L(t)x, y ∈ B, L(t) : B → B, (11)

и оператор B имеет компактную резольвенту.

Для этого случая сформулирована и доказана следующая теорема.

Теорема 5. Для системы (8) такой, что существуют B и L(t), для

которых выполнено

A(t) = L−1(t)BL(t)− L−1(t)L̇(t),

и произвольного Ω такого, что пересечение множества характеристи-

ческих показателей χ(A(t)) решений однородной системы ẋ = A(t)x с Ω

пусто или состоит лишь из конечного числа точек, с управлением

u(t) = −L−1(t)SL(t)x,

где S — возмущение, переводящее точки спектра σp(B)∩Ω в произвольное

заданное множество Θ (Θ ∩ Ω = ∅), пересечение Ω ∩ χ(A−K) пусто.

В том случае, когда оператор A(t) — ω-периодический по времени t,

преобразование Ляпунова L(t) известно и может быть получено из пред-

ставления Флоке.

В параграфе 3 главы 3 поставлена и разрешена задача о минималь-

ном ранге обратной связи для периодической системы с компактной при

каждом t ∈ R оператор-функцией A(t).

В банаховом пространстве B рассмотрена управляемая система

ẋ = A(t)x+ u(t), t ∈ R, (12)

где при каждом t линейный оператор A(t), действующий из B в B, ком-
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пактен, а x(t) и u(t) являются элементами B. Кроме того, пусть A(t)—

ω-периодический по времени t, сильно измеримый и интегрируемый по

Бохнеру на отрезке [0, ω] оператор.

Для оператора Коши X(t) соответствующей невозмущенной однород-

ной системы следует существование представления Флоке

X(t) = F (t) exp(tQ) (13)

в виде произведения периодической дифференцируемой оператор-функции

F (t), имеющей ограниченный обратный оператор F −1(t), на операторную

экспоненту exp(tQ) с постоянным оператором Q.

Рассмотрено возмущение u(t) следующего вида

u(t) = −K(t)x(t) = −B(t)F−1(t)x(t).

Наложено требование, чтобы возмущение, привносимое в систему, име-

ло минимально возможный ранг, понимаемый в следующем смысле.

Определение 1. Если оператор B из множества [B], то его рангом

назовем число rankB = dim{Bz|z ∈ B}.

Данная задача носит экстремальный характер и может быть записана

в виде

rankB → min,

σ(X(ω)) ∩ Ω = ∅.
(14)

Сформулирована и доказана следующая теорема.

Теорема 6. Пусть Ω — произвольное подмножество C такое, что его

замыкание Ω не содержит единицу. Тогда

max
ρ∈Ω

dimker(X(ω) − ρI) = min rankB,

где минимум берется по всем ω-периодическим операторам B(t), для ко-
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торых спектр оператора монодромии возмущенной системы (12) не пе-

ресекается с множеством Ω.

В следующей теореме дана оценка погрешности приближенного постро-

ения возмущения.

Теорема 7. Пусть Ω — замкнутое подмножество комплексной плоско-

сти и Q — ограниченный оператор, определенный на всем пространстве

B, либо Ω — компактное подмножество и Q — замкнутый оператор.

Тогда всякий конечномерный оператор K̃(t) = F (t)S̃F−1(t) такой, что

rank S̃ = rankS, ‖S − S̃‖ < minλ∈Ω ‖R(λ;Q − S)‖−1, также будет реше-

нием задачи (14).

Параграф 4 главы 3 посвящен построению вида возмущения, изменяю-

щего спектр оператора монодромии заданным образом.

Для сепарабельного гильбертова пространства H рассмотрена управ-

ляемая система (12). В спектре σ
(

X(ω)
)

задано подмножество собствен-

ных значений, не содержащее единицы, Ω = {ρk1
, . . . , ρkl

} такое, что любое

собственное значение ρ из Ω имеет конечную геометрическую кратность.

Кроме того, задано множество Θ = {θ1, . . . , θl} такое, что Θ ∩ Ω = ∅.

Для возмущения u(t) справедлива теорема.

Теорема 8. Пусть Ω = {ρk1
, . . . , ρkl

} — заданное подмножество спек-

тра σ
(

X(ω)
)

, Θ = {θ1, . . . , θl} — заданное множество такое, что Ω∩Θ =

∅. Тогда возмущение вида u(t) = −F (t)SF−1(t)x(t) переводит Ω в Θ, где

вид S определен теоремой 4.

Для изучения асимптотического поведения решения дана оценка нормы

возмущения K(t) при t = ω:

‖K(ω)‖ >

l
∑

i=1

|P (exp(ωλki
))|

∏

j=1

j 6=i

| exp(ωλki
) − exp(ωλkj

)|
.
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Отсюда автоматически следует оценка

max
t∈[0,ω]

‖K(t)‖ >

l
∑

i=1

|P (exp(ωλki
))|

∏

j=1

j 6=i

| exp(ωλki
) − exp(ωλkj

)|
.

В параграфе 5 главы 3 для уравнения вида

Ptu(t) + a(t)Du(t) = 0, (15)

где u(t) — для каждого t ∈ R является элементом H,

Pt = α ∂2·
∂t2

+ β ∂·
∂t

, α, β ∈ C, α 6= 0,

a(t) — ω-периодическая непрерывная функция,

D — линейный оператор из H в H, имеющий компактную резольвенту

R(λ) = (D − λI)−1, H — некоторое гильбертово пространство, найден вид

возмущения, переводящего заданное подмножество Ω = {ρk1
, . . . , ρkl

} спек-

тра σ
(

X(ω)
)

в заданное множество Θ.

Пусть оператор D имеет в H полную ортонормированную систему соб-

ственных функций {ψn} таких, что они являются решениями спектральной

задачи

Dψn = λnψn.

Уравнение (15) представимо в виде нормальной системы уравнений пер-

вого порядка:







u̇ = w,

ẇ = −β
α
w − 1

α
a(t)Du.

(16)

Для данной системы эволюционный оператор X(t) представим в виде:

X(t) = F (t) exp(tQ), (17)

17



где

F (t) =
∞

∑

n=1





1 0

−λn

α

∫ t

0 (a(s) − µ) ds 1



 (·, ψn)ψn,

Q =
∞

∑

n=1





0 1

−λn

α
µ −β

α



 (·, ψn)ψn, µ =

∫ ω

0

a(s) ds.

Возмущение, переводящее заданное подмножество Ω = {ρk1
, . . . , ρkl

}

спектра σ
(

X(ω)
)

в заданное множество Θ, имеет вид

u(t) = −F (t)SF−1(t)x(t),

где вид S определен теоремой 4(стр. 12).

В параграфе 6 главы 3 для однородной задачи распространения тепла

в тонком стержне построено возмущение, переводящее заданные собствен-

ные значения в единицу.
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