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Функции Ляпунова и статистически инвариантные множества
управляемых систем со случайными параметрами

Родина Л. И. (Удмуртский государственный университет, Россия)

В этом докладе рассматриваются условия, при которых заданное мно-
жество М статистически инвариантно с вероятностью единица относительно
управляемой системы

х~ f(h'o,x,u), ( i , i r , i , u ) e I x S x l " x R m , (1)

параметризованной метрической динамической системой (Е,21, и, hl).
Предполагаем, что существует множество So С S такое, что г/(Ео) = 1 и

для каждого a £ Ео выполнены условия:

1°. функция (ж, и) —> f(hfa,x,u) непрерывна;
2°. функция t —i f(hlcr,x,u) кусочно-непрерывна;
3°. функция (t,x) —ь U(h'a,x) £ comp(Mm) полунепрерывна сверху для

всех (t,x) £K"+ 1 .

Для непрерывной функции a —> М{о) £ comp(Rn) построим замкнутую
окрестность Mr{a) = M(a) + Ог(0) множества М(а) и множество N+(o) =
М''(сг) \ М(а). В предположении, что мнооюество достижимости D(t, a, X)
системы (1) в момент t из начального множества X существует при всех t ^ О,
рассмотрим характеристику

. l i m - ^ И : Д М с а д }

где mes — мера Лебега на числовой прямой. Если предел (2) существует, то
freq(cr, X) будем называть относительной частотой поглощения множества
достижимости системы (1) множеством М = Е х М{а).

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Множество М называется статистически инвариант-
ным с вероятностью единица относительно управляемой системы (1), ес-
ли для почти всех а £ Е выполнено равенство freq(cr, М(сг)) = 1, то есть
v{a £ Е : freq(cr, М(а)) = 1} = 1.

Скалярная функция V(a, х) переменных (сг, х) 6 Е х К п называется функ-
цией Ляпунова относительно множества М, если она локально липшицева по
(а, х) и удовлетворяет условиям:

Г. V(a,x) ^ 0 для всех (а,х) £ Е х М(а);
2°. v\<r,x) > 0 для всех (а,ж) е Е х Щ.{а).

Через VJJJftx((T, ж) будем обозначать верхнюю производную функции V в силу
дифференциального включения, соответствующего системе (1).

„ / л • v mes{t S [0,1?] : z*(t,a)^O\
Рассмотрим характеристику х(а) •= Inn L-;— —— где

z*(tta) — верхнее решение скалярной задачи Коши

z = w{lia,z), г(0,о-)= 0, fSsO.

Т Е О Р Е М А 1. Пусть Е о С Е, г^(Е0) = 1 и для всех а е Е о для каждой
точки х 6 М(а) все решения системы (1), удовлетворяющие на-мльному
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условию (р(О,а,х) = х, продолжаемы на полуось К+. Предполооюим, что су-
ществуют функция V{a, х) переменных (а, х) 6 Е х К" и функция W(<J, Z)
переменных (a, z) € Е х К, такие, что V(a, x) является функцией Ляпу-
нова относительно множества М и для всех (а, х) € So x К" выполнено
неравенство

КшЛе, х) ^ w(a, V{a, x)).
Тогда, если х(а) = 1 для всех <т 6 Ео, то множество М статистически
инвариантно с вероятностью единица относительно системы (1).

Работа поддержана грантом Правительства РФ по государственной под-
держке научных исследований (№ll.G34.31.0039) и грантом РФФИ (№11-01-
00380-а).

Об одном аналоге уравнения Эйлера
РОДИОНОВ В. И. (Удмуртский государственный университет, Россия)

Полное метрическое пространство (R, Q ) состоит из расширенной число-
вой оси I и метрики g (£, г?) = | /(?)-/(??) |, где £, Ц £ К, f(z) = гфщ при г € 1,
/(—оо) == — 1 и /(оо) = 1. Если I — это отрезок, интервал или полуинтервал,
то через /* обозначим множество {(г,s) 6 J 2 : т ф s}. Всякая функция
х : [а, Ь] -»• К порождает функцию двух переменных Фх(т, s) = ж (^~^ ( т ), опре-
деленную на множестве [а, Ь]».

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Функция х : [а, Ъ\ —> К называется RL-функцией, если
существуют числа Ax(t) € К, te(a,Ь], и Bx(t) € К, t£[a,b), такие, что

Vt<=(a, Ъ] Шп ^ 2 Q (Фх(т, в), Ax(t)) = О,

(T,.)-+(t,t)*

Vtefo.b) lim
( ) € [ 1 ч

1°. Всякая кусочно-гладкая функция х : [а,Ь] -¥ К являет-
ся RL-функцией, то есть КС1 [а, Ь] С RL[a, b], в частности,
С^а.Ь] С RL[a,b].

2°. Любая функция х £ RL[a, Ь] имеет ограниченное изменение.
3°. Если х е RL[a,£>], то для почти всех t £ [a, 6] существует конечная

производная x(t). Если £(£) конечно для некоторого t G (a, b), то
Ac(i) = Bx(t) = x(t) E M. Если i(a) конечно, то Вх(а) = ±{a) 6 К.
Если ж(Ь) конечно, то АХ(Ь) = ж(й) £ R.

4°. Если а; 6 RL[a, Ь], то функция Ах : (а,Ь\ —* К непрерывна слева, а
функция Дт : [о, Ь) -+ R непрерывна справа.

5°. Пусть х £ RL[a,6]. Функция Ах непрерывна в точке i E (а,Ь) тогда
и только тогда, когда в этой точке непрерывна функция Вх. При
этом Ax(t) = Bx{t).

Пространство всех абсолютно непрерывных функций х 6 RL[a, b] обозна-
чим через RC = RC[ffi, b], а его линейное подпространство, состоящее из функ-
ций, у которых все предельные числа Ax(t) и Bx(t) конечны, обозначим через
RS = RS[a, b]. Функции х € RC[a, b] называются регулярно непрерывными, а
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