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Эта работа посвящается исследованию статистически инвариант-
ных множеств с: вероятностью единица для управляемого объекта

± = f(hla,x,it), (t,cr,x,u) e M x E x R " x M m , (1)

параметризованного метрической динамической системой (S, 2C, и, Ы).
Напомним, что метрической динамической системой называется чет-
верка {S,2l, V,hl), где £ — фазовое пространство динамической си-
стемы; 2t — некоторая сигма-алгебра подмножеств фазового про-
странства S; hl — однопараметрическая группа измеримых преоб-
разований фазового пространства Е в себя; и — вероятностная мера,
инвариантная относительно потока Л*, то есть vffiA) = v(A) для
всех А € 2t и любого t S К.

Предполагаем, что существует множество Ео С S такое, что
*/(2о) = 1 и имеют место следующие условия: 1) для каждой точки
(i, a) e R х So функция (х, и) —>• f(hla, x, и) непрерывна; 2) для каж-
дой точки (а, х, и) 6 Ео х К" х Е т функция t —* /(Л'сг, х, и) кусочно-
непрерывна; 3) для каждого и € So функция (t,x) —> t/(/i*a, x) при-
нимает значения в пространстве comp(Km) и полунепрерывна сверху
для всех ( t , i ) g R x К".

Поставим в соответствие управляемой системе (1) дифференци-
альное включение

xeF{tia,x), F(a,x) = со Н(а, х), '"(2)

где для каждой фиксированной точки (и, ж) G S х К™ мно-
жество Н(а,х) состоит из всех предельных значений функции
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(t,x) -> /(к1а,х,и(Ыа,х)) при (и,хг) -* (0,ж). Далее, как всегда,
запись со Н(а, х) означает замыкание выпуклой оболочки множества
Н{<т,х).

Пусть задана непрерывная функция а —> М(<х) 6 сотр(Кп); по-
строим замкнутую окрестность Мг{а) = М[<т) + Ог(0) множества
М(а) и внешнюю г-окрестность JV;(a) = Мг(<т) \ М(сг) границы
множества М(сг). В отличие от детерминированных систем, рассмот-
ренных в работах [1], [2], в системах со случайными параметрами
часто возникает ситуация, когда движение t —> дги, ш = (ст, М(а))
расширенной динамической системы (П,</)> ВДе fl = S x comp(Rn),
#' определено ниже, находится в заданном множестве М — £ х М(а)
с относительной частотой, равной единице, причем это происходит не
для всех, а для почти всех сг £ Е, относительно вероятностной меры
и. Поэтому для таких систем естественно рассматривать свойство ста-
тистической инвариантности, выполненное с вероятностью единица.

Обозначим через £>(£, сг, X) множество достижимости системы
(1) в момент t из начального множества X. В предположении, что
для заданного X € сотр(К") множество D(t, a,X) существует при
всех t > 0, рассмотрим характеристику

^ ^ ^ , (3)

где mes — мера Лебега на числовой прямой. Если предел (3) существу-
ет, то freq(сг, X) будем называть относительной частотой поглоще-
ния множества достижимости D (t, сг, X) системы (1) множеством М.
Определим отображение дгш = (кьа, D(t,а,Х)), где и = (<х,X).

Определение. Множество М называется статистически ин-
вариантным с вероятностью единица относительно управляемой
системы (1), если для почти всех сг £ Е выполнено равенство
freq(<T, М{а)) = 1, то есть v{a е 2 : freq(<r, М(<т)) = 1} = 1.

Скалярная функция V(a, х) переменных (сг, х) 6 S х М" называ-
ется функцией А. М. Ляпунова относительно множества М, если она
локально липшицева по (сг,х) и удовлетворяет следующим услови-
ям: 1) V{cr,x) < 0 для всех (с,х) 6 S х М{а)\ 2) V{ar,x) > 0 для
всех (а, х) 6 S х ИЦа). Далее, для локально липшицевой функции
У (сг, х) обобщенной производной в точке (сг, х) по направлению векто-
ра q £ Жп (производной Ф. Кларка) называется следующий верхний
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предел

а выражение V°(a,x) = max V°(a,x;q) — верхней производной
qeF{o,x)

функции V в силу дифференциального включения (2).
Предположим, что верхнее решение z*(t, а) скалярной задачи Ко-

ши
z = w{hta,z), 2(0,о-)= 0, t > 0

существует для всех t ^ O и рассмотрим характеристику

mes{t € [0, tf] : z*(t,cr)^O}
х{о~) = lim

•в

Теорема 1. Пусть £0 £ S, z/(S0) = 1 и длл есеж сг 6 So для
каждой точки х £ М(ст) see решения включения (2), удовлетворя-
ющие начальному условию ip(Q, с, х) — х, продолоюаемы на полуось
Ж+. Предполоо/сим, что существуют функция V(o~,x) переменных
(а, х) £ S X R" и функция w(a, z) переменных (<т, г) 6 Е X М, та-
кие, что V(a, x) является функцией Ляпунова относительно мно-
окества М и для всех (а, х) £ Sj x Кп выполнено неравенство
VZBX(a,x)^w(a>V(a,x)). '

Тогда, если х(а) = 1 для всех а 6 Ео, то MHOotcecmeo M стати-
стически инвариантно с вероятностью единица относительно си-
стемы (1).

Рассмотрен ряд примеров, в которых исследуются статистически
инвариантные или статистически слабо инвариантные с вероятностью
единица множества для линейной или билинейной управляемых си-
стем со случайными параметрами. Для систем такого вида относи-
тельная частота freq(cr, X) оценивается с помощью характеристики

^ U m

которая является относительной частотой попадания траектории ре-
шения z(t, а) задачи Коши

z = a{hia)z-{-b{hia)> z(0,<r) = O, t ^ 0 (4)
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в множество (—оо, 0]. Получены достаточные условия, при которых
для задачи (4) равенство х(<т) = 1 выполнено с вероятностью едини-
ца,

Работа поддержана грантом Правительства РФ но государствен-
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У р а в н е н и я К и р х г о ф а д в и ж е н и я твердого тела в ж и д к о с т и в общем
с л у ч а е имеют в и д . . . - . . -

дН дН . дН ...
+ (1)

где М G R3 - импульсивный момент, а. £ В? - импульсивная сила,
Н = Н(М,а) - полная энергия. Известными интегралами системы
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