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Вынужденная синхронизация двух связанных
автоколебательных осцилляторов Ван дерПоля

А.П.Кузнецов, И. Р.Сатаев, Л.В.Тюрюкина

Рассматривается возбуждение двух связанных автоколебательных осцилляторов внеш-
ним гармоническим сигналом. Проводится сопоставление и сравнение с картиной синхро-
низации фазовых осцилляторов. Обсуждается вложение картины периодических, а также
двух- и трехчастотных режимов в пространство параметров воздействующего сигнала. Да-
ны иллюстрации режимов трехчастотных торов и резонансных двухчастотных торов, воз-
никающих на их поверхности. Обнаружен ряд существенных отличий от бифуркационных
механизмов разрушения синхронизации по сравнению со случаем фазовых осцилляторов.
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1. Введение

Синхронизация — фундаментальное нелинейное явление, имеющее приложения во мно-
гих областях естествознания: физике, электронике, химии, биологии и т. д. [1–7]. Картина
наблюдаемых эффектов в задачах синхронизации может быть богатой и разнообразной.
В значительной степени она зависит от типа динамики подвергаемой воздействию систе-
мы. Это могут быть как простые регулярные автоколебания, так и режимы динамиче-
ского хаоса. В последнее время получены новые существенные результаты для случая,
когда автономная система может демонстрировать двухчастотные и квазипериодические
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колебания [8–15]. Описаны бифуркационные механизмы разрушения точного захвата обо-
их осцилляторов внешним сигналом в таких системах, а также бифуркации, отвечающие
за возникновение трехчастотных колебаний. Однако основные результаты касались фазо-
вого приближения [12–15], т. е. приближения, в рамках которого внешний сигнал возму-
щает только фазы взаимодействующих осцилляторов. В настоящей работе мы рассмотрим
случай возбуждения двух связанных автоколебательных осцилляторов внешним сигналом
в терминах исходной системы и обсудим, какие черты фазовой динамики сохраняются, как
они проявляются в общем случае, а также возникающие при этом отличия.

С этой целью рассмотрим систему двух возбуждаемых гармоническим сигналом дис-
сипативно связанных автоколебательных осцилляторов ВандерПоля:

ẍ− (λ− x2)ẋ+
(
1 − Δ

2

)
x+ μ(ẋ− ẏ) = B sinwt,

ÿ − (λ− y2)ẏ +
(
1 + Δ

2

)
y + μ(ẏ − ẋ) = 0.

(1.1)

Здесь λ — параметр возбуждения автономных осцилляторов, Δ — их частотная расстройка,
μ — коэффициент диссипативной связи, B — амплитуда воздействия, а ω = 1 + Ω — его
частота. Центральная частота осцилляторов принята за единицу, так что Ω представляет
собой отстройку частоты сигнала от центральной.

2. Фазовое приближение

Представим, прежде всего, краткий обзор основных результатов, полученных в рамках
фазового приближения [12–15]. При традиционных в этом случае предположениях о ма-
лой степени возбуждения осцилляторов, величине связи и т. д. система (1.1) может быть
приближенно приведена к фазовым уравнениям:

ψ̇1 = −Ω − Δ
2 +

μ

2 sin(ψ2 − ψ1) + b sinψ1,

ψ̇2 = −Ω + Δ
2 +

μ

2 sin(ψ1 − ψ1).
(2.1)

Здесь ψ1 и ψ2 — фазы первого и второго осцилляторов относительно внешнего сигнала,

b = B
4 — параметр амплитуды воздействия, а все параметры нормированы на величину

управляющего параметра λ. (Подробный вывод и детали см. в [12, 13, 15].)
Обратимся к традиционной для неавтономных систем плоскости параметров частота–

амплитуда воздействия (Ω, b). В ситуации возбуждения простой автоколебательной системы
геометрическим образом синхронных режимов на такой плоскости является язык Арноль-
да, погруженный в область двухчастотной квазипериодичности. Для возбуждаемой систе-
мы двух фазовых осцилляторов картина существенным образом модифицируется [12–15].
Далее мы ограничимся наиболее исследованным случаем, когда автономная система (2.1)
демонстрирует режим захвата, так что |Δ| < 2μ. Качественно плоскость параметров (Ω, b)
системы (2.1) в этом случае выглядит, как показано на рисунке 1.

Прежде всего отметим, что возможен режим, который можно назвать полной син-
хронизацией, когда одновременно и точно захваченными внешней силой оказываются оба
осциллятора. Условия реализации такого режима и его разрушения могут быть найдены
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Рис. 1. Качественное представление основных режимов и бифуркаций на плоскости параметров
фазовой системы (2.1). P — область точного захвата фаз обоих осцилляторов внешним сигналом;

T2 и T3 — области двух- и трехчастотной квазипериодичности; 0
1
и 1

1
— области с соответствую-

щими числами вращения, отвечающие режимам захвата первого осциллятора и взаимному захвату

их фаз; 1
2 — одна из областей резонансных двухчастотных режимов. Линии и точки бифуркаций

объясняются в тексте.

аналитически. Действительно, полагая ψ̇1 = ψ̇2 = 0, из (2.1) можно получить, что

sinψ1 = 2Ω
b
,

sin(ψ1 − ψ2) =
2Ω − Δ

2
μ .

(2.2)

Решения уравнений (2.2) при вариации параметров появляются парами, так что

ψ
(1)
1 = arcsin 2Ω

b
, ψ

(2)
1 = π − arcsin 2Ω

b
,

ψ
(1)
2 = ψ

(1)
1 − arcsin

2Ω − Δ
2

μ , ψ
(2)
2 = ψ

(1)
1 − π + arcsin

2Ω − Δ
2

μ .

(2.3)

В соответствии с (2.3), на фазовой плоскости (ψ1, ψ2) возможно сосуществование четырех
положений равновесия, из которых два — устойчивый и неустойчивый узлы, а еще два явля-
ются седлами [12, 13]. На рисунке 2a показан фазовый портрет системы (2.1) в этом случае.

На плоскости параметров на рисунке 1 четыре равновесия сосуществуют в области P ,
причем устойчивый узел отвечает за режим полной синхронизации. Границы SNP1 этой об-
ласти образованы линиями 2Ω = ±b, на которых в соответствии с (2.2) значения ψ(1)

1 → ψ
(2)
1 .

При выходе из области P через границу SNP1 все четыре состояния равновесия сближаются
и одновременно попарно сливаются в результате специфической седло-узловой бифуркации.
При этом из многообразий состояний равновесия возникают устойчивая и неустойчивая ин-
вариантные кривые (рис. 2b). Устойчивая инвариантная кривая отвечает режиму частич-
ного захвата первого осциллятора внешней силой, когда его фаза колеблется около равно-
весного значения, а фаза второго неограниченно нарастает. Другая граница SNP2 области
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Рис. 2. Основные режимы фазовой системы (2.1). Красным∗ показаны аттракторы в виде устойчи-
вого состояния равновесия P и инвариантной кривой I. Значения параметров осцилляторов: μ = 0.3,
Δ = 0.2 и a) Ω = 0.1, b = 0.3; b) Ω = 0.75, b = 0.9; c) Ω = 0.75, b = 0.4; d) Ω = 0.75, b = 0.75; e)
Ω = 0.75, b = 0.79.

полной синхронизации образована линиями 2Ω− Δ
2 = ±μ, на которой в соответствии с (2.2)

ψ
(1)
2 − ψ

(1)
1 → ψ

(2)
2 − ψ

(2)
1 . Эта граница отвечает другой бифуркации седло-узлового типа,

когда попарно сливаются другие пары равновесий. При этом из их многообразий возникает
устойчивая инвариантная кривая, отвечающая режиму частичного захвата относительных
фаз осцилляторов (рис. 2c).

Возникающие в результате бифуркаций состояний равновесия режимы с аттрактором
в виде инвариантной кривой отвечают двухчастотной квазипериодичности. В свою очередь,
при выходе из двухчастотной области на рисунке 1 через линию SNT1 происходит седло-
узловая бифуркация инвариантных кривых, в результате которой устойчивая и неустойчи-
вая инвариантные кривые сливаются и исчезают. В результате возникает поток фазовых
траекторий, отвечающий трехчастотной квазипериодичности (рис. 2d). Аналогичная би-
фуркация, но для инвариантных кривых другого типа имеет место на линии SNT2.

На плоскости параметров (Ω, b) имеют место характерные точки коразмерности два
SNF. Для них на фазовой плоскости все четыре состояния равновесия (2.3) стягивают-
ся в одну точку. Точки SNF играют важную роль в картине режимов и характерны для
задач синхронизации квазипериодических колебаний при описании в терминах фаз осцил-

∗Для читателя печатной версии: здесь и далее полноцветные версии рисунков см. в эл. версии
статьи — http://nd.ics.org.ru/doc/r/pdf/1910/0

НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА 2011. T. 7. №3. С. 411–425



Вынужденная синхронизация двух связанных осцилляторов 415

ляторов [12–17]. На плоскости параметров в такой точке сходятся области полной син-
хронизации, захвата первого осциллятора, захвата относительной фазы осцилляторов и
трехчастотных колебаний. Последняя имеет вид языка с вершиной в точке SNF. Кроме
того, область трехчастотной квазипериодичности пронизана системой языков резонансных
двухчастотных режимов разного типа высших порядков. Эти резонансные режимы можно
классифицировать с помощью числа вращения

w =
p
q , (2.4)

где p — число существенных пересечений инвариантной кривой с вертикальной, а q —
с горизонтальной стороной фазового квадрата [15, 17]. Для примера на рисунке 2e показан
режим, отвечающий числу вращения w = 1

2
.

Благодаря характерной структуре языков двухчастотных режимов авторы [16] назы-
вают аналогичные точки saddle node fan — «седло-узловой веер». Отметим, что границы
всех языков двухчастотных режимов с вершинами в точке SNF образованы линиями седло-
узловых бифуркаций соответствующих инвариантных кривых.

3. Фазовые портреты и динамика фазы в исходной системе

Обратимся теперь к анализу исходной системы (1.1). Управляющий параметр выберем
достаточно большим, λ = 1, так что фазовое приближение, формально говоря, не применимо.

Фазовое пространство системы (1.1) (x, ẋ, y, ẏ, t) имеет размерность пять. Поэтому
фазовые портреты можно представить в виде проекций траекторий на фазовые плоскости
первого и второго осцилляторов (x, ẋ) и (y, ẏ). Поскольку система (1.1) неавтономна, то ин-
формативными иллюстрациями являются также стробоскопические сечения в этих проек-
циях, построенные через период внешнего воздействия. Для примера на рисунке 3 в первых
двух колонках черным цветом показаны фазовые траектории системы (1.1), а красным —
соответствующие стробоскопические сечения.

Для исходной системы (1.1) анализ фазовой динамики можно провести только числен-
ным образом. С этой целью на плоскостях (x, ẋ) и (y, ẏ) введем фазы первого и второго
осцилляторов ϕ1 и ϕ2 — как углы, под которыми изображающая точка видна из начала
координат. Аналогичным образом можно ввести и фазы для стробоскопических сечений.
Соответствующие иллюстрации даны в третьей колонке.

Серия проекций на рисунке 3a иллюстрирует режим полной синхронизации осцилля-
торов внешней силой. В этом случае фазовые портреты обоих осцилляторов системы (1.1)
представляют собой предельные циклы, близкие по форме к портретам изолированного
осциллятора. В стробоскопическом сечении наблюдается неподвижная точка. Как видно
из третьей колонки, численно определенные фазы осцилляторов примерно близки друг
к другу, а фазы в стробоскопическом сечении постоянны во времени. Таким образом, фазы
первого и второго осцилляторов захвачены внешней силой.

Второй пример на рисунке 3b отвечает режиму другого типа. Аттрактором для фазы
в стробоскопическом сечении на самом правом фрагменте рисунка 3b является инвариант-
ная кривая, что позволяет классифицировать этот режим как двухчастотный. Таким об-
разом, в исходном фазовом пространстве ему отвечает двумерный тор. Отметим, что инва-
риантная кривая в стробоскопическом сечении пересекает на плоскости фаз вертикальную
и горизонтальную границы области по одному разу, что в соответствии с (2.4) дает число
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Рис. 3. Фазовые портреты системы (1.1) в проекции на плоскости переменных отдельных осцил-
ляторов и на плоскости фаз. Портреты в стробоскопическом сечении показаны красным цветом.
Значения параметров осцилляторов: λ = 1, μ = 0.1, Δ = 0.1 и a) Ω = −0.05, B = 0.15, b) Ω = 0.25,
B = 1.161.

вращения w = 1
1 . При этом, однако, внешняя сила велика, так что фазовый портрет перво-

го осциллятора в левой колонке на рисунке 3b очень сильно возмущен внешним сигналом.
Это с очевидностью означает, что описание с помощью приближенных соотношений (2.1)
для этого режима не применимо.

4. Двухчастотные и трехчастотные торы и Фурье-спектры
Представим некоторые иллюстрации, характеризующие торы разной размерности и раз-

ных типов для системы (1.1). Для этого используем проекции фазовых портретов в стро-
боскопическом сечении на плоскость координат обоих осцилляторов (x, y) — своего рода
фигуры Лиссажу. Кроме того, представим спектры Фурье первого осциллятора. Соответ-
ствующие иллюстрации даны на рисунке 4.

Случай, показанный на рисунке 4a, отвечает двухчастотному тору, когда осциллято-
ры взаимно захвачены и число вращения w = 1

1 . Соответственно, фигура Лиссажу имеет
по одной точке поворота по вертикали и горизонтали. В спектре колебаний доминирует
отмеченный стрелкой пик на частоте ω1,2, связанной с взаимным захватом осцилляторов.
Частота воздействия ωext отмечена другой стрелкой. Остальные пики представляют собой
комбинационные составляющие.

Случай, показанный на рисунке 4b, отвечает трехчастотному тору. Фигура Лиссажу
для такого режима оказывается незамкнутой. На рисунке хорошо видны многочисленные
точки поворота, как по вертикальной, так и по горизонтальной оси. В дополнение к частоте
сигнала ωext, вместо ω1,2 в спектре появляются две несоизмеримые частоты ω1 и ω2, а также
многочисленные комбинационные составляющие.
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Рис. 4. Фигуры Лиссажу системы (1.1) на плоскости (x, y) и Фурье-спектры. Значения параметров
осцилляторов: λ = 1, μ = 0.1,Δ = 0.1 и a) двухчастотный торΩ = −0.25,B = 0.15; b) трехчастотный
тор Ω = −0.25, B = 0.45; c) двухчастотный резонансный тор Ω = −0.25, B = 0.5.

Случай, показанный на рисунке 4c, относится к резонансному двухчастотному тору,
который возникает на поверхности трехчастотного. На фигуре Лиссажу в этом случае име-
ются две точки поворота по вертикали и одна по горизонтали, что соответствует числу
вращения w = 1

2
. Пик на частоте ω1 располагается точно посередине между частотой воз-

действия ωext и частотой ω2:

ω1 − ωext
ω2 − ωext

=
1
2
, (4.1)

что соответствует числу вращения w = 1
2 . При этом при движении по плоскости параметров

в пределах данного языка частоты ω1 и ω2 меняются, но соотношение (4.1) сохраняется, что
и отвечает резонансному характеру такого тора.

5. Плоскость параметров возбуждаемых связанных
осцилляторов Ван дерПоля

Для визуализации картины (аналогичной рис. 1) для исходной системы (1.1) исполь-
зуем построение карт ляпуновских показателей. С этой целью вычисляем два старших ля-
пуновских показателя Λ1, Λ2 системы (1.1) в каждой точке плоскости параметров.1 Затем
эту плоскость окрашиваем в разные цвета в соответствии с величинами двух показателей,
чтобы визуализировать следующие режимы:

1Отметим, что система (1.1) имеет также и один дополнительный нулевой показатель, связанный
с движением по аттрактору, который при анализе следует отбросить.
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1. P : Λ1 < 0, Λ2 < 0 — периодический режим (точный захват фаз);

2. T2: Λ1 = 0, Λ2 < 0 — двухчастотный квазипериодический режим;

3. T3: Λ1 = 0, Λ2 = 0 — трехчастотный квазипериодический режим;

4. C: Λ1 > 0 — хаос.

Такая карта для системы (1.1) показана на рисунке 5. Соответствие цветов дано в по-
яснении к рисунку.

точный захват

двухчастотный тор

трехчастотный тор

хаос

T2

T2

T3

2.0

0.0
-0.5 0.5

12

7

3

P I

P

T2

C

Ω

Рис. 5. Карта ляпуновских показателей системы (1.1). Значения параметров осцилляторов: λ = 1,
μ = 0.1 и Δ = 0.1. Цифрами показаны периоды некоторых высших резонансов в стробоскопическом
сечении; I — линия, отвечающая подавлению колебаний первого осциллятора внешней силой (см.
рис. 9, 10 и соответствующее обсуждение).

Можно видеть, что некоторые черты, выявленные в рамках фазового приближения,
сохраняются и в случае больших управляющих параметров, однако возникают и опреде-
ленные отличия. Так, характерная для низкочастотной точки SNF картина областей сохра-
няется. Однако в верхней части области трехчастотных торов возникают, хотя и незначи-
тельные, области хаоса, невозможные в фазовой системе. С другой стороны, характерная
для фазового приближения картина областей в окрестности высокочастотной точки SNF
полностью разрушается. В этом случае на смену трехчастотной области приходят двухча-
стотные режимы со встроенной системой очень узких языков полной синхронизации высо-
ких периодов: 3, 7, 12 и т. д.

Карту ляпуновских показателей полезно дополнить анализом бифуркаций, отвечаю-
щих за разрушение полной синхронизации. Как мы отмечали, в случае фазового приближе-
ния это линии седло-узловых бифуркаций состояний равновесия двух типов, которые могут
пересекаться в специфических точках коразмерности два SNF. Для исходной системы (1.1)
наблюдаются бифуркации соответствующих периодических режимов. При этом аналогич-
ная фазовому приближению терминология может быть отнесена к сечению Пуанкаре. Кар-
тина бифуркаций системы (1.1) представлена на рисунке 6a, а на рисунках 6b, c показаны
увеличенные фрагменты, отвечающие как раз областям, для которых в рамках фазового
приближения наблюдались точки SNF — низкочастотная и высокочастотная. Для удобства
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сопоставления со случаем фазового приближения, для системы (1.1) мы будем говорить
о бифуркациях состояний равновесия предельных циклов в сечении Пуанкаре.
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Рис. 6. Бифуркационные линии и точки системы (1.1) на плоскости (Ω, b), λ = 1, μ = 0.1, Δ =
= 0.1. Сплошные линии отвечают бифуркациям устойчивых режимов, пунктирные — неустойчивых.
Буквами обозначены: SN — линии седло-узловых бифуркаций, SN1 отвечает слиянию устойчивого
узла и седла, SN2 — неустойчивого узла и седла, C — точка сборки неустойчивых равновесий,NS —
линия Неймарка –Сакера, R1 — резонанс 1 : 1.

Обратимся сначала к низкочастотной области. Бифуркационный анализ выявляет сле-
дующие особенности картины. Область полной синхронизации системы (1.1) ограничена
линиями седло-узловой бифуркации SN1, на которой сливаются устойчивый узел и сед-
ло. При этом в крупных масштабах на рисунке 6a при B ≈ 0.18 и Ω ≈ −0.072 можно
видеть «излом», который визуально ассоциируется с точкой SNF в фазовых уравнениях.
Это, на первый взгляд, подтверждается и картиной характерных двух- и трехчастотных
режимов на ляпуновской карте (рис. 5). Однако в увеличенном масштабе на рисунке 6b
обнаруживается, что линия седло-узловой бифуркации устойчивого равновесия, обозначен-
ная как SN1, является единственной и плавной. Таким образом, картины пересечения под
конечным углом двух разных линий седло-узловых бифуркаций, как это происходит в фа-
зовой системе на рисунке 1, не наблюдается.

Рисунок 6b иллюстрирует в деталях, как происходит разрушение картины, характер-
ной для фазового приближения. В исходной системе (1.1) вырождение, отвечающее фазовой
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системе, когда на линиях SNP1 и SNP2 (рис. 1) одновременно сливаются четыре равновесия
(два седла, устойчивый и неустойчивый узлы), снимается. Соответственно, при уменьше-
нии частоты Ω на рисунке 6b сначала происходит седло-узловая бифуркация неустойчивых
состояний равновесия (седло и узел) SN2, и лишь затем — аналогичная бифуркация устой-
чивого узла и седла SN1. Ситуация, характерная для точки SNF, когда все четыре рав-
новесия стягиваются в одну точку, также исчезает. Вместо этого на рисунке 6b возможна
точка сборки C, когда в одну точку стягиваются два седла и неустойчивый узел. Однако
она не лежит на границе области полной синхронизации, а расположена внутри нее. Ни-
же точки C располагается другая ветвь линии SN2, что заменяет ситуацию характерного
для фазового уравнения перехода от линии SNP1 к SNP2 на рисунке 1.

Таким образом, точка SNF и характерная картина бифуркаций состояний равновесия
в ее окрестности имеет место для фазовой системы, а в исходной системе на мелких мас-
штабах разрушается.

Если перейти к высокочастотной области, для которой характерная для фазовой си-
стемы картина разрушена уже полностью, то можно отметить и существенные изменения
картины бифуркаций, хотя визуально на рисунке 6a также можно все еще видеть характер-
ный «излом». В мелких масштабах на рисунке 6c выявляются следующие детали. Линия
седло-узловых бифуркаций, являющаяся нижней границей языка полной синхронизации,
локально превращается в небольшой отрезок линии Неймарка –Сакера NS, ограниченный
точками бифуркаций коразмерности два R1 — резонансов 1 : 1. В этой окрестности также
наблюдается точка сборки на основе неустойчивых режимов. Таким образом, в высокоча-
стотной области картина бифуркаций уже совершенно не соответствует точке SNF, что в
данном случае наглядно подтверждается и ляпуновской картой на рисунке 5.

6. Механизмы синхронизации и ее разрушения
Обсудим возможные сценарии изменения колебательных режимов в соответствии с пред-

ставленной на рисунке 5 картой. Иллюстрации удобно проводить в стробоскопическом се-
чении, поскольку для них визуально можно оценить тип наблюдаемого режима.

Первая серия (рис. 7) показывает эволюцию стробоскопических сечений на плоскости
координат и фаз осцилляторов в низкочастотной области, если отстройка частоты сигнала
невелика. При этом фиксируем частоту сигнала Ω = −0.1, выбрав небольшое ее значение,
и постепенно увеличиваем амплитуду сигнала. При малой амплитуде наблюдается взаим-
ный захват осцилляторов с числом вращения w = 1

1 (рис. 7a). При увеличении амплитуды

возникают режимы трехчастотной квазипериодичности (рис. 7b), чередующиеся с резонанс-
ными двухчастотными режимами разного порядка (рис. 7c, d). Наиболее широкое «окно»
отвечает резонансному тору с числом вращения w = 1

2 (рис. 7c). С ростом амплитуды

можно наблюдать окна резонансных торов с числами вращения w = 1
N
. Так, на рисунке 7d

представлен пример с w = 1
6 . В этом случае область «сгущения» траекторий появляется как

на фазовом портрете первого осциллятора, так и на фазовой диаграмме. При некотором
пороговом значении амплитуды воздействия из этого сгущения возникает инвариантная
кривая (рис. 7e). Динамика фаз при этом перестраивается так, что наблюдается режим
захвата первого осциллятора внешней силой, так что число вращения становится w = 0

1 .
Заметим, что вблизи порога такого перехода колебания первого осциллятора происходят
вблизи орбиты автономной системы, так что внешнее воздействие возмущает в основном
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Рис. 7. Эволюция портретов первого и второго осцилляторов и их фаз в стробоскопическом сечении
при Ω = −0.1, λ = 1, μ = 0.1, Δ = 0.1 с ростом амплитуды сигнала: a) B = 0.212, b) B = 0.21284,
c) B = 0.213, d) B = 0.2155, e) B = 0.216.
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его фазу. Соответственно, в случае (e) имеет место и неустойчивая инвариантная кривая.
Столкновение с ней и приводит к возникновению режимов типа (d). Таким образом, в этом
случае наблюдается сценарий, качественно аналогичный фазовому приближению.

Изменим теперь частоту сигнала, увеличив (в отрицательную область) частотную от-
стройку, так что Ω = −0.45. Это значение достаточно большое и близко к «обрезу» карты
на рисунке 5. В этом случае области трехчастотных и резонансных двухчастотных торов
захватывают довольно большие значения амплитуды сигнала, в результате чего можно
наблюдать режимы, не реализующиеся в фазовом приближении. Примеры представлены
на рисунке 8. Рисунок 8a демонстрирует в первом осцилляторе удвоенный тор, который
невозможен в фазовых уравнениях. Интересная особенность картины состоит в том, что
одна ветвь инвариантной кривой охватывает начало координат, а вторая — нет. Это отра-
жается в устройстве соответствующей фазовой диаграммы в правой колонке. На рисунке 8b
представлен хаотический режим. Можно видеть, что фазовый портрет первого осциллятора
сильно разрушен, в то время как для второго портрет возмущен не очень сильно.
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Рис. 8. Примеры портретов первого и второго осцилляторов и их фаз в стробоскопическом сечении
при Ω = −0.45, λ = 1, μ = 0.1, Δ = 0.1: a) B = 0.947, b) B = 0.75.

Перейдем теперь к высокочастотной области (рис. 9). Фиксируем частоту сигнала Ω =
= 0.25. В этом случае с ростом амплитуды воздействия трехчастотные режимы не возника-
ют. Тем не менее, наблюдается переход от режима захвата относительной фазы к захвату
внешней силой первого осциллятора. Этот переход осуществляется в результате другого
механизма. С ростом амплитуды воздействия инвариантная кривая первого осциллятора
уменьшается в размере (переход от рис. 9a к рис. 9b). Затем наступает момент, когда она
перестает охватывать начало координат (рис. 9c). На плоскости фаз при этом происхо-
дит «перезамыкание» ветвей притягивающей инвариантной кривой, с переходом к виду,
характерному для захвата первого осциллятора (рис. 9c). Таким образом, захват перво-
го осциллятора происходит через подавление автоколебаний за счет большой амплитуды
внешней силы.
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Рис. 9. Эволюция портретов первого и второго осцилляторов и их фаз в стробоскопическом сечении
при Ω = 0.25 с ростом амплитуды сигнала: a) B = 0.5, b) B = 1.161, c) B = 1.25. λ = 1. μ = 0.1.

Рисунок 10 иллюстрирует эволюцию фазового портрета первого осциллятора, отве-
чающую этому механизму. На рисунке показано, как сосуществуют фазовые портреты
аттрактора и инвариантная кривая в стробоскопическом сечении для этого осциллято-
ра. Сначала амплитуда собственных колебаний осцилляторов возмущена не очень силь-
но (рис. 10a). С ростом амплитуды воздействия возмущение орбиты первого осциллятора
возрастает и становится настолько сильным, что изображающая точка начинает посещать
начало координат. Инвариантная кривая в стробоскопическом сечении проходит через на-
чало координат (рис. 10b). С дальнейшим ростом внешней силы траектории снова уходят
из окрестности начала координат, но теперь инвариантная кривая не охватывает начало
координат (рис. 10c). Возникает ситуация, когда внешняя сила существенно подавляет соб-
ственные автоколебания первого осциллятора, возмущая не только их фазу, но и амплитуду.

Отметим, что в определенной мере аналогичный механизм реализуется и в возбужда-
емом внешней силой одиночном осцилляторе, однако в очень узком диапазоне изменения
параметров. (См. п. 7.2.2 в [1] и соответствующее обсуждение.) В случае двух осцилляторов
такие режимы занимают значительную часть плоскости параметров. Положение линии I,
отвечающей моменту прохождения инвариантной кривой через начало координат, в высоко-
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Рис. 10. Фазовые портреты первого осциллятора и инвариантные кривые в стробоскопическом се-
чении (показаны красным цветом): a) B = 0.5, b) B = 1.161, c) B = 1.25, Ω = 0.25. λ = 1. μ = 0.1.

частотной области показано на рисунке 5 зеленым цветом. Выше нее наблюдаются режимы,
аналогичные показанным на рисунке 10c. Причина столь значительного размера области
таких режимов состоит в наличии второго осциллятора: он своими колебаниями разрушает
точный захват первого осциллятора внешней силой.

7. Заключение

Синхронизация системы осцилляторов, способных в отсутствие внешнего сигнала де-
монстрировать двухчастотные колебания, характеризуется своими, специфическими сцена-
риями эволюции динамических режимов. В случае задачи о возбуждении двух связанных
осцилляторов ВандерПоля наблюдаются некоторые черты, выявленные ранее для фазовой
модели, однако возникают и существенные отличия. При исследованных в работе значени-
ях параметров в низкочастотной области наблюдается характерная для фазового прибли-
жения картина областей двух- и трехчастотных торов, а также аналогичные механизмы
перехода от взаимного захвата осцилляторов к захвату только первого осциллятора внеш-
ней силой. При этом, однако, ассоциирующаяся с возникновением трехчастотных режимов
бифуркационная точка коразмерности два разрушается. Также модифицируется и типич-
ная для фазовой системы картина бифуркаций состояний равновесия в ее окрестности.
При уменьшении частоты сигнала возникают отсутствующие в фазовой системе эффекты:
появление хаоса и удвоенных двухчастотных торов. В высокочастотной области картина,
характерная для фазовой модели, уже полностью разрушается. Трехчастотные режимы
вообще невозможны, а переход к синхронизации первого осциллятора внешней силой про-
исходит в результате другого механизма, связанного с подавлением собственных автоко-
лебаний автономной системы. В отличие от случая одиночного осциллятора, такой режим
реализуется в значительном диапазоне частоты и амплитуды воздействия. Возникает так-
же система языков полной синхронизации высших порядков, которым отвечают различные
значения периодов, определенных в стробоскопическом сечении.
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Forced synchronization of two coupled van der Pol self-oscillators
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The problem of external driving by the harmonic signal of two coupled self-oscillators is
investigated. Comparison with the synchronization picture for phase oscillators is given. We
discuss the configuration of periodic, two- and three-frequency regimes in the parameter space
of external signal. The illustrations of three-frequency tori and resonance two-frequency tori are
given. A number of significant differences from the bifurcation mechanisms for the destruction
of synchronization are found compared with the case of phase oscillators.
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