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Вейвлет-анализ перемежаемости II и III типов
В.В.Афонин, Т.К.Болецкая

Выполнено исследование перемежаемости II и III типа в динамических системах, опи-
сываемых дискретными отображениями, с помощью вейвлет-анализа как при отсутствии
шума, так и при его наличии.
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Введение

Переход от регулярных режимов колебаний к хаотическим через перемежаемость есть
один из так называемых «путей в хаос», наблюдаемый в нелинейных динамических систе-
мах даже с малым числом степеней свободы. Это явление представляет собой чередование
ламинарных и турбулентных фаз различных длительностей. По мере увеличения управля-
ющего параметра системы длительности ламинарных фаз стремятся к нулю, и в системе
устанавливается полный хаос без участков регулярности. Перемежаемость была открыта и
разделена на три типа Помо и Манневиллем [1]. Их классификация отражает различные
типы локальных бифуркаций (вследствие которых предельный цикл теряет устойчивость),
зависящие от критического значения мультипликаторов Флоке λC при пересечении единич-
ной окружности на комплексной плоскости. I тип — бифуркация «седло-узел»: λC = +1;
III тип — субкритическая субгармоническая бифуркация: λC = −1; II тип — субкритиче-
ская бифуркация Хопфа: λC1 = λ∗C2

, |λC1,2 | = 1. II тип перемежаемости может наблюдаться
в динамических системах с размерностью фазового пространства большей или равной 2,
в то время как I и III типы перемежаемости могут наблюдаться и в системах с одномерным
фазовым пространством.

Данному явлению посвящен ряд теоретических и экспериментальных работ. Переме-
жающееся поведение, а также присущие ему универсальные закономерности исследовались
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численно на основе динамики итераций дискретных отображений и систем дифференци-
альных уравнений [1–3]. Теоретические результаты были подтверждены при исследовании
реальных динамических систем: нелинейных электрических цепей [4–6], гидродинамиче-
ских систем [7–9].

Особый интерес вызывает применение вейвлет-преобразования при исследовании пе-
ремежаемости. Вейвлетный анализ [10, 11] является хорошо себя зарекомендовавшим ма-
тематическим аппаратом, используемым при обработке нестационарных сигналов. С его
помощью можно получить не только простое перечисление характерных частот исследу-
емого сигнала, но и сведения об определенных локальных координатах (временных или
пространственных), при которых эти частоты проявляют себя. Первой работой, в которой
выполнено исследование перемежаемости с помощью частотно-временного представления
сигнала, является [12]. В ней исследовалась перемежаемость I типа на примере динамики
итераций логистического отображения с помощью преобразования Габора и дискретного
вейвлет-преобразования. Позже для изучения закономерностей перемежаемости I типа был
успешно применен аппарат непрерывного вейвлет-преобразования [13].

Влияние шума на перемежаемость I типа ранее аналитически было исследовано в [14]
с помощью уравнения Фоккера –Планка. В настоящее время влияние шума на перемежа-
емость II и III типов исследовано только в суперкритической области [15, 16], т. е. тогда,
когда перемежаемость не наблюдается в отсутствие шума.

Целью настоящей работы является исследование перемежаемости II и III типов с по-
мощью вейвлет-анализа как при отсутствии, так и при наличии шума в субкритической
области.

1. Перемежаемость III типа при отсутствии шума

Перемежаемость III типа исследовалась на примере динамики итераций отображения

xn+1 = 1 − 2xn −
1 − μ

2π cos
[
2π
(
xn − 1

12

)]
(mod 1), (1.1)

где μ > 0 — управляющий параметр.
На рисунке 1 представлена характерная для перемежаемости III типа последователь-

ность итераций отображения (1.1) и соответствующее ей вейвлет-преобразование. Как вид-
но из рисунка, поверхность модуля вейвлет-коэффициентов |W (s, t0)| имеет различную
форму в пределах ламинарной и турбулентной фаз, что позволяет с хорошей точностью
установить момент окончания ламинарной фазы и начала турбулентной фазы.

Разлагаем в ряд Тейлора выражение (1.1) в окрестности неподвижной точки xC =
= 1/3 вблизи критического значения управляющего параметра μC = 0. Сделав замену
переменных z = x− xC и ограничившись кубическими членами, получаем:

zn+1 = −(1 + μ)zn − 2π2

3 z3
n.

Полученное выражение соответствует нормальной форме субкритической субгармониче-
ской бифуркации. Мультипликатор Флоке в данном случае имеет вид λC = −(1 + μ)
и при μ = μC = 0 пересекает единичную окружность в точке −1.

Рассмотрим отображение f2(x) = f(f(x)) (т. е. каждую вторую итерацию отображе-
ния (1.1)). Разлагаем его в ряд Тейлора в окрестности неподвижной точки, ограничившись
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Рис. 1. a) Последовательность итераций отображения (1.1) (μ = 0.01); b) соответствующее ей вейв-
лет-преобразование (в качестве вейвлета был использован вейвлет Морле [10]).

кубическими членами. Сделаем замену переменных: y = x− xC . Тогда

yn+1 = (1 + 2μ)yn + ay3
n, (1.2)

где a = 4π2/3. Учитывая малость величины |yn+1 − yn| во время ламинарных фаз, можно
от дискретного уравнения (1.2) перейти к дифференциальному:

dy

dl
= 2μy + ay3, (1.3)

где l — длительность ламинарной фазы. Решая уравнение (1.3), можно получить выражение
для длительности ламинарной фазы, начавшейся в точке yin ∈ (0; ỹ]:

l(yin) = 1
4μ ln

ỹ2(2μ+ ay2
in)

y2
in(2μ+ aỹ2)

.

Граница ламинарной области ỹ определялась следующим образом: при yn < ỹ расстояния
между последовательными итерациями удовлетворяет неравенству |yn+1−yn| � 1, при yn >
ỹ такое неравенство не выполняется. Для всех μ принималось ỹ = 0,2.

Для определения распределения длин ламинарных фаз необходимо знать функцию
реинжекции Pin(yin) — плотность вероятности возвращения итерации из турбулентной об-
ласти в точку yin ламинарной области. Она была определена численно при трех различных
значениях управляющего параметра. Для каждого μ было найдено 65 000 точек первого вхо-
да в ламинарную фазу. Интервал (0; ỹ] разбивался на 20 равных частей. Функция реинжек-
ции принималась равной частоте попадания yin в каждую из этих частей, нормированной
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на ширину интервала так, чтобы выполнялось
�y∫
0

Pin(yin) dyin = 1. Как видно из рисунка 2,

функцию реинжекции можно считать равномерной на (0; ỹ]. Находим распределение длин
ламинарных фаз P (l), приняв P (l) dl = Pin(yin) dyin:

P (l) =
2
√

2μ3/2(aỹ2 + 2μ) exp(4μl)

[exp(4μl)(aỹ2 + 2μ) − aỹ2]3/2
.

Рис. 2. Функция реинжекции для отображения (1.1).

Далее можно получить зависимость средней длительности ламинарных фаз от управ-
ляющего параметра:

〈l〉 =

�y∫
0

Pin(yin)l(yin)dyin = 1
ỹ
√

2aμ
arctg

(
ỹ

√
a
2μ

)
.

При aỹ2 	 2μ

P (l) ∼ μ3/2 exp(4μl)

[exp(4μl) − 1]3/2
, (1.4)

〈l〉 ∼ μ−1/2. (1.5)

Результаты, полученные с помощью вейвлет-анализа, представлены на рисунках 3 и 4.
Аналитические выражения (1.4) и (1.5) подтверждаются.

2. Перемежаемость II типа при отсутствии шума

Перемежаемость II типа исследовалась на примере динамики итераций отображения{
xn+1 = (xn cosϕ− yn sinϕ)

[
1 + μ+ a

(
x2
n + y2

n

)]
(mod [−1; 1]),

yn+1 = (xn sinϕ+ yn cosϕ)
[
1 + μ+ a

(
x2
n + y2

n

)]
(mod [−1; 1]),

(2.1)
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Рис. 3. Зависимости средних длительностей
ламинарных (�) и турбулентных (©) фаз
от управляющего параметра μ, полученные
с помощью вейвлет-анализа.

Рис. 4. Распределения длин ламинарных фаз,
полученные аналитически (сплошные линии)
и с помощью вейвлет-анализа (точки).

a, ϕ = const; μ — управляющий параметр; операция (mod [−1; 1]) означает следующее: если
значение i-й итерации превышает 1, то его необходимо уменьшать на 2 до тех пор, пока оно
не будет принадлежать отрезку [−1; 1], если же значение i-й итерации меньше −1, то его
необходимо увеличивать на 2 до тех пор, пока оно не будет принадлежать отрезку [−1; 1].

Неподвижная точка отображения (xC , yC) = (0, 0). Матрица линеаризованной систе-
мы (2.1) имеет вид ⎛⎜⎝(1 + μ) cosϕ −(1 + μ) sinϕ

(1 + μ) sinϕ (1 + μ) cosϕ

⎞⎟⎠.
Ее собственные значения — мультипликаторы Флоке — являются парой комплексно-сопря-
женных чисел:

λC1,2 = (1 + μ)e±iϕ.

Таким образом,
∣∣λC1,2

∣∣ = 1 при μC = 0.
Характерная для перемежаемости II типа последовательность итераций отображения (2.1)

и ее вейвлет-преобразование представлены на рисунке 5. Ламинарные фазы представляют
собой спирали монотонно увеличивающегося радиуса.

При переходе к полярным координатам (r; θ) получаем:{
rn+1 = (1 + μ)rn + ar3n,

θn+1 = θn + ϕ.
(2.2)

Очевидно, что изменение угловой координаты не влияет на статистические характери-
стики исследуемого явления. Тогда второе уравнение в отображении (2.2) можно не рас-
сматривать. Первое из уравнений (2.2) — нормальная форма субкритической при a > 0
бифуркации Хопфа.
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Рис. 5. a) Динамика итераций отображения (2.1): ϕ = 0.51, a = 4, μ = 0.0001; b) соответствующее
ей вейвлет-преобразование.

Учитывая малость величины |rn+1 − rn| во время ламинарных фаз, можно от дискрет-
ного уравнения перейти к дифференциальному

dr

dl
= μr + ar3

и определить l(rin) — длительность ламинарной фазы, начавшейся при r = rin:

l(rin) =
1
2μ

ln
r̃2
(
ar2in + μ

)
r2in (ar̃2 + μ)

.

Граница ламинарной области r̃, а также функция реинжекции Pin(rin) определялись
подобно соответствующим характеристикам для перемежаемости III типа. Принималось
r̃ = 0,2. Результаты вычисления функции реинжекции приведены на рисунке 6.

Из рисунка 6 видно, что полученные для различных μ значения функции реинжекции
легли на одну прямую. Таким образом, для системы (2.1) функция реинжекции линейна:

Pin(rin) = 2r̃−2rin.

Коэффициент пропорциональности определялся из условия нормировки.
Проведя вычисления, аналогичные выполненным при анализе перемежаемости III ти-

па, получаем:

P (l) =
2μ2(ar̃2 + μ)e2μl(

e2μl(ar̃2 + μ) − ar̃2
)2 ,
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Рис. 6. Функция реинжекции для отображения (2.1).

〈l〉 = 1
2ar̃2

ln

(
ar̃2 + μ

μ

)
.

Пусть μ� ar̃2, тогда

〈l〉 ∼ ln 1
μ,

P (l) ∼ μ2e−2μl(
1 − e−2μl

)2 .
Результаты представлены на рисунках 7 и 8. Результаты, полученные с помощью вейв-

лет-анализа, совпадают с результатами, найденными аналитически.

.

.

.

Рис. 7. Зависимости средних длительностей ла-
минарных (�) и турбулентных (◦) фаз от управ-
ляющего параметра μ, полученные с помощью
вейвлет-анализа.

Рис. 8. Распределения длин ламинарных фаз,
полученные аналитически (сплошные линии)
и с помощью вейвлет-анализа (точки).
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3. Влияние шума на перемежаемость

Согласие между результатами, полученными с помощью вейвлет-анализа и найденны-
ми аналитически, позволяет предположить, что вейвлет-анализ можно использовать и в том
случае, когда аналитические результаты получить невозможно, например, при наличии шума.

Был выполнен вейвлет-анализ динамики итераций отображения

xn+1 = 1 − 2xn −
1 − μ

2π
cos
[
2π
(
xn − 1

12

)]
+ gξn (mod 1), (3.1)

где g — уровень шума, ξn — случайная гауссова величина (〈ξn〉 = 0, 〈ξn, ξn′〉 = δ(n − n′)).
Результаты, полученные из анализа поверхностей вейвлет-коэффициентов, представлены
на рисунке 9.

Исследование влияния шума на перемежаемость II типа было выполнено при вейвлет-
анализе динамики итераций отображения

{
xn+1 = (xn cosϕ− yn sinϕ)

[
1 + μ+ a

(
x2
n + y2

n

)]
+ gξ(x)n (mod [−1; 1]),

yn+1 = (xn sinϕ+ yn cosϕ)
[
1 + μ+ a

(
x2
n + y2

n

)]
+ gξ(y)n (mod [−1; 1]),

(3.2)

где ξ(x)n , ξ(y)n — независимые случайные гауссовы величины. Результаты расчетов с помощью
вейвлет-анализа представлены на рисунке 10.

Рис. 9. Зависимости средних длительностей ла-
минарных фаз от управляющего параметра μ
при различных уровнях шума g, полученные
с помощью вейвлет-анализа динамики итераций
отображения (3.1).

Рис. 10. Зависимости средних длительностей
ламинарных фаз от управляющего параметра
μ при различных уровнях шума g, полученные
с помощью вейвлет-анализа динамики итераций
отображения (3.2).

При малых уровнях шума средние длительности ламинарных фаз близки к их зна-
чениям при отсутствии шума. Чем выше уровень шума, тем слабее зависимость средней
длительности ламинарных фаз от управляющего параметра.
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Заключение

В настоящей работе на примере динамики итераций дискретных отображений исследо-
вана перемежаемость II и III типов в субкритической области с помощью вейвлет-анализа.
Отличное совпадение результатов, полученных с помощью вейвлет-анализа, с аналитиче-
скими результатами при отсутствии шума говорит о том, что вейвлет-анализ может быть
использован для исследования перехода к хаосу через перемежаемость в более сложных
динамических системах. В частности, в настоящей работе данный метод применен для ис-
следования влияния шума на перемежаемость.
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