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О ТОЧНОМ РЕШЕНИИ ОДНОЙ ЗАДАЧИ
ОПТИМИЗАЦИИ, ПОРОЖДЕННОЙ ПРОСТЕЙШИМ

ВОЛНОВЫМ УРАВНЕНИЕМ

Родионова Н.В.

1. Мы переносим метод построения разностных схем [1, 2] с урав-
нения теплопроводности на волновое уравнение: при фиксированных
γ 6= 0 и τ > 0 изучается начально-граничная задача

∂2u

∂t2
= γ2 ∂

2u

∂ξ2
; u(0, ξ)=φ(ξ),

∂u

∂t
(0, ξ) = ψ(ξ), ξ∈ [0, 1];

u(t, 0)=ρ0(t), u(t, 1)=ρ1(t), t∈ [0, 2τ ]. (1)

Предполагаются выполненными естественные условия сопряжения
ρ0(0) = φ(0), ρ1(0) = φ(1), ρ′0(0) = ψ(0), ρ′1(0) = ψ(1).

2. Через Ω обозначим прямоугольник [0, 2τ ]×[0, 1]. Пусть h =̇ 1
2N ,

где N ∈ N, θ =̇ γ2 τ2

h2 , ν =̇ h
τ3 , а точки (τi, hj) ∈ Ω таковы, что τi =̇ iτ,

i = 0, 1, 2, hj =̇ jh, j = 0, 1, . . . , 2N.
Массив uij , i = 0, 1, 2, j = 0, 1, . . . , 2N, называется допустимым,

если u0
j =̇φ(hj), j = 0, 1, . . . , 2N ; ui0 =̇ ρ0(τi), u

i
2N =̇ ρ1(τi), i = 0, 1, 2.

Сетка { (τi, hj) } и допустимый массив (uij ) порождают четыре серии
(` = 1, . . . , 4, k = 1, . . . , N ) треугольников Ω`k (каждый треугольник
содержит ровно шесть точек сетки, см. [2]) и четыре серии интерпо-
ляционных квадратичных полиномов P `k : Ω`k → R, порождающих
две непрерывные функции u

L
, u

R
: Ω → R (о построении этих квад-

ратичных сплайнов см. формулы (3) и (4) работы [2]).
Зафиксируем λ ∈ [0, 1], и пусть µ =̇ 1−λ, ω =̇λ − µ. Очевидно,

µ ∈ [0, 1], ω ∈ [−1, 1]. Функции u
L
и u

R
порождают на множестве Ω

квадратичный сплайн u
λ

=̇λu
L

+µu
R
, который мы называем аппрок-

симирующим сплайном. Разнообразие таких сплайнов определяется
лишь наборами чисел uij , i = 1, 2, j = 1, . . . , 2N−1. Это означает,
что при фиксированном значении λ аппроксимирующие сплайны об-
разуют конечномерное линейное пространство размерности 4N−2.
Обозначим его σ

λ
(Ω) = σ

λ,N
(Ω). В качестве приближенного решения

исходной задачи (1) принимаем сплайн, реализующий задачу

J =̇ J(u) =̇ ‖utt − γ2uξξ ‖ 2
L2(Ω) → min, u ∈ σ

λ
(Ω). (2)
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3. Далее используются обозначения: x =̇ − 1− 1
2λ2 − 1

2µ2 < −1,

xj =̇u2
j − u0

j , yj =̇u2
j − 2u1

j + u0
j , j = 0, 1, . . . , 2N,

Zk =̇u0
2k−2 − 2u0

2k−1 + u0
2k, k = 1, . . . , N,

Wk =̇ − 1
λ2 θ Zk − 1

µ2 θ Zk+1, k = 1, . . . , n =̇N−1

(выражения для x и Wk имеют смысл при λµ 6= 0). Анализ функци-
онала (2) и начального условия ut(0, ξ) = ψ(ξ) порождает итоговые
уравнения разностной схемы (в которой j = 1, . . . , N, k = 1, . . . , n):

x2j−1 − λ y2j−2 − y2j−1 − µ y2j = 2τ ψ(h2j−1), (3)

µ y2j−2 + λ y2j − ( 1−λµ ) θ (x2j−2 − 2x2j−1 + x2j )− θ Zj = 0, (4)
x2k − 2 y2k = 2τ ψ(h2k), (5)

λ2µ2(y2k−2+y2k+2)−(λ2+µ2+2λ2µ2) y2k+µ2θ Zk+λ2θ Zk+1 = 0. (6)
Для решения системы (6) примени́м метод прогонки. Мы, однако,
приводим явные выражения для решения этой системы, — они необ-
ходимы при выводе формулы для минимума функционала (2).

4. Последовательность {Un(x), x ∈ R}, состоящую из много-
членов Чебышева 2-го рода, определяем рекурсивно: U−1(x) =̇ 0,
U0(x) =̇ 1, Un+1(x) =̇ 2xUn(x) − Un−1(x). При фиксированном n ∈ N
определена симметрическая матрица B(x) =̇

(
Bij(x)

)
, i, j = 1, . . . , n,

Bij(x) =̇ (−1)i+j
{
Ui−1(x)Un−j(x), если i 6 j ,
Uj−1(x)Un−i(x), если i > j .

Теорема 1. Система уравнений (3) – (6) имеет единственное ре-
шение. При этом, в зависимости от параметра λ∈ [0, 1], решения
системы (6) допускают для величин y2k явное представление:

λ = 0 =⇒ y2k = θ Zk, λ = 1 =⇒ y2k = θ Zk+1,

λ∈(0, 1) =⇒ y2k =
1

Un(x)

(
−Bk1(x) y0−Bkn(x) y

2N
+

n∑
j=1

Bkj(x)Wj

)
.

Это позволяет последовательно вычислить значения x2k, x2j−1 и
y2j−1 из уравнений (5), (4) и (3) соответственно. Полученные зна-
чения позволяют, в конечном счете, вычислить все коэффициенты
u1
j = u0

j + (xj− yj)/2 и u2
j = u0

j + xj оптимального сплайна.
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Теорема 2. Минимум J∗ функционала J достигается на решении
системы (3) – (6). В зависимости от параметра λ ∈ [0, 1] для него
имеет место одна из следующих формул:

λ = 0 =⇒ 1

2 ν
J∗ = ( y

2N
− θ Z

N
)2, λ = 1 =⇒ 1

2 ν
J∗ = ( y0− θ Z1)2,

λ ∈ (0, 1) =⇒ 1−λµ
2 ν

J∗ = λ2 ( 1+µ2) y2
0 + µ2 ( 1+λ2) y2

2N
−

−2λ2y0 θ Z1 − 2µ2y
2N
θ Z

N
+ (λ2+µ2)

N∑
k=1

θ2Z2
k −

−λ2µ2 1

Un(x)
y0

(
−B11(x) y0 −B1n(x) y

2N
+

n∑
j=1

B1j(x)Wj

)
−

−λ2µ2 1

Un(x)

(
−Bn1(x) y0 −Bnn(x) y

2N
+

n∑
j=1

Bnj(x)Wj

)
y

2N
+

+λ2µ2 1

Un(x)

n∑
k=1

(
−Bk1(x) y0 −Bkn(x) y

2N
+

n∑
j=1

Bkj(x)Wj

)
Wk

— положительно определенная квадратичная форма от исходных
конечных разностей Zk= φ(h2k−2)−2φ(h2k−1)+φ(h2k), k = 1, . . . , N,
y0 = ρ0(2τ)− 2 ρ0(τ) + ρ0(0), y

2N
= ρ1(2τ)− 2 ρ1(τ) + ρ1(0).

5. Формулы позволяют получить априори достаточное количе-
ство N узлов сетки для достижения нужной точности

√
J∗ < ε.
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