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Abstract. We consider the problems of resolvability and computabilit y of the models of classi�cation of

�nite objects. The Church's thesis is used in our approach to the problem of classi�cation of �nite objects.

The criteria of resolvability obtained determine the condi tions of adequate description of �nite objects as

well as the e�ective computation of the predicates of classi �cation.
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Ââåäåíèå

Ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè êëàññèôèêàöèè èëè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ îñòàåòñÿ
îäíîé èç öåíòðàëüíûõ îáëàñòåé ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è êèáå ðíåòèêè2.

Ñóùåñòâóþùèå ïîäõîäû ê ïðîáëåìàì êëàññèôèêàöèè îáðàçîâ íå äàþò ïåðâîî÷åðåäíîãî
îòâåòà íà âîïðîñ îá èõ ðàçðåøèìîñòè . Âìåñòå ñ òåì äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåì
êëàññèôèêàöèè ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü êîíöåïöèþ êîíñòðóêòèâèçàöèè èññëåäóåìûõ îá-
ðàçîâ (êîíå÷íûõ îáúåêòîâ) [37, 115] è îïðåäåëèòü ðàöèîíàëü íûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ìíîãî-
÷èñëåííûõ çàäà÷ [39, 41, 52, 98, 117, 179].

Êîíñòðóêòèâèçàöèÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü ïðåäïîëàãàåò ðåøåíèå ïðîáëåì ðàçðåøèìîñòè è âû-
÷èñëèìîñòè ìîäåëåé êëàññèôèêàöèè îáðàçîâ [35, 37, 142], êîòîðûå íà ðàí íèõ ýòàïàõ ðàçðà-
áîòêè è ïðàêòèêè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ îòîäâèãàëèñü íà âòî ðîé ïëàí [20, 31, 41].

Ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè ìîäåëåé êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ îáú åêòîâ (â äàëüíåéøåì ïðî-
ñòî � ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ñóùåñòâó åò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé ïî
îïèñàíèþ íà ÿçûêå ðàñøèðåííîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ [129] óñòàíàâëèâàåò ïðèíàäëåæíîñòü
èññëåäóåìîãî îáúåêòà ê ðàññìàòðèâàåìîìó ìíîæåñòâó M èëè ê îäíîìó èç êëàññîâ ðàçáèåíèÿ

S 
 f M 1; M 2; : : : ; M kg; M =
kS

i =1
M i :

Ïðîáëåìà âû÷èñëèìîñòè ìîäåëåé êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ îáú åêòîâ (â äàëüíåéøåì ïðî-
ñòî � ïðîáëåìà âû÷èñëèìîñòè) çàêëþ÷àåòñÿ â óñòàíîâëåíèè ýôôåêòèâíîé ïðîöåäóðû , ãàðàí-
òèðóþùåé ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé ñîîòâåòñòâóþù èõ ïðåäèêàòîâ êëàññèôèêàöèè
îáúåêòîâ .

Îïðåäåëåíèÿ ðàçðåøèìîñòè è âû÷èñëèìîñòè, ðàññìàòðèâàåìû å â äàííîé ðàáîòå, ïðèìå-
íèìû ê ôóíêöèÿì è ïðåäèêàòàì îò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Íî ýòî íå ÿ âëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì
îãðàíè÷åíèåì, ïîñêîëüêó îïåðàöèè, âêëþ÷àþùèå äðóãèå âèäû îáúåêòîâ, ìîãóò áûòü çàêîäè-
ðîâàíû êàê îïåðàöèè ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè [109].

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîáëåìû âû÷èñëèìîñòè è ðàçðåøèìîñòè òåñíî ñ âÿçàíû (ñì.: [109, ñ.30]):
ïðåäèêàò P(�x) ðàçðåøèì, åñëè ôóíêöèÿ cp(�x) âû÷èñëèìà; ïðåäèêàò P(�x) íåðàçðåøèì, åñëè
ôóíêöèÿ cp(�x) íåâû÷èñëèìà, ãäå P(�x = hx1; x2; : : : ; xn i ) � n -ìåñòíûé ïðåäèêàò íà íàòóðàëü-
íûõ ÷èñëàõ; cp(�x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ:

cp(�x) =
�

1; åñëèP(�x) � èñòèííî,
0; åñëèP(�x) � ëîæíî.

Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà êîíñòðóêòèâíûõ ìîäåëåé ïðîáëåì à âû÷èñëèìîñòè ðåøåíà äî-
ñòàòî÷íî ýôôåêòèâíî, òî ðàçðåøèìîñòü ìîäåëåé ýòîãî êëàññà , êàê ïðàâèëî, ïîëó÷àåòñÿ â âè-
äå ïðîñòîãî ñëåäñòâèÿ [37]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè óñòàíîâë åíà ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè, òî
ïîñëåäóþùàÿ ýôôåêòèâíàÿ âû÷èñëèìîñòü ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà èçâåñòíûìè êîíñòðóêòèâ-
íûìè ìåòîäàìè [115, 142].

Òðàäèöèîííîå ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâà-
íèå ñëàáî ôîðìàëèçîâàííûõ ñëîæíûõ çàäà÷. Ìåòîäû è àëãîðèòìû ðà ñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ â
çíà÷èòåëüíîé ìåðå îïðåäåëÿþòñÿ êîíêðåòíîé ôèçè÷åñêîé ïðè ðîäîé ðàñïîçíàâàåìûõ îáúåêòîâ
èëè ÿâëåíèé.

Åñëè â èçâåñòíûõ ðàáîòàõ ïîíÿòèÿ ¾ðàñïîçíàâàíèå¿, ¾êëàññè ôèêàöèÿ¿, ¾èäåíòèôèêàöèÿ¿
ïîä÷àñ îòîæäåñòâëÿþòñÿ, òî â íàñòîÿùåé ðàáîòå îíè ÷åòêî ðàç ãðàíè÷èâàþòñÿ íà ÿçûêå õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé [85].

Ïóñòü M � èñõîäíîå (èññëåäóåìîå) ìíîæåñòâî êëàññèôèöèðåìûõ (ðàñï îçíàâàåìûõ) îá-
ðàçîâ x; K � ìíîæåñòâî êîíñòðóêòèâíûõ (êîíå÷íûõ) îáúåêòîâ; ' : M ! K � ôóíêöèÿ
êîäèðîâàíèÿ êëàññèôèöèðóåìûõ (ðàñïîçíàâàåìûõ) îáðàçîâ x êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì èç K:

O 
 f X1; X2; : : : ; Xm g � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà � ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Xi ; i 2 I m ; I m 


 f 1; 2; : : : ; mg; òî åñòü íàáîð èçâåñòíûõ ðåàëèçàöèé (îïèñàíèé) Xi êëàññèôèöèðóåìûõ (ðàñ-
ïîçíàâàåìûõ) îáðàçîâ x:

2Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ î äèí èç óñòîÿâøèõñÿ òåðìèíîâ � êëàññèôè-
êàöèÿ èëè ðàñïîçíàâàíèå.
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X � íåèçâåñòíàÿ ðåàëèçàöèÿ êëàññèôèöèðóåìîãî (ðàñïîçíàâàå ìîãî) îáðàçà x:
S 
 f N1; N2; : : : ; N t g � ðàçáèåíèå îáó÷àþùåé âûáîðêè íà êëàññû (ýòàëîíû) N j ; j 2 I t ;

I t 
 f 1; 2; : : : ; tg:
f : I m ! I t � êëàññèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, çàêðåïëÿþùàÿ íîìåðà i 2 I m ýëåìåíòîâ

îáó÷àþùåé âûáîðêè Xi 2 O çà íîìåðàìè ýòàëîíîâ � êëàññîâ N j 2 S; j 2 I t :
Òîãäà öåëåâûå ôóíêöèè, èçâåñòíûå êàê çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ , êëàññèôèêàöèè è èäåíòè-

ôèêàöèè, îïðåäåëèì ÷åðåç îïåðàöèè âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñò è÷åñêèõ ôóíêöèé ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

1. Ðàñïîçíàâàíèå � îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ïðèíàäë åæíîñòè
îáðàçà x ìíîæåñòâó X :

(8x 2 M )[x 2 X] =
�

1; åñëèx 2 X;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

2. Êëàññèôèêàöèÿ � îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ïðèíàäë åæíîñòè
íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèè X îäíîìó èç êëàññîâ ðàçáèåíèÿ:

(8X 2 O)[X 2 N j ] =
�

1; åñëèX 2 N j ; j 2 I t ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

3. Èäåíòèôèêàöèÿ � îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàâåíñò âà ìíî-
æåñòâ ðåàëèçàöèéX � íåèçâåñòíîé è Xi � èçâåñòíîé äëÿ îáðàçà x :

(8X 2 O)[X = Xi ] =
�

1; åñëèX = Xi ; i 2 I m ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ÿâëÿþòñÿ áîëåå îáùèì ñëó÷àåì çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ è èäåíòè-
ôèêàöèè. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â îñíî âíîì çàäà÷è êëàññèôèêàöèè
êîíå÷íûõ îáúåêòîâ. Íî òàì, ãäå íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü îñîá åííîñòè èìåííî çàäà÷ ðàñïîçíà-
âàíèÿ èëè èäåíòèôèêàöèè, áóäåì ïåðåõîäèòü íà èñïîëüçîâàíè å ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîíÿòèé.

Ñäåëàåì êðàòêèé îáçîð ïî ãëàâàì îñíîâíûõ èäåé è ðåçóëüòàòîâ .
Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàçðåøèìîñòè êîíñòðóêòèâíûõ ìîäåëåé êëàññèôèê àöèè êîíå÷-

íûõ îáúåêòîâ.
Ïðåäïîñûëêàìè ê êîíñòðóêòèâèçàöèè ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûå çàä à÷è êëàññèôèêàöèè íåêîòî-

ðîãî ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ îáúåêòîâ, çàäàííûõ ñèñòåìîé áèí àðíûõ ïðèçíàêîâ. Àëãîðèòìû
êëàññèôèêàöèè, îñíîâàííûå íà ìîäåëè âû÷èñëåíèÿ îöåíîê , ÿâëÿÿñü ýâðèñòè÷åñêèìè, ìîãóò
íåòî÷íî êëàññèôèöèðîâàòü íåêîòîðûå îáúåêòû èç ìíîæåñòâà ï ðåäìåòîâ èëè ÿâëåíèé, ïîäëå-
æàùèõ êëàññèôèêàöèè. Îäíàêî ïðè ââåäåíèè íåêîòîðûõ äîïîëí èòåëüíûõ óñëîâèé êîíñòðóê-
òèâèçàöèè äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåòêîððåêòíûé àëãîðèòì, íå îøèáàþùèéñÿ íà çàäàííîì
êîíòðîëüíîì ìíîæåñòâå îáúåêòîâ.

Ïðè êëàññèôèêàöèè îäíîé èç ïåðâîíà÷àëüíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ô îðìàëèçàöèÿ èñõîäíîãî
îïèñàíèÿ îáðàçà è ïåðåõîä îò ôèçè÷åñêîé èëè ñåìàíòè÷åñêîé ì îäåëè ê ìàòåìàòè÷åñêîé äëÿ
ïîñëåäóþùåãî âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.

Ïîêàçàíî, êàê ñî÷åòàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ è ëèíãâèñòè÷åñêèõ óñòàíîâîê ïðè îïèñàíèè îáðà-
çîâ íà ÿçûêå ðàñøèðåííîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ â âûáðàííîì ñïåêòðàëüíîì ïðîñòðàíñòâå
îïðåäåëÿåò ýêçèñòåíöèàëüíîñòü , òî åñòü âîçìîæíîñòü àíàëèçà ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè íà
ðàçðåøèìîñòü [104].

Ñ ýòîé öåëüþ èñõîäíîå ìíîæåñòâî èññëåäóåìûõ îáúåêòîâ èç M ðåäóöèðóåòñÿê ìíîæåñòâó
âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N ÷åðåç îòîáðàæåíèå ' : M ! N: Ïàðà hM; ' i îáúÿâëÿåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì êîíñòðóêòèâíûõ (êîíå÷íûõ ) îáúåêòîâ , åñëè ïðè ýòîì ' � ðàçíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå,
òî ïàðà hM; ' i íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ñèëüíî êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ [9].

Ââåäåííûå ïîíÿòèÿ êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ îáåñïå÷èâàþò äà ëüíåéøóþ ôîðìàëèçàöèþ
íà åäèíîé ìåòîäîëîãè÷åñêîé îñíîâå � êëàññe âñåõ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé , ñîâïà-
äàþùèõ ñ êëàññîì âñåõ ÷àñòè÷íûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé , äîïóñêàþùèõ ýôôåêòèâíûå
âû÷èñëåíèÿ [9].
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Äðóãèì ñïîñîáîì ðåäóêöèè ê íàòóðàëüíûì ÷èñëàì è àðèôìåòè÷å ñêèì ôóíêöèÿì ÿâëÿåòñÿ
èñïîëüçîâàíèå ïîäõîäÿùåé íóìåðàöèè , òî åñòü îòîáðàæåíèÿ � : N ! S; ãäå S � ïðîèçâîëüíîå
(èññëåäóåìîå) ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ îáúåêòîâ.

Èçó÷åíèå ñâîéñòâ íóìåðàöèé ñåìåéñòâ êîíå÷íûõ îáúåêòîâ ïîç âîëÿåò ïåðåíåñòè ïðîáëåìó
êëàññèôèêàöèè èç îáëàñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â îáëàñòü ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íûõ îáúåêòîâ.

Â ðàáîòå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ðàçðåøèìîñòè àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè
êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ â ìîäåëÿõ ñ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûì î ñíîâíûì ìíîæåñòâîì è ñèãíà-
òóðàìè ðåøàþùèõ ïðåäèêàòîâ, äîïóñêàþùèõ ìíîãîàëüòåðíàòèâíîñòü .

Êîíñòðóêòèâèçàöèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé ìîäåëåé êëàññèôèêàöè è âûïîëíÿåòñÿ â ðàìêàõ m -
ñâîäèìîñòè íóìåðîâàííûõ ñåìåéñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ê ïðîèçâîëüíîìó ì íîæåñòâó êîíå÷-
íûõ îáúåêòîâ êëàññèôèêàöèè.

Äîêàçàííûå êðèòåðèè ðàçðåøèìîñòè íà ìîäåëÿõ êëàññèôèêàöèè ïîçâîëÿþò îòâåòèòü íà
âîïðîñû ýôôåêòèâíîé âû÷èñëèìîñòè êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòî â ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé íóìå-
ðàöèè.

Ïðè íåðàçðåøèìîñòè ìîäåëè êëàññèôèêàöèè m -ñâîäèìîñòü ïðåäîïðåäåëÿåò êðèòåðèé ðå-
ãóëÿðèçàöèèâ ñìûñëå ýôôåêòèâíîé âû÷èñëèìîñòè äëÿ óêàçàíèÿ ïóòåé ðàñøè ðåíèÿ ñâîéñòâ
êîíñòðóêòèâèçèðóåìûõ îáúåêòîâ èëè óñèëåíèÿ ðåêóðñèâíîñòè àëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè.

Â ñëó÷àåèíäóöèðîâàííîãî îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà íà ìîäåëÿõ êëàññèôèêàöèè óäàåòñÿ ïîêà-
çàòü ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ðàçáèåíèå ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûõ ( ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëè-
ìûõ ) îñíîâíûõ ìíîæåñòâ ìîäåëåé.

Äîêàçàíî, ÷òî ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ïî êëàññàì ýêâèâàëåíòíîñòè
ðàçðåøèìà, êîãäà ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè êîíå÷íî, à êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
åñòüñèëüíî ðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå âû÷èñëèìîñòè ðàçðåøèìûõ ìîäåëåé êëàññ èôèêàöèè
êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ: êîãäà ýëåìåíòû ìíîæåñòâ ìàêñèìàëüíî ðà çëè÷íû è, íàîáîðîò, êîãäà íà-
áëþäàåòñÿ ñèëüíîå ïåðåñå÷åíèå (¾ñöåïëåíèå¿) ìíîæåñòâ.

Â çàâèñèìîñòè îò ¾ñèëû ñöåïëåíèÿ¿ ìíîæåñòâ îïðåäåëÿþòñÿ âî çìîæíûå ïóòè ê ïîñòðîå-
íèþ ðàçëè÷íûõ ïî ýôôåêòèâíîñòè âû÷èñëåíèé ïðåäèêàòîâ êëàñ ñèôèêàöèè.

Ðàññìîòðåííûå òèïîâûå ìîäåëè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé äëÿ ðàçëè÷í ûõ êîíå÷íûõ îáúåêòîâ
(ìíîæåñòâ, êîðòåæåé, îòíîøåíèé) äîïóñêàþò èíòåãðàöèþ â îá ùóþ ñõåìó ðåøàòåëÿ, ÷òî ïîç-
âîëÿåò â öåëîì ïîâûñèòü íàäåæíîñòü êëàññèôèêàöèè îáúåêòîâ .

Ââåäåííûå ìåðû áëèçîñòè ìåæäó ýòàëîííûì è ïðåäúÿâëåííûì îïè ñàíèÿìè êîíå÷íîãî îáú-
åêòà îïðåäåëÿþò (ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ) îïòèìàëüíûé â ûáîð ìîäåëåé êëàññèôèêàöèè.

Îïòèìàëüíîñòü âûáîðà äîñòèãàåòñÿ ñ ó÷åòîì êðèòåðèåâ ýôôåê òèâíîñòè âû÷èñëåíèé ïðå-
äèêàòîâ êëàññèôèêàöèè:

1) êîìïàêòíîñòü � ìèíèìàëüíûé îáúåì îäíîâðåìåííî õðàíèìûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ð åçóëü-
òàòîâ (ïîñëåäîâàòåëüíîå âû÷èñëåíèå);

2) ïàðàëëåëèçì � ìèíèìàëüíîå âðåìÿ âû÷èñëåíèé (ïàðàëëåëüíîå âû÷èñëåíèå) ;
3) ñèìóëüòàííîñòü (îäíîòàêòíîñòü) � ñóáïàðàëëåëèçì, òî åñòü ïàðàëëåëüíîå âû÷èñëåíèå

ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà äâóõ îïèñàíèé (ýòàëîííîãî è ïðåäèêàòí îãî) òîëüêî ïî îäíîìó èíôîðìà-
òèâíîìó ýëåìåíòó.

Ïîñëåäíèé êðèòåðèé äîêàçûâàåò âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííîé ñèìóëüòàííîé
ìîäåëè ïðåäåëüíî áûñòðîãî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðè êëàññèôèêà öèè êîíå÷íûõ îáúåêòîâ.

Â ðåçóëüòàòå ïîèñêà ýôôåêòèâíûõ (â ñìûñëå ïðåäñòàâèìîñòè è âû÷èñëèìîñòè) ÿçûêîâ îïè-
ñàíèÿ êîíå÷íûõ îáúåêòîâ ïðè èññëåäîâàíèè âû÷èñëèìîñòè ïðå äèêàòîâ êëàññèôèêàöèè áûëè
ðàñêðûòû áîãàòûå âîçìîæíîñòè ÿçûêà ÔÀË (ôóíêöèé àëãåáðû ëî ãèêè èëè áóëåâûõ ôóíêöèé).

Îáíàðóæåííûå çàêîíîìåðíîñòè â ñïåêòðå ñòðóêòóðíûõ ñâÿçåé ìåæäó áóëåâûìè îïåðàòî-
ðàìè ïîçâîëÿþò êîíñòðóêòèâíî ïîñòðîèòü êîìïàêòíûé àëãîðè òì ðàñïîçíàâàíèÿ ÔÀË.

Ïîëó÷åííûå îöåíêè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ ÔÀË ãàðàíòèðóþò ðå àëèçàöèþ êëàññèôèêàòî-
ðîâ ñ çàðàíåå çàäàííûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ðåñóðñàìè.

ßçûê ÔÀË îáåñïå÷èâàåò ïðîñòîå è ýêîíîìè÷íîå ôóíêöèîíàëüíî å è àïïàðàòíîå ìîäåëèðî-
âàíèå ñòðóêòóðû êëàññèôèêàòîðîâ.
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Èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèìîñòè ÔÀË ðà ñøèðÿåò â îáùåé ïðîáëåìå
êîíñòðóêòèâèçàöèè îáëàñòü ðàçðåøèìîñòè ïðåäèêàòîâ êëàññ èôèêàöèè.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíñòðóêòèâèçàöèÿ ïðè êëàññèôèêàöèè (ðàñïîçíàâà-
íèè) êîíå÷íûõ îáúåêòîâ.

Àëãîðèòìû ðàñïîçíàâàíèÿ, êàê ïðàâèëî, èìåþò íå ñàìîñòîÿòå ëüíîå çíà÷åíèå, à ðåàëèçóþò-
ñÿ â âèäå àïïàðàòíî-ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ, ÿâëÿÿñü ñîñòà âíûìè ÷àñòÿìè áîëåå ñëîæíûõ
ñèñòåì.

Ïðîëîíãàöèÿ ÿçûêîâ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ íà ÿçûêè òåîðèè êîíå÷íûõ àâòî ìàòîâ ïîç-
âîëÿåò ó÷åñòü, ñ îäíîé ñòîðîíû, îñîáåííîñòè îïèñàíèé èññëå äóåìûõ îáúåêòîâ, à ñ äðóãîé,
òðåáîâàíèÿ ê ñèíòåçó îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû ñîîòâåòñòâóþù åãî ðàñïîçíàþùåãî àâòîìàòà.

Îäíèì èç òàêèõ êîìïðîìèññíûõ ÿçûêîâ ÿâëÿþòñÿ äèñêðåòíûå ôó íêöèè Óîëøà, èññëåäî-
âàííûå äîñòàòî÷íî ïîëíî äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñèãíàëîâ íà ÖÂÌ.

Äèñêðåòíûå ôóíêöèè Óîëøà ðàñøèðÿþò âîçìîæíîñòè ÿçûêîâûõ ñ ðåäñòâ ïðè îïèñàíèè
êîíå÷íûõ îáúåêòîâ ñ ïîñëåäóþùåé îðèåíòàöèåé íà ñèíòåç ñîîò âåòñòâóþùèõ ðàñïîçíàþùèõ
àâòîìàòîâ (êëàññèôèêàòîðîâ).

Ïðåäëîæåííûå ìåòîäû ìèíèìèçàöèè îïèñàíèé ïðåäèêàòíûõ ôîð ì â êîíå÷íûõ ìîäåëÿõ
îáåñïå÷èâàþò âûïîëíåíèå îäíîãî èç óñëîâèé êîíñòðóêòèâèçà öèè � ðåàëèçóåìîñòü âû÷èñëè-
ìûõ ìîäåëåé êëàññèôèêàöèè.

×åòâåðòàÿ ãëàâà ñîäåðæèò ïðèêëàäíûå ðåçóëüòàòû ïî àâòîìàòè÷åñêîé êëàññèô èêàöèè
(ðàñïîçíàâàíèþ) íàèáîëåå äèíàìè÷íûõ è òðóäíûõ äëÿ èññëåäî âàíèé îáúåêòîâ:

òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé,
ôóíêöèîíàëüíûõ ñîñòîÿíèé ÷åëîâåêà.
Âûïîëíåííûå îáúåìíûå èññëåäîâàíèÿ íà âñåõ ýòàïàõ êîíñòðóêò èâèçàöèè ìîäåëåé êëàññè-

ôèêàöèè òåêñòóð ïîçâîëèëè ñîçäàòü íà áàçå ÖÂÌ óíèêàëüíûé èíñ òðóìåíòàðèé � àïïàðàòíî-
ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ïî äåøèôðèðîâàíèþ òåñòóðíûõ èçîáðàæ åíèé.

Ïðèâåäåííûå ðåàëèçàöèè ïðèìåðîâ èç êîìïüþòåðíûõ ìåäèöèíñ êèõ òåõíîëîãèé äåìîíñòðè-
ðóþò ïðàâèëüíîñòü ýòàïîâ êîíñòðóêòèâèçàöèè â ðåøåíèè êàæä îé èç òðåõ îñíîâíûõ ïðîáëåì
êîìïüþòåðèçàöèè â ìåäèöèíå: äèàãíîñòèêè, ìîíèòîðèíãà, ïð îãíîçèðîâàíèÿ.

Áëàãîäàðþ âñåõ ñîàâòîðîâ èññëåäîâàíèé, óêàçàííûõ â ñîâìåñò íûõ ïóáëèêàöèÿõ. Îñîáóþ
áëàãîäàðíîñòü âûðàæàþ:

ä. ô.-ì. í., ïðîô. Â. Ï. Ìàêñèìîâó çà èäåþ íàïèñàíèÿ ñòàòüè è êî ððåêòèðîâêó åå ïåðâîíà-
÷àëüíîãî âàðèàíòà;

ê. ô.-ì. í., äîöåíòó Ò. Ñ. Áûêîâîé çà êâàëèôèöèðîâàííîå òåõíè ÷åñêîå ðåäàêòèðîâàíèå ðó-
êîïèñè;

ñòóäåíòêå Ò. Ä. Ðàòàíîâîé çà òðóäîåìêèé êîìïüþòåðíûé íàáîð è âåðñòêó;
ê. ô.-ì. í., äîöåíòó À. À. Àéçèêîâè÷ó çà ïîìîùü è ïîääåðæêó ïð è ïîäãîòîâêå ìàòåðèàëîâ

èññëåäîâàíèé;
ä. ô.-ì. í., ïðîô. Å. Ë. Òîíêîâó çà ïðîäóêòèâíîå íàó÷íîå ðåäà êòèðîâàíèå ðóêîïèñè;
ðåöåíçåíòàì çà íåëåãêèé òðóä ïî ÷òåíèþ ðóêîïèñè è âûñêàçàíí ûå êðèòè÷åñêèå çàìå÷àíèÿ,

ñïîñîáñòâîâàâøèå åå óëó÷øåíèþ.
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Ãëàâà 1. Ðàçðåøèìîñòü êîíñòðóêòèâíûõ ìîäåëåé êëàññèôèêàö èè

Ÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè íåêîòîðîãî ìíîæåñò âà äîïóñòèìûõ îáúåêòîâ, çà-
äàííûõ ñèñòåìîé áèíàðíûõ ïðèçíàêîâ. Ïðîöåäóðà êëàññèôèêà öèè îñíîâàíà íà ìîäåëè âû-
÷èñëåíèÿ îöåíîê, â êîòîðîé â êà÷åñòâå îïîðíûõ ìíîæåñòâ âçÿòû òóïèêîâûå òåñòû òàáëèöû
îáó÷åíèÿ. Òåñòîâûå àëãîðèòìû â ïîñëåäíåå âðåìÿ óñïåøíî ïðèìåíÿëèñü â ðàçëè÷íû õ çàäà÷àõ
ðàñïîçíàâàíèÿ è êëàññèôèêàöèè [32], òàêèõ êàê çàäà÷è ãåîëî ãè÷åñêîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ, ìå-
äèöèíñêîé äèàãíîñòèêè, â ýêîíîìèêå è â ðÿäå äðóãèõ îáëàñòåé . Â òî æå âðåìÿ ýòè àëãîðèòìû,
îòíîñÿùèåñÿ ê êëàññó ýâðèñòè÷åñêèõ, ìîãóò íåòî÷íî êëàññèôèöèðîâàòü íåêîòîðûå îáúåêòû
èç ìíîæåñòâà ïðåäìåòîâ èëè ÿâëåíèé, ïîäëåæàùèõ êëàññèôèêà öèè.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé êîíñòðóêòè âèçàöèè ñóùåñòâóåò òåñòî-
âûé àëãîðèòì, íå äîïóñêàþùèé îøèáîê íà çàäàííîì êîíòðîëüíî ì ìíîæåñòâå îáúåêòîâ. Äîêà-
çàíà òåîðåìà î êîððåêòíîñòè àëãåáðàè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ ìîäåëè òåñòîâûõ àëãîðèòìîâ. Ïîñòðî-
åíû â ÿâíîì âèäå òåñòîâûå ðàñïîçíàþùèå îïåðàòîðû , ïîðîæäàþùèå áàçèñâ àëãåáðàè÷åñêîì
çàìûêàíèè. Âûäåëÿåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ, ñîäå ðæàùåå êîððåêòíûé àëãîðèòì
äëÿ äàííîé çàäà÷è [47].

1.1. Ïðåäïîñûëêè ê êîíñòðóêòèâèçàöèè

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ îáúåêòîâ M; îáëàäàþùèõ íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè.
Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî M ïðåäñòàâèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîäìíîæåñò â,
íàçûâàåìûõ êëàññàìè K 1; : : : ; K l :

M =
l[

i =1

K i :

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîå ñâîéñòâî x1; : : : ; xn âûïîëíåíî èëè íå âûïîëíåíî äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî îáúåêòà S 2 M: Òîãäà îáúåêò S ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí îïèñàíèåì â âèäå ñòðî÷êè
ïðèçíàêîâ

S = ( x1; : : : ; xn );

ãäå x i (S) = 1 ; åñëè S îáëàäàåò ñâîéñòâîì x i ; è x i (S) = 0 ; åñëè S íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì
x i ; i = 1 ; 2; : : : ; n:

Î êëàññàõ K 1; : : : ; K l èçâåñòíàñòàíäàðòíàÿ îáó÷àþùàÿ èíôîðìàöèÿ I 0 (K 1; : : : ; K l ); çà-
äàííàÿ ïåðå÷èñëåíèåì êîíå÷íîãî ñïèñêà ñòðî÷åê ïðèçíàêîâ í åêîòîðûõ îáúåêòîâ êàæäîãî êëàñ-
ñà. Ýòà èíôîðìàöèÿ çàïèñàíà â âèäå áèíàðíîé òàáëèöû îáó÷åíè ÿ M R = kx i j km � n ; ãäå m �
êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ.

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à: âû÷èñëèòü ïî èñõîäíîé îáó÷àþùåé èíôîðìàö èè I 0 (K 1; : : : ; K l ) è íàáîðó
îáúåêòîâ S1 ; : : : ; Sq 2 M; çàäàííûõ ñòðî÷êàìè ïðèçíàêîâ, çíà÷åíèÿ ïðåäèêàòîâ

Pj (Si ) : Si 2 K j ; i = 1 ; 2; ::: ; q j = 1 ; 2; : : : ; l:

Íàáîð ~Sq = f S1 ; : : : ; Sqg íàçûâàåòñÿ êîíòðîëüíîé âûáîðêîé è ïðåäñòàâëÿåòñÿ áèíàðíîé
òàáëèöåé M K = kx i j kq � n : Çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ïðåäèêàòîâ Pj (Si ) ïî èíôîðìàöèè

I 0 (K 1; : : : ; K l ) äëÿ äàííîé êîíòðîëüíîé âûáîðêè ~Sq îáîçíà÷èì ÷åðåç Z hI 0 ; ~Sqi :
Ïóñòü f A(Z )g � ìíîæåñòâî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîððåêòíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðå øåíèÿ çàäà÷è

Z hI 0 ; ~Sqi : Ïî àëãîðèòìó A 2 f Ag äëÿ êîíòðîëüíîãî ìíîæåñòâà ~Sq ñòðîèòñÿ èíôîðìàöèîí-
íàÿ ìàòðèöà k� i j kq� l ; � i j 2 f 0; 1; � g; ãäå � i j � çíà÷åíèå ïðåäèêàòà Pj (Si ); âû÷èñëåííîå
àëãîðèòìîì A; ñèìâîë � îçíà÷àåò, ÷òî â àëãîðèòìå A íåâîçìîæíî âû÷èñëåíèå ïðåäèêàòà.

Â ñòàòüå [38, ÷. I] ïîêàçàíî, ÷òî àëãîðèòì A(Z ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ïîñëåäî-
âàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ äâóõ îïåðàòîðîâ: A = B � C: Îïåðàòîð B íàçûâàåòñÿ ðàñïîçíàþ-
ùèì , ðåçóëüòàòîì åãî äåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë � ìàòðèöà îöåíîê:
B (z) = kai j kq � l : Îïåðàòîð C � ðåøàþùåå ïðàâèëî � ïåðåâîäèò kai j kq � l â èíôîðìàöèîí-
íóþ ìàòðèöó k� i j kq� l :

Ïðèâåäåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ èç ñòàòüè [38, ÷. I].
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Àëãîðèòì A íàçûâàåòñÿ êîððåêòíûì äëÿ çàäà÷è Z hI 0 ; ~Sqi ;
åñëè åãî ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ èñòèííàÿ èíôîðìàöèîííàÿ ìàò ðèöà k� i j kq � l äëÿ ~Sq; òî åñòü
� i j = Pj (Si ):

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ðåøàþùåå ïðàâèëî C íàçûâàåòñÿ êîððåêòíûì , åñëè äëÿ ëþ-
áîé êîíòðîëüíîé âûáîðêè ~Sq ñóùåñòâóåò ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà kai j kq � l òàêàÿ, ÷òî C (kai j kq � l ) =
= k� i j kq � l .

Äëÿ çàäà÷ ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ êëàññàìè åñòåñòâåííî ðàññìà òðèâàòü ñëåäóþùåå ðåøàþ-
ùåå ïðàâèëî:

C : � i j =

8
<

:

1; åñëèai j > a i t ; t 6= j;
0; åñëèai j < a i t äëÿ íåêîòîðîãî t 6= j;
� ; åñëèai j > ai t è ai j = ai t 0 äëÿ íåêîòîðîãî t0 6= j; j; t 2 f 1; 2; :::; lg:

Ýòî ïðàâèëî, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì.
Ïóñòü B � ìíîæåñòâî ðàñïîçíàþùèõ îïåðàòîðîâ ñåìåéñòâà (ìîäåëè) àë ãîðèòìîâ { A } äëÿ

çàäà÷è Z hI 0 ; ~Sqi ïðè ôèêñèðîâàííîì ðåøàþùåì ïðàâèëå C: Íàä îïåðàòîðàìè èç ìíîæåñòâà
B ââîäÿòñÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿ ð.

Ïóñòü B t 2 f B g; B t (Z ) =





 at

i j








q� l
; � t � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Îïðåäåëèì

(
X

t

� t B t ) (Z ) =
X

t

� t



 at

i j






q� l
; (

Y

t

B t ) (Z ) =












Y

t

at
i j












q� l

:

Ïðè îïåðàöèÿõ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð ìíîæåñòâî f B gðàñïîçíàþùèõ îïåðàòî-
ðîâ ïîðîæäàåò ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïî ñîâîêóï íîñòè âñåõ îïåðàöèé ìíîæåñòâî
f B g ïîðîæäàåò àëãåáðó íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ëèíåéíî å ïðîñòðàíñòâî è àëãåá-
ðó, ñîäåðæàùóþ ìíîæåñòâî f B g; áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíûì L f B gè àëãåáðàè÷åñêèì A { B }
çàìûêàíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Çàäà÷à Z hI 0 ; ~Sqi íàçûâàåòñÿ ïîëíîé îòíîñèòåëüíî ìíîæå-
ñòâà ðàñïîçíàþùèõ îïåðàòîðîâ f B g; åñëè f B g ñîäåðæèò îïåðàòîðû, ïîðîæäàþùèå áàçèñ â
ïðîñòðàíñòâå âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ðàçìåðîì q � l:

Â ñòðàòüå [38, ÷. I] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Ò å î ð å ì à 1.1. Åñëè Z hI 0 ; ~Sqi ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé îòíîñèòåëüíî f B g; òî ëèíåéíîå
çàìûêàíèå L f B � Cg ñîäåðæèò êîððåêòíûé àëãîðèòì äëÿ Z hI 0 ; ~Sqi ïðè ïðîèçâîëüíîì
êîððåêòíîì ðåøàþùåì ïðàâèëå C:

Íèæå îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ äëÿ ðàññìàòðèâàåìî é ìîäåëè àëãîðèòìîâ àë-
ãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå A { B } ñîäåðæèò îïåðàòîðû, ïîðîæäàþùèå áàçèñ.

1.1.1. Ìîäåëü òåñòîâûõ àëãîðèòìîâ

Ìîäåëè âû÷èñëåíèÿ îöåíîê (ãîëîñîâàíèÿ) [38, ÷. II] ôîðìàëè çóþò èäåþ áëèçîñòè ìåæ-
äó óæå êëàññèôèöèðîâàííûì îáúåêòîì è îáúåêòîì, ïîäëåæàùèì ðàñïîçíàâàíèþ. Èìåþòñÿ
ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ îöåíîê. Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàìåòðè-
÷åñêèé ïîäêëàññ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ îöåíîê, îïðåäåëÿåì ûé ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü 1; 2; :::; n � íåêîòîðàÿ íóìåðàöèÿ áèíàðíûõ ïðèçíàêîâ x1; :::; xn :

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4. Ïóñòü M R = kx i j km� n � áèíàðíàÿ òàáëèöà, ñîäåðæàùàÿ m
ðàçëè÷íûõ ñòðîê è òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî åå ñòðîê ðàçáèòî íà l íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññîâ
K 1; : : : ; K l : Òåñòîì òàáëèöû M R îòíîñèòåëüíî êëàññîâ K 1; : : : ; K l íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü
ñòîëáöîâ f j 1; :::; j t g òàêèõ, ÷òî ïîñëå óäàëåíèÿ èç M R âñåõ îñòàëüíûõ ñòîëáöîâ â ïîëó÷åííîé
òàáëèöå âñå ïàðû ñòðîê èç ðàçíûõ êëàññîâ ðàçëè÷íû. Òåñò f j 1; :::; j t g íàçûâàåòñÿ òóïèêîâûì ,
åñëè íèêàêîå åãî ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ òåñò îì.
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Ïîíÿòèå òåñòà áûëî ââåäåíî äëÿ ïðîâåðêè ëîãè÷åñêèõ ñõåì è ïî èñêà íåèñïðàâíîñòåé. Â ïî-
ñëåäíåå âðåìÿ îíî íàøëî ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ â çàäà÷à õ ðàñïîçíàâàíèÿ [32]. Èññëåäî-
âàí ðÿä õàðàêòåðèñòèê, ñâÿçàííûõ ñ ðàñïðåäåëåíèåì òåñòîâ äëÿ áèíàðíûõ òàáëèö, â ÷àñòíîñòè
äëÿ òàáëèö, â êîòîðûõ êàæäàÿ ñòðî÷êà ïðåäñòàâëÿåò îòäåëüíû é êëàññ. Íèæå (ï. 1.1.3) èñïîëü-
çóåòñÿ òî î÷åâèäíîå îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî âñÿêèé òóïèêîâûé ò åñò äëÿ òàêèõ òàáëèö âêëþ÷àåò
â ñåáÿ íåêîòîðûé òóïèêîâûé òåñò ïðè ïðîèçâîëüíîì ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà ñòðîê íà êëàññû
K 1; : : : ; K l :

Ïåðâûì øàãîì ôîðìèðîâàíèÿ ìîäåëè àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ îö åíîê ÿâëÿåòñÿ óêàçà-
íèå íåêîòîðîé ñèñòåìû ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ f 1; 2; :::; ng; íàçûâàåìîé ñèñòåìîé
îïîðíûõ ìíîæåñòâ . Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ñèñòåìîé îïîðíûõ ìíîæåñòâ 
 = f ~! g ÿâëÿ-
åòñÿ íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ñîâîêóïíîñòè âñåõ òóïèêîâûõ ò åñòîâ ~! òàáëèöû îáó÷åíèÿ M R

îòíîñèòåëüíî êëàññîâ K 1; : : : ; K l :
Åñëè ~! 2 
 � òóïèêîâûé òåñò òàáëèöû M R ; ñîñòîÿùèé èç ñòîëáöîâ f j 1; :::; j t g; òî ~! -

÷àñòüþ ñòðîêè ïðèçíàêîâ îáúåêòà S = ( x1; :::; xn ) íàçîâåì ñòðîêó ~!S = ( x j 1; :::; x jk ): Ôóíêöèÿ
áëèçîñòè � (~!S; ~!S i ) ïî òåñòó ~! ìåæäó îáúåêòàìè S = ( x1; :::; xn ) è Si = ( x i 1; :::; x i n )
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� (~!S; ~!S i ) =
�

1; åñëè ~!S = ~!S i ;
0; åñëè ~!S 6= ~!S i :

Ïóñòü çàäàíû íåîòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ïàðàìåòðû 
 i = 
 (Si ); i = 1 ; 2; :::; m; íàçû-
âàåìûå âåñàìè îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ , è pj � âåñà ïðèçíàêîâ, j = 1 ; 2; :::; n:

Òåñòîâûé ðàñïîçíàþùèé îïåðàòîð B = B (~
; ~p) ïåðåâîäèò îïèñàíèå îáúåêòà S i â âåêòîð
îöåíîê ai = ( ai 1; :::; ail ) :

ai j =
X

~! 2 


X

S2 K j \f S1 ; ::: ;Sm g

� (~! S; ~! S i )
 (S)p(~! ); (1.1)

ãäå p(~! ) = pj 1 + ::: + pj k :

1.1.2. Ïîëíîòà àëãåáðàè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ òåñòîâûõ àëãîðèòì îâ

Ïóñòü M R � áèíàðíàÿ òàáëèöà îáó÷åíèÿ, ñîäåðæàùàÿ îïèñàíèÿ îáúåêòîâ S1; :::; Sm ; ~Sq �
êîíòðîëüíàÿ âûáîðêà f S1; :::; Sqg: Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f S1; :::; Sm g \ f S1; :::; Sqg = ? : Çàìåòèì,
÷òî îáúåì êîíòðîëüíîé âûáîðêè q óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 1 6 q 6 2n � m:

Ïîêàæåì ïðåæäå âñåãî, ÷òî äëÿ ðàñïîçíàþùèõ îïåðàòîðîâ B (Z ) âèäà (1.1) çàäà÷à
Z hI 0 ; ~Sqi ìîæåò îêàçàòüñÿ íåïîëíîé îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî çàìûêàíè ÿ L f B gäëÿ íåêîòî-
ðûõ çíà÷åíèé q:

Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ðàñïîçíàþùèé îïåðàòîð â B (~
; ~p)
ïðè ôèêñèðîâàííûõ îïîðíûõ ìíîæåñòâàõ ~! ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñðåç áèëèíåéíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ D m � D n ! D ql:

Åñëè ëèíåéíîå çàìûêàíèå L f B g ñîäåðæèò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà D ql âñåõ ÷èñëîâûõ ìàòðèö
ðàçìåðîì q � l; òî îíî ñîâïàäàåò ñ D ql: Îáîçíà÷èì ÷åðåç f ei g; f gj g; i = 1 ; 2; :::; m; j =
= 1 ; 2; :::; n; áàçèñû ïðîñòðàíñòâ D m è D n ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

L f B (D m � D n )g = L f B (ei ; gj )g:

Îòñþäà ïîëó÷àåì
ql = dim Lf B (ei ; gj )g 6 mn:

Òàêèì îáðàçîì, ïðè q >
mn

l
çàäà÷à Z hI 0 ; ~Sqi íå áóäåò ïîëíîé îòíîñèòåëüíî L f B g:

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé äëÿ ìíîæåñòâ à îáó÷åíèÿ f S1; :::; Sm g
è êîíòðîëüíîé âûáîðêè ~Sq çàäà÷è Z hI 0 ; ~Sqi áóäóò ïîëíû îòíîñèòåëüíî àëãåáðàè÷åñêîãî
çàìûêàíèÿ A { B }.

Ðàññìîòðèì çàäà÷è Z hI 0 ; ~Sqi ; êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì.
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Ó ñ ë î â è å 1.1. Êëàññû K 1; : : : ; K l ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ýòî òðåáîâàíèå âûòåêà-
åò èç îïðåäåëåíèÿ òóïèêîâîãî òåñòà.

Ó ñ ë î â è å 1.2. Äëÿ ëþáîãî îáúåêòà Su 2 ~Sq è ëþáîãî êëàññà K j íàéäåòñÿ îáúåêò
îáó÷åíèÿ S 2 K j è òóïèêîâûé òåñò ~! 2 
 òàêèå, ÷òî � (~!S; ~!S u) 6= 0 :

Ó ñ ë î â è å 1.3. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ S u è Sv è ëþáîãî êëàññà
K j íàéäóòñÿ îáúåêò îáó÷åíèÿ S 2 K j è òóïèêîâûé òåñò ~! 2 
 òàêèå, ÷òî � (~!S; ~!S u) 6=
6= � (~!S; ~!S v):

Èç óñëîâèÿ 1.2 è îïðåäåëåíèÿ òóïèêîâîãî òåñòà ñëåäóåò, ÷òî ÷ èñëî òóïèêîâûõ òåñòîâ òàá-
ëèöû îáó÷åíèÿ M R îòíîñèòåëüíî êëàññîâ K 1; : : : ; K l ; âçÿòûõ â êà÷åñòâå îïîðíûõ ìíîæåñòâ,
äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

j
 j > l: (1.2)

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ áèíàðíûõ òàáëèö ÷èñëî òóïèêîâû õ òåñòîâ ÿâëÿåòñÿ áûñòðî-
ðàñòóùåé ôóíêöèåé ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ðàçìåðû òà áëèöû. (Ìíîæåñòâî An ; çàâè-
ñÿùåå îò ïàðàìåòðà n ìîùíîñòè ' (n); ñîäåðæèò ïî÷òè âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Bn ìîù-

íîñòè  (n); åñëè lim
n!1

"
' (n)
 (n)

#

= 1 :) Ïîýòîìó äëÿ ïî÷òè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ òàáëèö

íåðàâåíñòâî (1.2) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ.
Ñîâîêóïíîñòü çàäà÷ Z hI 0 ; ~Sqi ; óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 1�3, îáîçíà÷èì ÷åðåç f ~Z g:

Ò å î ð å ì à 1.2. Ñîâîêóïíîñòü çàäà÷ f ~Z g ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé îòíîñèòåëüíî àëãåáðàè-
÷åñêîãî çàìûêàíèÿ Af B g ñåìåéñòâà òåñòîâûõ ðàñïîçíàþùèõ îïåðàòîðîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A � ìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåí-
íûõ íà ìíîæåñòâå E: A ðàçäåëÿåò òî÷êè ìíîæåñòâà E; åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçëè÷íûõ
òî÷åê x1; x2 2 E íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ f (x) èç A òàêàÿ, ÷òî f (x1) 6= f (x2): Åñëè äëÿ êàæäîé
òî÷êè x0 2 E ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f (x) 2 A òàêàÿ, ÷òî f (x0) 6= 0 ; òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A
íå èñ÷åçàåò íè â îäíîé òî÷êå ìíîæåñòâà E:

Äëÿ àëãåáðû A íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå K; ñïðà-
âåäëèâà òåîðåìà Ñòîóíà�Âåéåðøòðàññà: åñëè A ðàçäåëÿåò òî÷êè ìíîæåñòâà K è íå èñ÷åçàåò
íè â îäíîé òî÷êå ìíîæåñòâà K; òî ðàâíîìåðíîå çàìûêàíèå àëãåáðû A ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè,
íåïðåðûâíûå íà ìíîæåñòâå K:

Ïîñêîëüêó êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîìïàêòíî, òî ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìîìó ñëó÷àþ
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü äèñêðåòíûé àíàëîã òåîðåìû Ñòîóíà�Âåé åðøòðàññà.

Äëÿ òîãî ÷òîáû àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå A{ B } ñîäåðæàëî áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå âñåõ
âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ðàçìåðîì q � l; íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé óïîðÿäî-
÷åííîé ïàðû (u; v) ñóùåñòâîâàë ðàñïîçíàþùèé îïåðàòîð B; ñòðîÿùèé äëÿ çàäà÷è Z hI 0 ; ~Sqi
ìàòðèöó îöåíîê kai j kq� l ; â êîòîðîé ýëåìåíò au v 6= 0 ; è äëÿ ëþáûõ äâóõ ïàð (u1; v1) 6= ( u2; v2)

ñóùåñòâîâàë ðàñïîçíàþùèé îïåðàòîð B; ñòðîÿùèé äëÿ Z hI 0 ; ~Sqi ìàòðèöó kai j kq� l ; â êîòî-
ðîé au1v1 6= au2v2 :

Îáîçíà÷èì îáúåêòû îáó÷åíèÿ èç f S1; :::; Sm g; ñîäåðæàùèåñÿ â j -ì êëàññå, ÷åðåç
Sm j � 1+1 ; :::; Sm j j = 1 ; 2; :::; l; m 0 = 0 ; ml = m: Äëÿ óïðîùåíèÿ ââåä¼ì ìàòðèöû V =
= kvr t k q� m è U = kur t km� l ; ãäå

vr t =
X

~! 2 


� (~!S t ; ~!S r )p(~! );
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U =

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�


 1 0
:::

 m1


 m1+1

:::

 m2


 m l � 1+1

:::
0 
 m

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

:

Òîãäà ìàòðèöà îöåíîê kai j kq� l ; ïîëó÷àþùàÿñÿ â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ òåñòîâîãî ðàñïîçíà-
þùåãî îïåðàòîðà B (~
; ~p); ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê V � U; ãäå ïðîèçâåäåíèå ïîíèìàåòñÿ â
ñìûñëå îáû÷íîãî ïåðåìíîæåíèÿ ìàòðèö.

Â ñèëó óñëîâèÿ 1.2 äëÿ ñîâîêóïíîñòè çàäà÷ f ~Z g äëÿ ëþáîé ïàðû (i; j ); i = 1 ; 2; :::; q;
j = 1 ; 2; :::; l â ãðóïïå vi;m j � 1+1 ; :::; vim j íàéäåòñÿ íåíóëåâîé ýëåìåíò, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ðàñïîçíàþùèé îïåðàòîð B ñòðîèò ìàòðèöó îöåíîê, â êîòîðîé ýëåìåíò ai j 6= 0 :

Â ñèëó óñëîâèÿ 1.3 äëÿ çàäà÷f ~Z g äëÿ ëþáûõ äâóõ ïàð (i1; j 1) 6= ( i2; j 2); i1; i2 = 1 ; 2; :::; q;
j 1; j 2 = 1 ; 2; :::; l áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

m j 1X

t1= m j 1 � 1+1

vi 1 t1 
 t1 6=
m j 2X

t2= m j 2 � 1+1

vi 2 t2 
 t2 ;

ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàòîð B ñòðîèò ìàòðèöó kai j kq� l ; â êîòîðîé
ai 1 j 1 6= ai 2 j 2 :

Òàêèì îáðàçîì, àëãåáðàè÷åñêîå çàìûêàíèå A { B } ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì âñåõ ÷èñëî-
âûõ ìàòðèö ðàçìåðîì q � l; òî åñòü ìíîæåñòâî çàäà÷ f ~Z g ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì îòíîñèòåëüíî
A { B }. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Äàííûé ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû îòíîñè òåëüíî àëãåáðàè÷å-
ñêîãî çàìûêàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ðàñïîçíàþùèõ îïåðàòîðîâ ìîæ åò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè ðàñ-
ñìîòðåíèè äðóãèõ ìîäåëåé ðàñïîçíàâàíèÿ.

1.1.3. Ïîñòðîåíèå êîððåêòíîãî òåñòîâîãî àëãîðèòìà

Ïðîâåäåì ïðÿìîå ïîñòðîåíèå îïåðàòîðîâ B èç ñåìåéñòâà (1.1), îáðàçóþùèõ áàçèñ â ïðî-
ñòðàíñòâå ÷èñëîâûõ ìàòðèö ðàçìåðîì q� l: Ïðåäâàðèòåëüíî ñôîðìóëèðóåì ëåììó, àíàëîãè÷-
íóþ ëåììå 1 â ñòàòüå [38, ÷. II].

Ë å ì ì à 1.1. Ïóñòü 
 � ñèñòåìà îïîðíûõ òóïèêîâûõ ìíîæåñòâ, B � ðàñïîçíàþ-
ùèé îïåðàòîð âèäà (1.1), 
 i > 0; pj > 0 � ïàðàìåòðû, i = 1 ; 2; :::; m; j = 1 ; 2; :::; n kauvkq� l
� ìàòðèöà îöåíîê, âû÷èñëÿåìàÿ îïåðàòîðîì B: Äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû kauv kq� l ñïðàâåä-
ëèâà îöåíêà

auv 6
X

~! 2 


mX

i =1


 i p(~! ):

Ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî ïðîñòîå, îíî îïóñêàåòñÿ.
Ïîñòðîåíèå áàçèñíûõ îïåðàòîðîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ â íåñêîëüê î øàãîâ.
Øàã 1. Ïîñòðîèì îïåðàòîð B j

i ; êîòîðûé âî âñåõ ñòîëáöàõ t 6= j ìàòðèöû kai j kq� l ñòðîèò
íóëè, à â ñòîëáöå j â ñòðîêå i ñòðîèò ýëåìåíò ai j ; îòëè÷íûé îò íóëÿ, i = 1 ; 2; :::; q;
j = 1 ; 2; :::; l; t = 1 ; 2; :::; j � 1; j + 1 ; :::; l:

Èç óñëîâèÿ 1.2 äëÿ çàäà÷ f ~Z g âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå òóïèêîâîãî òåñòà ~! 2 
 è îáúåêòà
Su 2 K j òàêèõ, ÷òî � (~!S u ; ~!S i ) = 1 : Ïîëîæèì 
 (Su) = 
 u = N > 0; îñòàëüíûå 
 = 0;

äëÿ ïðèçíàêîâ j 1; :::; j k ; îáðàçóþùèõ òåñò ~!; ïîëîæèì p(j 1) = ::: = p(j k ) =
1
k

; îñòàëüíûå p
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ïðîèçâîëüíû. Òîãäà äëÿ ai j ; i = 1 ; 2; :::; q èìååì íèæíþþ îöåíêó a i j > p(~! )
 u = 
 u = N ;
âåðõíÿÿ îöåíêà óêàçàíà â ëåììå.

Ïðè t 6= j èìååì a i t = 0 :
Åñëè q = 1 ; òî îïåðàòîðû B j ; j = 1 ; 2; :::; l ïîðîæäàþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ

(a1; :::; al ): Áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü, ÷òî q > 2:
Øàã 2. Ïóñòü ôèêñèðîâàíû êëàññ K j è îáúåêò S i 2 ~S q: Ïî óñëîâèþ 1.3 äëÿ çàäà÷ f ~Z g

ïðè ëþáîì S t 2 ~S q; S t 6= S i ñóùåñòâóþò îáúåêò îáó÷åíèÿ Su 2 K j è òóïèêîâûé òåñò ~! 0 2 

òàêèå, ÷òî � (~! 0Su ; ~! 0Si ) = � (~! 0Su ; ~! 0St ):

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
À. Ïóñòü � (~! 0Su ; ~! 0Si ) = 1 ; � (~! 0Su ; ~! 0St ) = 0 è ~! 0 = f j 1; :::; j k g: Ïóñòü ~! � 
 � ìíî-

æåñòâî âñåõ òóïèêîâûõ òåñòîâ ~!; äëÿ êîòîðûõ � (~!S u ; ~!S t ) = 1 : Äîïóñòèì, ÷òî êàæäûé èç
ñòîëáöîâ j 1; :::; j k ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû îäíîìó òåñòó èç f ~! g: Òîãäà ïî êàæäîìó ïðèçíàêó
j 1; :::; j k îáúåêò St ñîâïàäàë áû ñ Su ; ñëåäîâàòåëüíî, St ñîâïàäàë áû ñ Su ïî òåñòó ~! 0: Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî � (~! 0Su ; ~! 0St ) = 0 : Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ñòîëáåö j 0 2 ~! 0; êî-
òîðûé íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó òóïèêîâîìó òåñòó èç f ~! g: Ïðèïèøåì åìó è âñåì äðóãèì
ñòîëáöàì, îáëàäàþùèì òàêèì æå ñâîéñòâîì, âåñà p(j 0) > 1; îñòàëüíûì ñòîëáöàì ïðèïèøåì
íóëåâûå âåñà. Ïîëîæèì 
 (Su) = N > 0; âåñà îñòàëüíûõ îáúåêòîâ ïîëîæèì ðàâíûìè íóëþ.
Îáîçíà÷èì ïîñòðîåííûé òàêèì îáðàçîì îïåðàòîð ÷åðåç B i j (t): Îïåðàòîð B i j (t) ïîðîæäàåò
ìàòðèöó îöåíîê kai j kq� l ; â êîòîðîé ai j > N; at j = 0; âî âñåõ ñòîëáöàõ, îòëè÷íûõ îò j -ãî, íà-
õîäÿòñÿ íóëè; â ñòîëáöå j â ñòðîêàõ, îòëè÷íûõ îò i -é, íàõîäÿòñÿ íåêîòîðûå ÷èñëà. Îáîçíà÷èì
ai j ÷åðåçN1: Âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ N1 äàåòñÿ â ëåììå 1.1.

Á. Ïóñòü � (~! 0Su; ~! 0Si ) = 0 ; � (~! 0Su ; ~! 0St ) = 1 : Ïîñòðîèì îïåðàòîð B t j (t) , êàê óêàçàíî â
ï. À. Ïî óñëîâèþ 1.2 ìíîæåñòâî ðàñïîçíàþùèõ îïåðàòîðîâ íå èñ ÷åçàåò â òî÷êå(i; j ); ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò îïåðàòîð B; êîòîðûé ïîðîæäàåò ìàòðèöó kbi j kq� l ; ãäå kai j kq� l � íåêîòîðîå

÷èñëî. Â êà÷åñòâåB ìîæíî âçÿòü îïåðàòîð B j
i èç øàãà 1. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ

B i j (t) = �B t j (t) + �B; � = � N3=N2; � = N1=N2:

Îïåðàòîð B i j (t) ïðèíàäëåæèò A { B } è ïîðîæäàåò ìàòðèöó îöåíîê kai j kq� l ; â êîòîðîé
ai j = N1; at j = 0 ; au v = 0 ; v 6= j:

Øàã 3. Îïåðàòîð
B (i; j ) =

Y

t6= i

B i j (t):

Îïåðàòîð B (i; j ) ïðèíàäëåæèò àëãåáðàè÷åñêîìó çàìûêàíèþ A { B } ñòåïåíè íå âûøå q� 1
è ïîðîæäàåò ìàòðèöó îöåíîê kai j kq� l ; â êîòîðîé ai j = p > 0; as t = 0 ; (s; t) 6= ( i; j ):

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ B (i; j ); i = 1 ; 2; :::; q; j = 1 ; 2; :::; l ïîðîæäàåò áàçèñ
â ïðîñòðàíñòâå ÷èñëîâûõ ìàòðèö ðàçìåðîì q � l:

Ïî òåîðåìå 1.1 äëÿ ëþáîé çàäà÷è Z hI 0 ; ~Sqi èç f ~Z g â A { B � C } ñîäåðæèòñÿ êîððåêòíûé
àëãîðèòì. Ïîêàæåì âîçìîæíîñòü âûäåëåíèÿ â A { B � C } êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ,
ñîäåðæàùåãî êîððåêòíûé àëãîðèòì äëÿ äàííîé çàäà÷è Z hI 0 ; ~Sqi 2 f ~Z g:

Ïóñòü k� i j kq� l � èñòèííàÿ èíôîðìàöèîííàÿ ìàòðèöà äëÿ ~Sq; C � êîððåêòíîå ðåøàþùåå
ïðàâèëî äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññîâ.

Îáîçíà÷èì

B (k� i j kq� l ) =
qX

i =1

lX

j =1

� i j B (i; j ); � i;j 2 f 0; 1g:

Ò å î ð å ì à 1.3. Ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ A = B (k� i j kq� l ) � C ñîäåðæèò êîððåêòíûé

àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è Z hI 0 ; ~Sqi 2 f ~Z g:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îïåðàòîð B (i; j ) ñòðîèò ìàòðèöó îöåíîê kai j kq� l ; ãäå
ai j > 0 as t = 0 ïðè (i; j ) 6= ( s; t): Åñëè � i 0 j 0 = 1 ; òî B (k� i j kq� l )( i0; j 0) = ai 0 j 0 > 0: Òàê
êàê êëàññû íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî äëÿ âñåõ j 0 6= j 0 èìååì � i 0 j 0 = 0 è B (k� i j kq� l )( i0; j 0) = 0 : Èç
îïðåäåëåíèÿ ðåøàþùåãî ïðàâèëà C ñëåäóåòB (k� i j kq� l ) � C(Z ) = k� i j kq� l ; òo åñòü îáúåêòû
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Si ; i = 1 ; 2; :::; q ïðàâèëüíî êëàññèôèöèðóþòñÿ àëãîðèòìîì A: Îòìåòèì, ÷òî ìîùíîñòü ìíî-
æåñòâà àëãîðèòìîâ, ñîäåðæàùåãî êîððåêòíûé àëãîðèòì äëÿ çà äà÷è Z hI 0 ; ~Sqi ; íå ïðåâûøàåò
lq: �

Ç à ì å ÷ à í è å 1.2. Òåîðåìà 1.3 ïîêàçûâàåò, ÷òî îöåíêà ìèíèìàëü íîãî çíà÷åíèÿ ñòåïå-
íè n àëãåáðàè÷åñêîãî çàìûêàíèÿ, ñîäåðæàùåãî êîíå÷íîå êîððåêò íîå ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ,

ïðèâåäåííàÿ â ñòàòüå [38, ÷. III], îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè ôîðìàëüíî ïîëîæèòü
1

jln 0j
= 0 :

1.2. Ýêçèñòåíöèàëüíîñòü ïðîáëåì êëàññèôèêàöèè îáðàçîâ

Îòñóòñòâèå îáùåé òåîðèè êëàññèôèêàöèè èëè ðàñïîçíàâàíèÿ î áðàçîâ âûíóæäàåò èñêàòü
íîâûå ïîäõîäû ê åå ðåøåíèþ [22, 40, 163].

Ïðåäëàãàåòñÿ îäèí èç âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ñïåêòðàëüíî-ëîã è÷åñêîãî ïîäõîäà ê ðàñïîçíà-
âàíèþ îáðàçîâ. Ýòîò ïîäõîä âîçíèê è ñòàë ôîðìèðîâàòüñÿ íà ïð îòÿæåíèè ïîñëåäíèõ íåñêîëü-
êèõ ëåò [19, 40, 99, 163]. Îáðàçû îïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ëîãè÷ åñêèõ êîìáèíàöèé íåêî-
òîðûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåäèêàòîâ, îïðåäåëåííûõ â êëàññå ñïåê òðàëüíûõ îïèñàíèé îáúåêòîâ.
Ñïåêòðàëüíî-ëîãè÷åñêèé ïîäõîä íå ñîäåðæèò â ñâîåé îñíîâå ý âðèñòè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé î
õàðàêòåðå ðàñïîçíàþùåé ïðîöåäóðû, ÷òî ïîçâîëÿåò áåç ñóùåñ òâåííûõ îãðàíè÷åíèé îïèñûâàòü
ïðàêòè÷åñêè ëþáîé äåòåðìèíèñòñêèé ìåòîä ðàñïîçíàâàíèÿ.

Áîëåå òîãî, â ðàìêàõ ýòèõ ìåòîäîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì î ñóùåñòâèòü ýêçèñòåíöè-
àëüíîñòü â ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ, òî åñòü àíàëèç ïðîáëåì ðà ñïîçíàâàíèÿ íà ðàçðåøèìîñòü
[122]. Ïîïûòêè ðåàëèçàöèè ýêçèñòåíöèàëüíîñòè ïðîáëåì ðàñ ïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ èìåëè ïîêà
ìåñòî ëèøü â ðàáîòàõ Êåéñîâñêîé øêîëû [19, 147, 187, 198].

Áîëüøèíñòâî èññëåäîâàòåëåé [19, 22, 40, 163] ðàñïîçíàâàíèåì íàçûâàþò ïðîöåäóðó îïðåäå-
ëåíèÿ âêëþ÷åíèÿ äàííîãî îáúåêòà â ðàññìàòðèâàåìûé îáðàç. Ïîä îáðàçîì ïðè ýò îì ïîíèìàåòñÿ
êëàññ îáúåêòîâ, ñõîäíûõ, íî íå òîæäåñòâåííûõ ìåæäó ñîáîé [1 75].

Ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùóþ ôîðìàëèçàöèþ ýòèõ ïîíÿòèé.
Ïóñòü M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ ðàñïîçíàâàíèÿ;
TD + � êëàññ îòíîøåíèé òîëåðàíòíîñòè (ñõîäñòâà) íà ìíîæåñòâå M; èíäåêñèðîâàííûé

ìíîæåñòâîì íåîòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë D + ; òî åñòü TD + = f � t gt2 D + :

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.5. Ïàðà ( M; TD + ) íàçûâàåòñÿ âõîäíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàñïî-
çíàþùåé ñèñòåìû , åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû:

(A1) 8
x ; y 2 M

9
t 2 D +

x � t y (ñóùåñòâîâàíèå òîëåðàíòíîñòè ),

(A2) 8
t 2 D +

� M � � t (ðåôëåêñèâíîñòü ),

ãäå � M = f (x; x )j x 2 M g � äèàãîíàëü äåêàðòîâà êâàäðàòà ìíîæåñòâà M;
(A3) 8

t 2 D +
� t = � � 1

t (ñèììåòðè÷íîñòü ),

(A4) 8
t ;s2 D +

(t 6 s) � (� t � � s) (óïîðÿäî÷åííîñòü ),

(A5) 8
t ;s2 D +

� t � s � � t+ s (êâàçèàääèòèâíîñòü ).

Àêñèîìû (A1) � (A5) îïðåäåëÿþò êëàññ îòíîøåíèé ñõîäñòâà ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæ å-
ñòâà M; ïðè÷åì ñòåïåíü ñõîäñòâà îïðåäåëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì èíäåêñ îì ñîîòâåòñòâóþùåãî
îòíîøåíèÿ òîëåðàíòíîñòè. Åñëè òîëåðàíòíîñòü � t 2 TD + îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ìåòðè÷åñêî-
ãî ñîîòíîøåíèÿ

x� t y � � (x; y) 6 t;

ãäå x; y 2 M; � � íåêîòîðàÿ ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå M; òî àêñèîìû (A1) � (A5) áóäóò
ýêâèâàëåíòíû îïðåäåëÿþùèì àêñèîìàì ìåòðèêè � [112].

Ïóñòü çàäàíû:
R = ( M; TD + ) � âõîäíîå ïðîñòðàíñòâî ðàñïîçíàþùåé ñèñòåìû;
� � ìåðà íà ìíîæåñòâå M èç âõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà R;
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P � ìíîæåñòâî íåêîòîðûõ ïðåäèêàòîâ íà ìíîæåñòâå M ;
V � êîíå÷íàÿ ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ èç M; òî åñòü V = f M 1; M 2; :::; M n g; M i � M;

i = 1; n; ïðè÷åì êàæäûé êëàññ M i îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé ëîãè÷åñêîé êîìáèíàöèåé ïðåäè-
êàòîâ èç P :

M i = f x 2 M j L i [p1(x); :::; pk i (x)] & 8
16 j 6 k i

pj (x) 2 Pg;

ãäå L i � íåêîòîðàÿ ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.6. Íàáîð (R; P; V; � ) íàçûâàåòñÿ ëîãè÷åñêîé ìîäåëüþ ðàñïîçíà-
âàíèÿ , åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå àêñèîìû:

(K 1) 8
" 2 D +

8
x2 M i

�

9
y2 M

x� " y ! 9
z2 M i

x� " z
�

(ñâÿçíîñòü ),

(K 2) 9
t2 D +

8
x;y 2 M i

x� t y (îãðàíè÷åííîñòü ),

(K 3) 9
t2 D +

� (M i ) = t&( t > 0) (îáúåìíîñòü ),

(K 4) � (M n
i ) = � � (M i nM n

i )&(0 6 � 6 1) (îòäåëèìîñòü ).

Çäåñü M n
i � òà ÷àñòü êëàññà M i ; êîòîðàÿ âõîäèò â ïåðåñå÷åíèå ñ äðóãèìè êëàññàìè ñè-

ñòåìû V:
Ïðè âûïîëíåíèè àêñèîì (K 1) � (K 4) êëàññû M i íàçûâàþòñÿ îáðàçàìè . Çàìåòèì, ÷òî íà

ÿçûêå ìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé àêñèîìû (K 1); (K 2) ýêâèâàëåíòíû óñëîâèþ êîìïàêòíîñòè
êëàññà M i :

Òàêèì îáðàçîì, ëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñïîçíàâàíèÿ (R; P; V; � ) öåëèêîì çàäàåòñÿ ñòðóêòó-
ðîé ìíîæåñòâà M; ìåðîé �; êëàññîì îòíîøåíèé òîëåðàíòíîñòè TD + (èëè ýêâèâàëåíòíî ìåò-
ðèêîé � ); ñïîñîáîì îïèñàíèÿ êëàññîâ íà ìíîæåñòâå M â çàâèñèìîñòè îò íàáîðà ïðåäèêàòîâ
P è ñîâîêóïíîñòüþ êëàññîâ V.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.7. Ìîäåëü ðàñïîçíàâàíèÿ (R; P; V; � ) íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíî-
ëîãè÷åñêîé, åñëè:

1) M = D m ; ãäå D m � m -ÿ äåêàðòîâà ñòåïåíü ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë;
2) � � åñòü ëåáåãîâñêàÿ ìåðà â m -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå D m ;
3) TD + � êëàññ îòíîøåíèé òîëåðàíòíîñòè, ýëåìåíòû êîòîðîãî îïðåäå ëåíû ñ ïîìîùüþ ýâ-

êëèäîâîé ìåòðèêè íà M :

x� ty �

"
mX

i =1

(x i � yi )2

#1
2

6 t:

Ñ ïîìîùüþ ñïåêòðàëüíî-ëîãè÷åñêîé ìîäåëè îïèñàíèå ëþáîãî î áúåêòà ðàñïîçíàâàíèÿ
x 2 M; êîòîðûé îáëàäàåò êîíòèíóóìîì ñâîéñòâ, ìîæåò áûòü ïðîèçâåä åíî ñ ïîìîùüþ óïîðÿ-
äî÷åííîãî íàáîðà ÷èñëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ, îïðåäåëÿþùåãî í åêîòîðóþ òî÷êó â ïðîñòðàíñòâå
D m : Òàêèå íàáîðû ÷èñåë è åñòüñïåêòðû â ñàìîì øèðîêîì ïîíèìàíèè ýòîãî òåðìèíà [155].

Íàïðèìåð, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå âñÿêàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ f (t) 2 L 2[a; b] ïðåäñòàâèìà

â âèäå êîíå÷íîãî ñïåêòðà (a0; a1; :::; am� 1); ãäå ai =
bR

a
f (t) � ' i (t)dt; i = 0 ; 1; 2; :::; m � 1;

f ' i g � ïîëíàÿ îðòîíîðìàëüíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé â ïðîñòðàíñòâå L 2[a; b]; ÷èñëî m îïðå-
äåëÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ãëàäêîñòè ôóíêöèè f (t):

Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè è èõ ñïåêòðàìè âçàèì íî-îäíîçíà÷íîå, òî åñòü

f (t) =
1X

i =0

ai � ' i (t):

Ñîâîêóïíîñòü ñïåêòðîâ (a0; a1; :::; am� 1) îáðàçóåò m -ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî D m

è ïîýòîìó äîïóñêàåò ñïåêòðàëüíî-ëîãè÷åñêóþ ìîäåëü (R; P; V; � ); ãäå R = ( D m ; TD + ) óäîâëå-
òâîðÿåò îïðåäåëåíèþ 1.7.
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Ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ñïåêòðàëüíî-ëîãè÷åñêîé ìîäåëè ï ðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷
ìåäèöèíñêîé äèàãíîñòèêè (çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ïóëüñîâûõ êðèâûõ) ïîêàçàëà ïðèìåíèìîñòü
ýòîé ìîäåëè äëÿ ðåøåíèÿ ¾òðóäíûõ¿ çàäà÷ òåîðèè ðàñïîçíàâàí èÿ è ïîäòâåðäèëà ñëåäóþùèå
ïîëîæèòåëüíûå ñòîðîíû ñïåêòðàëüíî-ëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà â ïðîáëåìå ðàñïîçíàâàíèÿ:

âî-ïåðâûõ, âîçìîæíî îñóùåñòâèòü ýêçèñòåíöèàëüíîñòü, òî å ñòü ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç
çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ íà ñóùåñòâîâàíèå ðàñïîçíàþùåé ïðîöå äóðû;

âî-âòîðûõ, â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ ðàñïîçíàþùåé ïðîöåäóðû ïîñëåäíÿÿ îïðåäåëÿåòñÿ îä-
íîçíà÷íî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êîððåêòíîé ðàñïîçíàþùåé ïðîö åäóðû íå ñóùåñòâóåò âîîáùå;

â-òðåòüèõ, ñïåêòðàëüíî-ëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü íå ñîäåðæèò â ñåáå ýâðèñòè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé
íà õàðàêòåð ðàñïîçíàþùåé ïðîöåäóðû, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîèçâî äèòü ðåäóêöèþ èññëåäóåìîé ìî-
äåëè ðàñïîçíàâàíèÿ ê ñïåêòðàëüíî-ëîãè÷åñêîé;

â-÷åòâåðòûõ, ôóíêöèîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå îáúåêòîâ ðàñï îçíàâàíèÿ (èìåþùååñÿ â ëþáîé
ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ) äîïóñêàåò íåïîñðåäñò âåííîå ïðèìåíåíèå ñïåêòðàëüíî-
ëîãè÷åñêîé ìîäåëè ðàçëîæåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèîíà ëüíûõ çàâèñèìîñòåé â ñïåêòðû.

Ÿ 2. Àëãîðèòìè÷åñêèé ïîäõîä ê ïðîáëåìàì êëàññèôèêàöèè

Ñóùåñòâóþùèå ìíîãî÷èñëåííûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ïðîáëåì ðàñ ïîçíàâàíèÿ èëè êëàññè-
ôèêàöèè îáðàçîâ íå äàþò ïåðâîî÷åðåäíîãî îòâåòà íà âîïðîñ îá èõ ðàçðåøèìîñòè, òî åñòü
ñóùåñòâîâàíèè àëãîðèòìîâ, ãàðàíòèðóþùèõ ðåøåíèå ïðîáëåì . Âìåñòå ñ òåì äîêàçàòåëüñòâî
ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåì ðàñïîçíàâàíèÿ èëè êëàññèôèêàöèè îáð àçîâ (èëè ïî-äðóãîìó � òåî-
ðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé) ïîçâîëÿåò íàì åòèòü êîíñòðóêòèâíûå ïðèåìû
ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ èëè êëàññèôèêàöèè îáðàçîâ.

2.1. Êîíñòðóêòèâèçàöèÿ

Â ïðåäëàãàåìîì àëãîðèòìè÷åñêîì ïîäõîäå ê ïðîáëåìàì ðàñïîç íàâàíèÿ èëè êëàññèôèêàöèè
îáðàçîâ èñïîëüçóåòñÿ îäèí èç ðàçäåëîâ òåîðèè àëãîðèòìîâ � ò åîðèÿ íóìåðàöèé [36], ïîçâîëÿþ-
ùèé ó÷åñòü è ïðîâåñòè ôîðìàëèçàöèþ íà åäèíîé ìåòîäîëîãè÷åñ êîé îñíîâå, à òàêæå ñôîðìóëè-
ðîâàòü êðèòåðèè ðàçðåøèìîñòè è óêàçàòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àëãîðèòìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ
èëè êëàññèôèêàöèè [9, 196, 199].

Âñå âû÷èñëåíèÿ, êîòîðûå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü, ïî êðàéíåé ì åðå, òåîðåòè÷åñêè ìîãóò
áûòü ïðîäåëàíû çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âû÷èñëÿ åìûå îáúåêòû äîëæíû áûòü
êîíñòðóêòèâíûìè (êîíå÷íûìè), òî åñòü çàäàííûìè êîíå÷íûì ê îëè÷åñòâîì èíôîðìàöèè îáú-
åêòàìè [173] .

Åñëè â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ ïîíÿòèÿ ¾ðàñïîçíàâàíèå¿ è ¾êëàññèôèêàöèÿ¿ ÷àñòî ñëèâà-
åòñÿ âîåäèíî, òî â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòè ïîíÿòèÿ ÷åòêî ðàçãðà íè÷èâàþòñÿ.

Ïîä ðàñïîçíàâàíèåì ïîíèìàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü ðàñïîçíàâàåìîãî îáúåêòà ê íåêî òîðîìó
ìíîæåñòâó (ñåìåéñòâó ìíîæåñòâ), à ïîä êëàññèôèêàöèåéïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ, îòíîñÿùàÿ ðàñ-
ïîçíàâàåìûé îáúåêò ê íåêîòîðîìó êëàññó îáúåêòîâ (íîìåðó êë àññà îáúåêòîâ).

Â x 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî M ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû, êîòîðîå ðàçáèòî íà m êëàñ-
ñîâ R 
 f M 1; :::; M m g: Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿðåäóêöèÿ ' : M ! F ìíîæåñòâà
M â ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ îáúåêòîâ F:

Òàê êàê ' � ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå, òî ' (M i ) � F è äëÿ íåêîòîðûõ X 2 F âîçìîæíî,
÷òî îíè ëèáî ïðèíàäëåæàò îáðàçó ' (M i ); ëèáî íåò. Ýôôåêòèâíîå óñòàíîâëåíèå ýòîãî ôàêòà
åñòü ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ ' (M i ); i = 1; m:

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîìó êîíå÷íîìó îáúåêòó ìîæíî âçà èìíî îäíîçíà÷íî ïîñòà-
âèòü â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íàòóðàëü íûõ ÷èñåë. Ïîñëåäíåìó, â ñâîþ
î÷åðåäü, ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé íóìåðàöèè [142] âçàèìíî îäí îçíà÷íî ñòàâèòñÿ â ñîîòâåò-
ñòâèå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà F ìîæíî âçÿòü ìíîæåñòâî âñåõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N 
 f 0; 1; 2; :::; n; :::g: Ïîñëåäíåå ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ïðîáëåìó
êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; ' i :

2.1.1. Êîíñòðóêòèâíûå è ñèëüíî êîíñòðóêòèâíûå îáúåêòû

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M; â êîòîðîì äîïóñêàåòñÿ ðåäóêöèÿ ê íàòóðàëüíûì ÷èñëàì.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ïàðà hM; ' i ; ãäå M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, à ' : M ! N �
îòîáðàæåíèå M â ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì êîíñòðóêòèâ-
íûõ îáúåêòîâ .

Åñëè ïðè ýòîì ' åñòü ðàçíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, òî åñòü (8x0; y0 2 M )[x0 6= y0 )
) ' (x0) 6= ' (y0)]; òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî hM; ' i � ìíîæåñòâî ñèëüíî êîíñòðóêòèâíûõ
îáúåêòîâ.

Î÷âèäíî, ìíîæåñòâî ñèëüíî êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ åñòü ÷à ñòíûé ñëó÷àé ìíîæåñòâà
êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ.

2.1.2. Ðåêóðñèâíîñòü è ðåêóðñèâíàÿ ïåðå÷èñëèìîñòü

Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ îäíîé èç íàèáîëåå ðàçâèòûõ è èçó÷åííûõ ôîðìàëèçàöèé ïîíÿòèé
àëãîðèòìà � òåîðèè ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé [142]. Îíà ñâÿçàíà ñ òðàäèöèîííûìè ïîíÿòèÿìè
ìàòåìàòèêè � âû÷èñëåíèÿìè è ÷èñëîâûìè ôóíêöèÿìè.

Ïîñêîëüêó ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ ìîæíî ïåðåõîä èòü ê ïîäìíîæåñòâàì íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë, òî íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü âîïðîñû ðåêóðñèâíîñòè è ðåêóðñèâíîé ïåðå÷èñ-
ëèìîñòè óêàçàííûõ ìíîæåñòâ.

×åðåç O îáîçíà÷èì êëàññ âñåõ îäíîìåñòíûõ îáùåðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé, à ÷åðåç O1 �
êëàññâñåõ îäíîìåñòíûõ ðàçíîçíà÷íûõ îáùåðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé [36].

Ïóñòü A; B � N:

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2 [36]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A m -ñâîäèòñÿ ê B (ñèìâîëè÷åñêè
A 6 m B ), åñëè ñóùåñòâóåòf 2 O òàêàÿ, ÷òî (8x 2 N )[x 2 A] , f (x) 2 B:

Â äàëüíåéøåì áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f m -ñâîäèò A ê B:

Óêàæåì ðÿä ïðîñòûõ ñâîéñòâ ââåäåííûõ ïîíÿòèé [36].

1. f m -ñâîäèò A ê B , f � 1(B ) = A:

2. Åñëè B � ðåêóðñèâíîå (ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìîå) ìíîæåñòâî è A 6 m B , òo A �
ðåêóðñèâíîå (ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìîå) ìíîæåñòâî.

3. Åñëè B � ðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî è A � ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî N; òî åñòü A � N
è A 6= ? ; òî B 6 m A:

4. A 6 m A:

5. A0 6 m A1 è A1 6 m A2 ) A0 6 m A2:

Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.3 [36]. Íàçîâåì íóìåðàöèåé � ìíîæåñòâà S ïðîèçâîëüíîå îòîá-
ðàæåíèå N íà S; òî åñòü � : N ! S:

Ïóñòü Rp � P(N ) � íåêîòîðîå ñåìåéñòâî ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ïîäìíîæåñò â N [36].

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.4. Íóìåðàöèÿ � : N ! Rp ñåìåéñòâà Rp íàçûâàåòñÿ âû÷èñëè-
ìîé , åñëè 8m 2 N ìíîæåñòâî f C(n; m)jn 2 � (m)g � ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìî.

Ïóñòü � � ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N: Óñòàíîâèì [36] âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå 
 : N ! � ìåæäó âñåìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè è ìíîæåñòâàìè èç
� òàê: 
 (0) = ? ; è äëÿ ëþáîãî n > 0 ïðåäñòàâëÿåì n â âèäå ñóììû

n = 2 n0 + 2 n1 + ::: + 2 nk ; n0 < n 1 < ::: < n k

(òàêîå ïðåäñòàâëåíèå � äâîè÷íîå ðàçëîæåíèå âñåãäà ñóùåñòâ óåò è åäèíñòâåííî) è ïîëàãà-
åì 
 (n) = f n0; n1; :::; nkg: Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî 
 � îäíîçíà÷íàÿ íóìåðàöèÿ � è 
 �
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âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ, òî åñòü f C(n; m)jn 2 � (m)g � ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìî. Çàìåòèì,
÷òî êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü hn0; n1; :::; nk i íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë fh1; n1i ; hn2i ; :::; hk; nk ig èëè, ïðèìåíÿÿ êàí-
òîðîâñêóþ íóìåðàöèþ ïàð, ïåðåâåñòè ïîñëåäíåå ê êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó íàòóðàëüíû õ ÷èñåë
f C(1; n1); :::; C(k; nk )g [119].

Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ íóìåðàöèþ 
 êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïåðåâåñòè ïî-
ñëåäíåå ê íàòóðàëüíîìó ÷èñëó � = 2 C(1;n1 ) + ::: + 2 C(k;n k ) :

Òàêèì îáðàçîì, âñå êîíå÷íûå îáúåêòû ìîæíî âçàèìíî îäíîçíà÷ íî çàêîäèðîâàòü íàòóðàëü-
íûìè ÷èñëàìè. Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàò óðàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê îïèñàíèå îäíîìåðíûõ ñèãíàëîâ, çàäàííûõ â äè ñêðåòíîé ôîðìå, íàïðèìåð,
ïðè ðàñïîçíàâàíèè è êëàññèôèêàöèè òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé [54].

Ïóñòü A � N:

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.5 [119]. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé � A (n) êàêîãî-íèáóäü
ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë A íàçûâàåòñÿ îäíîìåñòíàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ íóëþ â òî÷êàõ

ìíîæåñòâà A è ðàâíàÿ åäèíèöå â òî÷êàõ, íå ïðèíàäëåæàùèõ A : � A (n) =
�

0; åñëè n 2 A;
1; åñëè n =2 A:

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.6 [119]. Ïîäìíîæåñòâî A ìíîæåñòâà âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
N íàçûâàåòñÿ ðåêóðñèâíûì , åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèè ìíîæåñòâà A îáùåðåêóðñèâíà.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.7 [119]. Ìíîæåñòâî A ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìî , åñëè A = ? èëè
ñóùåñòâóåò îáùåðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî A åñòü ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè f;
òî åñòü A = �f:

Ïðîáëåìîé âõîæäåíèÿ äëÿ ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ àëãî-
ðèòìà, êîòîðûé ïî ñòàíäàðòíîé çàïèñè (íàïðèìåð, äåñÿòè÷íî é) ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà � ïîçâîëÿåò óçíàòü, âõîäèò ÷èñëî � â ìíîæåñòâî A èëè íåò, òî åñòü ïîçâîëÿåò âû÷èñ-
ëèòü çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ìíîæåñòâà A [119].

Â ñèëóòåçèñà ×¼ð÷àñóùåñòâîâàíèå òàêîãî àëãîðèòìà ðàâíîñèëüíî ðåêóðñèâíîñò è õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè. Ïîýòîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðåêóðñèâí ûå ìíîæåñòâà � ýòî ìíîæåñòâà
ñ àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìîé ïðîáëåìîé âõîæäåíèÿ [119].

2.1.3. Ê âîïðîñó î ðàçðåøèìîñòè íåêîòîðûõ çàäà÷ êëàññèôèêàö èè

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ hM; ' i ) , ãäå M � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî,
à ' : M ! Ô � îòîáðàæåíèå M â ñåìåéñòâî Ô âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
N 
 f 0; 1; 2; : : : g:

Ïóñòü M åñòü îáðàç ìíîæåñòâà M ïðè îòîáðàæåíèè ' , òî åñòü M 
 ' (M ) : Çàìåòèì,
÷òî M � Ô:

Ïðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð èçó÷àåìûõ îáúåêòîâ. Ïóñòü, ñîãëàñ íî ðàáîòå [174], íà ìíîæåñòâå
M çàäàí íàáîð ïðèçíàêîâ (ñâîéñòâ) L , ãäå L � íå áîëåå ÷åì ñ÷¼òíî. Îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû
E(x) , ãäå E 2 L; áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü òàê:

E(x) =
�

1; åñëè îáúåêòx îáëàäàåò ñâîéñòâîì E;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåì ìîäåëü hM ; L i ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì M è ñèãíàòóðîé L:
×åðåç P (L) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà L:
Ïóñòü f : M ! P (L) òàêîå îòîáðàæåíèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî x 2 M

f (x) = fE jE 2 L&E(x) = 1 g:

Âûáåðåì äëÿ L íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå ðàçíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå h : L ! N:
Ïîñëå ýòîãî äëÿ óäîáñòâà îòîæäåñòâèì êàæäûé ñèìâîëè÷åñêèé ýëåìåíò E 2 L ñ ñîîòâåò-

ñòâóþùèì ÷èñëîâûì ¾ èíäåêñîì ¿. Òàêîå ñòàíäàðòíîå îòîáðàæåíèå íàçûâàþò êîäèðîâàíèåì , à

21



÷èñëà, èñïîëüçóåìûå êàê èíäåêñû, íàçûâàþò êîäîâûìè íîìåðàìè [119]. Êîäèðîâàíèå âûáèðà-
åòñÿ òàê, ÷òîáû îíî:

çàäàâàëîñüíåôîðìàëüíûì àëãîðèòìîì â íåîãðàíè÷åííîì ñìûñëå;
áûëî îáðàòèìûì , òî åñòü ñóùåñòâîâàë íåôîðìàëüíûé àëãîðèòì (â íåîãðàíè÷åí íîì ñìûñ-

ëå) äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ êîäîâûõ íîìåðîâ è äëÿ îáðàòíîãî ¾äåêî äèðóþùåãî¿ îòîáðàæåíèÿ êî-
äîâûõ íîìåðîâ â íå÷èñëîâûå ýëåìåíòû E 2 L;

èìåëî íåôîðìàëüíûé àëãîðèòì äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ñèìâîëîâ, î áðàçóþùèõ ìíîæåñòâî L :
Ïîëîæèì äëÿ êàæäîãî x 2 M :

X 

�

n
�
�h� 1 (n) 2 f (x)

	
;

' (x) 
 h (f (x)) = f n jn = h (E) & E 2 f (x) g:

Òîãäà åñëè f (x) êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî hM; ' i � ìíîæåñòâî êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ.
Åñëè ïðè ýòîì ' � ðàçíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, òî hM; ' i � ìíîæåñòâî ñèëüíî êîíñòðóêòèâ-
íûõ îáúåêòîâ.

Ââåäåì íà ìíîæåñòâå M îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè � òàê:

(8x; y 2 M ) [x � y , ' (x) = ' (y)] :

Ïðîôàêòîðèçóåì ìíîæåñòâî M ïî îòíîøåíèþ � ; è ôàêòîð-ìíîæåñòâî îáîçíà÷èì ÷åðåç M j� :
Î÷åâèäíî, ÷òî ñ êàæäûì êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè [x] 2 M j� ìîæíî âçàèìíî îäíîçíà÷íî
ñîïîñòàâèòü ýëåìåíò X = ' (x) :

Ïóñòü S 
 f N i gi 2 I åñòü ðàçáèåíèå ñåìåéñòâàM ; ãäå I íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå èíäåêñíîå
ìíîæåñòâî.

Ðàññìîòðèì äëÿ S ìîäåëü hM ; S i ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì M è ñèãíàòóðîé S 
 hPi i i 2 I :
Îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû Pi (X) áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(8X 2 M ) [Pi (X) = 1 , X 2 N i ] :

Âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ïðåäèêàòà Pi (X) íàçîâåì ïðîáëåìîé ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ êëàññà N i :

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1 (êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ðàñïîçíà âàíèÿ). Ïðîáëå-
ìà ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ êëàññà N i êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
N i ñèëüíî ðåêóðñèâíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíîå ðàñøèðåíèå hÔ; S i ìîäåëè
hM ; S i : Ïðåäèêàò Pi (X) íà ìîäåëè hÔ; S i èíòåðïðåòèðóåòñÿ òàê:

(8X 2 Ô) [Pi (X) = 1 , X 2 N i ] :

Î÷åâèäíî, âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ïðåäèêàòà Pi (X) íà ìîäåëè hM ; S i ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó î
ðàçðåøèìîñòè ïðåäèêàòà Pi (X) íà ìîäåëè hÔ; S i : Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðåäèêàòà Pi (X) ìîäåëè
hÔ; S i èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Pi (X) = 1 � � A i

�

 � 1 (X)

�
; (2.1)

ãäå � A i � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A i 
 
 � 1 (N i ) , 
 : N ! Ô � ñòàí-
äàðòíàÿ íóìåðàöèÿ [119] ìíîæåñòâà Ô òàêàÿ, ÷òî 
 (0) 
 ? è äëÿ ëþáîãî n > 0 , åñëè
n = 2 m0 + 2 m1 + ::: + 2 mk ; (m0 < m 1 < ::: < m k ) ; òî 
 (n) 
 f m0; m1; :::; mkg 2 Ô:

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.1) â ñèëó òåçèñà ×¼ð÷à ñëåäóåò, ÷òî ïðåäèêàò Pi (X) ðàçðåøèì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî A i ðåêóðñèâíî èëè êîãäà N i ñèëüíî ðåêóðñèâíî (â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ ñèëüíîé ðåêóðñèâíîñòè ñåìåéñòâ êîíå÷íûõ ìíîæ åñòâ [34]).

Ïðåäëîæåíèå 2.1 äîêàçàíî. �
Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùåãî óêàçàòü íîì åð i êëàññà N i 2 S;

äëÿ êîòîðîãî Pi (X) = 1 , ãäå X 2 Ô; íàçîâåì ïðîáëåìîé êëàññèôèêàöèè äëÿ ðàçáèåíèÿ
S 
 f N i gi 2 I ñåìåéñòâà M � Ô:
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Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2 (êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû êëàññèôè êàöèè). Ïðîáëå-
ìà êëàññèôèêàöèè äëÿ ðàçáèåíèÿ S 
 f N i gi 2 I ñåìåéñòâà M ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà I êîíå÷íî è äëÿ âñÿêîãî i 2 I [N i � ñèëüíî ðåêóðñèâíî ]:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
() ) Ïóñòü ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ ðàçáèåíèÿ S ñåìåéñòâà M ðàçðåøèìà. Ýòî çíà-

÷èò, ÷òî äëÿ ëþáîãî X 2 Ô çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìîæíî óêàçàòü íîìåð i ýëåìåíòà S;
äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî X 2 N i ; èëè æå ñêàçàòü, ÷òî òàêîãî íîìåðà íå ñóùåñòâóåò. Îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî I êîíå÷íî. Êðîìå òîãî, â ñèëó ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû êëàññèôè êàöèè äëÿ
ðàçáèåíèÿ S ñåìåéñòâà M , î÷åâèäíî, ðàçðåøèìû ïðåäèêàòû Pi (X) ìîäåëè hM ; S i , òî åñòü
ðàçðåøèìà ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ êàæäîãî N i 2 S:

Òîãäà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1 äëÿ âñåõ èíäåêñîâ i 2 I N i � ñèëüíî ðåêóðñèâíû.
(( ) Ïóñòü I � êîíå÷íî è äëÿ âñåõ i 2 I N i � ñèëüíî ðåêóðñèâíî. Òîãäà â ñèëó ïðåä-

ëîæåíèÿ 2.1 ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ ëþáîãî N i 2 S ðàçðåøèìà è â ñèëó êîíå÷íîñòè I
ðàçðåøèìà ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè.

Ïðåäëîæåíèå 2.2 äîêàçàíî. �

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1.Åñëè M êîíå÷íî, òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ S 
 f N i gi 2 I ñåìåé-
ñòâà M ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè ðàçðåøèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ñåìåéñòâà M : Òàê êàê
M êîíå÷íî, òî è ëþáîé êëàññ N i 2 S êîíå÷åí, à ñëåäîâàòåëüíî, ñèëüíî ðåêóðñèâåí. Òîãäà â
ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2 ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ ðàçáèåíèÿ S ñåìåéñòâà M ðàçðåøèìà.

Ñëåäñòâèå 2.1 äîêàçàíî. �

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.2.Åñëè S 
 f N i gi 2 I ðàçáèåíèå ñåìåéñòâà M � Ô òàêîå, ÷òî I
êîíå÷íî, äëÿ ëþáîãî i 2 I 
 � 1 (N i ) � ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìî è

S

i 2 I

 � 1 (N i ) = N; òî ïðî-

áëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ ðàçáèåíèÿ S ñåìåéñòâà M ðàçðåøèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê S � ðàçáèåíèå ñåìåéñòâà M ; à 
 � îäíîçíà÷íàÿ
íóìåðàöèÿ [34], òî äëÿ ëþáûõ i; j 2 I èìååò ìåñòî

i 6= j ) 
 � 1 (N i ) \ 
 � 1 (N j ) = ? :

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 2.2 è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ïîñòà (ñì. [119, c.87]), ïîëó÷àåì
äëÿ ëþáîãî i 2 I ìíîæåñòâî 
 � 1 (N i ) ðåêóðñèâíî, à çíà÷èò, N i ñèëüíî ðåêóðñèâíî. Òîãäà â
ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2 ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ ðàçáèåíèÿ S ñåìåéñòâà M ðàçðåøèìà.

Ñëåäñòâèå 2.2 äîêàçàíî. �

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.3.Åñëè ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ ðàçáèåíèÿ S 
 f N1; :::; N r g
ñåìåéñòâà M ðàçðåøèìà, B 
 f A1; A2; :::; Ar g òàêîå ðàçáèåíèå ñåìåéñòâà L; ÷òî äëÿ
ëþáîãî i 6 r 2 N [
 � 1 (Ai ) � ïðîîáðàç ñòàíäàðòíîé íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ B
m -ñâîäèòñÿ ê ïðîîáðàçó 
 � 1 (N i ) ñòàíäàðòíîé íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ S; òî åñòü

 � 1 (Ai ) 6 m 
 � 1 (N i )]; òî ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ ðàçáèåíèÿ Â ñåìåéñòâà L ðàçðåøèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2 äëÿ âñÿêîãî i 6 r 2 N 
 � 1 (N i )
ðåêóðñèâíî. Ïî ñâîéñòâó m -ñâîäèìîñòè 
 � 1 (N i ) òàêæå ðåêóðñèâíî, à çíà÷èò è N i ñèëüíî
ðåêóðñèâíî. Òàê êàê ýòî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ i 6 r 2 N; òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2 ïðîáëåìà
êëàññèôèêàöèè äëÿ ðàçáèåíèÿ B ñåìåéñòâà L ðàçðåøèìà.

Ñëåäñòâèå 2.3 äîêàçàíî. �
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2.1.4. Ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè ñåìåéñòâ ïîäìíîæåñòâ íàòóð àëüíûõ ÷èñåë

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé ðåäóêöèè ' : M ! N ïåðåõîäèòü îò ðåàëü-
íûõ îáúåêòîâ èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà M ê íàòóðàëüíûì ÷èñëàì, ¾ïîíèìàåìûì¿ òåõíè÷å-
ñêèìè âû÷èñëèòåëüíûìè óñòðîéñòâàìè.

Òàêîé ïåðåõîä (êîäèðîâàíèå) ïîçâîëÿåò â ïåðâóþ î÷åðåäü äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà A � N
îïðåäåëèòü äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà x ïðè ïîèñêå åãî âî ìíîæåñòâå A ðàçðåøèìîñòü
ïðåäèêàòà dx 2 Ae: Âû÷èñëÿÿ ïðåäèêàò ïðèíàäëåæíîñòè dx 2 Ae; ðåøàåì çàäà÷ó ðàñïîçíà-
âàíèÿ, à åñëè ìíîæåñòâ ìíîãî, òî è çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè. Ïðè ýòîì âàæíî â ïåðâóþ î÷åðåäü
âûâåñòè êðèòåðèè ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ èëè êë àññèôèêàöèè.

Ïóñòü N 
 f 0; 1; 2; :::g � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
×åðåç S 
 f A1; A2; :::; A t g; ãäå A i � N;

�
i = 1; t

�
; îáîçíà÷èì ðàçáèåíèå � êîíå÷íîå

ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N:
Ðàññìîòðèì ìîäåëü M 
 hN ; � i ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì N è ñèãíàòóðîé

� 
 hR1; R2; :::; Rt i ; ïðåäèêàòû êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ òàê:

Ri (x) =
�

1; åñëèx 2 A i ;
�
i = 1; t

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Âîïðîñ î òîì, âû÷èñëèìû ëè âñå ïðåäèêàòû Ri 2 �; íàçîâåì ïðîáëåìîé êëàññèôèêàöèè
äëÿ ðàçáèåíèÿ S:

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà (ââèäó åãî ïðîñòîòû) äîïîëíèò åëüíûå îöåíêè ðàçðåøèìîñòè
ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè äëÿ ðàçáèåíèÿ S:

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ ðàçáèåíèÿ S 
 f A1; A2; ::; A t g;
A i � N; i = 1; t ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (8A i 2 S) [A i � ðåêóðñèâíîå
ìíîæåñòâî ]:

Ò å î ð å ì à 2.2. Åñëè S � ðàçáèåíèå,
tS

i =1
A i = N; ãäå A i ;

�
i = 1; t

�
� ðåêóðñèâíî ïå-

ðå÷èñëèìû, òî ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ ðàçáèåíèÿ S ðàçðåøèìà.

Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû 2.2 îñíîâàíà íà èçâåñòíîé òåîðåìå Ïîñ òà (ñì. [119, c.87]).

Ò å î ð å ì à 2.3 (òåîðåìà ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü S1 è S2 � äâà ðàçáèåíèÿ � êîíå÷íûå ñå-
ìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N; ïðè÷åì äëÿ ñåìåéñòâà S2 ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè
ðàçðåøèìà. Òîãäà åñëè (8A 2 S1) (9B 2 S2) [A 6 m B] ; òî äëÿ ñåìåéñòâà S1 ïðîáëåìà êëàñ-
ñèôèêàöèè òàêæå ðàçðåøèìà.

Òàêèì îáðàçîì, â îñíîâó ãðàíèö âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ð àñïîçíàâàíèÿ è êëàññèôè-
êàöèè ïîëîæåí òåçèñ ×¼ð÷à è ïðè ðàáîòå ñî ìíîæåñòâàìè íàòóðà ëüíûõ ÷èñåë âñòàåò âîïðîñ î
ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåì ðàñïîçíàâàíèÿ è êëàññèôèêàöèè.

Íàäî çàìåòèòü, ÷òî âîïðîñ î âû÷èñëèìîñòè ïðèíàäëåæíîñòè íà òóðàëüíîãî ÷èñëà x ïîä-
ìíîæåñòâó A � N â òåîðèè àëãîðèòìîâ õîðîøî èçâåñòåí êàê ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ , ïðè ýòîì
ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A � ðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî.

Ñ ïðèêëàäíîé (èíòåðïðåòèðóþùåé) òî÷êè çðåíèÿ ïðîáëåìó âõî æäåíèÿ óäîáíåå òðàêòîâàòü
êàê ïðîáëåìó ðàñïîçíàâàíèÿ.

Åñëè æå íåîáõîäèìî îäèí è òîò æå êîíå÷íûé îáúåêò x èñêàòü â íåñêîëüêèõ ìíîæåñòâàõ,
òî âîçíèêàåò çàäà÷à êëàññèôèêàöèè è åå ðàçðåøèìîñòè. Î÷åâè äíî, ÷òî â ýòèõ óñëîâèÿõ çàäà÷à
ðàñïîçíàâàíèÿ èãðàåò ðîëü ïîäçàäà÷è çàäà÷è êëàññèôèêàöèè .

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî, ðåøèâ ïðîáëåìó ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ êàæä îãî èç ýòèõ ìíîæåñòâ,
ìîæíî ãîâîðèòü è î ïîëîæèòåëüíîì èëè îòðèöàòåëüíîì ðåøåíèè ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè
îòíîñèòåëüíî ýòîãî êîíå÷íîãî ñîáðàíèÿ ìíîæåñòâ.

Åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîæåñòâ ïðîáëåì à ðàñïîçíàâàíèÿ íåðàç-
ðåøèìà, òî íåðàçðåøèìà è ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ âñåãî ñ îáðàíèÿ ìíîæåñòâ, â êîòîðîå
âõîäèò ýòî ìíîæåñòâî.
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2.1.5. Êðèòåðèè ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåì êëàññèôèêàöèè (ðàñï îçíàâàíèÿ)

Ïóñòü ' (M i ) 
 N i ; i 2 I m 
 f 1; 2; :::; mg; N i � N:
Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùåãî ïî íåêîòîðî é ñòàíäàðòíîé çàïèñè ïðî-

èçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà îïðåäåëèòü, ïðèíàäëåæèò îí î ìíîæåñòâó (îáðàçó) N i èëè íåò,
íàçîâ¼ì ïðîáëåìîé ðàñïîçíàâàíèÿ (âõîæäåíèÿ ) äëÿ N i :

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå êðèòåðèè ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåì ðàñïîçí àâàíèÿ èëè êëàññèôèêàöèè
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà N i � N:

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.3 [119]. Ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ N i � N ðàçðåøèìà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà N i � ðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.4 (ýêâèâàëåíò òåîðåìû Ïîñòà (ñì. [119, c.87] )). Ïðîáëåìà ðàñïî-
çíàâàíèÿ äëÿ N i ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà N i è �N i = N nN i � ðåêóðñèâíî
ïåðå÷èñëèìû.

Ïðåæäå ÷åì ñòàâèòü ïðîáëåìó êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; ' i ; ãäå hM; ' i � ìíî-
æåñòâî êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ, R 
 f M 1; :::; M m g � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà M; ðàññìîò-
ðèì ïîíÿòèå âû÷èñëèìîé ôóíêöèè h : N ! P(N ) îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà K 
 f N i ji 2
2 I m g ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Çäåñü P(N ) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.8. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ h âèäà

h(n) = f i j� N i (n) = 0 ; i 2 I m g

âû÷èñëèìà îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà K; åñëè äëÿ ëþáãî n 2 K çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ óêà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýëåìåíòîâ èç ñåìåéñòâà K; äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ â òî÷êå n îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Â ñèëó òåçèñà ×¼ð÷à ñïðàâåäëèâà

Ë å ì ì à 2.1. Ôóíêöèÿ h(n) = f i j� N i (n) = 0 ; i 2 I m g âû÷èñëèìà îòíîñèòåëüíî ñåìåé-
ñòâà K 
 f N i ji 2 I m g òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I m êîíå÷íî è äëÿ ëþáîãî i 2 I m ; N i �
ðåêóðñèâíûå ìíîæåñòâà.

Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî hM; ' i êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ ñ ðàçáèåíèåì R 


 f M 1; :::; M m g è ôóíêöèåé 	( x0) = f i j' (x0) 2 ' (M i ); i 2 I m g:

Âîïðîñ î òîì, ñóùåñòâóåò ëè âû÷èñëèìàÿ îòíîñèòåëüíî f ' (M i )ji 2 I g ôóíêöèÿ h òàêàÿ,
÷òî äèàãðàììà êîììóòàòèâíà , òî åñòü  = h' è âûïîëíèìî óñëîâèå (8x0 2 M )[' (x0) = n )
)  (x0) = h(n)]; íàçîâåì ïðîáëåìîé êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; ' i :

M

P(N )

N
'

h

 

Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå êðèòåðèè ðàçðåøèìîñòè óêàçàííîé ïðîáë åìû.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.5 (îáùèé ñëó÷àé). Ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè
hM; R; ' i ; ãäå hM; ' i � ìíîæåñòâî êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ, a R 
 f M 1; :::; M m g � êî-
íå÷íîå ðàçáèåíèå M; ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî i 2 I m ' (M i ) �
ðåêóðñèâíûå ìíîæåñòâà.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî n 2 N h(n) = f i j� ' (M i ) (n) = 0 ;
i 2 I m g âû÷èñëèìà îòíîñèòåëüíî f ' (M i )ji 2 I m g â ñèëó òîãî, ÷òî ' (M i ) ðåêóðñèâíû è
i 2 I m � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî åñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.1.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x0 2 M èìååò ìåñòî ' (x0) = n )  (x0) = h(n):
Ïîäñòàâëÿÿ n âìåñòî ' (x0) â îïðåäåëåíèå ôóíêöèè 	 ; èìååì 	( x0) = f i jn 2 ' (M i )g ,

, f i j� ' (M i )(n) = 0 ; i 2 I m g = h(n):
×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.4.Ïóñòü ìíîæåñòâî hM; ' i êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ òàêîâî,
÷òî ' (M ) êîíå÷íî. Òîãäà, êàêîâî áû íè áûëî ðàçáèåíèå R ìíîæåñòâà M; ïðîáëåìà êëàñ-
ñèôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; ' i ðàçðåøèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ' (M ) êîíå÷íî, òî è ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ' (M i ) �
� ' (M ); ãäå M i 2 R êîíå÷íî, à ñëåäîâàòåëüíî, è ðåêóðñèâíî [119]. Òàêèì îáðàçî ì, óñëîâèÿ
ïðåäëîæåíèÿ 2.5 âûïîëíåíû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçáèåíèÿ R ìíîæåñòâà M: Îòñþäà ïðîáëåìà
êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; ' i ðàçðåøèìà. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî. �

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.6. Ïóñòü hM; ' i � ìíîæåñòâî êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ
òàêîâî, ÷òî ' (M ) ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìî, íî íå ðåêóðñèâíî. Òîãäà íè äëÿ îäíî ãî êîíå÷íîãî
ðàçáèåíèÿ R ìíîæåñòâà ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; ' i íåðàçðåøèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, íàøëîñü êîíå÷íîå ðàçáèåíèå R 
 f M i ji 2
2 I g ñåìåéñòâà M òàêîå, ÷òî ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; ' i ðàçðåøèìà.
Òîãäà, òàê êàê I m êîíå÷íî, à äëÿ êàæäîãî i 2 I m ' (M i ) ðåêóðñèâíû ïî ïðåäëîæåíèþ 2.5,
òî ' (M ) =

S

i 2 I
' (M i ) ðåêóðñèâíû [119]. Ïðîòèâîðå÷èå. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ïðèâåäåì äîïîëíèòåëüíûå îöåíêè ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû êëà ññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè
hM; R; ' i ; êîãäà hM; ' i � ìíîæåñòâî ñèëüíî êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ.

Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà hM; ' i ñèëüíî êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ ðàçáèåíèå R 
 f M i ji 2
2 I m g ñ ïîìîùüþ ' èíäóöèðóåò íà ' (M ) ðàçáèåíèå � 
 f ' (M i )ji 2 I m g; ïîñêîëüêó îòîá-
ðàæåíèå ' ðàçíîçíà÷íî. Â ñèëó ýòîãî èç ïðåäëîæåíèÿ 2.5 âûòåêàåò

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.5.Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî hM; ' i ñèëüíî êîíñòðóêòèâíûõ îáú-
åêòîâ è ðàçáèåíèå R 
 f M i ji 2 I mg òàêîâî, ÷òî âñå ' (M i ); i 2 I ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìû
è

S

i = I
' (M i ) = N: Òîãäà ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; ' i ðàçðåøèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ' ðàçíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ' : M ! N; òî
ðàçáèåíèþ R 
 f M i ji 2 I g ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèå � 
 f ' (M i )ji 2 I g; òî åñòü ïðè
i 6= j [' (M i ) \ ' (M j ) = ? ]:

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ïîñòà (ñì. [119, ñ.87]), èìååì ' (M i ) � ðåêóðñèâíûå ìíîæåñòâà, òî
åñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïðåäëîæåíèÿ 2.5 è ïðîáëåìà êëàññè ôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; ' i
ðàçðåøèìà.

Ñëåäñòâèå 2.5 äîêàçàíî. �

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.6.Ïóñòü hM; ' i � ìíîæåñòâî ñèëüíî êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ,
è äàíû äâà ðàçáèåíèÿ R1 
 f A i ji 2 I n g è R2 
 f B j jj 2 I kg ìíîæåñòâà Ì òàêèå, ÷òî
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ � : I n ! I k ; ãäå I n 
 f 1; 2; :::; ng; I k 
 f 1; 2; :::; kg è èìååò ìåñòî
' (B � (i ) ) 6 m ' (A i ); (i = I n ): Òîãäà åñëè ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R 1; ' i ðàç-
ðåøèìà, òî äëÿ òðîéêè hM; R 2; ' i îíà òàêæå ðàçðåøèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äëÿ òðîéêè hM; R 1; ' i ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè ðàç-
ðåøèìà è âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 2.6. Ïî ïðåäëîæåíèþ 2. 5 ' (A i ); (i 2 I n ) � ðåêóð-
ñèâíûå ìíîæåñòâà.
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Íî ïî ñâîéñòâó m -ñâîäèìîñòè áóäåì èìåòü äëÿ êàæäîãî i 2 I n ' (B � (i ) ) � ðåêóðñèâíûå
ìíîæåñòâà. Îòñþäà ïî ïðåäëîæåíèþ 2.5 ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîáëåì à êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè
hM; R 2; ' i ðàçðåøèìà. �

Ïðèìåðîì êîíñòðóêòèâíûõ ìíîæåñòâ ' (M ) ÿâëÿþòñÿ òåêñòóðíûå èçîáðàæåíèÿ [57]. Çà-
ìåòèì, ÷òî ' (M ) åñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïîýòîìó â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.4 ïðîáë åìà êëàññè-
ôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; ' i ; ãäå R � ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà M;
ðàçðåøèìà.

Ïîñòàâëåííàÿ òàêèì îáðàçîì çàäà÷à êëàññèôèêàöèè äîïóñêàå ò ìíîãîàëüòåðíàòèâíîå ðå-
øåíèå â òîì ñìûñëå, ÷òî ôóíêöèþ h ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòè÷íîå ìíîãîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå. Çíà÷åíèÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ è ÿâëÿþòñÿ àëüòåð íàòèâàìè ïðè ïðèíÿòèè îêîí-
÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ ê êàêîìó êëàññó (îáðàçó) ïðèíàäëåæèò ïð åäúÿâëÿåìûé îáúåêò x 2 M:

Îäíèì èç óñëîâèé ñîêðàùåíèÿ àëüòåðíàòèâ, òî åñòü ïîëó÷åíèÿ îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ çà-
äà÷è êëàññèôèêàöèè, ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå ê ôóíêöèè ' : M ! N îáëàäàòü ðàçíîçíà÷íîñòüþ.
Ýòî òîò ñëó÷àé, êîãäà hM; ' i � ñèëüíî êîíñòðóêòèâíûå îáúåêòû.

Áîëåå îáùèì óñëîâèåì îäíîçíà÷íîãî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ÿâëÿåòñ ÿ òðåáîâàíèå ïîïàðíîãî
íåïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ ' (M i ) è ' (M j ) ( i 6= j 2 I m ) äëÿ èñõîäíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà
M:

2.2. Íóìåðîâàííûå ñîâîêóïíîñòè êîíå÷íûõ îáúåêòîâ

Èçâåñòíî, ÷òî êëàññ âñåõ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé ñîâï àäàåò ñ êëàññîì âñåõ ÷àñòè÷-
íûõ àðèôìåòè÷åñêèõ ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ýôôåêòèâíîå âû÷è ñëåíèå [36].

Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ æåëàòåëüíûì, ÷òîáû âñå èññëåäîâàí èÿ â òåîðèè àëãîðèòìîâ è åå
ïðèëîæåíèÿõ ïðîâîäèëèñü íà îñíîâå ¾îáùåãî çíàìåíàòåëÿ¿ � ê ëàññà âñåõ ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâ-
íûõ ôóíêöèé.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ òàêîé ðåäóêöèèê íàòóðàëüíûì ÷èñëàì è àðèôìåòè÷åñêèì ôóíêöèÿì
ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïîäõîäÿùåé íóìåðàöèè, òî åñòü îòîá ðàæåíèÿ íåêîòîðîãî ïîäìíîæå-
ñòâà ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N íà èññëåäóåìûé êëàññ êîíå÷íûõ îáúåêòîâ (ôîðìóë,
ñëîâ, ìàòðèö è ò.ä.) [64, 65].

2.2.1. Íóìåðàöèè ìíîæåñòâà

Ïóñòü S � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî, N 
 f 0; 1; 2; :::g � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, íóìåðàöèÿ � : N ! S; òî åñòü ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå N íà S: Ìíîæåñòâî S ñ
íóìåðàöèåé � íàçûâàåòñÿ íóìåðîâàííûì [36].

Â ðàáîòå [9] ðàññìàòðèâàëèñü ìíîæåñòâà M ñ îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì ' : M ! N ìíî-
æåñòâàM â N: Òàêèå ìíîæåñòâà íàçâàíû ìíîæåñòâàìè êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ . Äëÿ
ëþáîãî ðàçáèåíèÿ R 
 f M 1; M 2; :::; M n g ìíîæåñòâà M ñòàâèòñÿ ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè
äëÿ òðîéêè hM; R; ' i [9].

Èçó÷åíèå ñâîéñòâ íóìåðàöèé ñåìåéñòâ êîíå÷íûõ îáúåêòîâ F ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè ïðîáëå-
ìó êëàññèôèêàöèè èç îáëàñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â îáëàñòü ïðî èçâîëüíûõ êîíå÷íûõ îáúåêòîâ
[173].

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå êîíêðåòíûå ñåìåéñòâà êîíå÷íûõ îáúåê òîâ, êîòîðûå ÷àñòî âñòðå÷à-
þòñÿ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ [68].

2.2.2. Ñèëüíàÿ ðåêóðñèâíîñòü è ñèëüíàÿ ïåðå÷èñëèìîñòü

Îáîçíà÷èì ÷åðåç � ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà N; � 0 �
ñåìåéñòâî êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ èç � ; � 0 � � : Äëÿ ñåìåéñòâà � èçâåñòíà [119]ñòàíäàðòíàÿ
íóìåðàöèÿ 
 : N ! � ; êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ òàê: 
 (0) 
 ? è äëÿ ëþáîãî n > 0; åñëè
n = 2 n0 + 2 n1 + ::: + 2 nk ; ãäå n0 < n 1 < ::: < n k ; òî 
 (n) 
 f n0; n1; :::; nkg 2 � :

Îòíîñèòåëüíî íóìåðàöèè 
 èçâåñòíî, ÷òî îíà îäíîçíà÷íà è âû÷èñëèìà [36].

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.9. Ñåìåéñòâî � 0 � � êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ ñèëüíî
ïåðå÷èñëèìûì (ñèëüíî ðåêóðñèâíûì ), åñëè ìíîæåñòâî 
 � 1 (� 0) ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìî (ðå-
êóðñèâíî) [36].
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Ïóñòü îòîáðàæåíèå � : M ! � òàêîâî, ÷òî äèàãðàììà êîììóòàòèâíà, òî åñòü � = 
':

M

�

N
'




�

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ R 
 f M i ji 2 I n 
 f 1; 2; :::; ng; n 2 N g ìíîæåñòâà M ïðî-
áëåìó êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; � i ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: ñóùåñòâóåò ëè âû-
÷èñëèìàÿ îòíîñèòåëüíî f � ( M i ) ji 2 I ng ôóíêöèÿ h : � ! P (I n ) òàêàÿ, ÷òî äèàãðàììà
êîììóòàòèâíà, òî åñòü 	̂ = h� è âûïîëíåíî óñëîâèå

M

P(I n )

�
�

h

	̂

�
8x0 2 M

� h
�

�
x0� = a ) 	̂

�
x0� = h (a)

i
;

ãäå 	̂ ( x0) = f i j� ( x0) 2 � ( M i )g : Ôóíêöèÿ h îïðåäåëÿåòñÿ êàê è â ðàáîòå [9]: h (n) =
= f i j� N i (n) = 0 ; i 2 I n g; n 2 N:

Íóìåðàöèÿ 
 ñâîäèò ïðîáëåìó êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; � i ê ïðîáëåìå êëàññè-
ôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; ' i â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè
hM; R; ' i ðàçðåøèìà, òî äëÿ òðîéêè hM; R; � i îíà òàêæå ðàçðåøèìà, è íàîáîðîò, åñëè ïðî-
áëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; ' i íåðàçðåøèìà, òî äëÿ òðîéêè hM; R; � i îíà òàêæå
íåðàçðåøèìà. Â ñèëó îäíîçíà÷íîñòè è âû÷èñëèìîñòè íóìåðàöè è 
 èìååò ìåñòî

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.7 (êðèòåðèé ðàçðåøèìîñòè äëÿ hM; R; � i ). Ïðîáëåìà êëàññè-
ôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; � i ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (8M i 2 R) [�( M i )
ñèëüíî ðåêóðñèâíî ]:

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.8 (êðèòåðèé íåðàçðåøèìîñòè äëÿ hM; R; � i ). Ïóñòü � ( M )
ñèëüíî ïåðå÷èñëèìî, íî íå ñèëüíî ðåêóðñèâíî. Òîãäà íè äëÿ êà êîãî êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ R
ìíîæåñòâà M ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; � i íåðàçðåøèìà.

Â îòëè÷èå îò ïðåäëîæåíèé 1.3 è 1.4 [9], ãäå òðåáóåòñÿ îïðåäåëÿòü ðåêóðñèâíîñòü è ðåêóð-
ñèâíóþ ïåðå÷èñëèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäìíîæåñòâ íàòóð àëüíîãî ðÿäà N; â ïðåäëîæåíè-
ÿõ 2.7 è 2.8 æåëàòåëüíî èìåòü êðèòåðèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèëüí îé ðåêóðñèâíîñòè è ñèëüíîé
ïåðå÷èñëèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäñåìåéñòâ � ; èìåÿ â ðàñïîðÿæåíèè ëþáóþ íóìåðàöèþ
íåêîòîðîãî ïîäñåìåéñòâà � 0 � � : Äëÿ ýòîé öåëè ïðèâåäåì

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.9. Ïóñòü èìååòñÿ íóìåðàöèÿ � 1 : N ! � 0: Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ïîäñåìåéñòâà 
 � � 0; åñëè � � 1

1 (
) ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìî (ðåêóðñèâíî) è 
 � 1 (
) 6 m

6 m � � 1
1 (
) ; òî åñòü ìíîæåñòâî 
 � 1 (
) m-ñâîäèìî ê ìíîæåñòâó � � 1

1 (
) ; òî 
 ñèëüíî
ïåðå÷èñëèìî (ñèëüíî ðåêóðñèâíî ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ñâîéñòâm -ñâîäèìîñòè [36] ñëåäóåò, ÷òî 
 � 1 (
) áó-
äåò ðåêóðñèâíûì èëè ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûì, åñëè òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî � � 1

1 (
) :
Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 2.9 ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäëîæåíè ÿ 2.9. �

Ïóñòü O � ñåìåéñòâî âñåõ îäíîìåñòíûõ îáùåðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé (î.ð .ô.), à O1 � ñå-
ìåéñòâî âñåõ îäíî-îäíîçíà÷íûõ î.ð.ô.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 2.10. Íóìåðàöèÿ � : N ! S ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà S íàçû-
âàåòñÿîäíîçíà÷íîé , åñëè (8n; m 2 N ) [n 6= m ) � (n) 6= � (m)] :

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.10 [36]. Íóìåðàöèÿ � : N ! S íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ðåêóð-
ñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ S âû÷èñëèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íóìåðàöèÿ �
ñâîäèòñÿ ê íóìåðàöèè �; òî åñòü � 6 � (� � ïîñòîâñêàÿ íóìåðàöèÿ Pn ; ãäå Pn � ñåìåé-
ñòâî âñåõ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ ):

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.11. Åñëè íóìåðàöèÿ � 1 : N ! � 0 íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà
� 0 � � 1 -ñâîäèòñÿ ê 
; òî åñòü (� 1 6 1 
 ) ; òî îíà âû÷èñëèìà è îäíîçíà÷íà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó 
 � âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ � ; òî ïî ïðåäëî-
æåíèþ 2.10 
 6 �: Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 2.11 � 1 6 
: Îòñþäà,
ñîãëàñíî òðàíçèòèâíîñòè ñâîäèìîñòè íóìåðàöèé, � 1 6 �; òî åñòü � 1 � âû÷èñëèìàÿ íóìåðà-
öèÿ ïî ïðåäëîæåíèþ 2.10.

Ïîêàæåì, ÷òî � 1 � îäíîçíà÷íàÿ íóìåðàöèÿ. Òàê êàê � 1 6 1 
; òî (9f 2 O1) [� 1 = 
f ]
(8a; b2 N ) [a 6= b ) f (a) 6= f (b)] : Íî 
 � îäíîçíà÷íàÿ íóìåðàöèÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, a 6= b )
) 
 (f (a)) 6= 
 (f (b)) ) � 1 (a) 6= � 1 (b) : ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ñëåäóþùåå ïîäñåìåéñòâî � :

A 
 ff 0g; f 1g; f 2g; :::g :

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.12. Íóìåðàöèÿ � A : N ! A; îïðåäåëåííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(8x 2 N ) [� A (x) = f xg] ; îäíîçíà÷íà è âû÷èñëèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî � A 6 1 
: Ñâîäÿùåé ôóíêöèåé f 2 O1 â äàí-
íîì ñëó÷àå ñëóæèò ôóíêöèÿ f (x) = 2 x : Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.11 íóìåðàöèÿ � A âû÷èñëèìà
è îäíîçíà÷íà. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ñåìåéñòâî âñåõ íà÷àëüíûõ îòðåçêîâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà N; òî åñòü
H = ff 0;g f 0; 1g; f 0; 1; 2g; :::g:

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.13. Íóìåðàöèÿ � H : N ! H; îïðåäåëåííàÿ êàê (8x 2 N )
[� H (x) = f 0; 1; 2; :::; xg] ; îäíîçíà÷íà è âû÷èñëèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäëîæåíèÿ 2. 12. �

Â äàííîì ñëó÷àå ñâîäÿùåé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ f 2 O1 òàêàÿ, ÷òî f (x) =
xP

i =0
2i :

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.14. Ñåìåéñòâà A è H ñèëüíî ïåðå÷èñëèìû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìíîæåñòâà 
 � 1 (A) è 
 � 1 (H ) ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè çíà-

÷åíèé ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé f 1 (x) = 2 x è f 2 (x) =
xP

i =0
2i ; ïîýòîìó 
 � 1 (A) è


 � 1 (H ) ÿâëÿþòñÿ ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìûìè ìíîæåñòâàìè è ïî îïðåäå ëåíèþ 2.9 A è H
ñèëüíî ïåðå÷èñëèìû. Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. �

Ðàññìîòðèì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñåìåéñòâ � n � � ; n 2 N òàêèõ, ÷òî

� n 
 ff a1; a2; :::; an g j (a1 < a 2 < ::: < a n ) & ( a1; :::; an 2 N )g:

Äëÿ n = 0 ïîëàãàåì � 0 
 f ? g: Äëÿ n = 1 èìååì � 1 = A:
Âîçíèêàåò âîïðîñ, ñóùåñòâóþò ëè äëÿ n > 2 âû÷èñëèìûå îäíîçíà÷íûå íóìåðàöèè ñå-

ìåéñòâ � n ? Äëÿ n = 2 âîïðîñ ðåøàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî.
Óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà � 2 ñîãëàñíî êàíòîðîâñêîé íóìåðàöèè [119] (ñì. ðèñ. 2.1).

Òîãäà íóìåðàöèÿ c(f i; j g) ; (i < j ) ñåìåéñòâà � 2 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

c(f i; j g) = i +
j

�
j _� 1

�

2
; (i < j ) :
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Ïîëîæèì L (c(f i; j g)) 
 i; R (c(f i; j g)) 
 j:
Òîãäà, åñëè c(f i; j g) = x; òî R (x) è L (x) âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R (x) = �k

 
k

�
k _� 1

�

2
> x

!

_� 1; L (x) = x _�
R (x)

�
R (x) _� 1

�

2
:

Çäåñü � � îïåðàòîð ìèíèìèçàöèè [119].

0
f 0; 1g

1
f 0; 2g

3
f 0; 3g

6
f 0; 4g

10
f 0; 5g

15
f 0; 6g :::

2
f 1; 2g

4
f 1; 3g

7
f 1; 4g

11
f 1; 5g

16
f 1; 6g :::

5
f 2; 3g

8
f 2; 4g

12
f 2; 5g

17
f 2; 6g :::

9
f 3; 4g

13
f 3; 5g

18
f 3; 6g :::

14
f 4; 5g

19
f 4; 6g :::

20
f 5; 6g :::

:::

Ðèñ. 2.1. Óïîðÿäî÷åíèå ýëåìåíòîâ ñåìåéñòâà � 2

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî íóìåðàöèÿ � 2 : N ! � 2; îïðåäåëåííàÿ êàê (8x 2 N )
[� (x) = f L (x) ; R (x)g] ; ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé è îäíîçíà÷íîé.

Äëÿ n > 2 ïîñòàâëåííûé âûøå âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Ïóñòü k1 � ñåìåéñòâî íåêî-
òîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ha1; a2; :::; an ; :::i íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.11. Íóìåðàöèþ � k : N ! k1 íàçîâåì âû÷èñëèìîé , åñëè äëÿ
ëþáîãî x 2 N äâóõìåñòíàÿ ôóíêöèÿ h� k (x; y) 
 � k (x; y) = ay ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíà, ãäå x
� íîìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ha1; a2; :::i :

2.2.3. Êâàçèñèëüíàÿ ðåêóðñèâíîñòü è êâàçèñèëüíàÿ ïåðå÷èñ ëèìîñòü

Ðàññìîòðèì åùå îäíî ñåìåéñòâî êîíå÷íûõ îáúåêòîâ, à èìåííî, ìíîæåñòâî âñåõ êîðòåæåé
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

K = f � g [ N [ N � N [ N � N � N [ ::: =
1
[

n=0
N n

(çäåñü � � ïóñòîé êîðòåæ).
Îïðåäåëèì êîäèðîâàíèå c� ; êîòîðîå îòîáðàæàåò K âçàèìíî îäíîçíà÷íî íà N [119].

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.12. c� (� ) = 0;

c� (hx1; :::; xn i ) = c(cn (x1; :::; xn ) ; n � 1) + 1;

ãäå c(x1; x2) =
(x1 + x2)2 + 3x1 + x2

2
� êàíòîðîâñêàÿ íóìåðàöèÿ ïàð, à cn (x1; :::; xn ) � íóìå-

ðàöèÿ n -ê, êîòîðóþ ìîæíî çàäàòü ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè: c1 (x) = x; è äëÿ ëþáîãî
n > 2

cn (x1; :::; xn ) = c
�
cn� 1 (x1; :::; xn� 1) ; xn

�
;

�
c2 = c

�
:

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî c�� 1 îäíîçíà÷íàÿ è âû÷èñëèìàÿ íóìåðàöèÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.13. Ñåìåéñòâî K 0 êîíå÷íûõ êîðòåæåé íàçîâåì êâàçèñèëüíî ïå-
ðå÷èñëèìûì (êâàçèñèëüíî ðåêóðñèâíûì ), åñëè ìíîæåñòâî c� (K 0) ðåêóðñèâíî ïåðå÷èñëèìî
(ðåêóðñèâíî).
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M

K

N
'

c�� 1

� c�

Ïóñòü îòîáðàæåíèå � c� : M ! K òàêîâî, ÷òî äèàãðàììà êîììóòàòèâíà, òî åñòü � c� :
c�� 1': Òîãäà êðèòåðèè ðàçðåøèìîñòè äëÿ òðîéêè hM; R; � c� i ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü àíàëî-
ãè÷íî ïðåäëîæåíèÿì 2.7 è 2.8, ãäå âìåñòî ñèëüíîé ðåêóðñèâíî ñòè è ñèëüíîé ïåðå÷èñëèìîñòè
áóäåì èìåòü â âèäó êâàçèñèëüíóþ ðåêóðñèâíîñòü è êâàçèñèëüíóþ ïåðå÷èñëèìîñòü.

Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ïîíÿòèå êâàçèñèëüíî é ïåðå÷èñëèìîñòè è êâàçè-
ñèëüíîé ðåêóðñèâíîñòè ìîæíî ïåðåíåñòè íà ëþáûå ïîäìíîæåñò âà êîíå÷íûõ îáúåêòîâ F ñ ñî-
îòâåòñòâóþùåé îäíîçíà÷íîé è âû÷èñëèìîé íóìåðàöèåé. Â ýòîì ñëó÷àå ñèëüíàÿ ðåêóðñèâíîñòü
è ñèëüíàÿ ïåðå÷èñëèìîñòü áóäóò ÿâëÿòüñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè êâàçèñèëüíîé ðåêóðñèâíîñòè
è êâàçèñèëüíîé ïåðå÷èñëèìîñòè. Âåðíåìñÿ ê äèàãðàììå, ãäå � = � 3' ; � 3 � âû÷èñëèìàÿ è

M

F

N
'

� 3

�

îäíîçíà÷íàÿ íóìåðàöèÿ F; v3 : N ! F:
Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå êðèòåðèè è îöåíêè ðàçðåøèìîñò è ïðîáëåìû êëàññèôèêà-

öèè äëÿ òðîéêè hM; R; � i ; ãäå R � êîíå÷íîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà hM; ' i êîíñòðóêòèâíûõ
îáúåêòîâ.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.15. Ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; � i ðàçðåøè-
ìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ïðåäñòàâèòåëÿ M i 2 R [� ( M i ) êâàçèñèëüíî
ðåêóðñèâíî ]:

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.7.Ïóñòü ìíîæåñòâî � ( M ) êîíå÷íî. Òîãäà, êàêîå áû íè áûëî êî-
íå÷íîå ðàçáèåíèå R ìíîæåñòâà M; ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; � i ðàçðå-
øèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê � ( M ) êîíå÷íî, òî è ëþáîå ïîäìíîæåñòâî � ( M i ) ;
ãäå M i 2 R; êîíå÷íî â ñèëó êîíå÷íîñòè R: Íî òîãäà � � 1 (� ( M i )) òàêæå êîíå÷íû, à ñëåäîâà-
òåëüíî, è ðåêóðñèâíû, òî åñòü � ( M i ) êâàçèñèëüíî ðåêóðñèâíûå ìíîæåñòâà äëÿ âñåõ M i 2 R
è â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.15 ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; � i ðàçðåøèìà. �

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.16. Ïóñòü M òàêîâî, ÷òî �( M ) êâàçèñèëüíî ïåðå÷èñëèìî,
íî íå êâàçèñèëüíî ðåêóðñèâíî. Òîãäà íè äëÿ îäíîãî êîíå÷íîãî ðàçáèåíèÿ R ìíîæåñòâà M
ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; � i íåðàçðåøèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü íàøëîñü êîíå÷íîå ðàçáèåíèå R 
 f M i ji 2 I n g ìíî-
æåñòâà M òàêîå, ÷òî ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; � i ðàçðåøèìà. Òîãäà
ïî ïðåäëîæåíèþ 2.15 � ( M i ) êâàçèñèëüíî ðåêóðñèâíû, òî åñòü (8M i 2 R) [� � 1

3 (� ( M i ))
ðåêóðñèâíû ]: Íî òîãäà â ñèëó ñâîéñòâ ðåêóðñèâíûõ ìíîæåñòâ [119] îáúåäèíå íèå êîíå÷íî-
ãî ÷èñëà ðåêóðñèâíûõ ìíîæåñòâ � � 1

3 (� ( M )) =
S

i 2 I
� � 1

3 (� ( M i )) òàêæå ðåêóðñèâíî, òî åñòü

� ( M ) êâàçèñèëüíî ðåêóðñèâíî. Ïðîòèâîðå÷èå. Ïðåäëîæåíèå äîêàç àíî. �
Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàÿ ñåìåéñòâà êîíå÷íûõ îáúåêòîâ, íàäåëåííûå âû÷èñëèìûìè îä-

íîçíà÷íûìè íóìåðàöèÿìè, óäàåòñÿ âûäåëèòü ïðîáëåìó êëàññè ôèêàöèè, îïðåäåëèòü êðèòåðèè
è îöåíêè åå ðàçðåøèìîñòè.
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Ÿ 3. Òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè â ñèñòåìàõ ïðèí ÿòèÿ ðåøåíèé

Ðàçâèòèå ñðåäñòâ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè â íàïðàâëåíèè óâåëè÷åíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ íà-
êëàäûâàåò îòïå÷àòîê è íà ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âñå áîëüøåå âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé îáðà ùåíî ê ìîäåëÿì êëàññèôè-
êàöèè äèñêðåòíîé èíôîðìàöèè, ïîä÷èíÿþùèìñÿ ðàñïàðàëëåëè âàíèþ [131].

Â äàííîì ïàðàãðàôå ôîðìóëèðóþòñÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è å äèíñòâåííîñòè ðåøåíèé,
òî åñòü óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ìîäåëåé òèïîâûõ è ãðîâûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë.

3.1. Ðàçðåøèìîñòü ìîäåëåé èãðîâûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë

Ðàññìàòðèâàÿ ìîäåëü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, îáû÷íî èíòåðåñóþòñ ÿ åå àäåêâàòíîñòüþ ðåàëüíî
ñóùåñòâóþùèì îáúåêòàì, òî åñòü íàñêîëüêî êà÷åñòâåííî ìîäå ëü ñïðàâëÿåòñÿ ñ âîçëîæåííûìè
íà íåå îáÿçàííîñòÿìè êëàññèôèöèðîâàòü çàäàííîå ìíîæåñòâî èñõîäíûõ ðåàëèçàöèé.

Íàðÿäó ñ ýòèì âîïðîñîì óìåñòíî ñïðîñèòü, à ñóùåñòâóåò ëè âîî áùå ðåøåíèå äëÿ ïðåäú-
ÿâëåííîé ðåàëèçàöèè â äàííîé ìîäåëè êëàññèôèêàöèè, è åñëè ñ óùåñòâóåò, òî åäèíñòâåííî ëè
îíî? Ïðè÷åì íà ýòè âîïðîñû íåîáõîäèìî îòâåòèòü íå ïðèìåíÿÿ ï ðè ýòîì ñàìó ìîäåëü ê ïðåä-
ëîæåííîé ðåàëèçàöèè, à ëèøü îöåíèâ ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñòðóê òóðîé ìîäåëè è ñâîéñòâàìè
ïðåäúÿâëÿåìîé ðåàëèçàöèè [53, 55, 61].

Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè (ñóùåñòâî âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðå-
øåíèé) äëÿ êëàññà äåòåðìèíèðîâàííûõ, ìíîãîàëüòåðíàòèâíû õ ðåøàþùèõ ïðàâèë: ìîäåëè
Âàëüäà, Ëàïëàñà, Åâêëèäà, êîëëåêòèâíîãî ãîëîñîâàíèÿ è ñèëü íîãî ãîëîñîâàíèÿ [87]. Ðàññìîò-
ðèì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îáó÷àþùåé âûáîðêîé è íåèçâåñòíîé ðåà ëèçàöèåé, ãàðàíòèðóþùèå
ïðèíàäëåæíîñòü ïîñëåäíåé ê îäíîìó è òîëüêî îäíîìó êëàññó [7 3].

3.1.1. Ìîäåëü êîëëåêòèâíîãî ãîëîñîâàíèÿ

Ìîäåëü êîëëåêòèâíîãî ãîëîñîâàíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç M 1 = hM ; O; f ; � 1i ñ íåêîòîðûì îñ-
íîâíûì ìíîæåñòâîì M; îáó÷àþùåé âûáîðêîé O = kuij kl � n è êëàññèôèöèðóþùåé ôóíêöèåé
f : I l ! I t ; ãäå I l 
 f 1; 2; :::; lg ; I t 
 f 1; 2; :::; tg ; n � ÷èñëî ïðèçíàêîâ; t � ÷èñëî êëàññîâ;
l � ÷èñëî ýòàëîíîâ; íåêîòîðàÿ ðåàëèçàöèÿ ðàñïîçíàâàåìîãî îá úåêòà �x = hx1; x2:::; xn i 2 M:

Ñèãíàòóðà � 1 = hR11; R12; :::; R1t i ñîñòîèò èç t îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ, êîòîðûå èíòåð-
ïðåòèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R1k (�x) = _
i 2 D k

K i (�x) ;
�
k = 1; t

�
;

ãäå ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ � Dk = f i jf (i ) = kg;
�
k = 1; t

�
; �x = hx1; x2:::; xn i ;

�x 2 M ;
÷àñòíûå ðåøàþùèå ïðåäèêàòû :

K i (�x) =
�

1; åñëèK i = K 0; (i = 1; l );
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

K i =
nX

j =1

r (uij ; x j );

r (uij ; x j ) � ìåðà áëèçîñòè ìåæäó ýòàëîííûìè uj è ïðåäúÿâëåííûìè x j çíà÷åíèÿìè j -ãî
ïðèçíàêà äëÿ i -ãî îáúåêòà �x 2 M :

r (uij ; x j ) =
�

1; åñëèuij = x j ;
�
i = 1; l ; j = 1; n

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

K 0 = max ( K 1; K 2; :::; K l ) :

3.1.2. Ìîäåëü ñèëüíîãî ãîëîñîâàíèÿ

Ìîäåëü ñèëüíîãî ãîëîñîâàíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç M 2 = hM ; O; f ; � 2i ñ òåì æå îñíîâíûì ìíî-
æåñòâîì M; îáó÷àþùåé âûáîðêîé O è êëàññèôèöèðóþùåé ôóíêöèåé f; ÷òî è â ïðåäûäóùåé
ìîäåëè è ñèãíàòóðîé � 2 = hR21; R22; :::; R2t i ; îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû êîòîðîé èíòåðïðåòèðó-
þòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R2k (�x) = _
i 2 D k

Ci (�x) ;
�
k = 1; t

�
;
�
i = 1; l

�
;

32



ãäå ÷àñòíûå ðåøàþùèå ïðåäèêàòû

Ci (�x) =
n
&

j =1
r (uij ; x j ) :

Ìåðà áëèçîñòè ýòàëîííîãî îïèñàíèÿ O(�x) è ïðåäúÿâëåííîãî X(�x) äëÿ îáúåêòà �x 2 M
îïðåäåëÿåòñÿ êàê è â ìîäåëè êîëëåêòèâíîãî ãîëîñîâàíèÿ.

3.1.3. Ìîäåëü Âàëüäà

Ìîäåëü Âàëüäàîáîçíà÷èì ÷åðåç M 3 = hM ; O; f ; � 3i ; ãäå M; O; f òå æå, ÷òî è â ïðåäûäó-
ùèõ ìîäåëÿõ. Íîâîé êîìïîíåíòîé â ìîäåëè Âàëüäà ÿâëÿåòñÿ ñèãí àòóðà � 3 = hR31; R32; :::; R3t i ;
ãäå îáùåå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñõåìå

R3k (�x) = _
i 2 D k

Wi (�x) ;
�
k = 1; t

�
;

Wi (�x) =
�

1; åñëè� i 0 = � 0;
�
i = 1; l

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå � 0 = min (� 10; � 20; :::; � l0) ; � i 0 = max (� i 1; � i 2; :::; � in ) :
� ij � íåâÿçêà ìåæäó ýòàëîííûì uj è ïðåäúÿâëåííûì x j çíà÷åíèÿìè j -ãî ïðèçíàêà äëÿ

i -ãî îáúåêòà:
� ij = juij � x j j ;

�
i = 1; l ; j = 1; n

�
:

3.1.4. Ìîäåëü Ëàïëàñà

Ìîäåëü Ëàïëàñà îáîçíà÷èì ÷åðåç M 4 = hM ; O; f ; � 4i ; ãäå M; O; f òå æå, ÷òî è â ïðåäû-
äóùåé ìîäåëè. Ñèãíàòóðà ìîäåëè � 4 = hR41; R42; :::; R4t i ; ãäå îáùåå ðåøåíèå çàäàåòñÿ ñõåìîé:
R4k (�x) = _

i 2 D k

L i (�x) ;
�
k = 1; t

�
:

×àñòíûå ðåøàþùèå ïðåäèêàòû:

L i (�x) =
�

1; åñëèL i = L 0;
�
i = 1; l

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ìåðà áëèçîñòè ýòàëîííîãî îïèñàíèÿ O(�x) è ïðåäúÿâëåííîãî X(�x) äëÿ îáúåêòà �x 2 M
îïðåäåëÿåòñÿ êàê è â ìîäåëè Âàëüäà.

L j � ñóììà âñåõ íåâÿçîê � j ïî i -é ñòðîêå, òî åñòü äëÿ i -ãî îáúåêòà:

L i =
nX

j =1

� ij ; L 0 = min
i

L i ;
�
i = 1; l

�
;

ãäå � ij � íåâÿçêà îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåé ìîäåëè.

3.1.5. Ìîäåëü Åâêëèäà

Ìîäåëü Åâêëèäàîáîçíà÷èì ÷åðåç M 5 = hM ; O; f ; � 5i ; ãäå M; O; f òå æå, ÷òî è â ïðåäû-
äóùèõ ìîäåëÿõ. Ñèãíàòóðà ìîäåëè � 5 = hR51; R52; :::; R5t i :

Îáùåå ðåøåíèå çàäàåòñÿ ïî ñõåìå

R5k (�x) = _
i 2 D k

Ei (�x) ;
�
k = 1; t

�
;

ãäå ÷àñòíûå ðåøàþùèå ïðåäèêàòû

Ei (�x) =
�

1; åñëè
 i = 
 0;
�
i = 1; l

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,


 i � ñóììà êâàäðàòè÷åñêèõ íåâÿçîê:


 i =
nX

j =1

(uij � x j )
2 ;

�
i = 1; l

�
; 
 0 = min (
 1; 
 2; :::; 
 l ) :
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Âûäåëåííûå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå òèïè÷íûìè â êëàññå èãðî âûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë.
Ðàññìîòðèì äëÿ êàæäîé ìîäåëè òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñ òâåííîñòè.

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ íàçîâåì ïðîáëåìîé ðàçðåøåíèÿ . Åñëè ðåøåíèå ñóùåñòâó-
åò, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ ðàçðåøèìà , åñëè íå ñóùåñòâóåò � íåðàçðå-
øèìà . Åñëè ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ
îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � îäíîçíà÷íî íåðàçðåøèìà.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü O � M � íåêîòîðàÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà è îáúåêò �x 2 M
òàêîé, ÷òî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî i (1 6 i 6 l) òàêîå, ÷òî [uim = xm ] ; (1 6 m 6 n) è
äëÿ ëþáîãî j 6= i (1 6 j 6 l) è äëÿ âñåõ k (1 6 k 6 n) [ujk 6= xk ] : Òîãäà ðåøåíèå íà �x â
ìîäåëè êîëëåêòèâíîãî ãîëîñîâàíèÿ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåíí î.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû (8k) (8j 6= i ) [r (ujk ; xk ) = 0] :

Ñëåäîâàòåëüíî, K j =
nP

k=1
r (ujk ; xk ) = 0 : Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâóåò i òàêîå, ÷òî

r (uim ; xm ) = 1 : Ñëåäîâàòåëüíî, K i =
nP

m=1
r (uim ; xm ) > 0:

Ïóñòü K i = d: Òîãäà K 0 = d: K i (�x) = 1 è (8j 6= i ) [K j (�x) = 0] :
Îòñþäà R1f (i ) (�x) = 1 è (8k 6= f (i )) [R1k (�x) = 0] :
Ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Òåîðåìà äîêàçàíà. �
Äëÿ ìîäåëè ñèëüíîãî ãîëîñîâàíèÿ óñëîâèé òåîðåìû 3.1 äëÿ îäí îçíà÷íîãî ðàçðåøåíèÿ íåäî-

ñòàòî÷íî. Åñëè K i = d < n; òî Ci (�x) =
n
&

j =1
r (uij ; x j ) = 0 âìåñòå ñî âñåìè Cj (�x) = 0 äëÿ j 6= i:

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò.

Ò å î ð å ì à 3.2. Ïóñòü O � M � íåêîòîðàÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà è îáúåêò �x 2 M òà-
êîé, ÷òî ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî i (1 6 i 6 l) ; [�x = �ui ] è äëÿ âñåõj 6= i (1 6 j 6 l) ñóùå-
ñòâóåò kj (1 6 kj 6 n) ; ÷òî

�
ujk j 6= xk j

�
: Òîãäà ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ ìîäåëè ñèëüíîãî

ãîëîñîâàíèÿ íà �x îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, òî åñòü ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâ åííî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíî j 6= i (j; i = 1; l ): Ïóñòü kj òà-
êîâî, ÷òî ujk j 6= xk j : Òàêîå j ïî óñëîâèþ òåîðåìû ñóùåñòâóåò. Òîãäà r

�
ujk j ; xk j

�
= 0 è

Ci (�x) =
n
&

j =1
r

�
uik j ; xk j

�
= 0 :

Ïîñêîëüêó j � ïðîèçâîëüíîå, òî ýòî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ j 6= i: Ïî óñëîâèþ òåîðåìû
�x = �ui ; òî åñòü äëÿ âñåõ k = 1; n [xk = uik ] : Ñëåäîâàòåëüíî, r (uik ; xk ) = 1 ;

�
k = 1; n

�
:

Îòñþäà Ci (�x) =
n
&

k=1
r (uik ; xk ) = 1 : Òàêèì îáðàçîì, R2f (i ) (�x) = 1 è (8k 6= f (i )) [R2k (�x) = 0] :

Ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ò å î ð å ì à 3.3. Ïóñòü min
i 2 D k

max
j 2 I n

� ij < min
q2 I l nD k

max
j 2 I n

� qj ; ãäå k 2 I t äëÿ íåêîòîðîãî

�x 2 M: Òîãäà ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ ìîäåëè Âàëüäà íà �x îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü � 0 = min
i 2 I l

max
j 2 I n

� ij : Ïîñêîëüêó min
i 2 D k

max
j 2 I n

� ij 6

6 max
i 2 D k

max
j 2 I n

� ij ; òî èìååì min
i 2 D k

max
j 2 I n

� ij < min
q2 I l nD k

max
j 2 I n

� ij ; òî åñòü ñóùåñòâóåòi 2 Dk òàêîå,

÷òî � i 0 = � 0 è (8q 2 I l nDk ) [� q0 6= � 0] : Îòñþäà Wi (�x) = 1 è (8q 2 I l nDk ) [W q(�x) = 0] :
Ñëåäîâàòåëüíî, R3f (i ) (�x) = 1 è (8k 6= f (i )) [R3k (�x) = 0] :

Ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ò å î ð å ì à 3.4. Ïóñòü max
i 2 D k

L i < min
j 2 I l nD k

L j äëÿ íåêîòîðîãî k 2 I t è �x 2 M: Òîãäà

ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ ìîäåëè Ëàïëàñà íà �x îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.3. �
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Ò å î ð å ì à 3.5. Ïóñòü max
i 2 D k


 i < min
j 2 I l nD k


 j äëÿ íåêîòîðîãî k 2 I t : Òîãäà ïðîáëåìà

ðàçðåøåíèÿ äëÿ ìîäåëè Åâêëèäà íà �x îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î î÷åâèäíî. �
Âåðíåìñÿ ê ìîäåëÿì êîëëåêòèâíîãî è ñèëüíîãî ãîëîñîâàíèÿ.

Ò å î ð å ì à 3.6. Åñëè max
i 2 D k

K i < min
j 2 I l nD k

K j äëÿ íåêîòîðîãî k 2 I t è �x 2 M; òî ïðî-

áëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ ìîäåëè êîëëåêòèâíîãî ãîëîñîâàíèÿ íà �x îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü K 0 = max ( K 1; :::; K l ) : Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû
(9i 2 Dk ) [K i = K 0] è (8j 2 I l nDk ) [K i 6= K 0] : Ñëåäîâàòåëüíî, K i (�x) = 1 è (8q 2 I l nDk )
[K q (�x) = 0] : Îòñþäà R1f (i ) (�x) = 1 è (8k 6= f (i )) [R1k (�x) = 0] :

Ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ò å î ð å ì à 3.7. Ïóñòü max
i 2 D k

Ci < min
j 2 I l nD k

Cj äëÿ íåêîòîðîãî k 2 I t è (9q 2 Dk ) [Cq = n] :

Òîãäà ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ ìîäåëè ñèëüíîãî ãîëîñîâàíèÿ íà �x îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.6 ñ ó÷ åòîì òîãî, ÷òî
k0 = n: �

Ïðèâåäåì äâå î÷åâèäíûå òåîðåìû, êîãäà îäíîçíà÷íîãî ðåøåíè ÿ íå ñóùåñòâóåò.

Ò å î ð å ì à 3.8. Ïóñòü O � íåêîòîðàÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà è îáúåêò �x 2 M òàêîâ,
÷òî ñóùåñòâóþò i è k (i 6= k) ; äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî K i = K k = K 0 è f (i ) 6=
f (k) : Òîãäà ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ ìîäåëè êîëëåêòèâíîãî ãîëîñî âàíèÿ íà �x îäíîçíà÷íî
íåðàçðåøèìà.

Ò å î ð å ì à 3.9. Ïóñòü O � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà è �x 2 M òàêîâ, ÷òî ñóùåñòâóþò
i è k (i 6= k) ; äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî

L i = L k = L 0; 
 i = 
 k = 
 0 è f (i ) 6= f (k) :

Òîãäà ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ ìîäåëåé Ëàïëàñà è Åâêëèäà îäí îçíà÷íî íåðàçðåøèìà.

Ïðèâåäåííûå ìîäåëè êëàññèôèêàöèè ðåàëèçóþòñÿ ïàðàëëåëüí î-ïîñëåäîâàòåëüíûì ðàñïî-
çíàþùèì àâòîìàòîì [75].

3.2. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèìóëüòàííîé ìîäåëè êëàññèôèê àöèè

Íåäîñòàòêîì ðàññìîòðåííûõ âûøå (ï. 3.1) ìîäåëåé Âàëüäà, Ëàï ëàñà, Ñýâèäæà, êîëëåêòèâ-
íîãî è ñèëüíîãî ãîëîñîâàíèÿ, ðàáîòàþùèõ ñ n ïðèçíàêàìè è èìåþùèõ âîçìîæíîñòü ðàñïà-
ðàëëåëèâàòü ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå ïðèçíàêîâ n íåîá-
õîäèìî âûïîëíèòü n ñðàâíåíèé íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèè ñ ýëåìåíòàìè êîðòåæåé îá ó÷àþùåé
âûáîðêè ïðåæäå, ÷åì äàòü îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå.

Öåëü íàñòîÿùèõ èññëåäîâàíèé � ïîñòðîèòü ñèìóëüòàííóþ (¾îäíîìîìåíòíóþ ¿) ìîäåëü
êëàññèôèêàöèè, ãäå âðåìÿ íà ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ íå çàâèñèò íè î ò êîëè÷åñòâà ýòàëîíîâ â îáó-
÷àþùåé âûáîðêå, íè îò êîëè÷åñòâà ïðèçíàêîâ, êîòîðûìè õàðàê òåðèçóþòñÿ ýòè ýòàëîíû [87].

Åñëè ìû íàó÷èìñÿ ñðàâíèâàòü íåèçâåñòíóþ ðåàëèçàöèþ �x = hx1; x2; :::; xn i òîëüêî ïî îäíîé
òî÷êå ñ èíôîðìàòèâíûì ýëåìåíòîì êàæäîãî êîðòåæà îáó÷àþùåé âûáîðêè O = kuij kl � n è
ñîõðàíèì ïàðàëëåëüíûé ñïîñîá ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ, òî íàøà öåë ü áóäåò äîñòèãíóòà.

Ñôîðìóëèðîâàííûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèìóëüòàííîé ìîä åëè êëàññèôèêàöèè ïîçâî-
ëÿþò äîêàçàòü òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè èíôîðìàòèâíûõ ýëåìå íòîâ, ãàðàíòèðóþùóþ åäèí-
ñòâåííîñòü ïðèíÿòîãî ðåøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îáó÷àþùóþ âûáîðêó O0 
 X1; X2; :::; Xl :
Íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.
Èñõîäíûå ìíîæåñòâà: V 1

i = Xi ;
�
i = 1; l

�
:
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Èíäåêñíûå ìíîæåñòâà, ïîëó÷àåìûå íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ ïî ðå êóððåíòíîé ñõåìå:

V j +1
i =

(
V j

i nXj ; åñëèV j
i nXj 6= ? ;

�
i; j = 1; l

�
;

V j
i ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ýëåìåíòû âñïîìîãàòåëüíîé ëîãè÷åñêîé ìàòðèöû q = kqij k :

qij =
�

0; åñëèV j
i nXj 6= ? ;

1; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Èç ñîîáðàæåíèé íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàò ü áîëåå îáùèé ñëó-
÷àé ïîëàãàåì j = 1; n � ÷èñëî èäåíòèôèêàöèîííûõ ïðèçíàêîâ îáúåêòîâ (à äëÿ êàæäîã î
îáúåêòà êàê ìèíèìóì îäèí ñòðîãî îòëè÷èòåëüíûé ïðèçíàê), íå áîëåå i = 1; l � ÷èñëà êëàñ-
ñèôèöèðóåìûõ îáúåêòîâ, òî åñòü j 6 i ; ïîýòîìó, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, íî äëÿ óïðîùåíèÿ
çàïèñåé, â äàëüíåéøåì ïðèíèìàåì i; j = 1; l:

Ç à ì å ÷ à í è å 3.2. Ââåäåííàÿ ðåêóððåíòíàÿ ñõåìà è ëîãè÷åñêàÿ ìà òðèöà q ïîçâî-
ëÿþò â ñæàòîé ôîðìå çàïèñàòü àëãîðèòì ïîèñêà ïåðåñå÷åíèé (ñ öåïëåíèé) èññëåäóåìûõ ìíî-
æåñòâ, áëàãîäàðÿ êîìïàêòíîñòè òàêàÿ çàïèñü áóäåò â äàëüíåé øåì èñïîëüçîâàòüñÿ â âîïðîñàõ
ðàçðåøèìîñòè è âû÷èñëèìîñòè ðàçëè÷íûõ ïðåäèêàòîâ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé.

Ï ð è ì å ð 3.1 [70]. Äèàãðàììû Âåííà äëÿ O0 = f X1; X2; X3; X4g; ãäå X1 = f 1; 2; 3g;
X2 = f 3; 4; 5g; X3 = f 2; 3; 4g; X4 = f 6; 7g:

Äëÿ óêàçàííûõ ìíîæåñòâ

V 1
1 = X1; V 1

2 = X2; V 1
3 = X3; V 1

4 = X4;
q11 = 1 ; q21 = 0 ; q31 = 0 ; q41 = 0;

V 2
1 = X1 = f 1; 2; 3g; q12 = 0;

V 2
2 = X2nX1 = f 4; 5g; q22 = 1;

V 2
3 = X3nX1 = f 4g; q32 = 1;

V 2
4 = X4 = f 6; 7g; q42 = 0;

V 3
1 = X1nX2 = f 1; 2g; q13 = 0;

V 3
2 = X2nX1 = f 4; 5g; q23 = 0;

V 3
3 = X3nX1 = f 4g; q33 = 1;

V 3
4 = X4 = f 6; 7g; q43 = 0;

V 4
1 = ( X1nX2) nX3 = f 1g; q14 = 0;

V 4
2 = ( X2nX1) nX3 = f 5g; q24 = 0;

V 4
3 = X3nX1 = f 4g; q34 = 0;

V 4
4 = X4 = f 6; 7g; q44 = 1;

V 5
1 = f 1g; V 5

2 = f 5g; V 5
3 = f 4g; V 5

4 = f 6; 7g:

Ñîáåðåì ýëåìåíòû qij äàííîãî ïðèìåðà â ëîãè÷åñêóþ ìàòðèöó ñëåäóþùåãî âèäà:

q = kqij k4� 4 =

�
�
�
�
�
�
�
�

1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 1 0
0 0 0 1

�
�
�
�
�
�
�
�

:
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Îáîçíà÷èì I l 
 f 1; 2; 3; :::; l g :

Ò å î ð å ì à 3.10. Ïóñòü (8i 2 I l ) [Xi 6= ? ] : Òîãäà (8i 2 I l ) (8j 2 I l+1 )
h
V j

i 6= ?
i

:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
1. Ïóñòü j = 1 : Â ýòîì ñëó÷àå V 1

i 6= ? â ñèëó òîãî, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ V 1
i = Xi :

2. Ïóñòü j = 2 : Ïðåäïîëîæèì, ÷òî V 2
i 6= ? äëÿ íåêîòîðîãî i 2 I l :

Ïî îïðåäåëåíèþ

V 2
i =

�
V 1

i nX1; åñëèV 1
i nX1 6= ? ;

V 1
i ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

V 2
i íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ V 1

i nX1; ïîñêîëüêó ýòî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà V 1
i nX1 6= ? :

Ó íàñ æå ïî ïðåäïîëîæåíèþ V 2
i = ? : Ñëåäîâàòåëüíî, V 2

i = V 1
i : Îòñþäà V 1

i = ? ; ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Îñòàåòñÿ ïðèçíàòü, ÷òî V 2

i 6= ? :
Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåì, ÷òî V 2

i 6= ? ) V 3
i 6= ? è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî i 2 I l

è äëÿ âñÿêîãî j 2 I l+1 V j
i 6= ? : Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ò å î ð å ì à 3.11. Äëÿ ëþáîãî i 2 I l [V l+1
i � V l

i � ::: � V j
i � ::: � V 1

i ]; 1 6 j 6 m + 1 :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ìí îæåñòâ V j
i : �

Ïðèâåäåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîãî ïàðàãðàôà.

Ò å î ð å ì à 3.12 (î ñóùåñòâîâàíèè èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ). Ïóñòü (8i 2 I l )
[Xi 6= ? ] è (8i 6= j 2 I l ) [qij = 1 ) qj i = 0] : Òîãäà ñóùåñòâóåò l èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ
ai 2 V l+1

i òàêèõ, ÷òî ïðåäèêàò êëàññèôèêàöèè

� i (X) = dai 2 Xe & :
�

_
j 2 I l nf i g

daj 2 Xe & qij

�

îáðàùàåòñÿ â ¾åäèíèöó¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X = Xi ; ãäå X 2 O0:

Çàìåòèì, ÷òî d�e =
�

1; åñëè óñëîâèå * â ïîëóñêîáêàõ âûïîëíåíî;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3.12 íàì ïîòðåáóåòñÿ

Ë å ì ì à 3.1. Ïóñòü (8i 2 I l ) [Xi 6= ? ] è ai 2 V l+1
i äëÿ íåêîòîðîãî i 2 I l : Òîãäà åñëè

dai 2 Xj e = 1 ïðè i 6= j; òî qij = 1 :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ýëåìåíò ai 2 V l+1
i òàêîâ, ÷òî ai 2 Xj è i 6= j:

Ïîêàæåì, ÷òî V j
i � Xj : Ïðåäïîëîæèì, ÷òî qij = 0 ; òî åñòü V j

i 6�Xj : Ïî òåîðåìå 3.10 èìååì
V j

i 6= ? : Ïî îïðåäåëåíèþ ââåäåì
V j +1

i = V j
i nXj 6= ? :

Íî â ñèëó òåîðåìû 3.11 V l+1
i � V j +1

i : Ïîýòîìó V l+1
i nXj 6= ? : Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ai =2 Xj :

Ïî çàêîíó êîíòðàïîçèöèè ïîëó÷àåì V j
i � Xj : Ñëåäîâàòåëüíî, V j

i nXj = ? ; òî åñòü qij = 1 :
Ëåììà äîêàçàíà. �

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 3.12.
Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè óñëîâèè òåîðåìû 3.12, åñëè X = Xi 2 O0; òî � i (Xi ) = 1 è äëÿ

âñåõ i 6= j 2 I l ïîëó÷èì � j (Xi ) = 0 :
Ïóñòü X = Xi : Òîãäà ïðåäèêàò dai 2 Xj e = 1 : Åñëè (8j 6= i 2 I l ) [daj 2 Xi e = 0] ; òî�
_

j 2 I l nf i g
daj 2 Xi e & qij

�
= 0 íåçàâèñèìî îò qij ; è â ýòîì ñëó÷àå � i (Xi ) = 1 :

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü (9j 6= i ) [daj 2 Xi e = 1] : Â ñèëó ëåììû 3.1 èìååì qij = 1 :
Ïî óñëîâèþ òåîðåìû 3.12, åñëè i 6= j; òî qj i = 1 ) qij = 0 : Ïîýòîìó èìååì qij = 0 : Îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî daj 2 Xi e & qij = 0 :

37



Ïóñòü j 1; j 2; :::; j r 6= i âñå òàêèå èíäåêñû, ÷òî daj k 2 Xi e = 1 : Îòñþäà âûòåêàåò
daj k 2 Xi e & qj k i = 0 ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì. À ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ âñåõ
j 2 I l n f j 1; j 2; :::; j r ; i g daj 2 Xi e & qij = 0 â ñèëó òîãî, ÷òî daj 2 Xi e = 0 : Îòñþäà ñëåäó-

åò, ÷òî
�

_
j 2 I l nf i g

daj 2 Xi e & qij

�
= 0 :

Ñëåäîâàòåëüíî, � i (Xi ) = 1 :
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî (8j 2 I l n f ig) [� i (Xi ) = 0] : Çàìåòèì, ÷òî

� j (Xi ) = daj 2 Xi e & :
�

_
k2 I l nf i g

dak 2 Xi e & qjk

�
:

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ, êîãäà daj 2 Xi e = 0 è daj 2 Xi e = 1 :
Â ïåðâîì ñëó÷àå � i (Xi ) = 0 : Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà daj 2 Xi e = 1 : Â ñèëó

ëåììû 3.1 qj i = 1 : Ñ äðóãîé ñòîðîíû, daj 2 Xi e = 1 : Ñëåäîâàòåëüíî, ddai 2 Xi e & qj i e = 1 :

Çíà÷èò,
�

_
k2 I l nf i g

dak 2 Xi e & qjk

�
= 1 è èñêîìûé ïðåäèêàò � j (Xi ) = 0 :

Òåîðåìà 3.12 äîêàçàíà. �
Â ïðèìåíåíèè òåîðåìû 3.12 ê ïðèìåðó 3.1 ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðå øàþùèå ïðåäèêàòû:

� 1 (X) = d1 2 Xe; � 3 (X) = d4 2 Xe & : d 5 2 Xe;
� 2 (X) = d5 2 Xe; � 4 (X) = d6 2 Xe:

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ëþáîé ïðåäèêàò � i (X) ìîæíî âû÷èñëèòü íåçàâèñèìî îò äðóãèõ
ïðåäèêàòîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, èõ ìîæíî âû÷èñëèòü ïàðàëëåëü íî.

Ïðåæäå âñåãî ìû äîáèëèñü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåì û 3.12 íàéäåòñÿ l èíôîð-
ìàòèâíûõ òî÷åê èç ìíîæåñòâ îáó÷àþùåé âûáîðêè O0:

Äëÿ òîãî ÷òîáû íå áûëî ó ïðåäèêàòîâ èç òåîðåìû 3.12 ¾õâîñòà¿ â èäà _
j 2 I l nf i g

daj 2 Xe & qij ;

íåîáõîäèìî, ÷òîáû ëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà kqij kl � l áûëà åäèíè÷íîé.
Ñ ó÷åòîì ýòîãî óñëîâèÿ ïðåäèêàòû � i (X) ïðèíèìàþò âèä

� i (X) = dai 2 Xe:

1. Åñëè X ðåêóðñèâíî [119], òî íóæíî âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ô óíêöèþ ìíîæåñòâà
X â òî÷êå ai :

2. Åñëè X êîíå÷íî, òî ïî-ïðåæíåìó íóæíî ñðàâíèâàòü çíà÷åíèå èíôîðìà òèâíîãî ýëåìåíòà
ai ñ êàæäûì ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà X:

Îòâåò íà ïîñòàâëåííóþ ïåðâîíà÷àëüíóþ çàäà÷ó (î ñðàâíåíèè ñ èíôîðìàòèâíûìè ýëåìåí-
òàìè) ñëåäóåò èñêàòü â ðåøàþùèõ ïðàâèëàõ ñ îáó÷àþùåé âûáîðê îé O = kuij kl � n ; èìåþùåé
l êîðòåæåé (ýòàëîíîâ) �ui äëèíû n ( n � ÷èñëî ïðèçíàêîâ). Ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçóåì
êîðòåæè �ui 2 O òàê, ÷òîáû ìîæíî áûëî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 3.12. Ïóñòü uij � äåé-
ñòâèòåëüíûå ÷èñëà è � > 0: Âû÷èñëèì êîíñòàíòû:

�cj =
max

i
uij + min

i
uij

2
;

�
j = 1; n

�
;

c1 = �c1 + �;
c2 = 2c1 + �c2 + �;
� � �

cn = 2
n� 1P

i =1
ci + �cn + � :

Ïîëîæèì äàëåå, ÷òî Xi = f ui 1 + c1; :::; ui n + cn g;
�
i = 1; l

�
: X = f x1 + c1; :::; xn + cn g äëÿ

íåêîòîðîãî �x = hx1; x2; :::; xn i :

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1.Ïóñòü O = kuij k òàêîâî, ÷òî (8i 2 I l ) [Xi 6= ? ] è (8i 2 I l )�
Xi n [

j 2 I l nf i g
Xj 6= ?

�
: Òîãäà ñóùåñòâóåò l èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ ai 2 V l+1

i òàêèõ, ÷òî

ïðåäèêàò M i (�x) =
�

1; åñëèai = ~x j ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå �x = hx1; :::; xn i 2 O; ~x j = x j + cj è èíäåêñ

j âûáðàí èç óñëîâèÿ cj � �cj 6 ~x j 6 cj + �cj ; îáðàùàåòñÿ â ¾åäèíèöó¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà �x = �ui 2 O:
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Êîíñòàíòû ci ââîäÿòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû íå ïðîèçîøëî íåíóæíûõ ¾ñëèïàíèé¿ ý ëåìåíòîâ
êîðòåæåé îáó÷àþùåé âûáîðêè O: Ïðåäèêàòû M i (�x) ; êîòîðûå ëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû ïðå-
äèêàòàì � i (X) = dai 2 Xe; ïîçâîëÿþò äåëàòü ñðàâíåíèÿ íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèè �x ïî îäíîé
òî÷êå ñ èíôîðìàòèâíûìè òî÷êàìè ai : Êðîìå òîãî, îíè âû÷èñëÿþòñÿ ïàðàëëåëüíî.

Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü êëàññèôèêàöèè ñ óñëîâèìè ñëåäñòâèÿ 3 .1 èìååò ïðåäåëüíî êîðîòêèé
öèêë ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ, ãäå âðåìÿ íà ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ íå çàâè ñèò íè îò êîëè÷åñòâà ýòàëîíîâ
â îáó÷àþùåé âûáîðêå, íè îò êîëè÷åñòâà ïðèçíàêîâ, êîòîðûìè õ àðàêòåðèçóþòñÿ ýòè ýòàëîíû.

Òàêóþ ìîäåëü êëàññèôèêàöèè íàçîâåì ñèìóëüòàííîé ìîäåëüþ êëàññèôèêàöèè , îáëàäàþ-
ùåé ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè ê êîëè÷åñòâó ýòàëîíîâ â îáó÷àþùåé âûáîðêå è êîëè÷åñòâó
ïðèçíàêîâ â ýòàëîíàõ.

Ÿ 4. Êëàññèôèêàöèÿ ìíîæåñòâ ïî êëàññàì ýêâèâàëåíòíîñòè

Ðåøàåòñÿ îäíà èç òåîðåòè÷åñêèõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçî â: êëàññèôèêàöèÿ íåèçâåñòíûõ
ìíîæåñòâ îáúåêòîâ ïî çàðàíåå çàäàííûì èõ êëàññàì ýêâèâàëåí òíîñòè [79]. Ðàññìàòðèâàþòñÿ
êîíå÷íûå ìíîæåñòâà îáúåêòîâ ñ êîíå÷íûì ðàçáèåíèåì. Äëÿ ðåø åíèÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè
ïðåäúÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíûé îáúåêò â öåëÿõ óñòàíîâëåíèÿ ïðè íàäëåæíîñòè ê îäíîìó èç êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Òðåáóåòñÿ ïðåäåëüíî áûñòðî (çà îäèí òàêò) ïðèíÿòü ðåøåíèå î ïðèíàäëåæíîñòè îáúåêòà ê
îäíîìó èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Â îòëè÷èå îò ñòàíäàðòíîé îáó÷àþùåé èíôîðìàöèè, ðàññìàòðèâ àåìîé â ðàáîòå [38], â äàí-
íîé ðàáîòå îñëàáëåíî óñëîâèå èìåòü ïîñòîÿííîå ÷èñëî ïðèçíà êîâ, à òàêæå òðåáîâàíèå óïîðÿ-
äî÷åííîñòè ìåæäó íîìåðàìè ïðèçíàêîâ, òî åñòü â êà÷åñòâå îáó ÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà
ìíîæåñòâ íåîáÿçàòåëüíî îäèíàêîâîé ìîùíîñòè.

Äîïóùåííîå îñëàáëåíèå íà ìåõàíèçì ïîëó÷åíèÿ îáó÷àþùåé èíô îðìàöèè ïðèâîäèò ê äàëü-
íåéøèì îáîáùåíèÿì â òåîðèè ðàñïîçíàâàíèÿ [8], à ôèêñàöèÿ êî ëè÷åñòâà ïðèçíàêîâ è èõ íî-
ìåðîâ ñëåäîâàíèÿ ïðèâîäèò ê ÷àñòíûì çàäà÷àì ýòîãî îáîáùåíè ÿ.

4.1. Î ïðîáëåìå êëàññèôèêàöèè ìíîæåñòâ ïî êëàññàì ýêâèâàëå íòíîñòè

Ðàññìîòðèì M � îñíîâíîå, íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïîäìíîæ åñòâ ìíîæå-
ñòâà âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N 
 f 0; 1; 2; :::g è íåêîòîðîå êîíå÷íîå ðàçáèåíèå
S 
 f N1; N2; :::; N t g ìíîæåñòâà M ; X � íåèçâåñòíîå è ïðåäúÿâëÿåìîå äëÿ êëàññèôèêàöèè
êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî èç N:

Âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ïðåäèêàòà ïðèíàäëåæíîñòè P(X; N j ) :

P(X; N j ) =
�

è; åñëèX 2 N j ; j = 1; t; è � ¾èñòèíà¿,
ë; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå; ë � ¾ëîæü¿ ;

èññëåäîâàí â ðàáîòå [8], ãäå äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàçðåøèìîñòè ïðåäèêàòà P(X; N j ) (èëè ïðî-
áëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ êëàññà N j ) òðåáóåòñÿ, ÷òîáû N j áûëî ñèëüíî ðåêóðñèâíûì.

Åñëè M 
 f X1; X2; :::; Xm g � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èçâåñòíûõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ
Xi ; (i = 1; m) è t êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè S 
 f N1; N2; :::; N t g; òî ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè
ïðåäèêàòà P(X; N j ); ãäå X 2 M ; N j 2 S; ðàçðåøèìà ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1 [8].

Â äàííîì ïàðàãðàôå ïîñòàâèì çàäà÷ó î âû÷èñëåíèè ðàçðåøèìîã î ïðåäèêàòà P(X; N j ) ïðå-
äåëüíî áûñòðî (îäíîìîìåíòíî), òî åñòü çà îäèí òàêò ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î ïðèíàäëåæíîñòè
íåèçâåñòíîãî, ïðåäúÿâëåííîãî äëÿ êëàññèôèêàöèè îáúåêòà X ê îäíîìó èç êëàññîâ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè N j :

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà èíäåêñîâ I m 
 f 1; 2; :::; mg; I t 
 f 1; 2; :::; tg :
Ïóñòü f : I m ! I t � êëàññèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, ñâÿçûâàþùàÿ íîìåðà êîíå÷íûõ ï îä-

ìíîæåñòâ Xi ; (i = 1; m) èç îñíîâíîãî ìíîæåñòâà M ñ íîìåðàìè êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
ðàçáèåíèÿ S: Òîãäà îáùèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòà ïðèíàäëåæíîñòè P(X; N j ) ìîæ-
íî âûðàçèòü ÷åðåç ïðåäèêàò ðàâåíñòâà (èäåíòèôèêàöèè) ìíîæ åñòâ

dX = Xi e =
�

è; åñëèX = Xi ;
ë; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
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è êëàññèôèöèðóþùóþ ôóíêöèþ f (i ) ïîñðåäñòâîì èìïëèêàöèè dX = Xi e ) P(X; N f ( i ) ); ãäå
i 2 I m ; f (i ) = j:

Ñëåäîâàòåëüíî, çíàÿ êëàññèôèöèðóþùóþ ôóíêöèþ f (i ) äëÿ íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèè
X 2 M ; äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ïðåäèêàò ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ dX = Xi e òåì èëè èíûì ñïî-
ñîáîì, à çàòåì óæå ñóäèòü î ïðåäèêàòå ïðèíàäëåæíîñòè P(X; N f ( i ) ):

Îáùèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ ïðèíàäëåæíîñòè P(X; N j ) äëÿ âñåõ êëàññîâ ýê-
âèâàëåíòíîñòè N j ïî ïðåäúÿâëåííîìó íåèçâåñòíîìó ìíîæåñòâó X; êàê îäíîìó èç ïðåäñòàâè-
òåëåé îñíîâíîãî ìíîæåñòâà M ; ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó: ïðåäúÿâëåííîå ìíîæåñòâî X ñðàâ-
íèâàåòñÿ ñ êàæäûì êëàññîì Xi èç ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà M : Äàëåå, âû÷èñëèâ íîìåð i; äëÿ
êîòîðîãî dX = Xi e = u; ïðèñâàèâàåì çíà÷åíèå " u" ïðåäèêàòó P(X; N f (i ) ):

Â ñèëó òîãî ÷òî åñëè S 
 f N1; N2; :::; N t g � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà M ; òî

(8j 2 I t n f ig) [P(X; N j ) = è] :

Äàäèì ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ dX = Xi e:

Ç à ì å ÷ à í è å 4.1. Ïðèíèìàåì â äàëüíåéøåì, ÷òî ïðåäèêàò

d�e =
�

è; åñëè óñëîâèå� â ïîëóñêîáêàõ âûïîëíåíî;
ë; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ èñòèííûå çíà÷åíèÿ ïðåäèêàòîâ áóäåì êîä èðîâàòü áèíàðíûìè çíà÷åíèÿ-
ìè: ¾è¿ $ ¾1¿; ¾ë¿ $ ¾0¿ [127].

4.2. Âû÷èñëåíèå ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ

Ïóñòü çàäàíî äâà ìíîæåñòâà X1 
 f X1; X2; :::; Xn1 g; X2 
 fY 1; Y2; :::; Yn2 g ñ íåêîòîðûì
ðàññòîÿíèåì � (x; y) ìåæäó ýëåìåíòàìè x; y : x 2 X1; y 2 X2:

Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ïðåäèêàò ðàâåíñòâà

dX = Xi e =
�

è; åñëè� (dX = Xi e) = 1 ; i = 1; 2;
ë, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

ãäå � (dX = Xi e) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà

� (dX = Xi e) =
�

1; åñëè dX = Xi e = è,
0; åñëè dX 6= Xi e = ë.

Â êà÷åñòâå ðàññòîÿíèÿ � (x; y) ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, � (x; y) = jx � yj :
Òîãäà ïðåäèêàò ðàâåíñòâà çàäàííûõ ìíîæåñòâ X1; X2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

dX1 = X2e = [ X1 � X2] & [X2 � X1] =

=

2

6
6
6

Y

x2 X1

�

0

@

2

6
6
6

X

y2 X2

� (d� (x; y) = 0 e) > 1

3

7
7
7

1

A = 1

3

7
7
7

&

2

6
6
6

Y

y2 X2

�

0

@

2

6
6
6

X

x2 X1

� (d� (x; y) = 0 e) > 1

3

7
7
7

1

A = 1

3

7
7
7

:

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäèêàò ðàâåíñòâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ýôôå êòèâíî âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç
ðàññòîÿíèå � ìåæäó ýëåìåíòàìè ýòèõ ìíîæåñòâ X1; X2 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ñàìî
ýòî ðàññòîÿíèå ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìî .

Îäíàêî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n1; n2 ÷èñëà ýëåìåíòîâ âî ìíîæåñòâàõ X1; X2 âû÷èñëåíèå
ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà ìíîæåñòâ óêàçàííûì ñïîñîáîì ìîæåò îêà çàòüñÿ òðóäîåìêèì.
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4.3. Ïàðàëëåëüíîå âû÷èñëåíèå ñèñòåìû ïðåäèêàòîâ ðàâåíñòâ à ìíîæåñòâ

Ðå÷ü èäåò î ïàðàëëåëüíîì (ïåðñåïòðîííîì ) âû÷èñëåíèè ñèñòåìû ÷àñòíûõ ïðåäèêàòîâ ðà-
âåíñòâ ìåæäó íåèçâåñòíûì ìíîæåñòâîì X è îïðåäåëåííî ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé ïîäìíî-
æåñòâàìè Xi îñíîâíîãî ìíîæåñòâà M [127].

Ïðè ýòîì âûèãðûø âû÷èñëåíèé ïî âðåìåíè òåì ñóùåñòâåííåå, ÷å ì ìîùíåå îñíîâíîå ìíî-
æåñòâî M ; õîòÿ ïðè ýòîì ïðåäîáó÷åíèå ïåðñåïòðîíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñèñò åìû ÷àñòíûõ ïðåäè-
êàòîâ ðàâåíñòâ ïðè êðóïíûõ ìíîæåñòâàõ, âõîäÿùèõ â îñíîâíîå ìíîæåñòâî, ïîòðåáóåò áîëüøèõ
âû÷èñëåíèé. Ýòè ñðàâíåíèÿ óìåñòíû ñ ïåðâûì ñïîñîáîì âû÷èñë åíèÿ ïðåäèêàòîâ ðàâåíñòâ, êî-
òîðûé, âî-ïåðâûõ, ïîñëåäîâàòåëåí (íóæíî ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáðàòü âñå ýëåìåíòû îñíîâíîãî
ìíîæåñòâà M ; ïîêà íå îáíàðóæèòñÿ âûïîëíåíèå ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà ìíîæåñ òâ); âî-âòîðûõ,
êàæäûé ðàç òðåáóåòñÿ áîëüøîé ïåðåáîðíûé ðàñ÷åò âëîæåíèé íå èçâåñòíîé ðåàëèçàöèè âî ìíî-
æåñòâî èç M ïóòåì ïîýëåìåíòíîãî ñðàâíåíèÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà âñåõ íàòóðà ëüíûõ
÷èñåë N 
 f 0; 1; 2; :::g :

Ïóñòü M 
 f X1; X2; :::; Xm g; ãäå Xi 2 � ; i = 1; m:

Ïîëîæèì V 1
i = Xi ; i = 1; m; V j +1

i =

(
V j

i nXj ; åñëèV j
i nXj 6= ? ; (i; j = 1; m);

V j
i ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ìíîæåñòâà V j +1
i ,(i; j = 1; m) íàçîâ¼ì èíôîðìàòèâíûìè çîíàìè ïðè êëàññèôèêàöèè íåèç-

âåñòíîãî ìíîæåñòâà X â ðàçáèåíèè S îáó÷àþùåé âûáîðêè M :
Ââåäåì ýëåìåíòû qij ëîãè÷åñêîé ìàòðèöû q = kqij km� m ñëåäóþùèì îáðàçîì:

qij =

(
è, åñëèV j

i nXj = ? ;
ë, åñëèV j

i nXj 6= ? :

Äëÿ ïîèñêà ýôôåêòèâíîãî ñïîñîáà âû÷èñëåíèé ïðåäèêàòà ðàâå íñòâà dX = Xi e äîêàæåì
ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ òåîðåì � àíàëîãîâ èç ðàáîòû [73].

Ò å î ð å ì à 4.1 [73]. Ïóñòü (8i 2 I m )
�
V 1

i 6= ?
�

: Òîãäà (8i 2 I m ) (8j 2 I m+1 )
h
V j

i 6= ?
i

:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü (9i 2 I m ) (9j 2 I m+1 )h
V j

i = ?
i

; òîãäà V j � 1
i nXj � 1 = ? èëè V j � 1

i = ? : Ñëåäîâàòåëüíî, V j � 1
i = ? : Àíàëîãè÷íî

V j � 2
i = ? è ò.ä. äî V 1

i = ? : Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà âåðíà. �

Ò å î ð å ì à 4.2 [73]. (8i 2 I m )
h
V m+1

i � V m
i � ::: � V j

i � ::: � V 1
i

i
; 1 6 j 6 m + 1 :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü (9i 2 I m ) (V j
i � V j +1

i ):
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî V j

i � V j
i ; åñëè qij = è; èíà÷å V j

i � V j
i nXj � V j

i : Ïîëó÷èëè, ÷òî V j
i � V j

i �
ïðèøëè ê àáñóðäó. Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà âåðíà. �

Äëÿ ëþáîãî êëàññèôèöèðóåìîãî ìíîæåñòâà X 2 � ÷åðåç da 2 Xe áóäåì îáîçíà÷àòü ïðå-

äèêàò ïðèíàäëåæíîñòè òàêîé, ÷òî da 2 Xe =
�

è, åñëèa 2 X;
ë, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â äàëüíåéøåì ýëåìåíò a íàçîâ¼ì èíôîðìàòèâíûì ýëåìåíòîì èëè ¾ èäåíòèôèêàöèîííîé
ìåòêîé ¿ äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà X:

Ë å ì ì à 4.1. Ïóñòü (8i 2 I m ) [Xi 6= ? ] è (9j 2 I m )
hl

a 2 V m+1
j

m
= u

i
: Òîãäà

(8k 6= j 2 I m ) [da 2 Xke ) qik ] :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü j òàêîâî, ÷òî a 2 V m+1
j : Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

(8k 6= j 2 I m ) [da 2 Xke ) qik ] : Ïóñòü k 2 I m òàêîâî, ÷òî k âçÿòî ïðîèçâîëüíî òàê, ÷òî
k 6= j è da 2 Xke = u: Äîêàæåì, ÷òî V k

j � Xk : Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî V k
j 6� Xk :
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Ïî òåîðåìå 4.1 èìååì V k
j 6= ? : Ñëåäîâàòåëüíî, V k

j nXk 6= ? ; òî åñòü qjk = ë. Ïî îïðåäåëåíèþ

V k+1
j èìååì V k+1

j =
�

V k
j nXk ; åñëèV k

j nXk 6= ? ;
V k

j ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Íî V k

j nXk 6= ? : Òîãäà V k+1
j = V k

j nXk : Äàëåå, ïóñòü m > k: Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 4.2 è

òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ � èìååì V m+1
j � V k+1

j : Ïîýòîìó V m+1
j nXk 6= ? : Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî a 2 Xk ; òî åñòü da 2 Xke = ë. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, V k
j � Xk : Îòñþäà V k

j nXk =
? ; òî åñòü qik = u: ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü â ëåììå 4.1 � :

Ò å î ð å ì à 4.3 (î ñóùåñòâîâàíèè èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ) [73 ]. Ïóñòü (8i 2 I m )
[Xi 6= ? ] è (8i 6= j 2 I m ) [qij = : qj i ] : Òîãäà ñóùåñòâóåò m èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ ( ¾èäåí-
òèôèêàöèîííûõ ìåòîê¿ ) ai 2 V m+1

i òàêèõ, ÷òî ïðåäèêàò ðàâåíñòâà dX = Xi e; ïðåäúÿâ-
ëåííîãî äëÿ êëàññèôèêàöèè ìíîæåñòâà X è îäíîãî èç ýòàëîííûõ êëàññîâ Xi :

dX = Xi e = dai 2 Xe & :
�

_
j 2 I m nf i g

(daj 2 Xe & qij )
�

;

îáðàùàåòñÿ â ¾èñòèíó¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X = Xi ; Xi 2 M :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
() ) Ïóñòü dX = Xi e = è. Ïîêàæåì, ÷òî

dai 2 Xe & :
�

_
j 2 I m nf i g

(daj 2 Xe & qij )
�

= u:

Åñëè dX = Xi e = è , òî X = Xi è ïðåäèêàò dai 2 Xi e = è .

Åñëè (8j 6= i 2 I m ) [daj 2 Xi e = ë] ; òî
�

_
j 2 I m nf i g

daj 2 Xi e & qij

�
= ë íåçàâèñèìî îò qij :

Â ýòîì ñëó÷àå dai 2 Xe & :d _
j 2 I m nf i g

daj 2 Xe & qij = è.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü (8i 6= j 2 I m ) [daj 2 Xi e = u] : Â ñèëó ëåììû 4.1 èìååì
qj i = è. Òîãäà ïî óñëîâèþ òåîðåìû èìååì qij = ë. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî daj 2 Xi e & qij = ë.
Ïóñòü j 1; j 2; :::; j r 6= i � âñå òàêèå èíäåêñû, ÷òî daj k 2 Xi e = è. Îòñþäà daj k 2 Xi e & qj k i = ë
ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì. À ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ âñåõ j 2 I m n f j 1; j 2; :::; j r ; i g daj 2 Xi e &

& qij = ë. Â ñèëó òîãî ÷òî daj 2 Xi e = ë. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
�

_
j 2 I m nf i g

(daj 2 Xi e & qij )
�

= ë.

Ñëåäîâàòåëüíî, dai 2 Xe & :
�

_
j 2 I m nf i g

(daj 2 Xi e & qij )
�

= è.

(( ) Ïóñòü dX = Xi e = ë. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

dai 2 Xe & :
�

_
j 2 I m nf i g

(daj 2 Xe & qij )
�

= ë: Ïóñòü 8j 2 I m n f ig . Òîãäà èìååì Xj 6= Xi :

Èíà÷å íàðóøèëîñü áû óñëîâèå òåîðåìû (8i 6= j 2 I m ) [qij ) : qj i ] : Ïóñòü Xk 6= Xi : Ïîäñòàâèì

åãî â ïðàâóþ ÷àñòü è âû÷èñëèì âûñêàçûâàíèå dai 2 Xke & :
�

_
j 2 I m nf i g

(daj 2 Xke & qij )
�

:

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: dai 2 Xke = ë èëè dai 2 Xke = è. Â ïåðâîì ñëó÷àå âñÿ êîíúþíêöèÿ
ëîæíà. Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé: dai 2 Xke = è. Â ñèëó ëåììû 4.1 èìååì qik = è, òî åñòü
dai 2 Xke & qik = è. Îòñþäà _

j 2 I m nf i g
(daj 2 Xke & qij ) = è. Ñëåäîâàòåëüíî,

:
�

_
j 2 I m nf i g

(daj 2 Xke & qij )
�

= ë. Òîãäà (8k 2 I m ) dX = Xke ïîëó÷èì:

dai 2 Xe & :
�

_
j 2 I m nf i g

(daj 2 Xe & qij )
�

= ë, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ïóñòü S 
 f N1; N2; :::; N t g � ðàçáèåíèå M 
 f X1; X2; :::; Xm g; f : I m ! I t � êëàññè-
ôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà íàõîæäåíèå ðàçðåøèìîãî ïðåäèêà òà P(X; N k ) ñâîäèòñÿ ê âû-
÷èñëåíèþ ñèñòåìû ÷àñòíûõ ïðåäèêàòîâ ðàâåíñòâà dX = Xi e : P(X; N k ) = _

i 2 D k

dX = Xi e; ãäå

Dk = f i jf (i ) = kg; k = 1; t � ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ êëàññîâ (îáúåêòîâ) Xi :
Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàçðåøèìîñòü ïðåäèêàòà êëàññèôèêàöèè P(X; N k ) = dX 2 N ke ñâîäèòñÿ

ê âû÷èñëèìîñòè ñèñòåìû ÷àñòíûõ ïðåäèêàòîâ ðàâåíñòâà (èäåí òèôèêàöèè) dX = Xi e:
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4.4. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèìóëüòàííîñòè â ïð èíÿòèè
ðåøåíèé

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå èññëåäîâàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïàðàëëåëüíîãî (ïåðñåï-
òðîííîãî) ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ.

Â äàííîì ïàðàãðàôå èçó÷àþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ëîãè÷åñê àÿ ìàòðèöà kqij km� m ; îñòà-
âàÿñü åäèíè÷íîé, ïðåäñòàâëÿåò âîçìîæíûì óïðîùåííîå âû÷èñ ëåíèå ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà.

Ë å ì ì à 4.2. Åñëè a 2 V m+1
i , òî da 2 Xi e = u:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî òåîðåìå 4.2 V m+1
i � V 1

i â ñèëó òðàíçèòèâíîñòè îòíîøå-
íèÿ � : Íî V 1

i = Xi : Òîãäà äëÿ ëþáîãî a 2 V m+1
i èìååì a 2 Xi : Ëåììà äîêàçàíà. �

Ïóñòü ñåìåéñòâî M 
 f X1; X2; :::; Xm g òàêîâî, ÷òî Xi \ Xj = ? äëÿ i 6= j: Òîãäà èìååò
ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ë å ì ì à 4.3. Åñëè (8i 2 I m ) [qii = u] &
�
V m+1

i = Xi
�

; òî (8i 6= j 2 I m ) dqij = ëe:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î î÷åâèäíî. �
Ïóñòü ñåìåéñòâî M 
 f X1; X2; :::; Xm g òàêîâî, ÷òî äëÿ êàæäîãî i 2 I m

�
Xi n [

j 2 I m nf i g
Xj 6= ?

�
: (� )

Òîãäà èìååò ìåñòî ëåììà 4.4.

Ë å ì ì à 4.4. (8i 2 I m )
�
V m+1

i = Xi n [
j 2 I m nf i g

Xj

�
:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ëåììó 4.4 èíäóêöèåé ïî i è m:
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå i 2 I m : Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ: V 1

i = Xi ;

V 2
i =

�
V 1

i nV 1
1 ; åñëèV 1

i nV 1
1 6= ? ;

V 1
i ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Åñëè i = 1 ; òî V 2
i = V 1

1 = X1:

Åñëè 1 < i 6 m; òî V 2
i = V 1

i nV 1
1 = Xi nX1 â ñèëó òîãî, ÷òî Xi nX1 6= ? ïî óñëîâèþ

(� ): Òîãäà V 3
i =

�
V 2

i nV 1
2 ; åñëèV 2

i nV 1
2 6= ? ;

V 2
i ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Åñëè i = 1 ; òî V 2
i = X1; è, ñëåäîâàòåëüíî,

V 3
i = X1nX2 â ñèëó òîãî, ÷òî X1nX2 6= ? ïî óñëîâèþ (� ):

Åñëè i = 2 ; òî V 2
2 = X2nX1; à V 3

2 = V 2
2 ; ïîñêîëüêó V 2

2 nV 1
2 = V 2

2 nX2 = ? :
Òàêèì îáðàçîì, V 3

1 = X1nX2; à V 3
2 = X2nX1:

Áàçà èíäóêöèè äëÿ m = 2 î÷åâèäíî âûïîëíåíà.
Èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå . Ïóñòü äëÿ m = n; (n > 2) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

V n+1
i = Xi n [

j 2 I n nf i g
Xj : Ïîêàæåì, ÷òî V n+2

i = Xi n [
j 2 I n +1 nf i g

Xj :

Â ñàìîì äåëå, ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèè ïî èíòåðâàë ó 1 6 i 6 n + 1 : Äëÿ i = 1
íàäî ïîêàçàòü, ÷òî V n+2

1 = X1n [
j 2 I n +1 nf i g

Xj :

Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ V n+1
1 = X1n [

j 2 I n nf i g
Xj :

Ïî îïðåäåëåíèþ V n+2
1 =

�
V n+1

1 nV 1
n+1 ; åñëèV n+1

1 nV 1
n+1 6= ? ;

V n+1
1 ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òîãäà V n+1
1 nV 1

n+1 =
�

X1n [
j 2 I n nf i g

Xj

�
nXn+1 = X1n [

j 2 I n +1 nf i g
Xj :

Íî ïî óñëîâèþ (� ) ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íå ïóñòîå. Ïîýòîìó, V n+2
1 = X1n [

j 2 I n +1 nf i g
Xj :

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 1 6 i 6 n + 1 : Ñäåëàåì èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî äëÿ 1 6 i 6 n + 1
âûïîëíåíî óñëîâèå V n+2

i = Xi n [
j 2 I n +1 nf i g

Xj è äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

V n+2
i +1 = Xi +1 n [

j 2 I n +1 nf i +1 g
Xj :
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Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ V n+1
i +1 = Xi +1 n [

j 2 I n nf i +1 g
Xj :

Ïî îïðåäåëåíèþ V n+2
i +1 =

�
V n+1

i +1 nV 1
n+1 ; åñëèV n+1

i +1 nV 1
n+1 6= ? ;

V n+1
i +1 ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ñëåäîâàòåëüíî, V n+1
i +1 nV 1

n+1 = Xi +1 n [
j 2 I n nf i +1 g

Xj nV 1
n+1 =

= Xi +1 n [
j 2 I n nf i +1 g

Xj nXn+1 = Xi +1 n [
j 2 I n +1 nf i +1 g

Xj :

Íî ïî óñëîâèþ (� ) ýòî âûðàæåíèå íå ïóñòî.
Îòñþäà V n+2

i +1 = Xi +1 n [
j 2 I n +1 nf i +1 g

Xj : ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ò å î ð å ì à 4.4. Ïóñòü M 
 f X1; X2; :::; Xm g : (8i 2 I m )
�
Xi n [

j 2 I m nf i g
Xj 6= ?

�
: Òî-

ãäà äëÿ âñÿêîãî i 2 I m è äëÿ ëþáûõ ÷èñåë ai 2 V m+1 ïðåäèêàòû ðàâåíñòâà dX = Xi e è
ïðèíàäëåæíîñòè dai 2 Xe ñîâïàäàþò dX = Xi e = dai 2 Xe = è; ãäå X 2 M :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî dai 2 Xe = u ) d X = Xi e è, íàîáîðîò,
dX = Xi e ) d ai 2 Xe = è. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå i 2 I m è ai 2 V m+1

i :
() ) Ïóñòü dai 2 Xe = è. Â ñèëó ëåììû 4.4 è óñëîâèÿ òåîðåìû 4.4 ìîæíî çàïèñàòü

V m+1
i = Xi n [

j 2 I m nf i g
Xj 6= ? : (�� )

Ñëåäîâàòåëüíî, ai 2 V m+1
i ) ai 2 Xi ; òî åñòü dai 2 Xe ) d ai 2 Xi e:

Äîêàæåì, ÷òî Xi åäèíñòâåííîå èç M òàêîå, ÷òî X = Xi :
Ïðåäïîëîæèì, íàøëîñü Xj ; j 2 I m n f ig ; òàêîå, ÷òî
dai 2 Xe ) d ai 2 Xj e = u: Íî èç âûðàæåíèÿ (�� ) ñëåäóåò, ÷òî
(8j 2 I m n f ig) dai 2 Xj e; òî åñòü dai 2 Xj e = ë. Ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, X = Xi :
(( ) Ïóñòü X = Xi : Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå dai 2 Xe = è: Â ñàìîì äåëå, dai 2 Xi e = è

â ñèëó òîãî, ÷òî ai 2 V m+1
i � Xi ; íî Xi = X: Ñëåäîâàòåëüíî, dai 2 Xe = è.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ò å î ð å ì à 4.5. Ëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà q = kqij km� m åäèíè÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà (8i 2 I m )
�
V 1

i n [
j 2 I m nf i g

V 1
j 6= ?

�
:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
() ) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöà q åäèíè÷íà, òî åñòü (8i 2 I m ) ( 8j 2 I m n f ig) [qij = ë] :

Ïî îïðåäåëåíèþ qij = ë, êîãäà V j
i nV 1

j 6= ? : Èñõîäÿ èç òåîðåìû 4.2 ïîëó÷èì

V j
i � V 1

i ) V 1
i nV 1

j 6= ? ) V 1
i n [

j 2 I m nf i g
V 1

j 6= ? :

Ïðÿìîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
(( ) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå V 1

i n [
j 2 I m nf i g

V 1
j 6= ? : Òàê êàê ìàòðèöà q

åäèíè÷íà, òî äîëæíî áûòü qii = è; qij = ë; j 2 I m n f ig :
Äîêàæåì, ÷òî qii = è. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âûðàæåíèå V j

i nV 1
j ïðè i = j; òî åñòü V i

i nV 1
i :

Èñõîäÿ èç òåîðåìû 3.2 V j
i � V 1

i : Îòñþäà ñëåäóåò V i
i nV 1

i = ? : Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ qii = è.
Ñëåäóþùèì øàãîì äîêàæåì, ÷òî

(8i 2 I m ) (8j 2 I m n f ig) [qij = ë] :

Ïî òåîðåìå 4.4 V j
i = Xi n [

k2 I j � 1nf i g
Xk 6= ? èëè, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ,

V j
i = V 1

i n [
k2 I j � 1nf i g

V 1
k :
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Òîãäà âûðàæåíèå V j
i nXj = V j

i nV 1
j = V 1

i n [
k2 I j nf i g

V 1
k :

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ i 6 j 6 1; åñëè V j
i n [

k2 I m nf i g
V 1

k 6= ? ; òî V 1
i n [

k2 I j nf i g
V 1

k 6= ? :

Òàêèì îáðàçîì, V j
i nXj 6= ? è ïî îïðåäåëåíèþ qij = ë.

Òî åñòü äîêàçàëè, ÷òî qii = è è qij = ë, åñëè i 2 I m ; j 2 I m n f ig :
Òåîðåìà äîêàçàíà â îáå ñòîðîíû. �
Íàïîìíèì, ÷òî ðàíåå ÷åðåç � îáîçíà÷èëè ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-

ñòâà âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåëN 
 f 0; 1; 2; :::g:

Ò å î ð å ì à 4.6. Ïóñòü M 
 f X1; X2; :::; Xm g � ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ èç � ; äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå kqij km� m = Em� m : Òîãäà (8i 2 I m )

�
8ai 2 V m+1

i

�
(8X 2 M )

ïðåäèêàòû ðàâåíñòâà è ïðèíàäëåæíîñòè ñîâïàäàþò: dX = Xi e = dai 2 Xe:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó kqij km� m = Em� m ; òî èç òåîðåìû 4.2 ïîëó÷àåì,

÷òî (8i 2 I m )
�
Xi n [

j 2 I m nf i g
Xj 6= ?

�
:

Äîêàæåì, ÷òî ïðåäèêàòû ðàâåíñòâà è ïðèíàäëåæíîñòè ñîâïàäà þò: dX = Xi e = dai 2 Xe:
(( ) Ïóñòü ai 2 X: Òàê êàê ai 2 V m+1

i ; òî X \ V m+1
i 6= ? :

Ïðè X = Xi ; Xi \ V m+1
i 6= ? ; ïîñêîëüêó èç òåîðåìû 4.2 V m+1

i � Xi : Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
X = Xi ; òî åñòü (8j 2 I m n f ig) dX = Xj e:

Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, X \ V m+1
i 6= ? ; ñ äðóãîé ñòîðîíû, V m+1

i = Xi n [
j 2 I m nf i g

Xj ïî

òåîðåìå 4.4. Íî (Xj \ Xi ) nXj = ? ) X \
�

Xi n [
k2 I m nf i g

Xk

�
= ? ; òî åñòü X \ V m+1

i = ? :

Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, (8j 2 I m n f ig) dX = Xj e:
() ) Ïðåäïîëîæèì ai =2 Xi : Ïîñêîëüêó ai 2 V m+1

i ; òî V m+1
i nXi 6= ? :

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, V m+1
i � Xi ) Xi nV m+1

i 6= ? ; òî åñòü ai 2 Xi : Ïðîòèâîðå÷èå.
Òåîðåìà äîêàçàíà â îáå ñòîðîíû. �
Òåîðåìà 4.6 ïîêàçûâàåò, ÷òî åäèíè÷íîñòü ëîãè÷åñêîé ìàòðèö û kqij km� m ïðåäñòàâëÿåò âîç-

ìîæíûì óïðîùåííîå âû÷èñëåíèå ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà ïîñðåäñ òâîì âû÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòà
ïðèíàäëåæíîñòè ýëåìåíòà (¾èäåíòèôèêàöèîííîé ìåòêè¿) èíô îðìàòèâíîé çîíû ñîîòâåòñòâó-
þùåìó ìíîæåñòâó.

Èç òåîðåìû 4.3 â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè îòíîøåíèÿ ¾ðàâíî¿ âûòå êàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëå-
äóþùåé òåîðåìû 4.7.

Ò å î ð å ì à 4.7. Ïóñòü (8i 2 I m ) [Xi 6= ? ] (8i 6= j 2 I m ) [qij = : qj i ]: Òîãäà ñóùåñòâóåò
m èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ (¾èäåíòèôèêàöèîííûõ ìåòîê¿ ) ai 2 V m+1

i òàêèõ, ÷òî ïðå-
äèêàò:

dai 2 Xe & :
�

_
j 2 I m nf i g

(daj 2 Xe & qij )
�

= dX = Xi e:

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü �ui = hx i 1; x i 2; :::; x in i ; i = 1; m; òî åñòü âåêòîðà ðàçìåðíîñòè n è
U1

i = hXi 1; Xi 2; :::; Xin i : Èç òåîðåìû 4.7 èìååì ñëåäñòâèå 4.1.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 4.1.Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå kqij km� m = Em� m ; òîãäà ñóùåñòâóåò
m èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ èç èíôîðìàòèâíûõ çîí ai 2 V m+1

i òàêèõ, ÷òî ïðåäèêàò

d�u = �ui e =
�

1; åñëè ai = uj ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå èíäåêñj âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ ai = x ij :

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàííûå òåîðåìû 4.6, 4.7 è ñëåäñòâèå 4.1 ï îêàçûâàþò, ÷òîáû ïîëó÷èòü
ïðåäåëüíî êîðîòêèé (îäíîòàêòíûé èëè ñèìóëüòàííûé) ñïîñîá ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ïðè êëàñ-
ñèôèêàöèè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü ïàðàëëåëüíî ï î âñåì êîðòåæàì îáó÷àþùåé
âûáîðêè òîëüêî ïî îäíîìó èíôîðìàòèâíîìó çíà÷åíèþ êàæäîãî ï ðèçíàêà.
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4.5. Êàíòîðîâñêèå àëãåáðû

Ââåäåì íåêîòîðûå êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X 2 M íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë [67].

1. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà X (÷èñëî ýëåìåíòîâ): � (X) = ��X:

2. Ñóììà ìíîæåñòâà X :
P

(X) =
P

x2 X
x:

3. Ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X :
Q

(X) =
Q

x2 X
x:

4. Ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà X : max (X) = max
x2 X

x:

5. Ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà X : min (X) = min
x2 X

x:

6. Ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ìíîæåñòâà X : r (X) =
�

max (X) + min ( X)
2

�

(Çäåñü è â äàëüíåéøåì êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò öåëóþ ÷àñò ü ÷èñëà).

7. Ðàçìàõ ìíîæåñòâà X : R (X) = max ( X) � min (X) :

8. Ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå ìíîæåñòâà X : q(X) =
hp

max (X) � min (X)
i

:

9. Öåíòð òÿæåñòè ìíîæåñòâà X : m (X) =
� P

(X)
� (X)

�
:

10. Ëèíåéíûå îòêëîíåíèÿ ìíîæåñòâà X : l (X) =
�

1
� (X)

P

x2 X
jm (X) � xj

�
:

11. Äèñïåðñèÿ ìíîæåñòâà X : d (X) =
�

1
� (X)

P

x2 X
(m (X) � x)2

�
:

Äàëåå ñ÷åòíîå ÷èñëî õàðàêòåðèñòèêdi (X) äëÿ i > 3 :

di (X) =

"
1

� (X)

X

x2 X

(jm (X) � xj) i

#

:

12. Ñòåïåíü ìíîæåñòâà X : 2X =
P

x2 X
2x :

Ïóñòü c(x1; x2) � êàíòîðîâñêàÿ íóìåðóþùàÿ ôóíêöèÿ [119]:

c(x1; x2) =
(x1 + x2)2 + 3x1 + x2

2
; c3 (x1; x2; x3) = c2 (c(x1; x2) ; x3) ;

: : : : : : : : : : : :

cn+1 (x1; x2; :::; xn+1 ) = cn (c(x1; x2) ; x3; :::; xn+1 ) :

Î ï ð å ä å ë å í è å 4.1. Êàíòîðîâñêîé îïåðàöèåé C � : � ! � íàçîâåì îïåðàöèþ âèäà
C � (X) = f c(cn (x1; x2; :::; xn ) ; x) jx 2 Xg; ãäå � � ïñåâäîñèãíàòóðà ñ íåêîòîðûìè èç âûøå
ââåä¼ííûõ 12 õàðàêòåðèñòèê ìíîæåñòâà X [67, 120].

Î ï ð å ä å ë å í è å 4.2. Àëãåáðû âèäà Q 
 h� ; ci íàçîâåì êàíòîðîâñêèìè àëãåáðà-
ìè , åñëè � � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà N; c � êàíòîðîâ-
ñêàÿ íóìåðóþùàÿ ôóíêöèÿ.
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Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ èç � : M 
 f X1; X2; :::; Xm g; (m > 2) è
x i

1; x i
2; :::; x i

n � êîëè÷åñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ õàðàêòåðèñòèê (x1; x2; :::; xn ) ìíîæåñòâ
Xi ; i = 1; m; n 2 N:

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Ò å î ð å ì à 4.8. Ïóñòü (8i 2 I m ) [Xi 6= ? ] : Òîãäà (8i 6= j 2 I m ) [cn
�
x i

1; :::; x i
n

�
6=

6= cn
�

x j
1; :::; x j

n

�
) C (Xi ) \ C (Xj ) = ? ]; ãäå C (Xi ) ; C (Xj ) � êàíòîðîâñêèå îáðàçû ìíî-

æåñòâ Xi ; Xj :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 4.8 âûòåêàåò èç âçàèìíîé îäíî-
çíà÷íîñòè êàíòîðîâñêèõ íóìåðàöèé cn è îáðàçîâ C(Xi ); C(Xj ): �

Òåîðåìà 4.8 óòâåðæäàåò: ðàçëè÷èå êàíòîðîâñêèõ íóìåðóþùèõ ôóíêöèé cn (x i
1; :::; x i

n );
cn (x j

1; :::; x j
n ) õàðàêòåðèñòèê (x1; x2; :::; xn ) ìíîæåñòâ Xi ; Xj âëå÷åò ðàçëè÷èå ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ êàíòîðîâñêèõ îáðàçîâ C(Xi ); C(Xj ):
Ïóñòü M 
 f X1; X2; :::; Xm g; Xi \ Xj 6= ? :
Òîãäà 8i 6= j 2 I m 
 f 1; 2; :::; mg ââåäåì ñëåäóþùèå êëàññû:

� 0 
 f Xi ; Xj 2 M j[Xi \ Xj = ? ]g;

� 1 

�

Xi ; Xj 2 M j
�
Xi n [

j 2 I m nf i g
Xj 6= ?

��
;

� 2 
 f Xi ; Xj 2 M j [(qij = è) ) (qj i = ë)]g :

Äëÿ óêàçàííûõ êëàññîâ ñïðàâåäëèâû òåîðåìû 4.4, 4.5, 4.6. Ðà ññìîòðèì ðàñøèðåíèå ââå-
ä¼ííûõ êëàññîâ � 0; � 1; � 2 ñåìåéñòâ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà:

� x1 ;x2 ;:::;x n
0 
 f M j f C (X1) ; C (X2) ; :::; C (Xm )g 2 � 0g;

� x1 ;x2 ;:::;x n
1 
 f M j f C (X1) ; C (X2) ; :::; C (Xm )g 2 � 1g;

� x1 ;x2 ;:::;x n
2 
 f M j f C (X1) ; C (X2) ; :::; C (Xm )g 2 � 2g;

ãäå C (Xi ) =
�

c
�
cn

�
x i

1; x i
2; :::; x i

n ;
�

; x
�

jx 2 Xi
	

:
Â ïðèâåäåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ x i

j � çíà÷åíèå j -é õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ìíîæåñòâà Xi : Äëÿ
êëàññà � x1 ;x2 ;:::;x n

0 ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 4.4. Äëÿ êëàññîâ � x1 ;x2 ;:::;x n
1 è � x1 ;x2 ;:::;x n

2 äîêàæåì
ñëåäñòâèå 4.2 è ñëåäñòâèå 4.3.

Ïóñòü V � 1
i = C (Xi ) ; i = 1; m äëÿ íåêîòîðîãî M 2 � x1 ;x2;:::;x n

1 :

V � j +1
i =

(
V � j

i nC (Xj ) ; åñëèV � j
i nC (Xj ) 6= ? ;

V � j
i ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ýëåìåíòû ëîãè÷åñêîé ìàòðèöû: q�
ij =

�
è, åñëèV � j

i nC (Xj ) = ? ;
ë, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Ë å ì ì à 4.5. (8X1; X2 2 M ) [ X1 = X2] , C (X1) = C (X2) äëÿ ëþáûõ õàðàêòåðèñòèê
(x1; x2; :::; xn ) ìíîæåñòâà X:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
() ) Ïóñòü X1 = X2; òîãäà x1

1 = x2
1; :::; x1

n = x2
n è, ñëåäîâàòåëüíî, C (X1) = C (X2) :

(( ) Ïóñòü C (X1) = C (X2) : Îáîçíà÷èì:
x1

1; x1
2; :::; x1

n � çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê (x1; x2; :::; xn ) ìíîæåñòâà X1;
x2

1; x2
2; :::; x2

n � çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê (x1; x2; :::; xn ) ìíîæåñòâà X2:
Åñëè

�
8i = 1; n

� �
x i

1 = x i
2

�
; òî â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, X1 = X2:

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü X1 6= X2: Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîåj = 1; n; ÷òî x j
1 6= x j

2: Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå X1 = X2: Íî â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó îäíîçíà÷íîñòè êàíòîðîâñêèõ íóìåðóþù èõ
ôóíêöèé C (X1) 6= C (X2) ; òî åñòü èìååì ïðîòèâîðå÷èå. �
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Ñ ë å ä ñ ò â è å 4.2.Ïóñòü M 2 � x1 ;x2 ;:::;x n
1 ; ãäåM 
 f X1; X2; :::; Xm g: Òîãäà (8i 2 I m )�

8ai 2 V � m+1
i

�
[dX = Xi e = dai 2 C (X)e = u] ; ãäå X 2 M :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 4.2 èìååì

(8i 2 I m )
�
C (Xi ) n [

j 2 I m nf i g
C (Xj ) 6= ?

�
:

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.6, èç êîòîðîé ñ ëåäóåò, ÷òî

dX = Xi e = dC (X) = C (Xi )e:

Ñëåäñòâèå 4.2 äîêàçàíî. �

Ñ ë å ä ñ ò â è å 4.3.Ïóñòü M 
 f X1; X2; :::; Xm g òàêîâî, ÷òî M 2 � x1 ;x2 ;:::;x n
2 : Òî-

ãäà ñóùåñòâóåò m ýëåìåíòîâ ai ; (i 2 I m ) òàêèõ, ÷òî ai 2 V m +1
i è ïðåäèêàò ðàâåíñòâà

dX = Xi e = dai 2 C (X)e & :
�

_
j 2 I m nf i g

daj 2 C (X)e & q�
ij

�
; ãäå X 2 M :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó âûáðàííîãî ñåìåéñòâà M èìååì (8i 2 I m ) [C (Xi ) 6=
6= ? ] è (8i 6= j 2 I m ) [(qij = u) ) (qj i = ë)] : Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.3,
èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî dX = Xi e = dC (X) = C (Xi )e; ãäå X 2 M : �

Ò å î ð å ì à 4.9. Åñëè � 0 � � 1 � � 2; òî äëÿ ëþáûõ õàðàêòåðèñòèê (x1; x2; :::; xn )
ìíîæåñòâà X èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

� x1 ;x2 ;:::;x n
0 � � x1 ;x2 ;:::;x n

1 � � x1 ;x2 ;:::;x n
2 :

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4.9 íàì ïîòðåáóåòñÿ

Ë å ì ì à 4.6. Ïóñòü M 
 f X1; X2; :::; Xm g: Òîãäà ñïðàâåäëèâû äâà óòâåðæäåíèÿ:
1) (8k 2 I m ) [qkk = è] ;
2) (8i 6= j 2 I m ) (8M 2 � 1) [qij = ë] :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàïîìíèì, ÷òî

qij =

(
è; åñëèV j

i nXj = ? ;
ë; åñëèV j

i nXj 6= ? :

Ó ò â å ð æ ä å í è å 4.1.Â ñèëó óñëîâèÿ ëåììû 4:6 (8i 2 I m ) [Xi 6= ? ] ìîæåì çàïè-

ñàòü (8i 2 I m )
�
Xi n [

j 2 I m

Xj 6= ?
�

:

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå k 2 I m è ïîêàæåì, ÷òî qkk = è. Â ñàìîì äåëå, V k
k � Xk ïî òåîðåìå

4.2. Ñëåäîâàòåëüíî, V k
k nXk = ? : Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî qkk = è.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 4.2.Ïóñòü i; j 2 I m òàêîâû, ÷òî i 6= j: Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àåqij = ë, òî åñòü V j

i nXj 6= ? :

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü íàøëèñü i; j 2 I m òàêèå, ÷òî i 6= j è V j
i nXj = ? : Â ýòîì

ñëó÷àå V j +1
i = V j

i ; åñëè j + 1 = m + 1 ; òî ïî ëåììå 4.4 èìååì V m+1
i = Xi n [

j 2 I m nf i g
Xj 6= ? :

Ïîýòîìó Xi nXj 6= ? : Íî V m+1
i � Xi nXj : Ñëåäîâàòåëüíî, V m+1

i nXj 6= ? : Ïðîòèâîðå÷èå.
Åñëè 1 < j + 1 < m + 1 ; òî V j +1

i nXj = ? è ïî îïðåäåëåíèþ V j +2
i = V j +1

i : Àíàëîãè÷íî
ïîëó÷àåì V j +3

i = V j +2
i è ò.ä. äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûïîëíèòñÿ j + r = m + 1 ; è ïðèõîäèì ê

ïåðâîìó âàðèàíòó. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåòñÿ ïðîòèâîðå÷èå . Ëåììà 4.6 äîêàçàíà. �
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 4.9.
Äëÿ ëþáûõ M 2 � 0; î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

(8i 2 I m ) [Xi 6= ? ]
�
Xi n [

j 2 I m nf i g
Xj 6= ?

�
; òî åñòü èìååò ìåñòî � 0 � � 1:

Â ñèëó ëåììû 4.3 äëÿ ëþáîãî M 
 f X1; X2; :::; Xm g 2 � 1 óñëîâèå (8i 6= j 2 I m )
[qij = u ) qj i = ë] âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ïîñêîëüêó òàêèõ qij ; ÷òî qij = è; íåò. Îò-
ñþäà ñëåäóåò, ÷òî � 1 � � 2: Íà ñàìîì äåëå èìååò ìåñòî ñòðîãîå âëîæåíèå: � 0 � � 1 � � 2 èç
� 0 � � 1 � � 2: Äëÿ ëþáûõ õàðàêòåðèñòèê x1; x2; :::; xn êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ â ñèëó îïðåäåëå-
íèÿ ýòèõ ìíîæåñòâ ÷åðåç êëàññû � 0; � 1 è � 2 èìååò ìåñòî

� x1 ;x2 ;:::;x n
0 � � x1 ;x2 ;:::;x n

1 � � x1 ;x2 ;:::;x n
2 :

Òåîðåìà 4.9 äîêàçàíà. �

Ñ ë å ä ñ ò â è å 4.4.Ïóñòü M 
 f X1; X2; :::; Xm g 2 � 0: Òîãäà (8i 2 I m )
�
8ai 2 V m+1

i

�

ïðåäèêàòû ðàâåíñòâà è ïðèíàäëåæíîñòè ñîâïàäàþò: dX = Xi e = dai 2 Xe , ãäå X 2 M :

4.6. Êàíòîðîâñêàÿ ðåøåòêà

Ïîñòðîåíèå áûñòðûõ àëãîðèòìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àêò óàëüíîé çàäà÷åé [8, 9].
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàíòîðîâñêàÿ ðåøåòêà L 0; ýëåìåíòû êîòîðîé ïðåä-

ñòàâëÿþò èç ñåáÿ íåêîòîðûå êëàññû êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ A; B 2 L 0 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
òàêèå, ÷òî åñëè A � B; òî äëÿ ýëåìåíòîâ M 2 B nA; ãäå M 
 f X1; X2; :::; Xm g; âûãîäíî
èñïîëüçîâàòü ïñåâäîñèãíàòóðó � êëàññà B äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ, èñïîëüçóþùåãî ïî îä-
íîé òî÷êå èç êàæäîãî ìíîæåñòâà Xi ; (i 2 I m ) â êàíòîðîâñêîì îáðàçå C � (Xi ) : Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïñåâäîñèãíàòóðó ìíîæåñòâà A:

Ïóñòü M 
 f X1; X2; :::; Xm g � ñåìåéñòâî m êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà
N 
 f 0; 1; 2; :::g ; � � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà N ;

� 0 
 f M jM 
 f X1; X2; :::; Xm g; (Xi \ Xj ) = ? ; [8i 6= j 2 I m ]g;

� = hx1; x2; :::; xn i � ïñåâäîñèãíàòóðà ñ íåêîòîðûìè õàðàêòåðèñòèêàìè (x1; x2; :::; xn ) êîíå÷-
íîãî ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N:

� �
0 
 f M jM 
 f X1; X2; :::; Xm g & f C � (X1) ; C � (X2) ; :::; C � (Xm ) 2 � 0gg:

C � � êàíòîðîâñêàÿ îïåðàöèÿ ñ ïñåâäîñèãíàòóðîé �; C � (Xi ) \ C � (Xj ) = ? :

Ïóñòü � 0 = h� i � ïóñòàÿ ïñåâäîñèãíàòóðà, òîãäà � h� i
0 = � 0:

Ò å î ð å ì à 4.10. Äëÿ ëþáûõ ai 2 Xi ; åñëè M 2 � 0; òî ïðåäèêàò ðàâåíñòâà ìíî-
æåñòâ

dX = Xi e =
�

1; åñëèX = Xi ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ìîæíî çàìåíèòü ïðåäèêàòîì ïðèíàäëåæíîñòè dX = Xi e = dai 2 Xe;
�
i = 1; m

�
:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 4.4 è ñëåäñòâèå 4.4, óáåæäàåìñÿ â ñïðà-
âåäëèâîñòè òåîðåìû 4.10. �

Ò å î ð å ì à 4.11. Äëÿ ëþáîãî ai 2 Xi ; ãäåXi 2 M 2 � �
0 ; ïðåäèêàò ðàâåíñòâà dX = Xi e

îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ïðåäèêàò ïðèíàäëåæíîñòè ê êàíòîðîâñêî ìó îáðàçó:

dX = Xi e =
�
c

�
cn �

x i
1; x i

2; :::; x i
n

�
; ai

�
2 C � (Xi )

�
;

ãäå cn � êàíòîðîâñêàÿ íóìåðóþùàÿ ôóíêöèÿ n -îê; x i
1; x i

2; :::; x i
n � çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê

(x1; x2; :::; xn ) äëÿ ìíîæåñòâà Xi ; � = hx1; x2; ::::; xn i � ïñåâäîñèãíàòóðà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè
(x1; x2; :::; xn ) ìíîæåñòâà Xi ; C � : � ! � � êàíòîðîâñêàÿ îïåðàöèÿ ñ ïñåâäîñèãíàòóðîé �:
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé. Ïóñòü dX = Xi e = 1 : Òîãäà
dai 2 Xi e =

�
c

�
cn

�
x i

1; x i
2; :::; x i

n

�
; ai

�
2 C � (Xi )

�
= 1 :

Èçâåñòíî, ÷òî C � (Xi ) =
�

c
�
cn

�
x i

1; x i
2; :::; x i

n

�
; x

�
jx 2 Xi

	
; íî ai 2 Xi :

Ñëåäîâàòåëüíî,
�
c

�
cn

�
x i

1; x i
2; :::; x i

n

�
; ai

�
2 C � (Xi )

�
= 1 :

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Ïóñòü dX = Xi e = 0 : Ïîñêîëüêó X 2 M ; òî íàéäåòñÿ òàêîå
j 6= i; ÷òî X = Xj : Òîãäà äëÿ ëþáîãî ai 2 Xi â ñèëó îäíîçíà÷íîñòè êàíòîðîâñêîé íóìåðàöèè
è â ñèëó òîãî, ÷òî C � (Xi ) \ C � (Xj ) = ? ; èìååì

�
c

�
cn

�
x i

1; x i
2; :::; x i

n

�
; ai

�
2 C � (Xj )

�
= 0 :

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ò å î ð å ì à 4.12. � 0 � � hxi
0 :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ 8M 2 � 0 ñïðàâåäëèâî
h
M 2 � 0 ! M 2 � hxi

0

i
; åñëè

(8i 6= j 2 I m ) (Xi ; Xj 2 M ) [Xi \ Xj = ? ] èëè

(8i = j 2 I m ) (Xi ; Xj 2 M )
h
Chxi (Xi ) \ Chxi (Xj ) = ?

i
:

Ñëåäîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî (8Xi ; Xj 2 M ) (8i 6= j 2 I m ) ; åñëè (Xi \ Xj ) = ? ;
òî

�
Chxi (Xi ) \ Chxi (Xj ) = ?

�
: Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü (9i 6= j 2 I m ) [Xi \ Xj 6= ? ] :

Òîãäà
�
Chxi (Xi ) \ Chxi (Xj ) 6= ?

�
)

�
9x0

i ; x �
i

� h
c

�
x0

i ; x �
i

�
= c

�
x0

j ; x �
j

�i
:

Íî ïî îïðåäåëåíèþ êàíòîðîâñêîé ôóíêöèè c(a; b) = c(a1; b1) , [(a = a1) & ( b = b1)] )

)
h�

x �
i = x �

j

�
&

�
x0

i = x0
j

�i
:

Çíà÷èò, Xi \ Xj 6= ? ; ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì ïîñûëêè â äîêàçûâàåìîé èìïëèêàö èè.
Ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, òàê êàê (9Xi ; Xj ) [Xi \ Xj = ? ] )

�
Chxi (Xi ) \ Chxi (Xj ) = ?

�
:

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî 8M 2 � 0 ) M 2 � hxi
0 ) � 0 � �

hx i

0 :
Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñ ë å ä ñ ò â è å 4.5. � hx1 ;:::;x n i
0 � � hx1 ;x2 :::;x n +1 i

0 :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì � n 
 hx1; :::; xn i : Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî
8M 2 � � n

0 ) M 2 � � n +1
0 : Çàìåòèì, ÷òî

M 2 � � n
0 , (8Xi ; Xj 2 M ) (8i 6= j 2 I m ) [C � n (Xi ) \ C � n (Xj ) = ? ] :

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

M 2 � � n +1
0 , (8Xi ; Xj 2 M ) (8i 6= j 2 I m ) [C � n +1 (Xi ) \ C � n +1 (Xj ) = ? ] :

Äîêàæåì, ÷òî 8Xi ; Xj 2 M ; åñëè C � n (Xi ) \ C � n (Xj ) = ? ; òî C � n +1 (Xi ) \ C � n +1 (Xj ) = ? :
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðûõ Xi ; Xj 2 M : Ðàññìîòðèì
C � n (X) =

�
c

�
cn

�
x0

1; :::; x0
n

�
; x

�
jx 2 X

	
:

Ïóñòü cn
�
x0

1; :::; x0
n

�
= C (X) ) C � n (X) = f c(c(0; x) ; x) jx 2 Xg;

C � n +1 (X) =
�

c
�
c

�
C (X) ; x0

n+1

�
; x

�
jx 2 X

	
: Òàê êàê C � n +1 (Xi ) \ C � n +1 (Xj ) 6= ? ; òî äëÿ

i 6= j ïîëó÷èì
�

9x �
i ; x �

j

� �
c

�
c

�
C (Xi ) ; x �

n+1

�
; x �

i

��
= c

�
c

�
C (Xj ) ; x �

n+1

�
; x �

j

�
) C (Xi ) = C (Xj ) )

) C � n (Xi ) \ C � n (Xj ) = ? � ïðîòèâîðå÷èå, òî åñòü (8Xi ; Xj ) [C � n +1 (Xi ) \ C � n +1 (Xj ) = ? ]

èëè � hx i ;:::;x n i
0 � � hx1 ;:::;x n +1 i

0 : ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ò å î ð å ì à 4.13. � hx;x i
0 = � hxi

0 :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì â äâà ýòàïà.
1-é ýòàï. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî � hx;x i

0 � � hxi
0 ; òî åñòü

(8i 6= j 2 I m )
�
8Xj ; Xi 2 M 2 � <x;x>

0 ) M 2 � <x>
0

�
:
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Àíàëîãè÷íî âûøåèçëîæåííîìó ýòî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ
�
Chx;x i (Xi ) \ Chx;x i (Xj ) = ?

�
)

)
�
Chxi (Xi ) \ Chxi (Xj ) = ?

�
: Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü Chxi (Xi ) \ Chxi (Xj ) 6= ? ; ÷òî

ïîçâîëÿåò çàïèñàòü
�

9x �
i 2 Xi ; x �

j 2 Xj

� h
c

�
x0

i ; x0
j

�
= c

�
x0

j ; x �
j

�i
: Ñëåäîâàòåëüíî, x �

i = x �
j :

Òîãäà c
�
x0

i ; x0
i

�
= c

�
x0

j ; x0
j

�
è

�
c

�
c

�
x0

i ; x0
i

�
; x

�
jx 2 Xi

	
\

n
c

�
c

�
x0

j ; x0
j

�
; x

�
jx 2 Xj

o
= ? :

Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, òî åñòü äåéñòâèòåëüíî � hx;x i
0 � � hxi

0 :

2-é ýòàï. Äîêàæåì îáðàòíîå: � hxi
0 � � hx;x i

0 ; òî åñòü
h
Chxi (Xi ) \ Chxi (Xj ) = ?

i
)

h
Chx;x i (Xi ) \ Chx;x i (Xj ) = ?

i
:

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: Chx;x i (Xi ) \ Chx;x i (Xj ) = ? ; òî åñòü òàêèå
�

9x �
i 2 Xi ; x �

j 2 Xj

�
;

(i 6= j ) ; ÷òî

c
�
c

�
x0

i ; x0
i

�
; x �

i

�
= c

�
c

�
x0

j ; x0
j

�
; x �

j

�
)

�
c

�
x0

i ; x
�

jx 2 Xi
	

\
�

c
�
x0

j ; x
�

jx 2 Xj
	

6= ? )

)
�

x0
i = x0

j

�
)

�
Chxi (Xi ) \ Chxi (Xj ) 6= ?

�
: Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, ìû

äîêàçàëè ïðÿìîå è îáðàòíîå âêëþ÷åíèå: � hx;x i
0 � � hxi

0 ; � hxi
0 � � hx;x i

0 ; ÷òî ðàâíîñèëüíî

� hx;x i
0 = � hxi

0 : Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ò å î ð å ì à 4.14. � hx;y i
0 = � hy;x i

0 :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñõîäÿ èç âûøåèçëîæåííîãî, íåîáõîäèìî äî êàçàòü, ÷òî
(8i 6= j 2 I m ) (8Xi ; Xj 2 M )

�
Chx;y i (Xi ) \ Chx;y i (Xj ) 6= ?

�
)

�
Chy;x i (Xi ) \ Chy;x i (Xj ) = ?

�
:

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: Chy;x i (Xi ) \ Chy;x i (Xj ) 6= ? ; òî åñòü
�
9x �

i 2 Xi ; x �
j 2 Xj

� �
c

�
c

�
x0

i ; y0
i

�
; x �

i

�
= c

�
c

�
x0

j ; y0
j

�
; x �

j

��
) x �

i = x �
j ;

c
�
c

�
x0

i ; y0
i

��
= c

�
x0

j ; y0
j

�
) x0

i = x0
j ; y0

i = y0
j

� ïðîòèâîðå÷èå, òî åñòü
�
Chx;y i (Xi ) \ Chx;y i (Xj ) = ?

�
)

�
Chy;x i (Xi ) \ Chy;x i (Xj ) = ?

�
; ÷òî ñî-

îòâåòñòâóåò (â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè x è y) óòâåðæäåíèþ � hx;y i
0 = � hy;x i

0 : ×òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü. �

Ïóñòü L 0 
 f � �
0 j� 2 Gg; ãäå G � ìíîæåñòâî âñåõ ïñåâäîñèãíàòóð. Ïóñòü

� 1 
 hx1; x2; :::; xn i ; � 2 
 hy1; y2; :::; ym i � ïñåâäîñèãíàòóðû ñ õàðàêòåðèñòèêàìè x i ; yj�
i = 1; n; j = 1; m

�
: Ââåäåì ñïåöèàëüíûå îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ e[ è ïåðåñå÷åíèÿ

e\ : � � 1
0 e[ � � 2

0 
 � � 1 [ � 2
0 ; � � 1

0 e\ � � 2
0 
 � � 1 \ � 2

0 :
Òîãäà èìååò ìåñòî

Ò å î ð å ì à 4.15. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ ìíîæåñòâî L 0 åñòü ðå-
øåòêà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ e[ è ïåðåñå÷åíèÿ e\ è ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà �
ñ ìèíèìàëüíûì ýëåìåíòîì � 0 è ìàêñèìàëüíûì � :

4.7. Î íåêîòîðûõ êëàññàõ ðàçáèåíèÿ êîíå÷íûõ ñåìåéñòâ êîíå÷ íûõ ìíîæåñòâ

Ðàññìîòðèì êëàññ R âñåõ êîíå÷íûõ ñåìåéñòâ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà,
ó êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ðàçáèåíèÿ, ñîäåðæàùèå íå ìåíåå äâóõ ýë åìåíòîâ. Ïîñêîëüêó ëþáîå
M 2 R êîíå÷íî, òî è âñÿêîå åãî ðàçáèåíèå S êîíå÷íî.

Ñ êàæäûì ðàçáèåíèåì S 
 f N1; :::; N r g ñåìåéñòâà M ñâÿæåì ìîäåëü hM ; S i ñ îñíîâíûì
ìíîæåñòâîì M è ñèãíàòóðîé S 
 hP1; :::; Pr i :

Îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû Pi íà ìîäåëè hM ; S i èíòåðïðåòèðóþòñÿ òàê:

(8X 2 M )
�
Pi (X) = 1 , X 2 N i ;

�
i = 1; r

��
:

51



Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ÷åðåç P (A) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ A;
äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ A 
 f Xg ââåäåì îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ O (A) è ïåðåñå÷åíèÿ
� ( A) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

O (A) =

8
><

>:

? ; åñëècard A = 0;
X; åñëècard A = 1;
[ X
X2 A

; åñëècard A > 2;
(4.1)

� ( A) =

8
><

>:

? ; åñëècard A = 0;
X; åñëècard A = 1;
\ X
X2 A

; åñëècard A > 2:
(4.2)

(Çäåñü card îçíà÷àåò êàðäèíàë ìíîæåñòâà.)
Ïóñòü M 2 R; O(M ) � îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ñåìåéñòâà êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ íà òó-

ðàëüíîãî ðÿäà N 
 f 0; 1; 2; :::g: Íà ìíîæåñòâå P (O (M )) ââåäåì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê :

A 6 B , A � B: (4.3)

Ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ S 
 f N1; :::; N r g; (i = 1; r ) ñåìåéñòâà
M íàéòè r ìèíèìàëüíûõ (ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ) ïîäìíîæåñòâ Ei 2 O(M ) äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ïðåäèêàòîâ Pi (X) ìîäåëè hM ; S i ñ ïîìîùüþ ïîäìíîæåñòâ Ei (ñèñòåìû ïîäìíîæåñòâ) [63].

Ââåäåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà (4.3) íà ñåìåéñòâàõ ïîäìíîæåñò â êëàññîâ èç P(O(M )) ïðå-
ñëåäóåò öåëü âûäåëèòü ìàêñèìàëüíûå ïîäñåìåéñòâà ñ íåïóñòû ìè çîíàìè â ïåðåêðûòèè ìèíè-
ìàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ Ei 2 O(M ) òàê, ÷òîáû êîëè÷åñòâî ýòèõ ïîäìíîæåñòâ Ei áûëî ìèíè-
ìàëüíî.

Äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííîé çàäà÷è ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå îáîçíà ÷åíèÿ: ÷åðåç I r 
 f 1; 2; :::; r g
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà S; O(M ) = [

i 2 I r
O(N i ); M = O(S):

Â äàëüíåéøåì áóäåì ìàëûìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà îáîç íà÷àòü íîìåðà îáúåêòîâ
(ìíîæåñòâ, ñåìåéñòâ è èõ ðàçáèåíèé); áîëüøèìè áóêâàìè ãîòè ÷åñêîãî àëôàâèòà � êîíå÷íûå
ñåìåéñòâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. ×åðåç S îáîçíà÷èì êëàññ âñåõ ðàçáèåíèéS ýëåìåíòîâ èç R:

Ïóñòü K 1 (N ) � ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíî ãî ðÿäà
N; K 2 (N ) � ñåìåéñòâî âñåõ íåïóñòûõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ K 1 (N ) ; K 3 (N ) � óíèâåð-
ñàëüíûé êëàññ [36] íåïóñòûõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ñåìåéñòâà K 2 (N ) : Òîãäà íà ìîäåëÿõ

N [ K 1 (N ) ; � 1

�
;



K 1 (N ) [ K 2 (N ) ; � 2

�
;



K 2 (N ) [ K 3 (N ) ; � 3

�
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ñèãíàòóð � 1 = � 2 = � 3 = h2i ; ãäå 2 � îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè èíòåðïðåòèðóåòñÿ
êàê äâóìåñòíûé ïðåäèêàò.

Ïóñòü � : N ! K 3 (N ) � íåêîòîðàÿ ã¼äåëåâà íóìåðàöèÿ[119] óíèâåðñàëüíîãî êëàññà
K 3 (N ) :

Âñÿêîå T � K 3 (N ) íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìûì ìíîæåñòâîì , åñëè � � 1 (T) ðåêóðñèâíî, òî
åñòü åñëè ìíîæåñòâî âñåõ íîìåðîâ ýëåìåíòîâ T åñòü ðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî [37].

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ã¼äåëåâû íóìåðàöèè 
 0 : N ! K 1 (N ) ; 
 1 : N ! K 2 (N ) ;

 2 : N ! K 3 (N ) ìíîæåñòâ K 1 (N ) ; K 2 (N ) è K 3 (N ) ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìåòèì, ÷òî S � K 3 (N ) : Òîãäà äëÿ ëþáîãî S 2 S; åñëè S 
 f N1; :::; N r g; òî ìíîæåñòâî
ïðîîáðàçîâ ã¼äåëåâûõ íóìåðàöèé 
 1 ýëåìåíòîâ ðàçáèåíèÿ S

I 
 � 1
2 (S) 


�

 � 1

1 (N1) ; :::; 
 � 1
1 (N r )

	

è äëÿ ëþáîãî i 2 I

 � 1

2 ( S )

Bi 

n

L jL 2 P
�n

O (
 1 (j )) jj 2 I 
 � 1
2 (S)nf ig

o�
& [O (
 1 (i )) * O (L)]

o
;

ãäå O (
 1 (i )) � îáúåäèíåíèå îáðàçîâ ã¼äåëåâîé íóìåðàöèè 
 1;
O (L) � îáúåäèíåíèå ýëåìåíòîâ ñåìåéñòâà îáðàçîâ ã¼äåëåâîé íóìåðàöèè 
 1:
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Ââåä¼ì ïîäêëàññû S0; S1; S2 êëàññà S òàêèå, ÷òî 8I r 2 O(S) :

S0 

n

S
�
�
�
�

8i 6= j 2 I 
 � 1
2 (S)

�
[O (
 1 (i )) \ O (
 1 (j )) = ? ]

o
: (4.4)

S1 

n

S
�
�
�
�

8i 2 I 
 � 1
2 (S)

�
(8y 2 O (S)) [y 2 
 1 (i ) ) y \ 
 i (S) 6= ? ]

o
; (4.5)

ãäå O (S) � îáúåäèíåíèå ðàçáèåíèé S 2 S;


 i (S) 
 O (
 1 (i )) nO
�n

O (
 1 (j ))
�
�
� j 2 I 
 � 1

2 (S)n f ig
o�

:

S2 

n

S
�
�
�
�

8i 2 I 
 � 1
2 (S)

�
(8y 2 O (S)) [y 2 
 1 (i ) ) y \ � i (S) 6= ? ]

o
; (4.6)

ãäå
� i (S) 
 O

��
O (
 1 (i )) nO (L i;t )

�
� t = 1; t i

	�
:

Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè L i;t ;
�
t = 1; t i

�
� ìàêñèìàëüíûå ïî îòíîøåíèþ âêëþ÷åíèÿ ýëåìåí-

òû ñåìåéñòâà Bi :
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ` 2 f 0; 1; 2g; S̀ 6= ? ;

S0 � S1 � S2:

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå 
 0 ñëåäóþùóþ íóìåðàöèþ: äëÿ ëþáîãî v 2 N n f 0g; åñëè
v = 2 v0 + 2 v1 + ::: + 2 vk ; (v0 < v 1 < ::: < v k ) ; òî 
 0

�
v ` 1

�

 f v0; v1; :::; vkg 2 K 1 (N ) :

Ââåäåì îòîáðàæåíèå h : K 1 (N ) ! K 2 (N ) ñåìåéñòâà K 1 (N ) íà ñåìåéñòâî K 2 (N ) òà-
êîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî X 2 K 1 (N ) h (X) 
 f 
 0 (m) jm 2 X g: Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì îòîá-
ðàæåíèå ' : K 2 (N ) ! K 3 (N ) ñåìåéñòâà K 2 (N ) íà ñåìåéñòâî K 3 (N ) : äëÿ ëþáîãî
N 2 K 2 (N ) ' (N) 
 f h (X) jX 2 N g:

Â ñèëó îäíîçíà÷íîñòè îòîáðàæåíèé h è ' ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî êîìïîçèöèè h
 0 è 'h
 0

ÿâëÿþòñÿ ã¼äåëåâûìè íóìåðàöèÿìè ñåìåéñòâ K 2 (N ) è K 3 (N ) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó â
êà÷åñòâå íóìåðàöèé 
 1 è 
 2 ìîæíî âçÿòü êîìïîçèöèè h
 0 è 'h
 0; òî åñòü 
 1 = h
 0;

 2 = 'h
 0: Â òàêîì ñëó÷àå ëåãêî âèäåòü, ÷òî 
 � 1

2 (S) � ðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî. Ñëåäîâà-
òåëüíî, S � ðàçðåøèìîå ìíîæåñòâî.

I. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò S 2 S0: Ïóñòü m � íîìåð S; I m 
 f 1; 2; : : : ; mg:
Äëÿ êàæäîãî i 2 I m ïîñòðîèì ïîäñåìåéñòâî A0

i ñåìåéñòâà P (
 1 (i )) òàêîå, ÷òî

A0
i 
 f A jA 2 P (
 1 (i )) & (� ( A) 6= ? )g;

íà êîòîðîì ââåäåí ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê 6 òàê:

A1 6 A2 , A1 � A2:

Ïóñòü â A0
i íàøëîñü n0

i ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ A0
i;t ;

�
t = 1; n0

i

�
: Òîãäà, âûáèðàÿ ïî îäíîìó

ýëåìåíòó èç êàæäîãî ìíîæåñòâà �
�

A0
i;t

�
;
�

t = 1; n0
i

�
; ïîëó÷èì ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî Ei ;

êîòîðîå îáëàäàåò ñâîéñòâîì

Pi (X) =
�

1; åñëèX \ E i 6= ? ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

(4.7)

ãäå Pi � ïðåäèêàò ìîäåëè hO (S) ; S m i :

Ï ð è ì å ð 4.1. Ïóñòü ìîäåëü hM ; S m i ; ãäå M 
 f X1; X2; X3; X4g; X1 
 f 0g ; X2 


 f 1; 2g; X3 
 f 0; 1; 2g; X4 
 f 3g ; S m 
 hPi 1 ; Pi 2 i ; ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ S 

f N1; N2g; ãäå N1 
 f X1; X2; X3g; N2 
 f X4g:

Âû÷èñëèì íîìåðà i1 è i2 êëàññîâ N1; N2 ñîîòâåòñòâåííî:

i1 =
�

2
 � 1
0 (X1) + 2 
 � 1

0 (X2) + 2 
 � 1
0 (X3)

�
` 1; i2 = 2 
 � 1

0 (X4 ) ` 1;
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 � 1
0 (X1) = 2 0 ` 1 = 0; 
 � 1

0 (X2) =
�
21 + 2 2

� ` 1 = 5;

 � 1

0 (X3) =
�
20 + 2 1 + 2 2

� ` 1 = 6; 
 � 1
0 (X4) = 2 3 ` 1 = 7;

i1 =
�
20 + 2 5 + 2 6

� ` 1 = 96; i2 = 2 7 ` 1 = 127:

Òîãäà I m = f i1; i2g = f 96; 127g; ãäå m =
�
2i 1 + 2 i 2

� ` 1 =
�
296 + 2 127

� ` 1:
Äàëåå O (N1) = X1 [ X2 [ X3 = f 0g [ f 1; 2g [ f 0; 1; 2g = f 0; 1; 2g; O (N2) = X4 = f 3g:
Î÷åâèäíî, ÷òî O (N1) \ O (N2) = ? ; òî åñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (4.4).
Ñëåäîâàòåëüíî, S 2 S0: Âû÷èñëèì ìíîæåñòâà Ei 1 è Ei 2 :

P (N1) = f ? ; ff 0gg; ff 1; 2gg; ff 0; 1; 2gg; ff 0g; f 1; 2gg; ff 1; 2g; f 0; 1; 2gg; ff 0g; f 0; 1; 2gg;
ff 0g; f 1; 2g; f 0; 1; 2gg; P (N2) = f ? ; ff 3ggg;

A0
i 1

= fff 0gg; ff 1; 2gg; ff 0; 1; 2gg; ff 0g; f 0; 1; 2gg; ff 1; 2g; f 0; 1; 2ggg:

A0
i 1 ;1 = ff 0g; f 0; 1; 2gg; A0

i 1 ;2 = ff 1; 2g; f 0; 1; 2gg;

�
�
A0

i 1 ;1

�
= f 0g \ f 0; 1; 2g = f 0g; �

�
A0

i 1 ;2

�
= f 1; 2g \ f 0; 1; 2g = f 1; 2g;

A0
i 2

= fff 3ggg; A0
i 1 ;2 = ff 3gg; �

�
A0

i 1 ;1

�
= f 3g:

Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå Ei 1 è Ei 2 ìîæíî âçÿòü Ei 1 = f 0; 1g; Ei 2 = f 3g ëèáî Ei 1 = f 0; 2g è
Ei 2 = f 3g:

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî X 2 M Pi (X) = 1 , X \ E i 6= ? ; i 2 f i1; i2g:

II. Ïóñòü S åñòü ïðåäñòàâèòåëü êëàññàS1 è m òàêîâî, ÷òî 
 2 (m) = S: Ïîñòðîèì äëÿ
êàæäîãî i 2 I m ïîäñåìåéñòâî A1

i ñåìåéñòâà P
�
D 1

i

�
; ãäå

D 1
i 
 f X \ 
 i (S) jX 2 
 1 (i ) g:

A1
i 
 f A

�
�A 2 P

�
D 1

i

�
& (� ( A) 6= ? )g:

Òîãäà åñëè A1
i;t ;

�
t = 1; n1

i

�
åñòü ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû A1

i ; òî, âûáèðàÿ ïî ýëåìåíòó èç

êàæäîãî ìíîæåñòâà �
�

A1
i;t

�
; t = 1; n1

i ; òàêæå ïîëó÷èì ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà Ei ; îáëàäà-

þùèå ñâîéñòâîì (4.7).

Ï ð è ì å ð 4.2. Ïóñòü S 
 f N1; N2g åñòü ðàçáèåíèå ñåìåéñòâàM 
 f X1; X2g; ãäå
X1 
 f 0; 1; 2g; X2 
 f 1; 2; 3g òàêîå, ÷òî N1 
 f X1g; N2 
 f X2g; hM ; S m i � ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ðàçáèåíèþ S ìîäåëü ñ ñèãíàòóðîé S m 
 hPi 1 ; Pi 2 i :

Òîãäà íîìåðà i1; i2 êëàññîâ N1; N2 âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

i1 = 2 
 � 1
0 (X1) ` 1; i2 = 2 
 � 1

0 (X2 ) ` 1; m =
�
2i 1 + 2 i 2

� ` 1; I m = f i1; i2g;


 � 1
0 (X1) =

�
20 + 2 1 + 2 2� ` 1 = 6; 
 � 1

0 (X2) =
�
21 + 2 2 + 2 3� ` 1 = 13; i1 = 2 6 ` 1 = 63;

i2 = 2 13 ` 1 = 8:191; m =
�
263 + 2 8:191� ` 1; I m = f 63; 8:191g:

Äàëåå O (N1) = X1 
 f 0; 1; 2g; O (N2) = X2 
 f 1; 2; 3g; 
 i 1 (S) = O (N1) nO (N2) = f 0g;

 i 2 (S) = O (N2) nO (N1) = f 3g:

Î÷åâèäíî, ÷òî S 2 S1 â ñèëó âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (4.5). Âû÷èñëèì ìíîæåñòâà Ei 1 è Ei 2 :

D 1
i 1

= ff 0gg; P
�
D 1

i 1

�
= f ? ; ff 0ggg; D 1

i 2
= ff 3gg; P

�
D 1

i 2

�
= f ? ; ff 3ggg;

A1
i 1

= fff 0ggg; A1
i 1 ;1 = ff 0gg; �

�
A1

i 1 ;1

�
= f 0g:

A1
i 2

= fff 3ggg; A1
i 2 ;1 = ff 3gg; �

�
A1

i 2 ;1

�
= f 3g:

Î÷åâèäíî, Ei 1 = f 0g; Ei 2 = f 3g:
Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî X 2 M Pi (X) = 1 , X \ E i 6= ? ; i 2 f i1; i2g:
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III. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû êëàññà S2: Ïóñòü m òàêîâî, ÷òî 
 2 (m) = S 2 S2: Äëÿ êàæäîãî
i 2 I m ïîñòðîèì ïîäñåìåéñòâà A2

i òàê:

A2
i 
 f A

�
�A 2 P

�
D 2

i

�
& (� ( A) 6= ? )g;

ãäå
D 2

i 
 f X \ � i (S) jX 2 
 1 (i ) g : (4.8)

Òîãäà åñëè A2
i;t ;

�
t = 1; n2

i

�
åñòü ìàêñèìàëüíûå ïî îòíîøåíèþ âêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòû A2

i ; òî,

âûáèðàÿ ïî ïðåäñòàâèòåëþ èç êàæäîãî ìíîæåñòâà �
�

A2
i;t

�
;

�
t = 1; n2

i

�
; ñôîðìèðóåì ìíî-

æåñòâà Ei è ïîñòðîèì ëîãè÷åñêóþ (áóëåâó) ìàòðèöó [qij ] ïîðÿäêà jI m j ; ãäå jI m j � ÷èñëî
ýëåìåíòîâ I m ; ñëåäóþùèì îáðàçîì:

qij =
�

1; åñëèEi \ O (
 1 (i )) 6= ? ; i; j 2 I m ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

(4.9)

Ïóñòü ìàòðèöà [qij ] îáëàäàåò ñâîéñòâàìè [88]:

(8i 2 I m ) [qii = 1] ;

(8i 6= j 2 I m ) [(qij = 1) ) (qj i = 0)] : (4.10)

Äàëåå äëÿ êàæäîãî X 2 O (S) ïîëîæèì

Ri (X) = 1 , X \ E i 6= ? : (4.11)

Òîãäà â ñèëó (4.6) è (4.8) èìååò ìåñòî

(8X 2 O (S)) [Pi (X) ) Ri (X)] : (4.12)

Ï ð å ä ë î æ å í è å 4.1. Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ S 2 S2 è äëÿ ëþáîãî i 2 I m ; ãäå m �

íîìåð ðàçáèåíèÿ S, åñëè [qij = 1 ! qj i = 0] ; òî Pi (X) = Ri (X) & :
�

_
k2 I m nf i g

Rk (X) & qik

�
:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
( ) ) Ïóñòü Pi (X) = 1 äëÿ íåêîòîðîãî i 2 I m : Â ñèëó (4.12) Ri (X) = 1 ; òî åñòü X \E i 6= ? :

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå k 2 I m n f ig è ïîêàæåì, ÷òî Rk (X) & qik = 0 :
Ïóñòü qik = 1 : Òîãäà íà îñíîâàíèè âûðàæåíèÿ (4.10) qki = 0 :
Îòñþäà Ek \ O (
 1 (i )) = ? ; íî X � O (
 1 (i )) : Cëåäîâàòåëüíî, X \ E k = ? ; òî åñòü

Rk (X) = 0 è Rk (X) & qik = 0 :
Ïóñòü Rk (X) = 1 : Ýòî çíà÷èò, ÷òî X \ E k 6= ? ; íî X � O (
 1 (i )) : Cëåäîâàòåëüíî,

Ek \ O (
 1 (i )) 6= ? ; òî åñòü qki = 1 : Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (4.10), ïîëó÷èì qik = 0 è
Rk (X) & qik = 0 :

Ñëó÷àè qik = 0 èëè Rk (X) = 0 òðèâèàëüíû.
Òàêèì îáðàçîì, _

k2 I m nf i g
Rk (X) & qik = 0 :

Çíà÷èò, Ri (X) & :
�

_
k2 I m nf i g

Rk (X) & qik

�
= 1 :

(( ) : Ïóñòü Pi (X) = 0 : Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

Ri (X) & :
�

_
k2 I m nf i g

Rk (X) & qik

�
= 0 :

Â ñàìîì äåëå, åñëè Ri (X) = 0 ; òî ýòî î÷åâèäíî.
Ïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Ri (X) = 1 : Ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (4.11) ïîëó÷èì, ÷òî X \ E i 6= ? :

Ïîñêîëüêó Pi (X) = 0 ; à S � ðàçáèåíèå, òî ñóùåñòâóåò òàêîå j (j 6= i ) ; ÷òî Pj (X) = 1 : Òîãäà
èç ôîðìóëû (4.12) èìååì Rj (X) = 1 ; íî X � [ y

y2 O(
 1 ( j ))
: Cëåäîâàòåëüíî, Ei \ ( [ y

y2 O(
 1 ( j ))
) 6= ? :

Òîãäà èç ïîñòðîåíèÿ (4.9) èìååì qij = 1 : Îòñþäà Rj (X) & qij = 1 ; òî åñòü

Ri (X) & :
�

_
k2 I m nf i g

Rk (X) & qik

�
= 0 :

Ïðåäëîæåíèå 4.1 äîêàçàíî. �
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Ï ð è ì å ð 4.3. Ïóñòü S 
 f N1; N2g åñòü ðàçáèåíèå ñåìåéñòâàM 
 f X1; X2; X3g;
X1 
 f 0; 1; 2g; X2 
 f 2; 3g; X3 
 f 1; 3g òàêîå, ÷òî N1 
 f X1; X2g; N2 
 f X3g: hM ; S m i �
ìîäåëü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçáèåíèþ S; S m 
 hPi 1 ; Pi 2 i :

Òîãäà m =
�
2i 1 + 2 i 2

� ` 1; I m = f i1; i2g; ãäå

i1 =
�

2
 � 1
0 (X1) + 2 
 � 1

0 (X2)
�

` 1; i2 = 2 
 � 1
0 (X3) ` 1;


 � 1
0 (X1) =

�
20 + 2 1 + 2 2

�
_� 1 = 6;


 � 1
0 (X2) =

�
22 + 2 3

�
_� 1 = 11;


 � 1
0 (X3) =

�
21 + 2 3

�
_� 1 = 9:

i1 =
�
26 + 2 11� ` 1 = 2111; i2 = 2 9 ` 1 = 511:

O (N1) = X1 [ X2 = f 0; 1; 2g [ f 2; 3g = f 0; 1; 2; 3g; O (N2) = X3 = f 1; 3g:

Ïîñòðîèì ñåìåéñòâà Bi 1 ; Bi 2 :

Bi 1 = f L jL 2 P (f O (N2)g) &[ O (N1) * O (L)]g = f ? ; f O (N2)gg;

Bi 2 = f L jL 2 P (f O (N1)g) &[ O (N2) * O (L) ]g = f ? g: L i 1 ;1 = f O (N2)g ; L i 2 ;1 = ? :

� i 1 (S) = O (N1) nO (L i 1 ;1) = O (N1) nO (N2) = f 0; 1; 2; 3g n f1; 3g = f 0; 2g:

� i 2 (S) = O (N2) nO (L i 2 ;1) = O (N2) n? = O (N2) = f 1; 3g:

Î÷åâèäíî, ÷òî S 2 S2: Äàëåå

D 2
i 1

= ff 0; 2g; f 2gg; P
�
D 2

i 1

�
= f ? ; ff 0; 2gg; ff 2gg; ff 0; 2g; f 2ggg:

D 2
i 1

= ff 1; 3gg; P
�
D 2

i 1

�
= f ? ; ff 1; 3ggg:

A2
i 1

= fff 0; 2gg; ff 2gg; ff 0; 2g; f 2ggg; A2
i 2

= fff 1; 3ggg; A2
i 1 ;1 = ff 0; 2g; f 2gg;

�
�
A2

i 1 ;1

�
= f 0; 2g \ f 2g = f 2g; A2

i 2 ;1 = ff 1; 3gg;

�
�
A2

i 2 ;1

�
= f 1; 3g:

Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå Ei 1 è Ei 2 ìîæíî âçÿòü Ei 1 = f 2g è Ei 2 = f 1g:
Çàìåòèì, ÷òî

Ri 1 (X1) = 1 ; Ri 1 (X2) = 1 ; Ri 1 (X3) = 0 ; Ri 2 (X1) = 1 ; Ri 2 (X2) = 0 ; Ri 2 (X3) = 1

è äëÿ ëþáûõ i; j 2 I m [qij ] =
�

1 0
1 1

�
; òî åñòü óñëîâèå ïðåäëîæåíèÿ 4.1 âûïîëíÿåòñÿ.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî X 2 M :

Pi 1 (X) = Ri 1 (X) & : (Ri 2 (X) & qi 1 ;i 2 ) ;

Pi 2 (X) = Ri 2 (X) & : (Ri 1 (X) & qi 2 ;i 1 ) :

Ï ð è ì å ð 4.4. Ïóñòü S 
 f N1; N2g åñòü ðàçáèåíèå ñåìåéñòâàM 
 f X1; X2; X3; X4g;
ãäå
X1 
 f 0; 1; 2g; X2 
 f 4; 3; 0g; X3 
 f 2; 0; 3g; X4 
 f 1; 4g òàêîå, ÷òî N1 
 f X1; X2g;
N2 
 f X3; X4g:

Òîãäà O (N1) = X1 [ X2 = f 0; 1; 2; 3; 4g; O (N2) = X3 [ X4 = f 0; 1; 2; 3; 4g:
Bi 1 = f ? g; Bi 2 = f ? g:
L i 1 = f ? g; L i 2 = f ? g:
O1 (S) = O (N1) nO (L i 1 ) = O (N1) :
O2 (S) = O (N2) nO (L i 2 ) = O (N2) :
Î÷åâèäíî, ÷òî S 2 S2:
Îäíàêî D 2

i 1
= f X1; X2g; D 2

i 2
= f X3; X4g;
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A2
i 1

= f ? ; f X1g; f X2g; f X1; X2gg; A1
i 1 ;1 = f X1; X2g:

A2
i 2

= f ? ; f X3g; f X4g; f X3; X4gg; A1
i 2 ;1 = f X3; X4g:

Ei 1 = Ei 2 = f 0g:
Òîãäà ëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà èìååò âèä:

qij =
�

1 1
1 1

�
; òî åñòü íàðóøåíî óñëîâèå ïðåäëîæåíèÿ 4.1.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à êëàññèôèêàöèè äëÿ ðàçáèåíèé S èç êëàññîâ S0; S1; S2 ýôôåêòèâíî
ðåøàåòñÿ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ïðîöåäóð äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäèêà òîâ ìîäåëåé hO (S) ; S i ; ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ðàçáèåíèþ S; ïîñðåäñòâîì âûÿâëåíèÿ ìèíèìàëüíûõ (ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ)
ìíîæåñòâ Ei ;

�
i = 1; r

�
; ãäå r = jSj :

Íà èíòóèòèâíîì óðîâíå â ïåðâîì ñëó÷àå çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ýôôåêòèâíî ðåøàåòñÿ,
åñëè ìíîæåñòâà ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Âî âòîðîì ñëó ÷àå, íàîáîðîò, æåëàòåëüíî,
÷òîáû ìíîæåñòâà, ïîïàäàþùèå â îäèí êëàññ, èìåëè îáùèå ýëåìå íòû.

4.8. Ïîñòðîåíèå èåðàðõèé ñåìåéñòâ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íàòóð àëüíûõ ÷èñåë

Ââåäåì îïåðàöèþ C (X) êàê îòîáðàæåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

C (X) =
n

c2
�

ck (x1; :::; xk ) ; x
�

jx 2 X
o

; (k = 1 ; 2; :::) ;

ãäå c2 è ck � êàíòîðîâñêèå íóìåðàöèè ïàð è k -îê ÷èñåë [119].
Â ôîðìóëàõ 1� 12 ï. 4.5 x1; x2; :::; xk � õàðàêòåðèñòèêè ìíîæåñòâà X: Ïîäñòàâèì C (Xi)

âìåñòî Xi ;
�
i = 1; m

�
: Òîãäà âìåñòî � 0 = f X1; :::; Xm g ïîëó÷èì � �

0 = f C (X1) ; :::; C (Xm )g:

Ïîäñòàâèì âìåñòî C i
m+1 ìíîæåñòâî C � i

m+1 ;
�
i = 1; m

�
; à âìåñòî q ïîäñòàâèì q� =

h
q�

ij

i

m� m
;

ãäå C � i
m+1 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå

C � i
1 = C (Xi ) ;

�
i = 1; m

�
:

C � i
j +1 =

�
C � i

j nC (Xj ) ; åñëèC � i
j nC (Xj ) 6= ? ;

C � i
j ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

q�
ij =

�
ë; åñëèC � i

j nC (Xj ) 6= ? ;
è; åñëèC � i

j nC (Xj ) = ? :

Òîãäà èç òåîðåìû 1 [67] âûòåêàåò

Ñ ë å ä ñ ò â è å 4.6.Åñëè äëÿ ëþáûõ I ; J � f 1; 2; :::; mg òàêèõ, ÷òî

[I \ J = ? ] &
�

[
t2 I

C (Xt ) 6= [
l2 J

C (Xl )
�

è äëÿ ëþáûõ i; j; t 2 I m 
 f 1; 2; :::; mg; (i 6= j ) ; (i 6= t) C � i
j 6= C � t

j ; òî ñóùåñòâóåò m ÷èñåë
bi 2 C � i

m+1 òàêèõ, ÷òî ïðåäèêàò

� i (X) = dbi 2 C (X)e & :
�

_
j 2 I m nf i g

dbj 2 C (Xe & q�
ij )

�

îáðàùàåòñÿ â ¾åäèíèöó¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X = Xi ; ãäå Xi 2 � 0:

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C
�
x1; x2; :::; xk ; S0

�
; C

�
x1; :::; xk ; S1

�
; C

�
x1; :::; xk ; S2

�
; (k = 1 ; 2; :::) ñëå-

äóþùèå ñåìåéñòâà:
C

�
�; S0�



�

Xj f C (� (X) ; x) jx 2 Xg 2 S0	
;

C
�
�; S1�



�

Xj f C (� (X) ; x) jx 2 Xg 2 S1	
;

C
�
�; S2�



�

Xj f C (� (X) ; x) jx 2 Xg 2 S2	
;
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C
�

�;
X

; S0
�



n

Xj
n

C3
�

� (X) ;
X

(X) ; x
�

jx 2 X
o

2 S0	
;

C
�

�;
X

; S1
�



n

Xj
n

C3
�

� (X) ;
X

(X) ; x
�

jx 2 X
o

2 S1	
;

C
�

�;
X

; S2
�



n

Xj
n

C3
�

� (X) ;
X

(X) ; x
�

jx 2 X
o

2 S2	
;

. . .

C
�
2; S0�



n

Xj
n

C
�

2X ; x
�

jx 2 X
o

2 S0
o

:

Çäåñüx1; x2; :::; xk � õàðàêòåðèñòèêè ìíîæåñòâà X 2 � :
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî C

�
2; S0

�
= S:

Ìåæäó ïîëó÷åííûìè ñåìåéñòâàìè ñóùåñòâóåò ñëåäóþùàÿ èåðàð õè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü
(ðèñ. 4.1).

Â îñíîâó ïîñòðîåíèÿ èåðàðõè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ìåæäó ñåìåé ñòâàìè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïîëîæåíà ñëîæíîñòü ïåðåðàáîòêè ðåàëüíû õ ìàññèâîâ äàííûõ è èñïîëüçî-
âàíèÿ ðåøàþùèõ ïðåäèêàòîâ äëÿ êëàññèôèêàöèè óêàçàííûõ ìíî æåñòâ [63].

C(�; S0) � C(�; � ; S0) � . . .
� \ \

S0 � C(�; S1) � C(�; � ; S1) � . . .
� \ \

C(�; S2) � C(�; � ; S2) � . . .
\

C(�; S1) � C(�; � ; S1) � . . .
�

S1 \ \
�

\ C(�; S2) � C(�; � ; S2) � . . .

S2 � C(�; S2) � . . .
\
S = C(2; S0):

Ðèñ. 4.1. Èåðàðõèÿ ñåìåéñòâ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

Ÿ 5. Ýòàëîíèðîâàíèå è èäåíòèôèêàöèÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

5.1. Òåîðåìà î ñèëüíî ñëèïàþùèõñÿ ìíîæåñòâàõ

Ïóñòü èìåþòñÿ îñíîâíîå ìíîæåñòâî M 
 f X1; X2; :::Xm g èç m êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ
Xi íàòóðàëüíîãî ðÿäà N ; S 
 f N1; N2:::N t g � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà M è ïðåäèêàòû ïðè-
íàäëåæíîñòè íåèçâåñòíîãî, ïðåäúÿâëåííîãî äëÿ êëàññèôèêà öèè ìíîæåñòâà X êëàññó ýêâèâà-
ëåíòíîñòè N i :

Pi (X) =
�

1; åñëèX 2 N i ; (i = 1; t);
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü f : I m ! I t � êëàññèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, ðàñïðåäåëÿþùàÿ íîìåðà ýëåìåí òîâ
îñíîâíîãî ìíîæåñòâà M ïî íîìåðàì êëàññîâ èç S; I m 
 f 1; 2; :::; mg; I t 
 f 1; 2; :::; tg;
D j = f i jf (i ) = j g � ìíîæåñòâî íîìåðîâ i ýòàëîííûõ ìíîæåñòâ Ei ;

Ek � ýòàëîííûå ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííûå ïî àëãîðèòìó âûáîðêè ýëå ìåíòîâ ñèëüíî ñëèïàþ-
ùèõñÿ ìíîæåñòâ. Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûé ïðåäèêàò ïåðåñå÷åí èÿ (¾ñöåïëåíèÿ ¿) íåèçâåñòíîãî
ìíîæåñòâà X ñ îäíèì èç ýòàëîííûõ ìíîæåñòâ Ei :

Ri (X) =
�

1; åñëèEi \ X 6= ? ; (i = 1; t);
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Î÷åâèäíî, ÷òî Pi (X) ) Ri (X) :
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Ëîãè÷åñêóþ ìàòðèöó Q = jjQij jj ; ó÷èòûâàþùóþ ïåðåñå÷åíèå (¾ñöåïëåíèå¿) ýòàëîíà Ei ñ
êàêèì-ëèáî èç ìíîæåñòâ Xk 2 M ; ïîñòðîèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Qij =

(
1; åñëèEi \ [

k2 D j

Xk 6= ? ;
�
i; j = 1; t

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ýòàëîííûõ ìíîæåñòâ Ei

Çàïèñûâàåì ìíîæåñòâà êëàññà N i â 1-é ñïèñîê. Âçÿâ 1-é ýëåìåíò Xi ñïèñêà •1, íà÷èíàåì
ïðîâîäèòü ïåðåñå÷åíèå åãî ñî âòîðûì ìíîæåñòâîì. Åñëè òàêîå ïåðåñå÷åíèå íå ïóñòîå, òî âòîðîå
ìíîæåñòâî âûáðàñûâàåòñÿ, à ñàìî ïåðåñå÷åíèå ïåðåñåêàåì ñ ò ðåòüèì ýëåìåíòîì ñïèñêà è ò.ä.
Åñëè æå ïåðåñå÷åíèå íà íåêîòîðîì øàãå ñ î÷åðåäíûì ìíîæåñòâî ì îáðàçóåò ïóñòîå ìíîæåñòâî,
òî îñòàâëÿåì ïðåäûäóùåå ïåðåñå÷åíèå áåç êîððåêòèðîâîê, à ý ëåìåíò-ìíîæåñòâî, ñ êîòîðûì
ïîëó÷àåòñÿ ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, çàïèñûâàåì âî âòîðîé ñïèñî ê. Èñ÷åðïàâ âñå ýëåìåíòû ïåðâîãî
ñïèñêà, ñòðîèì ìíîæåñòâî Ei ; â êîòîðîå äîáàâëÿåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç ïåðåñå÷åíèÿ.

Çàìåíÿåì ïåðâûé ñïèñîê âòîðûì è îáðàáàòûâàåì ïî òîé æå ñõåìå , ÷òî è ïåðâûé ñïèñîê äî
òåõ ïîð, ïîêà âî âòîðîì ñïèñêå íå÷åãî áóäåò âçÿòü, êàæäûé ðàç ïðè ýòîì âûáèðàÿ ïî ýëåìåíòó
â ìíîæåñòâî Ei ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ïåðâîãî ñïèñêà.

Ïî çàâåðøåíèè ýòàëîíèðîâàíèÿ ñòðîèì ìíîæåñòâà Ei ;
�
i = 1; t

�
; êîòîðûå îáëàäàþò ñëåäó-

þùèì ñâîéñòâîì.

Ò å î ð å ì à 5.1 (î ñèëüíî ñëèïàþùèõñÿ ìíîæåñòâàõ). Åñëè (8i 6= j 2 I t ) [(Qij = 1) )
) (Qj i = 0)] ; òî ïðåäèêàò êëàññèôèêàöèè � ïðèíàäëåæíîñòè Pi (X) = dX 2 N i e íåèçâåñò-
íîãî ìíîæåñòâà X êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè N i â ðàçáèåíèè S 
 f N1; :::; N t g îñíîâíîãî
ìíîæåñòâà M 
 f X1; X2; :::; Xm g ðàâåí:

Pi (X) = Ri (X) & :
�

_
j 2 I t nf i g

Rj (X) & Qij

�
; ãäå Ri (X) =

�
1; åñëèEi \ X 6= ? ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðîãî i 2 I t ; Pi (X) = 1 ; òî

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Ri (X) & :
�

_
j 2 I t nf i g

Rj (X) & Qij

�
= 1 :

Â ñàìîì äåëå, â ñèëó óñëîâèé ïîñûëêè òåîðåìû 5.1 ìîæåì çàïèñà òü Pi (X) ) Ri (X) : Íî
Pi (X) = 1 : Ñëåäîâàòåëüíî, Ri (X) = 1 ; òî åñòü X \ E i 6= ? :

Ïîêàæåì, ÷òî
�

_
j 2 I t nf i g

Rj (X) & Qij

�
= 0 :

Â ñàìîì äåëå, åñëè (8i 6= j 2 I t ) [Rj (X) = 0] ; òî
�

_
j 2 I t nf i g

Rj (X) & Qij

�
= 0 íåçàâèñèìî îò

Qij : Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü (9j 6= i 2 I t ) [Rj (X) = 1] : Òîãäà Qj i = 1 : Ïî óñëîâèþ
òåîðåìû, åñëè i 6= j; òî Qij = 1 ) Qj i = 0 :

Ïîýòîìó Qij = 0 : Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî Rj (X) & Qij = 0 :
Ïóñòü j 1; j 2; :::; j r âñå òàêèå èíäåêñû, ÷òî Rj k (X) = 1 : Îòñþäà Rj k (X) & Qij k = 0 ïî òåì

æå ñîîáðàæåíèÿì.
À ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ âñåõ j 2 I t n f j 1; j 2; :::; j r ; i g [Rj (X) & Qij = 0] â ñèëó òîãî, ÷òî

Rj (X) = 0 : Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
�

_
j 2 I t nf i g

Rj (X) & Qij

�
= 0 :

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî (Pi (X) = 0) ) Ri (X) & :
�

_
j 2 I t nf i g

Rj (X) & Qij

�
= 0 :

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: Ri (X) = 0 èëè Ri (X) = 1 :

Â ïåðâîì ñëó÷àå Ri (X) & :
�

_
j 2 I t nf i g

Rj (X) & Qij

�
= 0 :

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé: Ri (X) = 1 : Òîãäà Qj i = 1 :
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (9k 6= i 2 I t ) [Pk (X) = 1] : Â ñèëó òîãî ÷òî S � ðàçáèåíèå, ïîëó÷àåì

Rk (X) = 1 ; Rk (X) & Qik = 1 :
Çíà÷èò, _

k2 I t nf i g
Rk (X) & Qik = 1 :
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Ñëåäîâàòåëüíî, Ri (X) & :
�

_
k2 I t nf i g

Rk (X) & Qik

�
= 0 :

Òåîðåìà äîêàçàíà. �

5.2. Èäåíòèôèêàöèÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

Ïóñòü çàäàíî ñåìåéñòâî êîíå÷íûõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ M 
 f X1; X2; :::Xm g; ãäå íà ìíî-

æåñòâåA =
m
[

i =1
Xi ââåä¼ì íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå � (x; y) è ëèíåéíûé ïîðÿäîê 6 : Îáîçíà÷èì

÷åðåç � 0 ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà A; íå ðàâíîå íóëþ, ïîçâîëÿ-
þùåå ñîáðàòü (¾ñòÿíóòü ¿) â îäèí êëàññ ýëåìåíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå çàäàííîìó ðàññòî ÿíèþ:

Qk = f xj � (x j ; x) <
1
2

� 0; ãäåx j 2 Xi ; x 2 Xg:

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âû÷èñëèòü èäåíòèôèöèðóþùèå ïðå äèêàòû äëÿ êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà X 2 M ; áûòü ìîæåò ïîäâåðãíóòîãî íà âõîäå øóìàì â ïðåäåëàõ " < 1

2 � 0:
Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ïðåäèêàòîâ èäåíòèôèêàöèè ñëåäóþùàÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç V 1

i èñõîäíûå ìíîæåñòâà Xi 2 M ; òî åñòü V 1
i = X�

i = f x j � " jx j 2 Xg;�
i = 1; m

�
:

Ïîñòðîèì èíäåêñíûå ìíîæåñòâà V j +1
i ïî ðåêóððåíòíîé ñõåìå:

V j +1
i =

(
V j

i nX�
j ; åñëèV j

i nX�
j 6= ? ;

V j
i ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ýòè èíäåêñíûå ìíîæåñòâà ñîïðîâîæäàåò ëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè:

qij =
�

0; åñëèV j
i nX�

j 6= ? ;
�
i; j = 1; m

�
;

1; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðèâåäåì òåîðåìó î èäåíòèôèêàöèè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ â óñëîâ èÿõ øóìîâ.

Ò å î ð å ì à 5.2 [73]. Ïóñòü (8i 2 I m )
�
V 1

i 6= ?
�

(8i 6= j 2 I m ) [qij = 1 ) qj i = 0] : Òîãäà

äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X èäåíòèôèöèðóþùèé åãî ïðåäèêàò ðàâåíñòâà
l
X = X�

j

m

âèäà:
�
X = X�

j

�
=

�
_

x2 X
d� (x; ai ) 6 "e

�
& :

�
_

j 2 I m nf i g

�
_

x2 X
d� (x; ai ) 6 "e & qij

��
;

ãäå ai 2 V m+1 ; X�
i � ìíîæåñòâî Xi ñ îòêëîíåíèåì ýëåìåíòîâ x j â ïðåäåëàõ "; îáðàùàåòñÿ

â ¾åäèíèöó¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X = X�
j :

5.3. Ïîèñê èíôîðìàòèâíûõ çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ

Ïðè îáðàáîòêå áèíàðíûõ âåêòîðîâ îáó÷àþùåé èíôîðìàöèè ñ èñï îëüçîâàíèåì ìíîæåñòâ
íàïðÿìóþ íå óäàåòñÿ ïîä÷àñ ïîëó÷èòü èíôîðìàòèâíûå çíà÷åíè ÿ ïðèçíàêîâ èç-çà òîãî, ÷òî
ýëåìåíòû èç {0, 1} áûñòðî ¾ñëèïàþòñÿ¿. Ïîýòîìó ïðåæäå ÷åì îá ðàáîòàòü âåêòîðû òàêèì îá-
ðàçîì, îáó÷àþùóþ èíôîðìàöèþ íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî ¾ë èíåàðèçîâàòü¿.

Ïóñòü èñõîäíàÿ îáó÷àþùàÿ ìàòðèöà èìååò m ñòðîê áèíàðíîé èíôîðìàöèè ñ n áèíàðíûìè
ïðèçíàêàìè O = kuij km� n ; ãäå uij 2 f 0; 1g:

Âîçüìåì âñïîìîãàòåëüíûå êîíñòàíòû: ci = 2 � i ;
�
i = 1; m

�
è ââåä¼ì ¾ëèíåàðèçàöèþ¿ ýëå-

ìåíòîâ îáó÷àþùåé ìàòðèöû:

Xc
i 
 f ui 1 + c1; ui 2 + c2; :::; uin + cng:

Ïîñòðîèì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà V 1
i = Xc

i :

V j +1
i =

(
V j nXc

j ; åñëèV j
i nXc

j 6= ? ;
�
i; j = 1; m

�
;

V j
i ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Ýòè ìíîæåñòâà ñîïðîâîæäàåò ëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàì è:

qij =
�

ë; åñëèV j
i nXc

j 6= ? ;
è; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ðàñøèðåíèåì òåîðåìû 4.3 â óñëîâèÿõ ¾ñëèïàíèÿ¿ ìíîæåñòâ îáó ÷àþùåé âûáîðêè ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà 5.3, ïðèâîäèìàÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà .

Ò å î ð å ì à 5.3 [79]. Ïóñòü (8i 2 I m ) [Xc
i 6= ? ] (8i 6= j 2 I m ) [qij = u ) qj i = ë] : Òîãäà

ñóùåñòâóåò m èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ ai 2 V m+1
i òàêèõ, ÷òî ïðåäèêàò èäåíòèôèêà-

öèè ìíîæåñòâ X; Xc
i âèäà: dX = Xc

i e = dai 2 Xe & :
�

_
j 2 I m nf i g

daj 2 Xe & qij

�
îáðàùàåòñÿ

â ¾èñòèíó¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X = Xc
i ; ãäå Xc

i âûáèðàåòñÿ èç ¾ëèíåàðèçîâàííîé¿
îáó÷àþùåé âûáîðêè O1 = f Xc

1; Xc
2; :::; Xc

m g:

Åñëè îáó÷àþùàÿ âûáîðêà O1 ñ m ýòàëîíàìè ðàçáèòà íà t êëàññîâ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè
f : I m ! I t ; ãäå I t 
 f 1; 2; :::; tg ; I m 
 f 1; 2; :::; mg; òî îáùåå ðåøåíèå äëÿ êëàññèôèêàöèè
ïðåäúÿâëåííîãî îáúåêòà X ìîæíî çàïèñàòü òàê [7]: Rk (X) = _

i 2 D k

Qi (X) ;
�
k = 1; t

�
; ãäå X =

= f x1 + c1; x2 + c2; :::; xn + cng äëÿ íåêîòîðîé ðåàëèçàöèè �x = hx1; x2; :::xn i 2 X:

×àñòíûå ðåøàþùèå ïðåäèêàòû Qi (X) îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: Qi (X)=
n
&

j =1
r (uij ; x j );

Q0(X) = max( Q1; Q2; :::; Ql ); ãäå r (uij ; x j ) � ìåðà áëèçîñòè ìåæäó ýòàëîííûì uj è ïðåäúÿâ-
ëåííûì x j çíà÷åíèÿìè j -ãî ïðèçíàêà äëÿ i -ãî îáúåêòà:

r (uij ; x j ) =
�

1; åñëèuij = x j ; i = 1; l; j = 1; n;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Dk = f i jf (i ) = kg � ìíîæåñòâî ýòàëîííûõ îáúåêòîâ èç âûáîðêè O1:
Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííîå ðåøàþùåå ïðàâèëî ìîæåò áåçîøè áî÷íî ðàáîòàòü ñ îáúåêòà-

ìè, ó÷àñòâóþùèìè â îáó÷åíèè.
Ïåðåõîä îò áèíàðíûõ ýëåìåíòîâ íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèè x ê ýëåìåíòàì ëèíåàðèçèðîâàí-

íîãî ìíîæåñòâà X ïîçâîëÿåò ðàáîòàòü â èçìåíåííîé îáó÷àþùåé âûáîðêå O1; ïðè÷åì ïîèñê
èíôîðìàòèâíîé åäèíèöû èëè íóëÿ ïðè ýòîì îïèðàåòñÿ åùå íà èíô îðìàöèþ î íîðìå âõîæäåíèÿ
ýòîãî ïðèçíàêà â ñîîòâåòñòâóþùåì êîðòåæå.
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Ãëàâà 2. Âû÷èñëèìîñòü êîíñòðóêòèâíûõ ìîäåëåé êëàññèôèêàö èè

Ÿ 6. Ê çàäà÷å êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷ èñåë

Ñðàâíèì äâà ïîäõîäà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è êëàññèôèêàöèè êîíå÷ íûõ ìíîæåñòâ íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë ïî êëàññàì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ðàññìàòðèâàÿ ñåìåéñòâî êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñ åë êàê îáó÷àþùóþ âûáîðêó,
óäàåòñÿ óêàçàòü ðÿä ïðîñòûõ ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ êëàññèôè öèðîâàòü ìíîæåñòâà ïðåäèêà-
òîâ íåëèíåéíûõ ïåðñåïòðîíîâ. Ïðè ýòîì ïðåñëåäóåòñÿ öåëü ïð åäåëüíî áûñòðîãî (îäíîòàêòíîãî)
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ïðè êëàññèôèêàöèè ìíîæåñòâà X ïî íåêîòîðûì êëàññàì ýêâèâàëåíòíîñòè.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçáèåíèþ óêàçàííîãî ñå-
ìåéñòâà ìíîæåñòâ è çàäà÷à êëàññèôèêàöèè ìíîæåñòâ ïî êëàññà ì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Åñëè â ïåðâîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ìíîæåñòâà ðàçëè÷àëèñü ìàêñèìàëüíûì îáðàçîì, òî
âî âòîðîì ñëó÷àå æåëàòåëüíî, ÷òîáû ìíîæåñòâà èç îäíîãî è òîã î æå êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè
èìåëè îáùèå ýëåìåíòû.

6.1. Äâà ïîäõîäà ê êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà
N 
 f 0; 1; 2; :::g; I m 
 f 1; 2; :::; mg; m 2 N ; X � íåèçâåñòíîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî èç
� ; ïðåäñòàâëÿåìîå äëÿ êëàñññèôèêàöèè.

Ïóñòü M 
 f X1; X2; :::; Xm g � ñåìåéñòâî êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ Xi � � ; (i = 1; m);
m > 2:

1 é ïîäõîä. Êëàññèôèêàöèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èíôîðìàòèâíûõ ýëåì åíòîâ
Ïîëîæèì V 1

i 
 Xi ; (i = 1; m): Èíäåêñíûå ìíîæåñòâà äëÿ ïîñëåäóþùåé êëàññèôèêàöèè
îïðåäåëèì ïî ðåêóððåíòíîé ñõåìå:

V j +1
i =

(
V j

i nV 1
i ; åñëèV j

i nV 1
i 6= ? ;

V j
i ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ýëåìåíòû âñïîìîãàòåëüíîé ëîãè÷åñêîé ìàòðèöû q = jjqij jj

qij =
�

è; åñëèV j
i nV 1

i = ? ; (i; j = 1; m); è � ¾èñòèíà¿;
ë; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ë � ¾ëîæü¿.

Ë å ì ì à 6.1 [79]. Ïóñòü M 
 f X1; X2; :::; Xm g; m > 2 òàêîâî, ÷òî (8i 2 I m )
[V m+1

i = Xi n [
j 2 I m nf i g

Xj 6= ? ]: Òîãäà äëÿ âñÿêîãî i 2 I m è äëÿ ëþáîãî ai 2 V m+1
i ïðåäèêàò

ïðèíàäëåæíîñòè 	 i (X) = dai 2 Xe îáðàùàåòñÿ â ¾èñòèíó¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
X = Xi ; ãäå X 2 M:

Ò å î ð å ì à 6.1 [79]. Ïóñòü (8i 2 I m ) [Xi 6= ? ](8i 6= j 2 I m )[qij = è ) qj i = ë]: Òîãäà
ñóùåñòâóåò m èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ ai 2 V m+1

i òàêèõ, ÷òî ïðåäèêàò êëàññèôèêàöèè

Qi (X) = dai 2 Xe&:
�

_
j 2 I m nf i g

daj 2 Xe&qij

�

îáðàùàåòñÿ â ¾èñòèíó¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X = Xi ; X 2 M:

2 é ïîäõîä. Êëàññèôèêàöèÿ íà îñíîâå ñèëüíî ñëèïàþùèõñÿ ìíîæåñ òâ
Ïóñòü S 
 f M 1; M 2; :::; M t g � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà M: Òîãäà ÷àñòíûå ðåøàþùèå

ïðàâèëà-ïðåäèêàòû ïðèíàäëåæíîñòè íåèçâåñòíîãî ïîäìíîæå ñòâà X ê îäíîìó èç i -õ êëàññîâ
ðàçáèåíèÿ S :

Pi (X) =
�

1; åñëèX 2 M i ; i 2 I t 
 f 1; 2; : : : ; tg;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Åñëè f : I m ! I t � êëàññèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, ðàñïðåäåëÿþùàÿ íîìåðà ýëåìåí òîâ îñíîâ-
íîãî ìíîæåñòâà M ïî íîìåðàì êëàññîâ èç S; òî Dk = f i jf (i ) = kg; (k = 1; t) � ìíîæåñòâî
íîìåðîâ ýòàëîííûõ ìíîæåñòâ Ek :

Ek � ýòàëîííûå ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííûå ïî àëãîðèòìó âûáîðêè ýëå ìåíòîâ ñèëüíî ñëèïà-
þùèõñÿ ìíîæåñòâ [79].

Ââåä¼ì ÷àñòíûå ïðåäèêàòû ¾ñöåïëåíèÿ¿ (ïåðåñå÷åíèÿ) êàêîãî -ëèáî ýòàëîííîãî ìíîæåñòâà
Ei ; (i 2 Dk ) :

a) ñ íåèçâåñòíûì, ïðåäúÿâëåííûì äëÿ êëàññèôèêàöèè ìíîæåñò âîì X :

Ri (X) =
�

1; åñëèEi \ X 6= ? ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

á) ñ îáúåäèíåíèåì âñåõ èñõîäíûõ ìíîæåñòâ Xk 2 M :

K ij =

(
1; åñëèEi \ [

k2 D j

Xk 6= ? ; (i = 1; t);

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ò å î ð å ì à 6.2 [18]. Ïóñòü S 
 f M 1; M 2; : : : ; M t g � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà M;
i 2 I t : Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1) (8X 2 M )(8i 2 I t )[X 2 M i ] ) [(8i 6= j 2 I t )[X \ [
k2 D j

Xk 6= ? ) K j i = 1]] ;

2) (8i 6= j 2 I t )[K ij = 1 ) K j i = 0] ; òî ïðåäèêàò êëàññèôèêàöèè èìååò âèä

Pi (X) = Ri (X)& :
�

_
j 2 I t nf i g

Rj (X)& K ij

�
:

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è êëàññèôèêàöèè êîíå ÷íûõ ìíîæåñòâ ïî êëàññàì
ýêâèâàëåíòíîñòè ìîæíî âûäåëèòü äâà ïîäõîäà â ïîñòðîåíèè ýô ôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ: ïåð-
âûé ïîäõîä îñíîâàí íà ôîðìèðîâàíèè ýòàëîíîâ â âèäå îäíîãî èí ôîðìàòèâíîãî ýëåìåíòà èç
êàæäîãî ìíîæåñòâà ñ òåì, ÷òîáû ðåøàþùåå ïðàâèëî èìåëî âèä íå ëèíåéíîãî ïåðñåïòðîíà è
òðåáîâàëî ìèíèìàëüíûõ âû÷èñëåíèé ðàñïîçíàþùèõ ïðåäèêàòî â [83, 89, 194].

Âòîðîé ïîäõîä îñíîâûâàåòñÿ íà àëãîðèòìå ýòàëîíèðîâàíèÿ ïóò åì ïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ
â ïîèñêàõ ýôôåêòèâíûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë è óñëîâèé èõ ñóùåñòâî âàíèÿ. Ïðè òàêîì ïîäõîäå
âîçìîæíî óñòàíîâèòü èíâàðèàíòíûå çîíû â ýòàëîííûõ ìíîæåñò âàõ, êîòîðûå õàðàêòåðèçîâà-
ëè áû êàæäûé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè íàèáîëåå óñòîé÷èâûìè ïð åäñòàâèòåëÿìè, âçÿòûìè èç
îáó÷åíèÿ. Ïðèìåð ïðîñòîãî àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ýòàë îííûõ ìíîæåñòâ è ñïîñîá åãî
èñïîëüçîâàíèÿ ïðèâåäåíû â ðàáîòå [79].

6.2. Î ïðîäîëæåíèè íåêîòîðûõ ñþðúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé

Ðàññìîòðèì îäèí èç ñïîñîáîâ êîíñòðóêòèâèçàöèè íà ïðèìåðå è çâåñòíîé çàäà÷è êëàññèôè-
êàöèè: âîññòàíîâëåíèå öåëîãî ïî åãî ÷àñòè [45].

Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè èëè ðàñïîçíàâàíèÿ ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [38]. Èçâåñòíî,
÷òî íåêîòîðîå áåñêîíå÷íîå, â îáùåì ñëó÷àå, ìíîæåñòâî M ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ

êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ (êëàññîâ): M =
S̀

i =1
K i : Êëàññèôèêàöèÿ åñòü óñòàíîâëåíèå ñþðú-

åêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ ' : M ! f K 1; :::; K ` g: Êëàññèôèöèðîâàòü ýëåìåíò S 2 M � çíà÷èò
âû÷èñëèòü ' (S); èëè, ýêâèâàëåíòíî, îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ïðåäèêàòà Pj : S 2 K j ; j = 1 ; :::; `:
Îáû÷íî áûâàåò çàäàíî ñóæåíèå íåêîòîðîãî ñþðúåêòèâíîãî îòî áðàæåíèÿ íà êîíå÷íîì ìíî-
æåñòâåE � M è òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ïðîäîëæåíèå îòîáðàæåíèÿ ' 0 : E ! f K 1; :::; K ` g íà
ìíîæåñòâî M ' : M ! f K 1; :::; K ` g: Òàêàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ öåëîãî ïî åãî ÷àñòè ÿâëÿ-
ÿñü íåêîððåêòíîé , ìîæåò ðåøàòüñÿ ïóòåì îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ, â íåêîòîðîì ñìûñë å áëèçêîãî
ê èñòèííîìó ðåøåíèþ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò S 2 M ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí âåêòîðîì
S = hx1; :::; xn i â n -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ. Òîãäà èíôîðìàöèÿ îá ýëåìå íòàõ ìíî-
æåñòâà E; êëàññèôèêàöèÿ êîòîðûõ èçâåñòíà, îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé jjx ij jjm� n ; ãäå m �
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÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà E: Ïîñòàâèì çàäà÷ó âîññòàíîâèòü îòîáðàæåíèå ' 0 íå íà âñåì
ìíîæåñòâå M; à íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå E1 = f S1; :::; Sqg � M; E \ E1 = ? : Ñ÷èòàåì, ÷òî
àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé âîññòàíîâèòü ' íà E1; îáåñïå÷èò äîñòàòî÷íî õîðîøåå ïðèáëèæåíèå
ê èñòèííîìó îòîáðàæåíèþ ' íà âñåì ìíîæåñòâå M:

Ïóñòü { A } � ìíîæåñòâî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîððåêòíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ð åøåíèÿ ïî-
ñòàâëåííîé çàäà÷è. Àëãîðèòì A 2 f Ag äëÿ ìíîæåñòâà E1 ñòðîèò ìàòðèöó jj � ij jjq� ` ; � ij 2
2 f 0; 1; � g; ãäå � ij � çíà÷åíèå ïðåäèêàòà Pj (Si ); âû÷èñëåííîå àëãîðèòìîì A; ñèìâîë �
îçíà÷àåò îòêàç îò âû÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòà.

Â ñòàòüå [38] ïîêàçàíî, ÷òî àëãîðèòì A ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî âûïîëíåíèÿ äâóõ îïåðàòîðîâ: A = B � C: Îïåðàòîð B; èñïîëüçóÿ èíôîðìàöèþ
jjx ij jjm� n î ìíîæåñòâå E; ñòðîèò ìàòðèöó äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë jjaij jjq� ` : Îïåðàòîð C ïåðå-
âîäèò jjaij jjq� ` â ìàòðèöó jj � ij jjq� ` : Àëãîðèòì A íàçîâåì êîððåêòíûì , åñëè åãî ðåçóëüòàòîì
ÿâëÿåòñÿ èñòèííàÿ ìàòðèöà jjaij jjq� ` äëÿ E1; òî åñòü aij = Pj (Si ); Si 2 E1:

Ïóñòü { B } � ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ ñåìåéñòâà (ìîäåëè) àëãîðèòìîâ { A } ïðè ôèêñèðî-
âàííîì îïåðàòîðå C: Íàä îïåðàòîðàìè èç { B } ââîäÿòñÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ïîýëåìåíòíûå îïåð àöèè íàä ìàòðèöàìè. Ïî îïå-
ðàöèÿì ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð { B } ïîðîæäàåò ëèíåéíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.
Ïî ñîâîêóïíîñòè âñåõ îïåðàöèé { B } ïîðîæäàåò àëãåáðó íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî è àëãåáðó, ïîðîæä¼ííóþ ìíîæåñòâîì { B }, áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíîé
è àëãåáðàè÷åñêîé îáîëî÷êàìè L { B }, A { B } ñîîòâåòñòâåííî.

Ìíîæåñòâî {B} íàçûâàåòñÿ ïîëíûì , åñëè îíî ñîäåðæèò îïåðàòîðû, ïîðîæäàþùèå áàçèñ â
ïðîñòðàíñòâå Rq� ` ìàòðèö ðàçìåðíîñòè q � `:

Â ñòàòüå [38] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Ò å î ð å ì à 6.3. Åñëè f B g ïîëíî, òî L f B � Cg; a ñëåäîâàòåëüíî, Af B � Cg ñîäåðæèò
àëãîðèòì, ïðàâèëüíî êëàññèôèöèðóþùèé âñå ýëåìåíòû ìíîæåñ òâà E1; òî åñòü êîððåêò-
íûé äëÿ E1:

Íèæå ïîêàçàí ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà ïîëíîòû àëãåáðàè÷åñêî é îáîëî÷êè A { B }.

Ò å î ð å ì à 6.4. Äëÿ ïîëíîòû Af B g íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé óïî-
ðÿäî÷åííîé ïàðû hu; � i ñóùåñòâîâàë îïåðàòîð Â, ñòðîÿùèé ìàòðèöó jjaij jjq� ` ; ó êîòîðîé
au� 6= 0 ; è äëÿ ëþáûõ äâóõ ïàð hu1; � 1i 6= hu2; � 2i ñóùåñòâîâàë îïåðàòîð Â, ñòðîÿùèé ìàò-
ðèöó jjaij jjq� ` ; â êîòîðîé au1 � 1 6= au2 � 2 :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óñëîâèÿ, óêàçàííûå â ôîðìóëèðîâêå òåîðåì û, ÿâëÿþòñÿ
äèñêðåòíûìè àíàëîãàìè óñëîâèé òåîðåìû Ñòîóíà�Âåéåðøòðàññ à: ðàâíîìåðíîå çàìûêàíèå àë-
ãåáðû íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà êîìïàêòå, êîòî ðàÿ ðàçäåëÿåò âñå òî÷êè è íå
èñ÷åçàåò íè â îäíîé òî÷êå êîìïàêòà, ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè, íå ïðåðûâíûå íà ýòîì êîìïàêòå
[146]. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, òî A { B } ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì Rq� `

ìàòðèö jjaij jjq� ` è ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. �
Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå äàííîãî ñïîñîáà ê ìîäåëè êëàññèôèêà öèè ñ áèíàðíûìè ïðèçíà-

êàìè x j 2 f 0; 1g; â êîòîðîé îïåðàòîð B çàâèñèò îò äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ: 
 i = 
 (Si )
� âåñà ýëåìåíòîâ èç E è pj � âåñà ïðèçíàêîâ, i =1,. . . , m; j =1,. . . , n è ïåðåâîäèò âåêòîð
Sn = hx1; :::; xn i ; Sn 2 E1; â âåêòîð au = hau1; :::; au` i :

auj =
X

St 2 E \ K j

X

~! 2 



 (St )p(~! )� (~!S t ; ~!S u); (6.1)

ãäå 
 = f ~! g � íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà f 1; :::; ng; � (~!S t ; ~!S u) �
ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� (~!S t ; ~!S u) =
�

1; åñëè ~!S t = ~!S u ;
0; åñëè ~!S t 6= ~!S u ;
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~!S = hx j 1; :::; x jk i ïðè f j 1; :::; j k g = ~!:
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ îïåðàòîðîâ B âèäà (6.1) L f B g ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ q áóäåò

íåïîëíîé. Äåéñòâèòåëüíî, îïåðàòîð B ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
Rm � Rn ! Rq� ` : Åñëè L f B g ïîëíî, òî L f B g = Rq� ` : Îòñþäà L f B (Rm � Rn)g = L f B (` i ; gi )g;
ãäå f ` i g; f gi g � áàçèñû ïðîñòðàíñòâ Rm ; Rn : Òîãäà

q` = dim L(B (` i ; gj )) 6 m � n:

Òàêèì îáðàçîì, ïðè q >
m � n

`
ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà L f B g íå áóäåò ïîëíîé. Ðàññìîòðèì

äàííóþ ìîäåëü êëàññèôèêàöèè ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé êîíñòðóêòèâèçàöèè :
1) K i \ K j = ? ïðè i 6= j; i; j = 1 ; :::; `;
2) (8Su 2 E1) (8K j ) (9S 2 K j \ E ) (9~! 2 
) [ � (~!S; ~!S u) 6= 0];
3) (8Su ; S� 2 E1) (8K j ) (9S 2 K j \ E ) [� (~!S; ~!S u) 6= � (~!S; ~!S � )]:
Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷è ñ òàêèìè óñëîâèÿìè óäîâëåòâîðÿþò ôîðì óëèðîâêå òåîðåìû 6.4.
Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíà

Ò å î ð å ì à 6.5. Äëÿ îïåðàòîðîâ B âèäà (6.1) Af B g ïîëíî.

Ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìîå ïîñòðîåíèå îïåðàòîðîâ B â àëãåáðàè÷åñêîé îáîëî÷êå A { B } ,
ïîðîæäàþùèõ áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå Rq� ` ìàòðèö jjaij jjq� ` : Ýòè îïåðàòîðû B (i; j ) âûðàæà-
þòñÿ â A { B } îïåðàòîðíûìè ìíîãî÷ëåíàìè ïîðÿäêà íå âûøå q � 1 è ïîðîæäàþò ìàòðèöû
jjaij jjq� ` ; â êîòîðûõ aij > 1; ast = 0 ; hs; ti 6= hi; j i :

Ýòî ïîñòðîåíèå äàåò âîçìîæíîñòü êîíñòðóêòèâíîãî ïîëó÷åíèÿ àëãîðèòìà, áåçîøèáî÷íî
êëàññèôèöèðóþùåãî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà E1; òî åñòü îñóùåñòâëÿþùåãî ïðîäîëæåíèå îòîá-
ðàæåíèÿ ' 0 ñ ìíîæåñòâà E íà E1:

6.3. Êîäèðîâàíèå êëàññèôèöèðóåìûõ ìíîæåñòâ

Îáû÷íî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ êëàññèôèêàöèè îáúåêòîâ íà ÝÂÌ òðóäí îñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ïðèõîäèòñÿ õðàíèòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè îá ýòàëî íàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ.
Òàêàÿ èíôîðìàöèÿ, êàê ïðàâèëî, ñîáèðàåòñÿ â ðåçóëüòàòå îáó ÷åíèÿ ÝÂÌ. Ïåðåõîäÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî ê êëàññèôèêàöèè, ïðèõîäèòñÿ ïåðåáèðàòü âñå ìàññèâû óêàçàííûõ ýòàëîíîâ ïðè êàæ-
äîì ïðåäúÿâëåíèè êëàññèôèöèðóåìîãî îáúåêòà. Ïîñëåäîâàòå ëüíàÿ îáðàáîòêà òàêèõ ìàññèâîâ
çàíèìàåò ìíîãî âðåìåíè. Ïîýòîìó äëÿ áîëåå ýôôåêòèâíîãî èñï îëüçîâàíèÿ ÝÂÌ ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷ êëàññèôèêàöèè íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü ïðåäâàðèòåë üíóþ ïîäãîòîâêó (êîäèðîâàíèå)
èññëåäóåìûõ ìíîæåñòâ.

Ðàññìîòðèì êîäèðîâàíèå êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñ åë äëÿ ïîñëåäóþùåé êëàñ-
ñèôèêàöèè [65].

Ïóñòü � � ñåìåéñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà âñåõ íàòóð àëüíûõ ÷èñåë
N 
 f 0; 1; 2:::g: Óñòàíîâèì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå 
 : N ! � ìåæäó âñåìè íàòó-
ðàëüíûìè ÷èñëàìè è ìíîæåñòâàìè èç � òàê: 
 (0) = ? è äëÿ ëþáîãî n > 0 ïðåäñòàâëÿåì n
â âèäå ñóììû n = 2 n0 + 2 n1 + ::: + 2 nk ; n0 < n 1 < ::: < n k (òàêîå ïðåäñòàâëåíèå � äâîè÷íîå
ðàçëîæåíèå âñåãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî) è ïîëàãàåì 
 (n) 
 f n0; n1; :::; nkg 2 � [119].

Ñîîòâåòñòâèå 
 : N ! � íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíîé íóìåðàöèåé � îäíîé èç âû÷èñëèìûõ
îäíîçíà÷íûõ íóìåðàöèé ñåìåéñòâà âñåõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ [1 19].

Èçâåñòíî [156], ÷òî äèñêðåòíûå ñèãíàëû è äâóìåðíûå ìàòðèöû ñî çíà÷åíèÿìè èç N ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê îòíîøåíèÿ. Êîäèðîâàòü ïîñëåäíåå ìîæí î êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë èëè âîîáùå íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Ïîêàæåì, êàê ýòî äåëàåòñÿ â îáùåì
ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ ñåìåéñòâî M ôóíêöèé f : K 1 � K 2 � ::: � K n ! K n+1 ; ãäå K i ;
(i = 1; n + 1) � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Êàæäîé ôóíêöèè f ñîîòâåòñòâó-
åò îòíîøåíèå Ff = fhm1; m2; :::; mn ; f (m1; :::; mn )ijhm1; m2; :::; mn i 2 K 1 � K 2 � ::: � K ng:

Ñâåäåì êàæäûé êîðòåæ äëèíû n + 1 ìíîæåñòâà Ff â íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ ïîìîùüþ
êàíòîðîâñêîé íóìåðàöèè [119]:

cn+1 (m1; :::; mn+1 ) = c(c(m1; :::; c(mn ; mn+1 )) :::) :
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Çäåñüc1 (m) = m;

c2 (k; m) = c(k; m) =
(k + m)2 + 3k + m

2
:

Ïîëó÷èì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî C (Ff ) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçìåðíîñòè K 1 � ::: � K n äëÿ
êàæäîé f 2 M: Ýòî êîäèðîâàíèå ôóíêöèé èç M â êîíå÷íûå ìíîæåñòâà îáîçíà÷èì ÷åðåç
' : M ! � : Äàëåå ïîëó÷åííûå êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ìîæíî ñ ïîìîùüþ ñòàíäà ðòíîé íóìåðàöèè

 êîäèðîâàòü íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè.

Ïðåäëîæèì áîëåå ýôôåêòèâíóþ ïðîöåäóðó êîäèðîâàíèÿ êîíå÷í ûõ ìíîæåñòâ ñ ôèêñèðî-
âàííîé ìîùíîñòüþ, òî åñòü ïðîöåäóðó, ïîääàþùóþñÿ âû÷èñëåí èþ êîäîâ ìíîæåñòâ ñ ïîìîùüþ
ÝÂÌ.

Ðàññìîòðèì ïîäñåìåéñòâî � 2 ñåìåéñòâà âñåõ äâóõýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë:

� 2 
 ff x; ygj(x < y ) & ( x; y 2 N )g:

Óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà � 2 ñîãëàñíî êàíòîðîâñêîé íóìåðàöèè.
Íóìåðàöèÿ c(f i; j g) ; i < j ñåìåéñòâà � 2 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

c(f i; j g) = i +
j

�
j _� 1

�

2
; (i < j ) :

Ïîëîæèì L (c(f i; j g)) 
 i; R (c(f i; j g)) 
 j:
Òîãäà åñëè c(f i; j g) = x; òî R (x) è L (x) âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R (x) = �k

 
k

�
k _� 1

�

2
> x

!

_� 1; L (x) = x _�
R (x)

�
R (x) _� 1

�

2
:

Çäåñü � � îïåðàòîð ìèíèìèçàöèè [119].
Î÷åâèäíî, íóìåðàöèÿ � 2 : N ! � 2; îïðåäåëåííàÿ òàê: (8x 2 N ) [� 2 (x) = f L (x) ; R (x)g]

ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé è îäíîçíà÷íîé [142].
Äëÿ âñÿêîãî ýëåìåíòà f èç M çàäàäèì ìíîæåñòâî ' (f ) = f x1; :::; xkg â ïîðÿäêå

âîçðàñòàíèÿ åãî ýëåìåíòîâ k = K 1 � K 2 � ::: � K n :
Òîãäà ýòî ìíîæåñòâî ìîæíî çàêîäèðîâàòü òàê:

ck (f x1; x2; :::; xkg) = c(f x1; c(f x2; :::; c(f xk� 1; xkg):::):

ãäå c(f i; j g) � íóìåðàöèÿ ñåìåéñòâà � 2:
Íóæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ i; j (i < j ) ; êðîìå äâóõ ýëåìåíòîâ f 0; 1g è f 0; 2g; èìååò

ìåñòî c(f i; j g) > max (i; j ) ; ïîýòîìó ïðè x1 < x 2 < ::: < x k ; (k > 3) îãðàíè÷åíèå (íåðàâåí-
ñòâî) i < j; êîòîðîå íåîáõîäèìî äëÿ íóìåðàöèè c; âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ.

Òàêîå êîäèðîâàíèå ôóíêöèè èç M â íàòóðàëüíîå ÷èñëî îáîçíà÷èì ÷åðåç
�' : M ! N: Î÷åâèäíî, hM; �' i åñòü ìíîæåñòâî ñèëüíî êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ è �' (M ) êî-
íå÷íî. Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè ñëåäñòâèÿ 1.1 [9] ïðîáëåìà êëàñ ñèôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; �' i
ðàçðåøèìà.

Íà ïðàêòèêå, íàïðèìåð ïðè ðàáîòå ñ òåêñòóðàìè, êàê ïðàâèëî, ïåðåõîä ê íàòóðàëüíûì
÷èñëàì íå ïðîèçâîäÿò, à ðàáîòàþò íåïîñðåäñòâåííî ñ ìíîæåñò âàìè ' (f ) ; f 2 M:

Ïðîíóìåðóåì ìíîæåñòâà ' (f ) ; f 2 M: Òîãäà ïîëó÷èì íåêîòîðîå ñåìåéñòâî � 0 


 f X1; X2; :::; Xmg; î÷åâèäíî, � 0 � � : Òðåáóåòñÿ íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò

m ýëåìåíòîâ (÷èñåë) èç
m
[

i =1
Xi ; è ðåøàþùèå ïðàâèëà êëàññèôèêàöèè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïîñòðîèì èíäåêñíûå ìíîæåñ òâà C i
m+1 è ëîãè÷åñêóþ

ìàòðèöó q = [ qij ]m� m òàê: C i
1 = Xi ; (i; j = 1; m) è äàëåå ïî ðåêóððåíòíîé ñõåìå:

C i
j +1 =

�
C i

j nXj ; åñëèC i
j nXj 6= ? ;

C i
j ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

qij =
�

ë; åñëèC i
j nXj 6= ? ;

u; åñëèC i
j nXj = ? :

Òîãäà ñïðàâåäëèâà
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Ò å î ð å ì à 6.6. Åñëè äëÿ ëþáûõ J; I � f 1; 2; :::; mg òàêèõ, ÷òî J \ I = ? è [
t2 J

Xt 6=

6= [
l2 I

Xl ; è äëÿ ëþáûõ i; j; t = 1; m; (i 6= j ) ; (i 6= t) ; C i
j 6= C t

j ; òî ñóùåñòâóåò m ÷èñåë

ai 2 C i
m+1 òàêèõ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî X èç ' (M ) ïðåäèêàò

	 i (X) = dai 2 Xe & :
�

m
_

j =1
daj 2 Xe & qij

�

îáðàùàåòñÿ â ¾èñòèíó¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X = Xi ; Xi 2 � 0:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû 6.6 èíäåêñíûå ìíîæå ñòâà C i
m+1

íå ïóñòû è ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Âûáèðàÿ ïî ýëåìåíòó èç êàæäîãî ìí îæåñòâà C i
m+1 ; ïîëó÷èì

èñêîìûå ýëåìåíòû ai ;
�
i = 1; m

�
:

Â ñàìîì äåëå, ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâ C i
m+1 è ëîãè÷åñêîé ìàòðèöû q âèäíî, ÷òî

qij = u ) qj i = ë:
Ïóñòü X = Xi : Òîãäà dai 2 Xi e = u: Åñëè (8i 6= j ) ddaj =2 Xi e = ue; òî

m
_

j =1
daj 2 Xi e & qij = ë íåçàâèñèìî îò qij : Â ýòîì ñëó÷àå 	 i (Xi ) = u:

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü (9j 6= i )ddaj 2 Xi e = ue: Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ ëîãè÷åñêîé
ìàòðèöû q èìååì qj i = u; òî åñòü qij = ë: Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

m
_

j =1
daj 2 Xi e & qij = ë.

Ñëåäîâàòåëüíî, 	 i (Xi ) = u:
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî (8j 6= i ) d	 j (Xi ) = ëe: Çàìåòèì, ÷òî

	 j (Xi ) = daj 2 Xi e & :
�

m
_

l=1
dal 2 Xi e & qj l

�
:

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: êîãäà aj =2 Xi èëè aj 2 Xi : Â ïåðâîì ñëó÷àå âûñêàçûâàíèå
daj 2 Xe = ë è îòñþäà 	 j (Xi ) = ë:

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé: daj 2 Xie = u: Òîãäà, ñ äðóãîé ñòîðîíû, daj 2 Xi e = u:

Ñëåäîâàòåëüíî,
m
_

l=1
dal 2 Xi e & qj l = u; à èñêîìûé ïðåäèêàò 	 j (Xi ) = ë: ×òî è òðåáîâàëîñü

äîêàçàòü. �

Ÿ 7. Ìîäåëè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ðàáîòàþùèå â óñëîâèÿõ íåîïðåä åëåííîñòè

Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè îáúåêòîâ â ìàòåìàòè÷åñêîé êèáåðíåòèêå îñòàåòñÿ âåñüìà àêòóàëü-
íîé, è ÷èñëî ìåòîäîâ êëàññèôèêàöèè íåóêëîííî âîçðàñòàåò [5 , 22, 67, 121, 176].

Â äàííîì ïàðàãðàôå àíàëèçèðóåòñÿ ãðóïïà ìîäåëåé ïðèíÿòèÿ ð åøåíèé ñ îñíîâíûì ìíîæå-
ñòâîì M = M 1 � M 2 � ::: � M n îòíîñèòåëüíî îáó÷àþùåé âûáîðêè O � M; êëàññèôèöèðóþùåé
ôóíêöèåé f : I l ! I t ; I l 
 f 1; 2; :::; l g ; I t 
 f 1; 2; :::; tg ; ãäå l � ÷èñëî êîðòåæåé îáó÷àþùåé
âûáîðêè O = kuij kl � n ; t � ÷èñëî êëàññîâ, è ñèãíàòóðàìè � i 
 hRi 1; Ri 2; :::; Rit i ;

�
i = 1; m

�
:

Ðàññìîòðèì êàæäóþ ìîäåëü (êðèòåðèé ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé) îòäå ëüíî [70, 123].

7.1. Ìîäåëü ëîãè÷åñêîãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó âûáîðà èíôîðìàòèâíûõ çíà÷åíèé ïðèçí àêîâ â êîðòåæàõ îáó÷àþ-
ùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëîãè÷åñêîãî ðåøàþù åãî ïðàâèëà äëÿ êëàññèôèêàöèè
îáúåêòîâ èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà K � O:

Ïóñòü îáó÷àþùàÿ âûáîðêà O ïðåäñòàâëåíà â âèäå ìàòðèöû O = kuij kl � n ; ãäå
j = 1; n � ÷èñëî ïðèçíàêîâ, i = 1; l � ÷èñëî êëàññèôèöèðóåìûõ îáúåêòîâ êîðòåæåé äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë âèäà �ui = hui 1; ui 2; :::; uin i òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáûõ i 6= s ) �ui 6= �us: Îáó÷àþùóþ
âûáîðêó O ñîïðîâîæäàåò àïðèîðíî çàäàííàÿ êëàññèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ f : I l ! I t ; ãäå
I l 
 f 1; 2; :::; l g ; I t 
 f 1; 2; :::; tg ; t � ÷èñëî êëàññîâ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ.
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×åðåç �x = hx1; x2; :::; xn i îáîçíà÷èì íåèçâåñòíóþ ðåàëèçàöèþ îáúåêòà èç îñíîâíîãî ìíî æå-
ñòâà M: Òðåáóåòñÿ íàéòè óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ l ÷èñåë ai � èäåíòèôèêàöèîííûõ íîìåðîâ ,
òî åñòü èíôîðìàòèâíûõ çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ â êîðòåæàõ îáó÷àþ ùåé âûáîðêè O; äîñòàòî÷íûõ
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøàþùèõ ïðàâèë, ïîçâîëÿþùèõ êëàññèôèöèðî âàòü îáúåêòû-êîðòåæè èç ìíî-
æåñòâàK � M:

Äëÿ ýòîé öåëè, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [1], ïðèâåäåì ïî ñòàâëåííóþ çàäà÷ó ê èçâåñò-
íîé ñõåìå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ñ íåêîòîðûìè åå ðàñøèðåíèÿìè.

Íàøà áëèæàéøàÿ çàäà÷à � ñâåñòè êîðòåæè îáó÷àþùåé âûáîðêè O ê ìíîæåñòâàì òàê,
÷òîáû íå ïðîèçîøëî ïðè ýòîì ïîòåðè èíôîðìàöèè.

Îáîçíà÷èì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ �cj =
max

i
uij � min

i
uij

2
;

�
j = 1; n

�
j -ãî ïðèçíàêà äëÿ i -ãî

îáúåêòà.
Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà � > 0: Èñïîëüçóÿ ýòó êîíñòàíòó, âû÷èñëèì ðåêóððåíò-

íûìè ñîîòíîøåíèÿìè ñëåäóþùèå êîýôôèöèåíòû:

c1 = �c1 + �; c2 = 2c1 + �c2 + �; ::: ::: :::; cn = 2
n� 1X

j =1

cj + �cn + � :

Êîýôôèöèåíòû cj ââîäÿòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû íå ïðîèçîøëî íåíóæíûõ ¾ñëèïàíèé¿ ý ëåìåí-
òîâ êîðòåæåé îáó÷àþùåé âûáîðêè O = kQi ki = 1;l :

Ââåäåì ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ i -ãî ýòàëîííîãî îáúåêòà â îáó÷åíèè Qi 
 f ui 1 + c1;
ui 2 + c2; : : : ; uin + cng; à äëÿ íåèçâåñòíîãî è ïðåäúÿâëÿåìîãî äëÿ êëàññèôèêàöèè îáúå êòà
X 
 f x1 + c1; x2 + c2; : : : ; xn + cn g:

Ïîñòðîèì èíäåêñíûå ìíîæåñòâà V i
l+1 ;

�
i = 1; l

�
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïåðâîíà÷àëüíî îïðåäåëÿåì èñõîäíûå èíäåêñíûå ìíîæåñòâà V i
1 = Qi :

Íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ ââîäèì ðåêóððåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïî ïàðíîãî ¾ñöåïëåíèÿ¿ èñ-
õîäíûõ ìíîæåñòâ:

V i
j +1 =

�
V i

j nQj ; åñëèV i
j nQj 6= ? ;

�
i; j = 1; l

�
:

V i
j ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Íà ïîñëåäíåì øàãå ïîëó÷àåì êîíå÷íûå èíäåêñíûå ìíîæåñòâà, í å ïåðåñåêàþùèåñÿ îñòàòêè
îò èñõîäíûõ ìíîæåñòâ, òî åñòü ¾÷èñòûå¿ îò âñåõ âîçìîæíûõ ïåð åñå÷åíèé (¾ñöåïëåíèé¿) ñ
äðóãèìè ìíîæåñòâàìè.

Ýòè èíäåêñíûå ìíîæåñòâà ñîïðîâîæäàåò ëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà q = kqij kl � l ; ýëåìåíòû êî-

òîðîé çàäà¼ì ïî ïðàâèëó: qij =
�

0; åñëèV i
j nQj 6= ? ;

�
i; j = 1; l

�
;

1; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Òàêèì îáðàçîì ðàâåíñòâî êàêîãî-ëèáî èñõîäíîãî Qj -ãî ìíîæåñòâà èíäåêñíîìó V i

j íà ñî-
îòâåòñòâóþùåì j -ì øàãå ïîñòðîåíèÿ ôèêñèðóåòñÿ çíà÷åíèåì qij = 1 ýëåìåíòà ìàòðèöû q:

Ï ð è ì å ð 7.1. Èñõîäíûå ìíîæåñòâà Q1; Q2; Q3; Q4 çàäàíû êðóãàìè Âåííà.
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1-é øàã
V 1

1 = Q1;
V 2

1 = Q2;
V 3

1 = Q3;
V 4

1 = Q4;

2-é øàã
V 1

2 = Q1;
V 2

2 = Q2nQ1;
V 3

2 = Q3nQ1;
V 4

2 = Q4nQ1 = Q4;

3-é øàã
V 1

3 = Q1nQ2;
V 2

3 = Q2nQ1;
V 3

3 = Q3nQ1;
V 4

3 = ( Q4nQ1) nQ2 = Q4;

4-é øàã
V 1

4 = ( Q1nQ2) nQ3;
V 2

4 = ( Q2nQ1) nQ3;
V 3

4 = Q3nQ1;
V 4

4 = Q4nQ3 = Q4;

5-é øàã
V 1

5 = (( Q1nQ2) nQ3) nQ4 = ( Q1nQ2) nQ3;
V 2

5 = (( Q2nQ1) nQ3) nQ4 = ( Q2nQ1) nQ3;
V 3

5 = ( Q3nQ1) nQ4 = ( Q3nQ1) ;
V 4

5 = Q4;

Ëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà äëÿ äàííîãî ïðèìåðà èìååò âèä:

kqij k4� 4 =


















1 0 0 0
0 1 0 0
0 1 1 0
0 0 0 1


















:

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A i (p) ìíîæåñòâî ýòàëîíîâ èíôîðìàöèîííûõ çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ ai :
A i (p) 
 f ajai � �mj + � j (p) 6 a 6 ai + �mj � � j (p)g ; ãäå ai 2 V i

l+1 ;
�
i = 1; l

�
:

Èíäåêñ j âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ cj � �cj 6 ai 6 cj + �cj :

�mj =
min (a � b)

2
; ãäå (a � b) > 0; a; b2 f u1j ; u2j ; :::; ulj g:

� j (p) = 2 p �mj ; (1 6 j 6 n; 0 < p < 0; 5) :

Äàëåå ÷åðåçPp
i (X) îáîçíà÷èì ïðåäèêàòû ¾ñöåïëåíèÿ¿ (ïåðåñå÷åíèÿ) íåèçâåñòí îãî îáúåêòà

X ñ ìíîæåñòâîì ýòàëîíîâ èíôîðìàöèîííûõ çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ A i (p) :

Pp
i (X) =

�
1; åñëèA i (p) \ X 6= ? ;

�
i = 1; l

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ò å î ð å ì à 7.1. Åñëè äëÿ ëþáûõ F; J l � f 1; 2; :::; l g òàêèõ, ÷òî F \ J = ? è
[

i 2 F
Qi 6= [

j 2 J
Qj è (8r 6= k; k 6= m) (8r; k; m 2 J l 
 f 1; 2; :::; lg) [V r

k 6= V r
m ] ; òî ñóùåñòâóåò l

÷èñåë ai 2 V i
l+1 òàêèõ, ÷òî îáùåå ëîãè÷åñêîå ðåøàþùåå ïðàâèëî

R1g (X) = _
i 2 D g

	 i (X) ;
�
g = 1; t

�
;

ãäå ÷àñòíûå ðåøàþùèå ïðåäèêàòû

	 i (X) = Pp
i (X) & :

�
l
_

j =1
Pp

j (X) & qij

�
; i 6= j

âû÷èñëÿþòñÿ íà íåêîòîðîì êëàññå K (p) � O; çàâèñÿùåì îò ìíîæåñòâ A i (p) ;
�
i = 1; l

�
;

Dg = f djf (d) = gg � ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî íà îáó÷àþùåé âûáîðêå O ðåøàþùåå ïðàâè-
ëî òåîðåìû 7.1 ðàáîòàåò ïðàâèëüíî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óáå äèòüñÿ, ÷òî åñëè �x = �ui 2 O; òî
	 i (Qi ) = 1 è äëÿ âñåõ j 2 J l 
 f 1; 2; :::; l g ; l 2 N ; j 6= i ) 	 j (Qi ) = 0 : Â ñàìîì äåëå, ïóñòü

X = Qi : Òîãäà Pp
i (Qi ) = 1 : Åñëè (8j 6= i )

l
Pp

j (Qi ) = 0
m

; òî
l
_

j =1
Pp

j (Qi ) & qij = 0 íåçàâèñèìî

îò qij : Â ýòîì ñëó÷àå 	 i (Qi ) = 1 :
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Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü (9j 6= i )
l
Pp

j (Qi ) = 1
m

: Ïî ïîñòðîåíèþ ëîãè÷åñêîé ìàò-

ðèöû q = kqij kl � l èìååì qj i = 1 ; íî òîãäà qij = 0 : Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðè i 6= j
l
_

j =1
Pp

j (Qi ) & qij = 0 : Ñëåäîâàòåëüíî, 	 i (Qi ) = 1 :

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî (8j 6= i ) d	 j (Qi ) = 0 e:

Çàìåòèì, ÷òî ïðè r 6= j 	 j (Qi ) = Pp
j (Qi ) & :

�
l
_

r =1
Pp

r (Qi ) & qjr

�
: Âîçìîæíî äâà

ñëó÷àÿ: êîãäà Pp
j (Qi ) = 0 èëè Pp

j (Qi ) = 1 : Â ïåðâîì ñëó÷àå 	 j (Qi ) = 0 : Ðàññìîòðèì âòîðîé
ñëó÷àé: Pp

j (Qi ) = 1 : Òîãäà qj i = 1 : Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Pp
i (Qi ) = 1 :

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè r 6= j
l
_

r =1
Pp

r (Qi ) & qj i = 1 ; à èñêîìûé ïðåäèêàò 	 j (Qi ) = 0 ; ÷òî è

òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �
Èòàê, ìîäåëü ëîãè÷åñêîãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà ïðåäñòàâèì â âè äå: M 1 
 hM ; O; f; � 1 



 hR11; R12; : : : ; R1t ii :
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ l ýëåìåíòîâ ai 2 V i

l+1 ;
�
i = 1; l

�
ïîêàçàíû â

ðàáîòå [67], à ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè äåéñòâèÿ ðåøàþùåãî ïðàâèëà R1g (�x) ;
�
g = 1; t

�
íà êëàññû

K (p) äîñòèãàþòñÿ çà ñ÷åò ìíîæåñòâ A i (p) : Ìíîæåñòâà A i (p) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ýòàëîíû äëÿ îáùåãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà, ïðèâåäåííîãî â òåîðå ìå 7.1, à ÷èñëà ai ;

�
i = 1; l

�
�

êàê èíôîðìàòèâíûå çíà÷åíèÿ ïðèçíàêîâ â êîðòåæàõ îáó÷àþùåé âûáîðêè O:

7.2. Ìîäåëü ãîëîñîâàíèÿ ñ îòíîøåíèÿìè òîëåðàíòíîñòè

Ìîäåëü ãîëîñîâàíèÿ ñ îòíîøåíèÿìè òîëåðàíòíîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç
M 2 
 hM ; O; f; � 1; � 2; :::; � n ; � 2i ; ãäå M � îñíîâíîå ìíîæåñòâî; O � îáó÷àþùàÿ âûáîð-
êà; f � êëàññèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ; � j � îòíîøåíèÿ òîëåðàíòíîñòè íà M j ; (j = 1; n)
� 2 
 hR21; R22; :::; R2t i � ñèãíàòóðà, ïðåäèêàòû êîòîðîé èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñëåäóþùè ì îáðà-
çîì:

à) îáùåå ðåøåíèå � R2k (�x) = _
i 2 D k

Ti (�x) ;
�
k = 1; t

�
; ãäå ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ

îáúåêòîâ � Dk = f i jf (i ) = kg; �x = hx1; x2; :::; xn i 2 M ;

á) ÷àñòíûå ðåøàþùèå ïðåäèêàòû � Ti (�x) =
�

1; åñëèTi = T0;
�
i = 1; l

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ti =
nX

j =1

pj (uij ; x j ); T0 = max( T1; T2; :::; T` );

â) pj (uij ; x j ) � ìåðà òîëåðàíòíîñòè ( áëèçîñòè, ñõîäñòâà) ìåæäó ýòàëîííûì uj è ïðåäú-
ÿâëåííûì x j çíà÷åíèÿìè j -ãî ïðèçíàêà äëÿ i -ãî îáúåêòà:

pj (uij ; x j ) =
�

1; åñëèuij � j x j ;
�
j = 1; n

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Åñëè ìàòðèöà O ñîñòîèò èç äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òî â êà÷åñòâå� j óäîáíî áðàòü, íàïðèìåð,
ñëåäóþùèå îòíîøåíèÿ òîëåðàíòíîñòè íà M j :

x� j y , j x � yj 6 " i ; (" i > 0) :

Â ÷àñòíîñòè, åñëè âñå" i = 0 ;
�
i = 1; l

�
; òî ïîëó÷èì ìîäåëü êîëëåêòèâíîãî ãîëîñîâàíèÿ.

7.3. Ìîäåëü êîëëåêòèâíîãî ãîëîñîâàíèÿ

Ìîäåëü êîëëåêòèâíîãî ãîëîñîâàíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç M 3 
 hM ; O; f ; � 3i ñ òåì æå îñíîâ-
íûì ìíîæåñòâîì M; îáó÷àþùåé âûáîðêîé O; êëàññèôèöèðóþùåé ôóíêöèåé f è ñèãíàòóðîé
� 3 
 hR31; R32; :::; R3t i ; îáùåå ðåøåíèå êîòîðîé èíòåðïðåòèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì :

R3k (�x) = _
i 2 D k

K i (�x) ;
�
k = 1; t

�
; ãäå ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Dk = f i jf (i ) = kg; �x = hx1; :::; xn i 2 M:
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×àñòíûå ðåøàþùèå ïðåäèêàòû

K i (�x) =

8
<

:
1; åñëèK i = K 0;

�
i = 1; l

�
; K i =

nP

j =1
p(uij ; x j );

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ìåðà áëèçîñòè ìåæäó ýòàëîííûìè uj è ïðåäúÿâëåííûìè x j çíà÷åíèÿìè j -ãî ïðèçíàêà
äëÿ i -ãî îáúåêòà:

p(uij ; x j ) =
�

1; åñëèuij = x j ;
�
i = 1; l ; j = 1; n

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
K 0 = max ( K 1; K 2; :::; K l ) :

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîëîæèòü K 0 = n; òî ïîëó÷èì ìîäåëü ñèëüíîãî ãîëîñîâàíèÿ.

7.4. Ìîäåëü ñèëüíîãî ãîëîñîâàíèÿ

Ìîäåëü ñèëüíîãî ãîëîñîâàíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç M 4 
 hM ; O; f ; � 4i ñ òåì æå îñíîâíûì ìíî-
æåñòâîì, îáó÷àþùåé âûáîðêîé, êëàññèôèöèðóþùåé ôóíêöèåé, ÷òî è â ïðåäûäóùåé ìîäåëè
è ñèãíàòóðîé � 4 
 hR41; R42; :::; R4t i ; ïðåäèêàòû îáùåãî ðåøåíèÿ êîòîðîé èíòåðïðåòèðóþòñÿ
òàê:

R4k (�x) = _
i 2 D k

Ci (�x) ;
�
i = 1; l

� �
k = 1; t

�
; ãäå ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ

Dk = f i jf (i ) = kg; �x = hx1; :::; xn i 2 M:

×àñòíûå ðåøàþùèå ïðåäèêàòû: Ci (�x) =
n
&

j =1
p(uij ; x j ) :

Ìåðà áëèçîñòè ìåæäó ýòàëîííûìè uj è ïðåäúÿâëåííûìè x j çíà÷åíèÿìè j -ãî ïðèçíàêà
äëÿ i -ãî îáúåêòà

p(uij ; x j ) =
�

1; åñëèuij = x j ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ç à ì å ÷ à í è å 7.1. Åñëè (8k 2 Jt ) [R4k (�x) = 0] ; òî äàåòñÿ îòêàç îò ðåøåíèÿ.

7.5. Ìîäåëü Ãóðâèöà (ìèíèìàêñíûé êðèòåðèé êëàññèôèêàöèè)

Ìîäåëü Ãóðâèöà îáîçíà÷èì ÷åðåç M 5 
 hM ; O; f ; � 5i : Îñíîâíîå ìíîæåñòâî M; îáó÷àþ-
ùàÿ âûáîðêà O è êëàññèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ f âçÿòû òàêèìè æå, ÷òî è â ïðåäûäóùèõ
ìîäåëÿõ.

Ñèãíàòóðà � 5 
 hR51; R52; :::; R5t i ñîñòîèò èç t ïðåäèêàòîâ, êîòîðûå èìåþò âèä:
à) îáùåå ðåøåíèå:

R5k (�x) = _
i 2 D k

Gi (�x) ;
�
k = 1; t

�
;

ãäå ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ Dk = f i jf (i ) = kg;
�
k = 1; t

�
; �x = hx1; :::; xn i 2

2 M ;
á) ÷àñòíûå ïðåäèêàòû:

Gi (x) =
�

1; åñëè� i = � 0;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

� i = � i 0 � � + � im � (1 � � ) ; 0 6 � 6 1; � 0 = min (� 1; : : : ; � l ) ; � i 0 = max (� i 1; � i 2; : : : ; � in ) ;
� im = min (� i 1; � i 2; : : : ; � in )

�
i = 1; l

�
; ãäå ìåðà áëèçîñòè � ij = jx j � uij j ;

�
i = 1; l ; j = 1; n

�
:

Â ÷àñòíîñòè, ïðè � = 1 èìååì ìîäåëü Âàëüäà.

7.6. Ìîäåëü Âàëüäà

Ìîäåëü Âàëüäà îáîçíà÷èì ÷åðåç M 6 
 hM ; O; f ; � 6i ; ãäå M; O; f � îñíîâíîå ìíîæåñòâî,
îáó÷àþùàÿ âûáîðêà è êëàññèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ñîáñòâåííî ò å æå, ÷òî è â ïðåäûäóùåé
ìîäåëè, à îáùèå ïðåäèêàòû ñèãíàòóðû � 6 
 hR61; R62; :::; R6t i èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: R6k (�x) = _

i 2 D k

Wi (�x) ;
�
k = 1; t

�
; ãäå ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ
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Dk = f i jf (i ) = kg;
�
k = 1; t

�
; �x = hx1; :::; xn i 2 M; ãäå ÷àñòíûå ïðåäèêàòû:

Wi (�x) =
�

1; åñëè� i 0 = � 0;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

�
i = 1; l

�
;

� 0 = min (� 10; � 20; :::; � l0) ; � i 0 = max (� i 1; � i 2; :::; � in ) :
Ìåðà áëèçîñòè: � ij = juij � x j j ;

�
i = 1; l; j = 1; n

�
:

7.7. Ìîäåëü Ëàïëàñà

Ìîäåëü Ëàïëàñà îáîçíà÷èì ÷åðåç M 7 
 hM ; O; f ; � 7i ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì M; îáó÷àþ-
ùåé âûáîðêîé O; êëàññèôèöèðóþùåé ôóíêöèåé f; ÷òî è â ïðåäûäóùåé ìîäåëè, à ïðåäèêàòû
ñèãíàòóðû � 7 
 hR71; R72; :::; R7t i èíòåðïðåòèðóþòñÿ òàê:

R7k (�x) = _
i 2 D k

L i (�x) ;
�
k = 1; t

�
;

ãäå ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ Dk = f i jf (i ) = kg; �x = hx1; x2; :::; xn i 2 M:
×àñòíûå ïðåäèêàòû ïðåäñòàâèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L i (�x) =
�

1; åñëèL i = L 0;
�
i = 1; l

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå L i =
nP

j =1
� ij ;

�
i = 1; l

�
; L 0 = min L i :

Ìåðà áëèçîñòè: � ij = juij � x j j ;
�
i = 1; l ; j = 1; n

�
:

7.8. Ìîäåëü Ñýâèäæà

Ìîäåëü Ñýâèäæà îáîçíà÷èì ÷åðåç M 8 
 hM ; O; f ; � 8i ; ãäå îñíîâíîå ìíîæåñòâî M; îáó÷à-
þùàÿ âûáîðêà O � M è êëàññèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ f òå æå, ÷òî è â ïðåäûäóùèõ ìîäåëÿõ.

Ïðåäèêàòû ñèãíàòóðû � 8 
 hR81; R82; :::; R8t i èíòåðïðåòèðóþòñÿ òàê:

R8k (�x) = _
i 2 D k

Si (�x) ;
�
k = 1; t

�
;

ãäå ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ Dk = f i jf (i ) = kg; �x = hx1; :::; xn i 2 M:
×àñòíûå ïðåäèêàòû îïðåäåëèì òàê:

Si (�x) =
�

1; åñëèSi = S0;
�
i = 1; l

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå Si = max
j

r ij ; S0 = min
i

Si ;
�
i = 1; l

�
;

r ij = � max
j � � ij ; (r ij > 0) ; � max

j = max
i

� ij ;

ìåðà áëèçîñòè � ij = juij � x j j ;
�
i = 1; l ; j = 1; n

�
:

7.9. Ìîäåëü ìèíèìóìà ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ

Ìîäåëü îáîçíà÷èì ÷åðåç M 9 
 hM ; O; f ; � 9i : Îñíîâíîå ìíîæåñòâî M; îáó÷àþùàÿ âûáîð-
êà O è êëàññèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ f òå æå, ÷òî è â ïðåäûäóùèõ ìîäåëÿõ, à ïðåäèêàòû
ñèãíàòóðû � 9 
 hR91; R92; :::; R9t i èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R9k (�x) = _
i 2 D k

� i (�x) ;
�
k = 1; t

�
;

ãäå ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ Dk = f i jf (i ) = kg; �x = hx1; :::; xn i 2 M:
×àñòíûå ïðåäèêàòû

� i (�x) =
�

1; åñëè
 i = 
 0;
�
i = 1; l

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
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ãäå ìåðà áëèçîñòè 
 i =
nP

j =1
(uij � x j )2 ; 
 0 = min (
 1; 
 2; :::; 
 l ) :

7.10. Ìîäåëü òî÷åê ñ îêðåñòíîñòÿìè

Ïóñòü äàíà îáó÷àþùàÿ ìàòðèöà O = kuij kl � n ; ñîñòîÿùàÿ èç l êîðòåæåé
�ui = hui 1; ui 2; :::; uin i äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë uij òàêèõ, ÷òî �ui 6= �uj ïðè i 6= j è
êëàññèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ f : J l ! Jt ; ãäå J l 
 f 1; 2; :::; l g ; Jt 
 f 1; 2; :::; tg; ( t � ÷èñëî
êëàññîâ). ×åðåç j �u � �vj îáîçíà÷èì åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè �u = hu1; u2; :::; un i

è �v = hv1; v2; :::; vn i ; j �u � �vj =

s
nP

i =1
(ui � vi )

2:

Ïóñòü " = min
�u; �v2 O

j �u � �vj ; (" > 0) : Òîãäà äëÿ ëþáîãî �x = hx1; x2; :::; xn i ÷àñòíîå ðåøåíèå
îïðåäåëèì ÷åðåç ïðåäèêàò

Pi (�x) =
�

1; åñëè j �ui � �xj < "= 2;
�
i = 1; l

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

ãäå Dk = f i jf (i ) = kg � ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ.
Â öåëîì äëÿ m ñõåì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îáùóþ ìîäåëü (îá ùèé

ðåøàòåëü) M 
 hM ; O; f ; � i ñ òåì æå îñíîâíûì ìíîæåñòâîì M; îáó÷àþùåé âûáîðêîé O
è êëàññèôèöèðóþùåé ôóíêöèåé f : J l ! Jt ; ÷òî è â ìîäåëÿõ M 1; :::; M m è ñèãíàòóðîé
� 
 hR1; R2; :::; Rt i ; ïðåäèêàòû êîòîðîé èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Rk (�x) =
�

1; åñëèDk = D0;
�
k = 1; t

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ Dk =
mP

i =1
Rik (�x) ;D0 = max ( D1; D2; :::; D t ) ;

�x = hx1; :::; xn i 2 M ; Rik 2 � 0 =
m
[

i =1
� i :

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âñå ïåðå÷èñëåííûå ìîäåëè ëåãêî ðåàë èçîâàòü àïïàðàòíî â âèäå
êëàññèôèêàòîðîâ ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíîãî äåéñòâè ÿ, è, îáúåäèíÿÿ ïîñëåäíèå îáùèì
ðåøàòåëåì, ïîâûñèòü â öåëîì íàäåæíîñòü êëàññèôèêàöèè îáúå êòîâ [6].

7.11. Êîíå÷íàÿ ìîäåëü êëàñòåðèçàöèè ñ ïîðîæäåíèåì îòíîøåí èé-îáðàçîâ

Â ðàáîòàõ [11, 52, 57] ïîêàçàíî ïðèìåíåíèå êëàñòåðíîãî àíàëèçà äëÿ êëàññèôèêàöèè îáú-
åêòîâ. Â äàííîì ïóíêòå áóäåò äåìîíñòðèðîâàòüñÿ ñâîåîáðàçí àÿ êëàñòåðèçàöèÿ, îñíîâàííàÿ íà
ïîðîæäåíèè êëàññîâ èç îáó÷àþùåé âûáîðêè, êîòîðàÿ èñïîëüçó åòñÿ â äàëüíåéøåì äëÿ ðåøåíèÿ
íåêîòîðûõ òðàäèöèîííî ¾òðóäíûõ¿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, â ÷àñòí îñòè, êëàññèôèêàöèè òåêñòóð
[72].

Ïðè ðàáîòå ñ òåêñòóðàìè âàæíî ïîñòðîèòü àäåêâàòíóþ ìîäåëü ê ëàññèôèêàöèè äëÿ àïðèîð-
íî çàäàííûõ êëàññîâ òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé [11]. Òàêàÿ ìîä åëü ñòðîèòñÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâà
íàáëþäåíèé F òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé íà îñíîâå îáó÷àþùåé èíôîðìàöèè ñ ïî ðîæäåíèåì
îòíîøåíèé-îáðàçîâ äâóõìåñòíîé îïåðàöèè, îïðåäåëÿåìîé ñ ï îìîùüþ ïîëóñóììû.

Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé M ñ îòîáðàæåíèåì 
 : M ! F â
ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ îáúåêòîâ F; ãäå â êà÷åñòâå êîíå÷íûõ îáúåêòîâ âçÿòû äèñêðåòíûå
ìàòðèöû f (x; y) ðàçìåðîì m � n: Ôóíêöèÿ f (x; y) : Jm � Jn ! Jr ; ãäå Jm 
 f 1; 2; :::; mg;
Jn 
 f 1; 2; :::; ng ; Jr 
 f 1; 2; :::; r g :

Â ïðîñòðàíñòâå íàáëþäåíèé F èìååòñÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà O = h
 ( � 1) ; 
 ( � 2) ; :::; 
 ( � l )i
òàêàÿ, ÷òî 
 ( � 1) = f 1 (x; y) ; :::; 
 ( � l ) = f l (x; y) ; è çàäàíà êëàññèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ
g : J l ! Jt ; J l 
 f 1; 2; :::; lg ; Jt 
 f 1; 2; :::; tg ( t � ÷èñëî êëàññîâ).

Íà ìíîæåñòâå F ââåäåì áèíàðíóþ îïåðàöèþ ïîëóñóììû [ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f (x; y) = f 1 (x; y) [ f 2 (x; y) , f (x; y) =
�

f 1 (x; y) + f 2 (x; y)
2

�
:
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Êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà. Òàêèì îáðàçî ì, èìååì àëãåáðó


F ; [

�

ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì F è îïåðàöèåé [ : Ñ ïîìîùüþ áèíàðíîé îïåðàöèè [ è ìíî-
æåñòâAk = f f i (x; y) ji 2 Dkg; ãäå ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ Dk 
 f i jg (i ) = kg;�
k = 1; t

�
ïîðîæäàþòñÿ îòíîøåíèÿ-îáðàçû Fk ; òî åñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü

M 
 hF ; F1; :::; Ft i ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì F è îòíîøåíèÿìè F1; :::; Ft :
Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü àäåêâàòíà èñõîäíîé ìîäåëè A 
 hM ; M 1; :::; M t i ñ îñíîâíûì ìíîæå-

ñòâîì M è íåêîòîðûìè àïðèîðíî çàäàííûìè êëàññàìè M i � M;
�
i = 1; t

�
: Àäåêâàòíîñòü

äîñòèãàåòñÿ òåì, ÷òî îïåðàöèÿ [ îòðàæàåò êîìïàêòíîñòü , èìåþùóþ ìåñòî ìåæäó òåêñòó-
ðàìè îäíîãî êëàññà.

Ðåøàþùåå ïðàâèëî äëÿ êëàññèôèêàöèè òåêñòóð â ýòîì ñëó÷àå ìî æíî çàïèñàòü ÷åðåç ïðå-
äèêàò ïðèíàäëåæíîñòè îòíîøåíèþ îáðàçà Fi :

Pi (� ) =
�

1; åñëè
 ( � ) 2 Fi ;
�
i = 1; t

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Áëàãîäàðÿ îñíîâíîìó ñâîéñòâó ìîäåëè

f (x; y) 2 Fi , f min
i (x; y) 6 f (x; y) 6 f max

i (x; y) ;
�
i = 1; t

�
;

ãäå f min
i (x; y) = min

j 2 D i
f j (x; y) ; f max

i (x; y) = max
j 2 D i

f j (x; y) ;
�
i; j = 1; t

�
; ïðåäèêàò Pi (� ) ýô-

ôåêòèâíî âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî � 2 M:
Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêèå ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîãî ïðîñòðàíñ òâà ôóíê-

öèé F â äðóãèå ïðîñòðàíñòâà ñ òåì, ÷òîáû ðàñøèðèòü êëàññû Fk áåç óùåðáà äëÿ íàäåæíî-
ñòè êëàññèôèêàöèè, ïîëó÷àåìîé ñ ïîìîùüþ ðåøàþùèõ ïðàâèë äë ÿ ìîäåëè M ?

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë ' : F ! N0 òàêîé, ÷òî

' (f (x; y)) 

mX

x=1

nX

y=1

f (x; y); ãäåN0 
 f xjm � n 6 x 6 m � n � r g :

Îáîçíà÷èì ÷åðåç amin
k 
 '

�
f min

k (x; y)
�

; amax
k 
 ' (f max

k (x; y)) ;
�
k = 1; t

�
:

Íà ìíîæåñòâå N0 ââåäåì áèíàðíóþ îïåðàöèþ � ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a � b =
�

a + b
2

�
:

Òîãäà ïîëó÷èì àëãåáðó


N0; �

�
: ×åðåç Nk ;

�
k = 1; t

�
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà, ïîðîæ-

äåííûå îïåðàöèåé � èç äâóõýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ
�

amin
k ; amax

k

	
; è ðàññìîòðèì ìîäåëü

N 
 hN0; N1; N2; :::; N t i : Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî Nk 

�

xjamin
k 6 x 6 amax

k

	
;

�
k = 1; t

�
:

Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

(8k 2 Jt ) (8f (x; y) 2 F ) [f (x; y) 2 Fk ) ' (f (x; y)) 2 Nk ] ;

òî åñòü èìååò ìåñòî ðàñøèðåíèå êëàññîâ Fk ;
�
k = 1; t

�
: Äðóãèìè ñëîâàìè, âîçìîæíî ñóùåñòâî-

âàíèå òàêîé ôóíêöèè f (x; y) 2 Fk ; ÷òî ' (f (x; y)) 2 Nk :
Â ïðèíöèïå äëÿ êëàññèôèêàöèè èñõîäíûõ ýëåìåíòîâ � 2 M ìîæíî èñïîëüçîâàòü áîëåå

ïðîñòûå ðåøàþùèå ïðàâèëà:

Qi (� ) =
�

1; åñëèamin
i 6 ' (
 ( � )) 6 amax

i ;
�
i = 1; t

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
(A)

Ç à ì å ÷ à í è å 7.2. Ðåøàþùèå ïðàâèëà âèäà (A) íå áóäóò ïîíèæàòü íàäåæíîñòè
êëàññèôèêàöèè, äîñòèãàåìîé ðåøàþùèìè ïðàâèëàìè äëÿ ìîäåë è M ïðè óñëîâèè ïîïàðíî-
ãî íåïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ Nk ;

�
k = 1; t

�
:
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Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü íàêëàäûâàåò óñëîâèÿ íà èñõîäíóþ îáó÷àþùó þ âûáîðêó ñëåäóþùåãî
âèäà: äëÿ ëþáîãî i = 1 ; 2; :::; t � 1; íåîáõîäèìî amin

h(i +1) > a max
h(i ) ; ãäå h (i ) � ïåðåñòàíîâêà

íîìåðîâ 1; 2; :::; t ýëåìåíòîâ amax
1 ; :::; amax

t òàêàÿ, ÷òî amax
h(1) < a max

h(2) < ::: < a max
h(t) :

Ýòî óñëîâèå êîíñòðóêòèâíîå è ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ äëÿ ëþáîé îáó÷àþùåé âûáîðêè
O = h
 ( � 1) ; :::; 
 ( � t )i ñ êëàññèôèöèðóþùåé ôóíêöèåé g : J l ! Jt :

Â êà÷åñòâå äðóãîãî ôóíêöèîíàëà, îáëàäàþùåãî àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè, êàê è
ôóíêöèîíàë '; âîçüìåì ôóíêöèîíàë 
 : F ! Jr ; Jr 
 f 1; 2; :::; r g : Òîãäà îáðàçîì äèñêðåòíîé
ìàòðèöû f (x; y) èç ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íûõ îáúåêòîâ F áóäåò ÿâëÿòüñÿ îòîáðàæåíèå âèäà:


 (f (x; y)) = max
hx;y i2 Jm � Jn

f (x; y) � min
hx;y i2 Jm � Jn

f (x; y) :

Îáîçíà÷èì ÷åðåç bmin
k 
 


�
f min

k (x; y)
�

; bmax
k 
 
 (f max

k (x; y)) ;
�
k = 1; t

�
:

Íà ìíîæåñòâå Jr ââåäåì òàêæå áèíàðíóþ îïåðàöèþ � âèäà: a � b =
� a+ b

2

�
: Òîãäà

ïîëó÷èì àëãåáðó


Jr ; �

�
:

×åðåç L k ;
�
k = 1; t

�
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà, ïîðîæäåííûå îïåðàöèåé � èç äâóõýëåìåíò-

íûõ ìíîæåñòâ
�

bmin
k ; bmax

k

	
; è ðàññìîòðèì ìîäåëü J 
 hJr ; L 1; :::; L t i : Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî

L k 

�

xjbmin
k 6 x 6 bmax

k

	
: Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

(8k 2 Jt ) (8f (x; y) 2 F ) [f (x; y) 2 Fk ) 
 (f (x; y)) 2 L k ] ;

òî åñòü èìååò ìåñòî ðàñøèðåíèå êëàññîâ Fk ;
�
k = 1; t

�
è äëÿ êëàññèôèêàöèè èñõîäíûõ ýëå-

ìåíòîâ � 2 M ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ðåøàþùèå ïðàâèëà:

Ri (� ) =
�

1; åñëè bmin
i 6 
 (
 ( � )) 6 bmax

i ;
�
i = 1; t

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
(B )

Ç à ì å ÷ à í è å 7.3. Ðåøàþùèå ïðàâèëà âèäà (B ) íå áóäóò ïîíèæàòü òàêæå íàäåæ-
íîñòè êëàññèôèêàöèè, äîñòèãàåìîé ïðàâèëàìè äëÿ ìîäåëè M ïðè óñëîâèè ïîïàðíîãî íåïåðå-
ñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ L k :

Ýòî äîñòèãàåòñÿ, êîãäà äëÿ ëþáûõ i = 1 ; 2; :::; t � 1 èìååì bmin
h(i +1) > bmax

h(i ) ; ãäå h (i ) �
ïåðåñòàíîâêà íîìåðîâ 1; 2; :::; t ýëåìåíòîâ bmax

1 ; :::; bmax
t òàêàÿ, ÷òî

bmax
h(1) < bmax

h(2) < ::: < b max
h(t) :

Àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè ôóíêöèé ' è 
 îáëàäàþò ôóíêöèîíàëû � è �; êîòîðûå
ìîæíî îïðåäåëèòü òàê: äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f (x; y) 2 F

� ( f (x; y)) = �
hx;y i2 Jm � Jn

f (x; y) ;

� (f (x; y)) =
X

hx;y i2 Jm � Jn

2f (x;y ) :

Äëÿ ýòèõ ôóíêöèîíàëîâ â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ìíîæåñòâ ìîæíî âç ÿòü � = f xj1 6 x 6 r m�ng
è B = f xj2 � m � n 6 x 6 2r � m � ngñîîòâåòñòâåííî, à îòíîøåíèÿ � 1; :::; � t è B1; :::; B t ïîðîæ-
äàþòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè � èç äâóõýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ:

�
Cmin

k ; Cmax
k

	
è

�
lmin
k ; lmax

k

	
;�

k = 1; t
�

; ãäå Cmin
k = �

�
f min

k (x; y)
�

; Cmax
k = � ( f max

k (x; y)) ; lmin
k = �

�
f min

k (x; y)
�

; lmax
k =

= � (f max
k (x; y)) ;

�
k = 1; t

�
:

Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëÿì

N 
 hN0; N1; : : : ; N t i ; I 
 hI r ; L 1; : : : ; L t i ; P 
 h�; � 1; : : : ; � t i ; L 
 hB ; B1; : : : ; B t i ;

ñîîòâåòñòâóþò ðàñøèðåíèÿ ìîäåëè M : M I =


F ; F I

1 ; :::; F I
t

�
;

M II =


F ; F II

1 ; :::; F II
t

�
; M III =



F ; F III

1 ; :::; F III
t

�
; M IV =



F ; F IV

1 ; :::; F IV
t

�
;
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òàêèå, ÷òî ïðè
�
i = 1; t

�

Fi � F I
i 
 f f (x; y) j' (f (x; y)) 2 N i g; Fi � F II

i 
 f f (x; y) j
 (f (x; y)) 2 L i g;

Fi � F III
i 
 f f (x; y) j� ( f (x; y)) 2 � i g; Fi � F IV

i 
 f f (x; y) j� (f (x; y)) 2 B i g:

Çàìåòèì, ÷òî jJr j = r ; jN0j = m � n � r � m � n = m � n � (r � 1) ;

j� j = r m�n ; jB j = 2 r � m � n � 2 � m � n = 2 � m � n �
�
2r � 1 � 1

�
:

Ïóñòü m; n > 2: Òîãäà ïðè r = 2 ; 3 èìååò ìåñòî jJr j < jN0j < jB j < j� j :
Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî m è n ñóùåñòâóåò òàêîår0 (m; n) ; ÷òî ïðè r < r 0 (m; n)
jJr j < jN0j < jB j < j� j ; à ïðè r > r0 (m; n) jI r j < jN0j < j� j < jB j :
Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, ñàìûì ïðîñòûì ñëåäóåò ñ÷èòàò ü ôóíêöèîíàë 
; ñëîæíûì

'; à ñëîæíîñòü ôóíêöèîíàëîâ � è � çàâèñèò îò r; m è n: Ïðè r < r 0 (m; n) � ñëîæíåå �;
' è 
; à ïðè r > r0 (m; n) � ñëîæíåå � ; ' è 
:

Ïîñëåäíåå îáîñíîâûâàåò ïîñòðîåíèå èåðàðõè÷åñêîéñèñòåìû êëàññèôèêàöèè: íà ïåðâîé ñòó-
ïåíè ñòîèò ðåøàþùåå ïðàâèëî, ñîîòâåòñòâóþùåå ôóíêöèîíàëó 
: Ïðè ýòîì åñëè ïðîèçîéäåò
îòêàç îò ðåøåíèÿ èëè ðåøåíèå ìíîãîàëüòåðíàòèâíîå, òî ïåðåõ îäèì ê ïðèíÿòèþ ðåøåíèÿ, ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèîíàëó ':

Ïðè îòêàçå îò ðåøåíèÿ ïî ýòîìó ïðàâèëó èëè êîãäà ðåøåíèå ìíîã îàëüòåðíàòèâíîå, ïîëü-
çóåìñÿ ñëåäóþùèì ïðàâèëîì:

D i (� ) =
�

1; åñëè Cmin
i 6 � (
 ( � )) 6 Cmax

i ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Åñëè r > r0 (m; n) ; òî B i (� ) =
�

1; åñëèlmin
i 6 � (
 ( � )) 6 lmax

i ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

èëè, íàîáîðîò, åñëè

r < r 0 (m; n) :
Òàêèì îáðàçîì, åñëè íà êàêîì-òî óðîâíå èåðàðõè÷åñêîé ñèñòå ìû ïðîèñõîäèò îäíîçíà÷íîå

ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ, òî ïðîöåäóðà êëàññèôèêàöèè çàêàí÷èâàåò ñÿ. Íàêîíåö, â ñëó÷àå îòêàçà îò
ðåøåíèÿ íà âåðõíåì óðîâíå èåðàðõèè äàåòñÿ îáùèé îòêàç îò ðåø åíèÿ.

Ÿ 8. Èãðîâûå ðåøàþùèå ïðàâèëà äëÿ îòíîøåíèé

Â ïîãîíå çà ïîëíîòîé èñõîäíîé èíôîðìàöèè âñå áîëüøå íàáóõàþ ò áàçû äàííûõ, ñîäåð-
æàùèå èíôîðìàöèþ îá îáó÷àþùåé âûáîðêå, íàïðèìåð, ïðè ïîñòð îåíèè êîìïüþòåðíûõ ýêñ-
ïåðòíûõ ñèñòåì (ÝÑ). Äëÿ òîãî ÷òîáû ýôôåêòèâíåå èñïîëüçîâàòü îáó÷àþùóþ èí ôîðìàöèþ
ïðè ðàáîòå ÝÑ, íåîáõîäèìî ïðè ýòàëîíèðîâàíèè èñêàòü èíâàðèàíòû äëÿ êàæäîãî êëàññà. Ýòî
ïîçâîëèò âûäåëèòü ãëàâíûå îòëè÷èÿ èíôîðìàòèâíûõ çîí â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ñ èñïîëüçîâà-
íèåì íåçíà÷èòåëüíîé îáó÷àþùåé âûáîðêè è ñïåöèàëüíûõ ïðèñï îñîáëåíèé ê òàêèì ýòàëîíàì
ðåøàòåëåé.

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå èññëåäóþòñÿ ðåøàþùèå ñõåìû, ðàáîòàþ ùèå ñ îòíîøåíèÿìè è ìíî-
æåñòâàìè. Ïðè÷åì, ïðè ýòàëîíèðîâàíèè îòûñêèâàþòñÿ èíâàðè àíòíûå ïåðåñåêàþùèåñÿ è èí-
ôîðìàòèâíûå ( ÷óâñòâèòåëüíûå ) çîíû ýòèõ ìíîæåñòâ. Ó÷èòûâàÿ ðàçëè÷íûå óñëîâèÿ ðàñïî-
ëîæåíèÿ ìåæäó ñîáîé ìíîæåñòâ (îòíîøåíèé) â îáó÷åíèè, ïðèìå íÿþòñÿ ñïåöèàëèçèðîâàííîå
ýòàëîíèðîâàíèå è ðåøàòåëè, ïîçâîëÿþùèå ðàçäåëÿòü ìíîæåñò âà ïî êëàññàì.

Òàêæå ðàññìîòðåíû èãðîâûå ðåøàþùèå ïðàâèëà äëÿ îòíîøåíèé, óêàçàíû ïóòè èñïîëüçî-
âàíèÿ èíâàðèàíòîâ â ýòàëîíèðîâàíèè ìíîæåñòâ äëÿ ñîçäàíèÿ ý ôôåêòèâíî ðàáîòàþùèõ ýêñ-
ïåðòíûõ ñèñòåì [18].

8.1. Ìîäåëè èãðîâûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë äëÿ îòíîøåíèé

Ðàññìîòðèì îñíîâíîå ìíîæåñòâî â âèäå äåêàðòîâà ïðîèçâåäåí èÿ:

M 
 I n1 � I n2 � ::: � I n r ; I n i 
 f 1; 2; :::; ni g:

Ïóñòü m îòíîøåíèé ñîñòàâëÿþò îáó÷àþùóþ âûáîðêó f O1; O2; :::; Om g � M ;
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X � M � íåèçâåñòíàÿ ðåàëèçàöèÿ-îòíîøåíèå;
P (M ) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M :
Íåèçâåñòíûé ïðåäúÿâëåííûé îáúåêò �x 2 X; hx1; x2; :::; xn i � íàáîð ïðèçíàêîâ x j ;�

j = 1; n
�

äëÿ îïèñàíèÿ îáúåêòà �x = hx1; x2; :::; xn i :
Äëÿ âñÿêîãî �x 2 M îáîçíà÷èì ÷åðåç Oi (�x) ;

�
i = 1; m

�
è X (�x) ïðåäèêàòû:

Oi (�x) =
�

1; åñëè �x 2 Oi ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

X (�x) =
�

1; åñëè �x 2 X;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü îáó÷àþùóþ ñèñòåìó O1; O2; :::; Om îòíîøåíèé ñîïðîâîæäàåò êëàññèôèöèðóþùàÿ
ôóíêöèÿ f : I m ! I t ; ãäå I m 
 f 1; 2; :::; mg; I t 
 f 1; 2; :::; tg ; t � êîëè÷åñòâî ýòàëîíûõ
êëàññîâ, m � ÷èñëî èññëåäóåìûõ îòíîøåíèé.

Ïîëîæèì Dk = f i jf (i ) = kg;
�
k = 1; t

�
� ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ è ðàñ-

ñìîòðèì èãðîâûå ðåøàþùèå ïðàâèëà [1, 113] â èíòåðïðåòàöèè î òíîøåíèé.

8.1.1. Ìîäåëü êîëëåêòèâíîãî ãîëîñîâàíèÿ äëÿ îòíîøåíèé

Ðàññìîòðèì ìîäåëü M 1 
 hP(M ) ; f O1; O2; :::; Om g; � 1i ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì P (M ) ;
äîïîëíèòåëüíîé îáó÷àþùåé âûáîðêîé f O1; O2; :::; Om g è ñèãíàòóðîé � 1 
 hR11; R12; :::; R1t i ;
îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû êîòîðîé èíòåðïðåòèðóþòñÿ ñëåäóþùè ì îáðàçîì:

R1k (X) = _
j 2 D k

Qj (X) ;
�
k = 1; t

�
;

ãäå t � êîëè÷åñòâî êëàññîâ, îïðåäåëÿåìûõ ÷àñòíûìè ðåøàþùèìè ïðå äèêàòàìè:

Qj (X) =
�

1; åñëèK j = K 0;
�
j = 1; m

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

ÇäåñüK j =
P

�x2M
(K (Oi (�x) ; X (�x))); K 0 = max ( K 1; K 2; :::; K m ) :

Ìåðà áëèçîñòè ìåæäó ýòàëîííûìè Oi (�x) è ïðåäúÿâëåííûìè X (�x) îïèñàíèÿìè îòíîøåíèé
îáúåêòà �x

K (Oi (�x) ; X (�x)) =
�

1; åñëèOi (�x) = X (�x) ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

8.1.2. Ìîäåëü ñèëüíîãî ãîëîñîâàíèÿ äëÿ îòíîøåíèé

Ìîäåëü ñèëüíîãî ãîëîñîâàíèÿ äëÿ îòíîøåíèé îáîçíà÷èì

M 2 
 hP(M ) ; f O1; O2; :::; Om g; � 2i ;

ãäå � 2 
 hR21; R22; :::; R2t i � ñèãíàòóðà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ, îïðåäåë ÿþ-
ùèõ îáùåå ðåøåíèå: R2k (X) = _

j 2 D k

Qj (X) ;
�
k = 1; t

�
; à ÷àñòíûå ðåøàþùèå ïðåäèêàòû Qj (X)

çàäàþòñÿ ïî ñõåìå: Qj (X) = &
�x2M

P (Oi (�x) ; X (�x)) :

Ìåðà áëèçîñòè ìåæäó ýòàëîííûì îïèñàíèåì Oi (�x) è ïðåäúÿâëåííûì X(�x) íåèçâåñòíîãî
îáúåêòà �x 2 M

P (Oi (�x) ; X (�x)) =
�

1; åñëèOi (�x) = X (�x) ; (i = 1; m);
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ç à ì å ÷ à í è å 8.1. Åñëè (8k 2 I t ) [Rk (X) = 0] ; òî äàåòñÿ îòêàç îò ðåøåíèÿ.

8.1.3. Ìîäåëü Âàëüäà äëÿ îòíîøåíèé

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùåé ìîäåëüþ ââåäåì ìîäåëü Âàëüäà, ãäå íî âûìè áóäóò ñèãíàòóðà
� 3 è ðåøàþùèå ïðàâèëà:

M 3 
 hP(M ) ; f O1; O2; :::; Om g; � 3i
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ãäå ñèãíàòóðà� 3 
 hR31; R32; :::; R3t i ñîäåðæèò îäíîìåñòíûå ïðåäèêàòû, ôîðìèðóþùèå îáùåå
ðåøåíèå: R3k = _

j 2 D k

Wj (X) ; äëÿ êîòîðûõ ÷àñòíûå ðåøàþùèå ïðåäèêàòû:

Wj (X) =
�

1; åñëè� i 0 = � 0; j = 1; m;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

� 0 = min (� 10; :::; � m0) ; � i 0 = max
�x2M

(Oi (�x)) :

� i = jOi (�x) � X (�x)j � íåâÿçêà ìåæäó ýòàëîííûìè Oi (�x) è ïðåäúÿâëåííûì X (�x) îïèñà-
íèÿìè îòíîøåíèé îáúåêòà �x:

8.1.4. Ìîäåëü Ëàïëàñà äëÿ îòíîøåíèé

Ââåäåì íîâóþ ñèãíàòóðó � 4 è äðóãèå ðåøàþùèå ïðàâèëà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè Ëàïëàñà:

M 4 
 hP(M ) ; f O1; O2; :::; Om g; � 4i ;

ãäå ñèãíàòóðà � 4 
 hR41; R42; :::; R4t i ;
Îáùåå ðåøåíèå: R4k (X) = _

j 2 D k

L j (X) ;
�
k = 1; t

�
; j = 1; m; ãäå ÷àñòíûå ðåøàþùèå ïðå-

äèêàòû

L j (X) =
�

1; åñëèL i = L 0;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Íåâÿçêó ìåæäó ýòàëîííûì îïèñàíèåì Oi (�x) è ïðåäúÿâëåííûì X (�x) äëÿ îáúåêòà
�x 2 X çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L i =
X

�x2M

jOi (�x) � X (�x)j; L 0 = min ( L 1; L 2; :::; L m ) :

8.1.5. Ìîäåëü Åâêëèäà äëÿ îòíîøåíèé

Îáùàÿ ìîäåëü Åâêëèäà � M 5 
 hP(M ) ; f O1; O2; :::; Om g; � 5i ; ãäå P (M ) ; f O1; O2; :::; Om g
êàê è â ïðåäûäóùèõ ìîäåëÿõ; ñèãíàòóðà � 5 
 hR51; R52; :::; R5t i :

Îáùåå ðåøåíèå: R5k (X) = _
j 2 D k

Ej (X) ;
�
k = 1; t

�
; j = 1; m; ãäå ÷àñòíûå ðåøàþùèå ïðå-

äèêàòû

Ej (X) =
�

1; åñëèEi = E0;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îöåíêè ðåøàþùèõ ïðåäèêàòîâ ÷åðåç ñóììó êâàäðàòè÷åñêèõ íåâ ÿçîê

Ei =
X

�x2M

(Oi (�x) � X (�x))2; E0 = min ( E1; E2; :::; Em ) :

8.1.6. Ìîäåëü Ãóðâèöà äëÿ îòíîøåíèé

Ñîõðàíÿÿ îñíîâíûå ñîñòàâëÿþùèå ïðåäûäóùèõ ìîäåëåé: îñíîâ íîå ìíîæåñòâî P (M ) ; îáó-
÷àþùóþ âûáîðêó f O1; O2; :::; Om g; êëàññèôèöèðóþùóþ ôóíêöèþ f; ðàññìîòðèì ìîäåëü Ãóð-
âèöà äëÿ îòíîøåíèé

M 6 
 hP(M ) ; f O1; O2; :::; Om g; � 6i ;

ãäå ñèãíàòóðà � 6 
 hR61; R62; :::; R6t i ; êîìïîíåíòû êîòîðîé èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê îäíîìåñò-
íûå ïðåäèêàòû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R6k (X) = _
j 2 D k

Qj (X) ;
�
k = 1; t

�
;

ãäå ÷àñòíûå ðåøàþùèå ïðåäèêàòû

Qj (X) =
�

1; åñëè� i = � 0;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

� i = � i 0 � � + � i m (1 � � ) ; 0 6 � 6 1;

� i = jX (�x) � Oi (�x)j � íåâÿçêà ìåæäó ýòàëîííûìè Oi (�x) è ïðåäúÿâëåííûì X (�x) çíà÷åíèåì
j -ãî ïðèçíàêà äëÿ i -ãî îáúåêòà �x:

� 0 = min (� 1; � 2; :::; � m ) ; � i 0 = max
�x2M

(Oi (�x)) ;
�
i = 1; m

�
; � i m = min ( Oi (�x)) :
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8.2. Ñèìóëüòàííûé ìåòîä ðàñïîçíàâàíèÿ îòíîøåíèé

Ïóñòü A 
 f a1; a2; :::; am g � íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ÷èñëîâûõ îáúåêòîâ
ai 2 N 
 f 0; 1; 2; :::g ;

An n -àÿ äåêàðòîâà ñòåïåíü ìíîæåñòâà À; O1; O2; :::; Ol � ýòàëîííûå ìíîæåñòâà
Oi � An ;

�
i = 1; l

�
; X � ïðåäúÿâëåííîå îòíîøåíèå, (X � A) :

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî F � An è íóìåðàöèþ ìíîæåñòâà An


 (i1; i2; :::; in ) = i1 + ( i2 � 1) m + ::: + ( in � 1) mn� 1:

( m � ðàçìåðíîñòü A):
Ñ ïîìîùüþ íóìåðàöèè 
 è ìíîæåñòâà F âû÷èñëèì ïðåäèêàò

QF (X) =
�

1; åñëèX = 
 (i1; i2; :::; in ) & < i 1; i2; :::; in > 2 F ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ðàññìîòðèì êîðòåæ ââåäåííûõ ïðåäèêàòîâ:

F̂ =
D

Q(1)
F ; :::; Q( jmn j)

F

E
;

ãäå ýòàëîííûå îïèñàíèÿ ïðåäèêàòîâ ïðåäñòàâèì âåêòîðîì:
Q̂i = hui 1; ui 2; :::; uim n i ; êîìïîíåíòû êîòîðîãî uij = Q0i (j ) ;

�
j = 1; mn

�
:

Äàëåå äëÿ êàæäîãî ýòàëîííîãî îïèñàíèÿ Q̂i ïðåäúÿâëåííîãî îáúåêòà-îòíîøåíèÿ X � A;
ïðèìåíÿåì ïñåâäîëèíåàðèçàöèþ, òî åñòü Q̂i = hui 1; :::; uim n i çàìåíÿåì íà

uij = hui 1 + c1; :::; uim n + cmn i ; ãäå cj = 2 j;
�

j = 1; jmn j
�

:

Òîãäà ñóùåñòâîâàíèå èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ ïðè ëèíåàðèç àöèè (òåîðåìà 10.1 [79]) ïîç-
âîëÿåò, èñïîëüçóÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèìóë üòàííîñòè â ïðèíÿòèè ðåøåíèé
(òåîðåìû 4.3, 4.4 è ñëåäñòâèå 4.1 [79]), äîêàçàòü ñëåäóþùóþòåîðåìó 8.1.

Ò å î ð å ì à 8.1. Ïóñòü (8i 2 I l ) [ui 6= ? ] � åäèíè÷íàÿ ëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà kqij kl � l =
= E l � l : Òîãäà ñóùåñòâóåò l èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ ai 2 V l+1

i òàêèõ, ÷òî ïðåäèêàò

	 i (X) =
�

1; åñëèai = x ij + cj ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

îáðàùàåòñÿ â ¾åäèíèöó¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X = Oi ; X 2 M ; ãäå èíäåêñj âûáèðà-
åòñÿ èç óñëîâèÿ j = �j [uij + cj = ai ] ; � � îïåðàòîð ìèíèìèçàöèè [119];

V 1
i = ui ;

�
i = 1; l

�
; ýëåìåíòû ui è qij çàäàþòñÿ ðåêóððåíòíîé ñõåìîé:

V j +1
i =

(
V j

i nV 1
j ; åñëèV j

i nV 1
j 6= ? ;

V j
i ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

qij =
�

1; åñëèV j
i nV 1

j = ? ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

�
i; j = 1; l

�
:

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îòíîøåíèé, à çàòåì ïðèìåíåíèå ïñåâäîëèíåàðè-
çàöèé ïîçâîëÿþò ïðè åäèíè÷íîé ëîãè÷åñêîé ìàòðèöå kqij kl � l ðàñïîçíàâàòü îòíîøåíèÿ ñèìóëü-
òàííûì ìåòîäîì, òî åñòü íàõîäèòü â êàæäîì îòíîøåíèè èíôîðìà òèâíîå çíà÷åíèå ïðèçíàêà
(òî÷êó) è ïàðàëëåëüíî âåñòè ñðàâíåíèå âñåõ òàêèõ òî÷åê èç îáó÷àþùåé èíôîðìàöèè.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íàéäóò ïðèìåíåíèå â ïîñòðîåíèè ýêñï åðòíûõ ñèñòåì ðàçëè÷íîãî
íàçíà÷åíèÿ, â ÷àñòíîñòè ðàñïîçíàþùèõ ñèñòåì ñ ìàññèâíûì ¾ ïàðàëëåëèçìîì ¿ [131, 135, 137].

8.3. Î íóìåðàöèè â ñïåêòðàõ îòíîøåíèé

Èíôîðìàöèÿ, çàïèñàííàÿ â îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü ÝÂÌ, íîñèò èçáû òî÷íûé õàðàêòåð èç-çà
íåîáõîäèìîñòè õðàíèòü àäðåñà è ðàçìåð ðàçíîòèïíûõ ÷èñåë. Ä ëÿ òîãî ÷òîáû ïîëíåå èñïîëü-
çîâàòü òàêóþ ïàìÿòü, óäîáíî ñòÿãèâàòü n ÷èñåë ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé íóìåðàöèè â îäíî
÷èñëî, êîòîðîå åñòåñòâåííî çàéìåò áîëüøå áàéòîâ ïàìÿòè, íî ïðè ýòîì àäðåñà è ðàçìåð èñ-
õîäíûõ ÷èñåë õðàíèòü óæå íå íóæíî. Íåîáõîäèìî çàïîìíèòü òîë üêî àäðåñ è äëèíó îäíîãî
ïîëó÷åííîãî ÷èñëà [18].
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Ðàññìîòðèì äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå n ìíîæåñòâ I m i ; (i = 1; n)

M � = I m1 � I m2 � ::: � I mn

è íåêîòîðîå åãî îòíîøåíèå F � M � ; ñîäåðæàùèå ` êîðòåæåé äëèíû n: Çäåñü
I m i 
 f 1; 2; :::; mi g; (i = 1; n):

Ïåðåïèøåì îòíîøåíèå F ñ ïîìîùüþ íóìåðàöèè


 (i1; i2; :::; in ) = i1 + ( i2 � 1)m1 + ::: + ( in � 1)m1 � m2 � ::: � mn� 1

â âèäå îäíîìåñòíîãî îòíîøåíèÿ G òàêîãî, ÷òî G = f xjQ(x) = ug; ãäå

Q(x) =
�

è; åñëèx = 
 (i1; i2; :::; in ) & hi1; i2; :::; in i 2 F ;
ë; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, x = 1; m1 � m2 � � � mn :

Î÷åâèäíî, ÷òî jGj = `:
Óïîðÿäî÷èâ ýëåìåíòû îòíîøåíèÿ G; ïîëó÷èì ñïåêòð C èñõîäíîãî îòíîøåíèÿ F :

C = fhx1; x2; :::; x` ig ; x1 < x 2 < ::: < x ` ; x i 2 G; (i = 1; `):

Ïî ñïåêòðó C îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ èñõîäíîå îòíîøåíèå F ñ ïîìîùüþ îáðàòíûõ
ôóíêöèé íóìåðàöèè 
 : äëÿ ëþáîãî k 2 C [
 (i1; i2; :::; in ) = k]


 n (k) = �y (y > [
k

m1 � m2 � ::: � mn� 1
]);


 n� 1(k) = �y (y > [
k � (
 n (k) � 1) � m1 � m2 � ::: � mn� 1

m1 � m2 � ::: � mn� 2
]);


 n� i (k) = �y (y > [
k � (
 n (k) � 1) � m1 � m2 � ::: � mn� 1 � (
 n� 1(k) � 1)�

m1 � m2 � ::: � mn� i � 1

� m1 � m2 � ::: � mn� 2 � ::: � (
 n� i +1 (k) � 1) � m1 � m2 � ::: � mn� i

m1 � m2 � ::: � mn� i � 1
]);


 1(k) = k � (
 n (k) � 1) � m1 � m2 � ::: � mn� 1 � ::: � (
 3(k) � 1) � m1 � m2 � (
 2(k) � 1) � m1:

Çäåñü� � îïåðàòîð ìèíèìèçàöèè [119]. Êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò ö åëóþ ÷àñòü ÷èñëà.
Òàêèì îáðàçîì, ïî íîìåðó k 2 C îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ êîîðäèíàòû îòíîøåíèÿ

F; ÷òî î÷åíü âàæíî äëÿ äàëüíåéøåé îáðàáîòêè óêàçàííîãî îòíîøå íèÿ. Îòíîøåíèå F ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îáó÷àþùóþ ìàòðèöó, êîòîðàÿ èñïîëüçó åòñÿ âî ìíîãèõ ìîäåëÿõ ïðèíÿ-
òèÿ ðåøåíèé.

8.4. Èíâàðèàíòíîå ïîêðûòèå êëàññà

Ðàñïîçíàâàíèå êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ èçó÷àëîñü â ðàáîòàõ [66, 7 9, 82], ãäå óïîð äåëàëñÿ íà
èäåíòèôèêàöèþ ìíîæåñòâà â îáó÷åíèè ïîñðåäñòâîì ïðåäèêàòî â ðàâåíñòâ ìíîæåñòâ. Â ï. 8.4
ýòàëîíèðîâàíèå ñòðîèòñÿ òàê, ÷òî îíî íàêðûâàåò îäíèì ýòàëî ííûì ìíîæåñòâîì âåñü êëàññ èëè
âñåõ ïðåäñòàâèòåëåé îáó÷àþùåé èíôîðìàöèè èç äàííîãî êëàññ à. Òàêîå èíâàðèàíòíîå îïèñàíèå
êëàññîâ ïîçâîëÿåò êîìïàêòíî ñîäåðæàòü èíôîðìàöèþ â ýòàëîí àõ ïî âñåì èìåþùèìñÿ êëàññàì.

Àëãîðèòì ýòàëîíèðîâàíèÿ. Ïóñòü èìååòñÿ îñíîâíîå ìíîæåñòâî M 
 f X1; X2; :::; Xm g
èç m êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ Xi íàòóðàëüíîãî ðÿäà N 
 f 0; 1; 2; :::g; S 
 f N1; :::; N t g �
ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà M ; ãäå N i � êëàññ, ñîäåðæàùèé íå ìåíåå îäíîãî ìíîæåñòâà, èäåíòè-
ôèöèðóåòñÿ ïðåäèêàòîì

Pi (X) =
�

1; åñëèX 2 N i ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü f : I m ! I t � êëàññèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, ðàñïðåäåëÿþùàÿ íîìåðà ýëåìåí òîâ
îñíîâíîãî ìíîæåñòâà M ïî íîìåðàì êëàññîâ èç S; òî åñòü Dk = f i jf (i ) = kg; (k = 1; t) �
ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ.
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Ek � ýòàëîííûå ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííûå ïî àëãîðèòìó ýòàëîíèðîâ àíèÿ ñèëüíî ñëèïàþ-
ùèõñÿ ìíîæåñòâ [79].

Äëÿ ýòàëîíèðîâàíèÿ ââåäåì íîâîå ìíîæåñòâî M 0 
 f X0
1; X0

2; :::; X0
m g; ãäå

X0
i = Xi n [

j 2 I t nf i g
[

k2 D j

Xk :

S0 
 f N0
1; :::; N0

t g � ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà M 0 íà t êëàññîâ, ãäå(8i 2 I m ) â N j çàìåíåíî
Xi íà X0

i : Çàïèñûâàåì ìíîæåñòâà êëàññà N0
j â ïåðâûé ñïèñîê.

Âçÿâ ïåðâîå ìíîæåñòâî ïåðâîãî ñïèñêà, íà÷èíàåì ïðîâîäèòü ïå ðåñå÷åíèå åãî ñî âòîðûì
ìíîæåñòâîì. Åñëè òàêîå ïåðåñå÷åíèå íå ïóñòî, òî âòîðîå ìíîæ åñòâî âûáðàñûâàåòñÿ, à ñàìî
ïåðåñå÷åíèå ïåðåñåêàåì ñ òðåòüèì ýëåìåíòîì ñïèñêà è ò. ä. Åñ ëè íà íåêîòîðîì øàãå ïåðåñå÷åíèå
ñ î÷åðåäíûì ìíîæåñòâîì äàåò ïóñòîå ìíîæåñòâî, òî îñòàâëÿåì ïðåäûäóùåå ïåðåñå÷åíèå áåç
êîððåêòèðîâîê, à ýëåìåíò � ìíîæåñòâî, ñ êîòîðûì ïîëó÷àåòñÿ ïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, çàïèñûâàåì
âî âòîðîé ñïèñîê. Èñ÷åðïàâ âñå ýòè ýëåìåíòû ïåðâîãî ñïèñêà, ñòðîèì ýòàëîííîå ìíîæåñòâî Ei ;
â êîòîðîå äîáàâëÿåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç ïåðåñå÷åíèÿ.

Çàìåíÿåì ïåðâûé ñïèñîê íà âòîðîé è îáðàáàòûâàåì ïî òîé æå ñõå ìå, ÷òî è ïåðâûé ñïèñîê
äî òåõ ïîð, ïîêà âî âòîðîì ñïèñêå íå÷åãî áóäåò âçÿòü, êàæäûé ð àç ïðè ýòîì âûáèðàÿ â Ei ïî
ýëåìåíòó ïî îêîí÷àíèè ïðîñìîòðà ïåðâîãî ñïèñêà.

Ïóñòü Ri (X) =
�

1; åñëèEi \ X 6= ? ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

×åðåç kQij km� m îáîçíà÷èì ëîãè÷åñêóþ ìàòðèöó Q òàêóþ, ÷òî å¼ ýëåìåíòû

Qij =

(
1; åñëèEi \ [

k2 D j

Xk 6= ? ; (i; j = 1; t);

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû.

Ë å ì ì à 8.1. Ïóñòü (8i 2 I t ) (8X0
i 2 M 0) [X0

i 6= ? ] : Òîãäà (8X 2 M ) [Pi (X) ) Ri (X)] :

Ë å ì ì à 8.2. (8i 6= j 2 I t )
�

[
p2 D i

Xp \ [
g2 D j

Xg = ? ) Qij = 0
�

:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñàìîì äåëå,
�
Ei � [

k2 D i

Xk

�
) (8i 6= j 2 I t )

�
Ei \ [

k2 D j

Xk = ? ) Qij = 0
�

:

Ëåììà äîêàçàíà. �

Ò å î ð å ì à 8.2. Åñëè (8Xi 2 M 0) [X0
i 6= ? ] ; òî (8X 2 M ) [Pi (X) = Ri (X)] ;

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
() ) Åñëè Pi (X) = 1 ; òî Ri (X) = 1 â ñèëó ëåììû 8.1.
(( ) Åñëè P (X) = 0 ; òî Ri (X) = 0 :

Â ñàìîì äåëå, òàê êàê S � ðàçáèåíèå, òî
�

9
j = i

j 2 I t

�
[Pj (X) = 1] :

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü Ri (X) = 1 : Òîãäà X \ E i 6= ? ïî îïðåäåëåíèþ. Òàê êàê
X 2 N j è X \ E i 6= ? ; òî Ei \ [

X2 N j

X 6= ? ) Qij = 1 : Îòñþäà ñëåäóåò ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé

8.2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, òî åñòü Ri (X) = 0 :
Ïî çàêîíó êîíòðàïîçèöèè èìååì Ri (X) ) P i (X) : Òåîðåìà äîêàçàíà. �
Âåðí¼ìñÿ ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è.
Òðåáóåòñÿ íàéòè ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ

Pi (X) =
�

1; åñëèX 2 N i ; (i = 1; t);
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ïîñðåäñòâîì ýòàëîíîâ Ek è íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò.
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Ò å î ð å ì à 8.3. Ïóñòü S 
 f N1; N2; :::; N t g òàêîâî, ÷òî (8i 2 I t ) (8I 2 M )
[I 2 N i ) I \ Qi (S) 6= ? ] ; ãäå L k ;

�
k = 1; t i

�
� ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû ñåìåéñòâà B i :

Qi (S) =
t i
[

k=1

�
[

p2 D i

Xpn [
z2 L k

Xz

�
: (� )

B i =
�

L jL 2 [
j 2 I t nf i g

�
[

g2 D j

Xg

�
& [

p2 D j

Xp � [
I 2 L

I
�

:

Êðîìå òîãî,
(8i 6= j 2 I t ) [Qij = 1 ) Qj i = 0] : (�� )

Òîãäà (8X 2 M ) (8i 2 I t )
�
Pi (X) = Ri (X) & :

�
_

k2 I t nf i g
Rk (X) & Qik

��
:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ââåäåì äâå ëåììû.

Ë å ì ì à 8.3. (8i 2 I t ) (8X 2 M ) [Xi 6= ? ] ) [Qii = 1] :

Ë å ì ì à 8.4. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (� ) òåîðåìû 8.3, òî

(8i 2 I t ) (8X 2 M ) [Pi (X) ) Ri (X)] :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ëåìì î÷åâèäíî. �
Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.3.
() ) Ïóñòü Pi (X) = 1 äëÿ íåêîòîðîãî i 2 I t : Â ñèëó ëåììû 8.4 Ri (X) = 1 ; òî åñòü

X \ E i 6= ? :
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå k 2 I t n f ig è ïîêàæåì, ÷òî Rk (X) & Qik = 0 :
Ïóñòü Qik = 1 ; òîãäà â ñèëó (�� ) Qki = 0 : Îòñþäà Ek \ [

I 2 N i

I = ? ; íî X � [
I 2 N i

I : Òîãäà

X \ E k = ? ; òî åñòü Rk (X) = 0 è Rk (X) & Qik = 0 :
Ïóñòü Rk (X) = 1 : Ýòî çíà÷èò, ÷òî X \ E k 6= ? ; X � [

I 2 N i

I :

Ñëåäîâàòåëüíî, Ek \ [
I 2 N i

I 6= ? ; òî åñòü Qki = 1 è â ñèëó (�� ) Qik è Rk (X) & Qik = 0 :

Ñëó÷àè Qik = 0 è Rk (X) = 0 òðèâèàëüíû. Òàêèì îáðàçîì,

_
k2 I t nf i g

Rk (X) & Qik = 0 :

Çíà÷èò, Ri (X) & :
�

_
k2 I t nf i g

Rk (X) & Qik

�
= 1 :

(( ) Ïóñòü Pi (X) = 0 : Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

Ri (X) & :
�

_
k2 I t nf i g

Rk (X) & Qik

�
= 0 :

Â ñàìîì äåëå, åñëè Ri (X) = 0 ; òî ýòî î÷åâèäíî.
Ïîëîæèì òåïåðü, ÷òî Ri (X) = 0 : Ýòî çíà÷èò, ÷òî X \ E i 6= ? :
Ïîñêîëüêó Pi (X) = 0 ; à S � ðàçáèåíèå M ; òî ñóùåñòâóåò òàêîå j 6= i; ÷òî Pi (X) = 1 :

Òîãäà â ñèëó ëåììû 8.4 Rj (X) = 1 ; íî Qj j = 1 â ñèëó ëåììû 8.3.
Ïîýòîìó Rj (X) & Qj j = 1 : Îòñþäà _

k2 I t nf i g
Rk (X) & Qik = 1 :

Ñëåäîâàòåëüíî, Ri (X) & :
�

_
k2 I t nf i g

Rk (X) & Qik

�
= 0 :

Òåîðåìà äîêàçàíà. �
Ðàñøèðèì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ â òåîðåìå 8.3, â ÷àñ òíîñòè, óñèëèì óñëîâèå (� )

â òåîðåìå 8.3 â âèäå óñëîâèÿ (8.1) â ñëåäóþùåé òåîðåìå 8.4.
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Ò å î ð å ì à 8.4. Ïóñòü S � ðàçáèåíèå M è (8X 2 M ) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

(8i 2 I t ) [X 2 N i ] ) (8i = j 2 I t )
�
X \ [

k2 D j

Xk 6= ? ) Qj i = 1
�

: (8.1)

(8i 6= j 2 I t ) [Qij = 1 ) Qj i = 0] : (8.2)

Òîãäà Pi (X) = Ri (X) & :
�

_
k2 I t nf i g

Rk (X) & Qik

�
:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü X 2 N i ; òî åñòü Pi (X) = 1 :

Ïîêàæåì, ÷òî Ri (X) & :
�

_
j 2 I t nf i g

Rj (X) & Qij

�
= 1 :

Â ñàìîì äåëå (8i 6= j 2 I t ) (8X 2 M ) [Pj (X) ) Rj (X)] ; îòñþäà Ri (X) = 1 ;
Íî òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäèêàòà, Ri (X) çàïèøåì X \ E i 6= ? :
Ïîêàæåì, ÷òî _

k2 I t nf i g
Rk (X) & Qik = 0 :

Â ñàìîì äåëå, åñëè (8j 6= i 2 I t ) [Rj (X) = 0] ; òî _
k2 I t nf i g

Rk (X) & Qik = 0 íåçàâèñèìî

îò Qik : Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü (9j 6= i ) [Rj (X) = 1] ; òî åñòü X \ [
k2 D j

Xk 6= ? ; íî

X � [
k2 D i

Xk ; ñëåäîâàòåëüíî, ïî óñëîâèþ òåîðåìû 8.4 Ej \ [
k2 D i

Xk 6= ? ; òî åñòü Qj i = 1 : Îòñþäà

â ñèëó (8.2) Qij = 0 : Òîãäà Rj (X) & Qij = 0 :
Ïóñòü j 1; j 2; :::; j r âñå òàêèå èíäåêñû, ÷òî Rjk (X) = 1 ;

�
k = 1; r

�
:

Îòñþäà Rjk (X) & Qjk = 0 ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ j 2 I t n f j 1; j 2; :::; j r g[Rj (X) & Qij = 0] â ñèëó òîãî, ÷òî Rj (X) = 0 :
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî _

j 2 I t nf i g
Rj (X) & Qij = 0 :

(( ) Ïîëîæèì, ÷òî Pi (X) = 0 ; è äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

Ri (X) & :
�

_
j 2 I t nf i g

Rj (X) & Qij

�
= 0 :

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: Ri (X) = 0 èëè Ri (X) = 1 :

Â ïåðâîì ñëó÷àå Ri (X) & :
�

_
j 2 I t nf i g

Rj (X) & Qij

�
= 0 íåçàâèñèìî îò Qij :

Ïîëîæèì, ÷òî Ri (X) = 1 ; òî åñòü X \ E i 6= ? :
Ïîñêîëüêó Pi (X) = 0 ; à S � ðàçáèåíèå, òî ñóùåñòâóåò òàêîå j 6= i; ÷òî Pj (X) = 1 : Òîãäà

Rj (X) = 1 : Íî Qj j = 1 ; ïîýòîìó Rk (X) & Qij = 1 .
Îòñþäà _

k2 I t nf i g
Rk (X) & Qij = 1 : Ñëåäîâàòåëüíî,

Rj (X) & :
�

_
k2 I t nf i g

Rk (X) & Qik

�
= 0 :

Òåîðåìà äîêàçàíà. �
Òåîðåìà 8.4 ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì òåîðåìû 8.3 ïî óñëîâèÿì ñó ùåñòâîâàíèÿ ïðåäèêàòîâ �

ðåøàòåëåé Pi (X) :

Ÿ 9. Îïòèìèçàöèÿ èãðîâûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë

Ñ ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè è ðîáîòîòåõíèêè ïîòðåá íîñòü â ñîçäàíèè àâòîìàòè-
÷åñêèõ ðàñïîçíàþùèõ ñèñòåì íåóêëîííî âîçðàñòàåò.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ õîðîøî ðàçðàáîòàíû ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîä û ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Â
÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ Â.À. Êîâàëåâñêîãî, Â.Í. Âàïíèêà, À.ß. ×åð âîíåíêèñà, À.Ë. Ãîðåëèêà,
Í.Ã. Çàãîðóéêî [21, 30, 40, 110] è ìíîãèõ äðóãèõ àâòîðîâ ðàññ ìàòðèâàþòñÿ ïðàâèëà ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé è âûáîðà ïðèçíàêîâ, ïîçâîëÿþùèå ìèíèìèçèðîâàòü âå ðîÿòíîñòü îøèáêè ðàñïîçíà-
âàíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ.
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Â òî æå âðåìÿ ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïðèâëåêàåìûé äëÿ ðåøå íèÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ,
ñóùåñòâåííî ðàñøèðèëñÿ çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ àëãå áðû, ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è
íåêîòîðûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Â x 9 ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû îïòèìèçàöèè ðåøàþùèõ ïðàâèë êëàñ ñèôèêàöèè ñ ó÷åòîì
íàäåæíîñòè è âðåìåíè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé çà ñ÷åò ðàñïàðàëëåëè âàíèÿ è ñèìóëüòàííîñòè ïðè
ðàñïîçíàâàíèè êîðòåæåé, ìíîæåñòâ è îòíîøåíèé êîíñòðóêòèâ íûõ îáúåêòîâ [78].

9.1. Îáîñíîâàíèå îïòèìèçàöèè

Â êà÷åñòâå îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ âûáðàíû èãðîâûå ðåøàþùèå ï ðàâèëà, â îñíîâó êîòîðûõ
çàëîæåíà êîíå÷íàÿ îáó÷àþùàÿ ìàòðèöà O c ` ñòðîêàìè � ñòðàòåãèÿìè [18]. Ïðè ðàñïîçíà-
âàíèè íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèè îáúåêòà �x âûáèðàåòñÿ îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïóòåì îöåíêè
ôóíêöèîíàëà áëèçîñòè îáúåêòà �x ñòðàòåãèè�ui 2 O : C (�ui ; �x) ;

�
i = 1; `

�
:

Èçó÷àþòñÿ óñëîâèÿ, êîãäà ôóíêöèîíàë C (�ui ; �x i ) âû÷èñëÿåòñÿ íåçàâèñèìî îò íîìåðà i;
òî åñòü ñîçäàþòñÿ óñëîâèÿ äëÿ ïàðàëëåëüíîãî ñïîñîáà ðàñ÷åò îâ ôóíêöèîíàëà C äëÿ âñåõ `
ñòðîê. Åñëè ñòðàòåãèÿ�ui 2 O è ðàñïîçíàâàåìàÿ ðåàëèçàöèÿ �x çàäàíû áîëüøèì êîëè÷åñòâîì
çíà÷åíèé n ïðèçíàêîâ, òî âîçíèêàåò çàäà÷à ñîêðàùåíèÿ âðåìåíè íà ðàñïî çíàâàíèå îáúåêòà.

Ñ ýòîé öåëüþ íåîáõîäèìî íàéòè óñëîâèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðåäåë üíî áûñòðîé � ñèìóëüòàí-
íîé (îäíîìîìåíòíîé èëè îäíîòàêòíîé) ñõåìû ïðèíÿòèÿ ðåøåíè ÿ.

Â ýòîé ñõåìå â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî âûäåëèòü â êàæäîé ñò ðàòåãèè �ui ïî îäíîé
èíôîðìàòèâíîé òî÷êå, à çàòåì ïðîèçâåñòè ïàðàëëåëüíî n ñðàâíåíèé â ýòèõ èíôîðìàòèâíûõ
òî÷êàõ òîëüêî ñ îäíèì çíà÷åíèåì âñåõ n ïðèçíàêîâ íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèè �x:

Âðåìÿ íà ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ â ðàñïîçíàâàíèè îáúåêòà â ýòîì ñëó÷ àå áóäåò ïðåäåëüíî ìè-
íèìàëüíûì, òàê êàê ôóíêöèîíàë áëèçîñòè C(�ui ; �x) âû÷èñëÿåòñÿ çà îäèí òàêò.

Íà ïåðâîì óðîâíå âðåìåííîé îïòèìèçàöèè � ñèìóëüòàííîì óðîâ íå, êðîìå ýòîãî, äîáèâà-
åìñÿ èíâàðèàíòíîñòè âðåìåíè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ åù¼ è ê êîëè÷å ñòâó ïðèçíàêîâ. Ïðè ñèìóëü-
òàííîì ðàñïîçíàâàíèè ñõåìà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ïî âðåìåíè ðàá îòàåò êàê ñ îäíèì êîðòåæåì
�ui 2 O è îäíèì ïðèçíàêîì, íà ñàìîì äåëå ó÷àñòâóþò ` êîðòåæåé è, âîçìîæíî, n ïðèçíàêîâ.
Åñëè èíôîðìàòèâíûå çíà÷åíèÿ ïðèçíàêîâ îòîáðàíû â ìåíüøåì ê îëè÷åñòâå ïðèçíàêîâ, ÷åì
n; òî âñå ïðèçíàêè ìîãóò è íå ó÷àñòâîâàòü. Ýòî çàâèñèò íå îò ñàìè õ ïðèçíàêîâ (îíè ìîãóò
áûòü íåèíôîðìàòèâíûìè), à ãëàâíûì îáðàçîì, îò ñïåöèàëüíîé ñõåìû îòáîðà èíôîðìàòèâíûõ
çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ, î êîòîðûõ ñêàæåì íèæå.

9.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Âñå èãðîâûå ðåøàþùèå ïðàâèëà áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåðï ðåòàöèþ òåîðåòèêî-
èãðîâîé ìîäåëè M 
 hM ; O; f ; � i ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì M; îáó÷àþùåé âûáîðêîé
O = kuij k` � n ; êëàññèôèöèðóþùåé ôóíêöèåé f : I ` ! I t ; ãäå I ` 
 f 1; 2; :::; `g;
I t 
 f 1; 2; :::; tg ; ( t � ÷èñëî êëàññîâ), ðàñïðåäåëÿþùåé íîìåðà ñòðàòåãèé îáó÷àþù åé âû-
áîðêè O ïî íîìåðàì êëàññîâ, è ñèãíàòóðîé � 
 hR1; R2; :::; Rt i îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ
Rk (�x) ; òàêèõ, ÷òî

Rk (�x) = _
i 2 D k

Qi (�x) ;
�
k = 1; t

�
; Dk = f i jf (i ) = kg;

�
k = 1; t

�
;

Qi (�x) =
�

1; åñëèC (�ui ; �x) = C0;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå C0 = min
i

(max
i

) f C (�ui ; �x)g âûáèðàåòñÿ èç ñîäåðæàíèÿ ôóíêöèîíàëà áëèçîñòè

C (�ui ; �x) ;
�
i = 1; `

�
:

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à: íàéòè èíòåðïðåòàöèè ôóíêöèîíàëà C (�ui ; �x) ; îáåñïå÷èâàþùèå îïòèìèçà-
öèþ ïî âåðîÿòíîñòè ïðàâèëüíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ è èçó÷èòü óñë îâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ìèíèìóì
âðåìåííûõ çàòðàò ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðåøàþùèõ ïðàâèë ðàñïîç íàþùèìè àâòîìàòàìè.

9.3. Ïðåäïîëàãàåìûå ïîäõîäû

Îáû÷íî êëàññèôèêàòîðû ñòðîÿòñÿ íà áàçå íåêîòîðîé óíèâåðñà ëüíîé ÝÂÌ, ãäå ðîëü ïðîöåñ-
ñîðà çàìåíÿåò ïðîãðàììà, ïîñëåäîâàòåëüíî îáðàáàòûâàþùàÿ ìàññèâ ýòàëîíîâ äëÿ âûÿâëåíèÿ
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íàèáîëåå áëèçêîãî ýòàëîíà ê ïðåäúÿâëåííîé ðåàëèçàöèè. Òàê àÿ ïðîöåäóðà íà ýòàïå êëàññè-
ôèêàöèè çàíèìàåò ìíîãî âðåìåíè (ìàññèâû ýòàëîíîâ, êàê ïðàâ èëî, äîñòàòî÷íî âåëèêè). Â
öåëÿõ ñîêðàùåíèÿ âðåìåíè äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðåäëàãàåòñ ÿ îäèí èç âàðèàíòîâ ïîñòðîå-
íèÿ êëàññèôèêàòîðà ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíîãî äåéñòâèÿ , â êà÷åñòâå ýòàëîíîâ êîòîðîãî
âçÿòû îòíîøåíèÿ. Êîíñòðóêòèâíî îòíîøåíèÿ ñòðîÿòñÿ íà îñíî âå îáó÷åíèÿ êàê ðåãèñòðû, ðå-
àëèçóþùèå ïîëíóþ ñèñòåìó ïðåäèêàòîâ Ðàäåìàõåðà , ñâÿçàííûå êîìáèíàöèîííûìè ñõåìàìè.

Êîëè÷åñòâî ðåãèñòðîâ � ñ÷åò÷èêîâ ñîîòâåòñòâóåò ìåñòíîñòè îòíîøåíèé, à ÷èñëî âûõîäîâ
êîìáèíàöèîííîé ñõåìû � ÷èñëó ýòàëîíîâ � îòíîøåíèé. Ïðèíÿòè å ðåøåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíûì ìåòîäîì: íà ðåãèñòðû ïîäàþ òñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî âñå âîçìîæ-
íûå êîìáèíàöèè ÷èñåë , òî åñòü çàäàþòñÿ âñå êîîðäèíàòû ýòàëîíîâ � îòíîøåíèé, è ñîî òâåòñòâó-
þùèå ýòèì îòíîøåíèÿì ïðåäèêàòû ïàðàëëåëüíî ñðàâíèâàþòñÿ ñ ïðåäúÿâëåííûì îòíîøåíèåì
(ïðåäèêàòîì).

Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ íàêàïëèâàþòñÿ â ñ÷åò÷èêàõ. Êàê òîëüêî âñå êîìáèíàöèè áóäóò ïðî-
âåðåíû, ñ÷åò÷èêè îïðàøèâàþòñÿ, è ìàêñèìàëüíî çàïîëíåííûé ñ÷åò÷èê âûðàáàòûâàåò ñèãíàë
èäåíòèôèöèðîâàííîãî ýòàëîíà .

Òàêîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ êëàññèôèêàòîðà îòíîøåíèé òåì ýôôåêòèâíåé, ÷åì áîëüøå
ìàññèâ ýòàëîíîâ, òàê êàê âðåìÿ äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ïðè ýòîì íå çàâèñèò îò ìîùíîñòè
îáó÷àþùåé âûáîðêè, â òî âðåìÿ êàê ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîé îáðà áîòêå ýòàëîíîâ âðåìÿ äëÿ
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ âîçðàñòåò ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî êîëè÷åñ òâó ýòàëîíîâ. Ñ òåîðåòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ ïðè ïîñòðîåíèè òàêèõ êëàññèôèêàòîðîâ âàæíû âî ïðîñû îòíîñèòåëüíîé ïîëíî-
òû ïðåäèêàòîâ ñèãíàòóðû êîíå÷íûõ ìîäåëåé, â ÷àñòíîñòè ïðåäèêàòîâ Ðàäåìà õåðà, à òàêæå
âîïðîñû ìèíèìèçàöèè ïðåäèêàòíûõ ôîðì â êîíå÷íûõ ìîäåëÿõ [7 1].

Äëÿ ñèìóëüòàííûõ àâòîìàòîâ èäåÿ ïîñòðîåíèÿ èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ â îáó÷åíèè
ðîäèëàñü ïðè èññëåäîâàíèè îáó÷àþùèõ âûáîðîê, ñîäåðæàùèõ ê îíå÷íûå êîíñòðóêòèâíûå ìíî-
æåñòâà è áûëà ïåðåíåñåíà íà êîíñòðóêòèâíûå êîðòåæè îáúåêòî â. Èíôîðìàòèâíûå òî÷êè ai

èç êîðòåæà �ui = hui 1; ui 2; :::; uin i 2 O âûáèðàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, âûäåëÿþùåé íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ îáëàñòè V `+1

i ; ïîëó÷åííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì: V 1
i = f ui 1; ui 2; :::; uin g;

V j +1
i =

(
V j

i nV 1
j ; åñëèV j

i nV 1
j 6= ? ;

�
i; j = 1; `

�
;

V j
i ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå ai 2 V `+1
i è ÷àñòíûå ðåøåíèÿ Qi (�x) îòûñêèâàþòñÿ â âèäå

Qi (x) =
�

1; åñëèai � x j ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

èíäåêñ j âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ ai = uij ; � � íåêîòîðîå áèíàðíîå îòíîøåíèå.

9.4. Ó÷åò àëüòåðíàòèâíûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé

Â èãðîâûõ ðåøàþùèõ ïðàâèëàõ, ïðèâåäåííûõ â ðàáîòå [18], íå ï ðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ïðè àëüòåðíàòèâíîì èñõîäå âûáðàííûõ ðåøå íèé. Õîòÿ ïðè íåðàâíîì ÷èñëå
àëüòåðíàòèâ ÷àñòíûõ ðåøåíèé èíîãäà ìîæíî ó÷èòûâàòü íàëè÷è å áîëüøîãî ÷èñëà àëüòåðíàòèâ,
ãîëîñóþùèõ çà îïðåäåëåííûé êëàññ îáúåêòîâ.

Â äàííîé ðàáîòå óêàçàííûé íåäîñòàòîê êîìïåíñèðóåòñÿ ïîñòð îåíèåì îáùèõ ðåøåíèé ïóòåì
ãîëîñîâàíèÿ àëüòåðíàòèâ.

Èìååòñÿ äèñêðåòíàÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà O = kuij k` � n ; â êîòîðîé ` ñòðîê è n ñòîëáöîâ
(ïðèçíàêîâ); uij � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è çàäàíà êëàññèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ f : I ` ! I t ;
ãäå I ` 
 f 1; 2; ::; `g; I t 
 f 1; 2; :::; tg ; ( t � ÷èñëî êëàññîâ).

Ïðåäúÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíàÿ ðåàëèçàöèÿ îáúåêòà �x = hx1; x2; :::; xn i ; äëÿ êîòîðîé ñ÷èòàþò-
ñÿ âåëè÷èíû Si = C (�ui ; �x) ; ãäå C (�ui ; �x) � íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë áëèçîñòè.

Äàëåå âû÷èñëèì ìàêñèìàëüíîå èëè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå

S0 = max ( S1; S2; ::; S` ) _ S0 = min ( S1; S2; :::; S` )

â çàâèñèìîñòè îò ñîäåðæàíèÿ ôóíêöèîíàëà C (�ui ; �x) :
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×àñòíîå ðåøåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò èäåíòèôèêàöèþ îáúåêò à �x; ôèêñèðóåòñÿ ïðåäèêà-
òîì

Ri (�x) =
�

1; åñëèSi = S0;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îáùåå ðåøåíèå ïî êëàññèôèêàöèè îáúåêòà �x; òî åñòü ïî îòíåñåíèþ åãî ê îäíîìó èç êëàññîâ:

Qk (�x) =
�

1; åñëèr k = r0;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå r0 = max ( r1; r2; :::; r t ) ; r k =
P

i 2 D k

Ri (�x) ;

Dk = f i jf (i ) = kg;
�
k = 1; t

�
� ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ.

Ïðåäëîæåííàÿ îáùàÿ ñõåìà êëàññèôèêàöèè ïîçâîëÿåò îïòèìèç èðîâàòü âûáîð ðåøàþùåãî
ïðàâèëà èç ðàíåå ðàññìîòðåííûõ ðåøåíèé â óñëîâèÿõ íåîïðåäå ëåííîñòè ( x 7; 8 ), ïðè ýòîì
ó÷èòûâàåòñÿ íàäåæíîñòü êëàññèôèêàöèè è âðåìåííûå çàòðàòû íà ìîäåëèðîâàíèå ðåøåíèé.

9.5. Ìèíèìèçàöèÿ ýòàëîíîâ â ïðåäèêàòàõ êëàññèôèêàöèè

Ñ êàæäûì ðàçáèåíèåì S 
 f N1; N2; :::; N r g ñåìåéñòâà M ; ãäå N i 
 f Xi 1; Xi 2; :::; Xin i g
ñâÿæåì ìîäåëü hM ; � i ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì M è ñèãíàòóðîé � = hP1; :::; P� i : Îäíîìåñò-
íûå ïðåäèêàòû Pi íà ìîäåëè èíòåðïðåòèðóþòñÿ äëÿ âñÿêîãî X 2 M â ñëåäóþùåì âèäå:

Pi (X) =
�

è; åñëèX 2 N i ; i 2 I r 
 f 1; 2; : : : ; r g;
ë; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Íåîáõîäèìî äëÿ ðàçáèåíèÿ S ñåìåéñòâà M íàéòè r ìèíèìàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ Ei ìíî-
æåñòâàO (M ) (åñëè îíè ñóùåñòâóþò), ïîñðåäñòâîì êîòîðûõ ìîæíî ýôôåêòèâ íî âû÷èñëÿòü
ïðåäèêàòû Pi ìîäåëè hM ; � i :

Äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà A = f Xg ââåäåì, êàê è ðàíåå (4.2, 4.3), îïåðàöèè: O (A) � îáúåäè-
íåíèÿ ìíîæåñòâ X è � ( A) � ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ X :

O (A) =

8
><

>:

? ; åñëècard A = 0;
X ; åñëècard A = 1;
[

X2 A
X; åñëècard A > 2:

� ( A) =

8
><

>:

? ; åñëècard A = 0;
X ; åñëècard A = 1;
\

X2 A
X; åñëècard A > 2:

Ââåäåì òàêæå îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà íà îñíîâíîì ìíîæå ñòâå M :

A1 6 A2 , A1 � A2:

Ðàññìîòðèì (8i 2 I r ) êëàññ ðàçáèåíèé W2 :

W2 
 f Sj(8I 2 O(S)) [ I 2 N i ) I \ Qi (S) 6= ? ]g ;

ãäå Qi (S) 
 O
��

O (N i ) nO (T i;t) jt = 1; t i
	�

;
T i;t � ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû ïî îòíîøåíèþ âêëþ÷åíèÿ ñåìåéñòâà B i ; ãäå

B i 
 f TjT 2 D (f O (N j ) jj 2 I r n f igg) & O (N i ) 6� O (T)g:
Ïóñòü S 2 W2: Äëÿ êàæäîãî i 2 I r ïîñòðîèì ïîäñåìåéñòâà A2

i ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A2
i 


�
AjA 2 D

�
D 2

i

�
& � ( A) 6= ?

	
;

ãäå D 2
i = f X \ Q2 (S) jX 2 N i g:

Òîãäà åñëè A2
i;t

�
t = 1; n2

i

�
åñòü ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû A2

i ; òî, âûáèðàÿ ïî ïðåäñòàâèòåëþ

èç êàæäîãî ìíîæåñòâà �( A2
i;t ); (t = 1; n2

i ); ñôîðìèðóåì ìíîæåñòâà Ei è ïîñòðîèì ëîãè÷åñêóþ
ìàòðèöó kqij k ïîðÿäêà r ñëåäóþùèì îáðàçîì:

qij =
�

1; åñëèEi \ O (� j ) 6= ? ;
�
i; j = 1; r

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äàëåå äëÿ êàæäîãî X 2 O (S) ïîëîæèì Ri (X) = u , X \ E i 6= ? :
Òîãäà ñïðàâåäëèâà

86



Ò å î ð å ì à 9.1 [79]. Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ S 
 f N1; N2; :::; N r g 2 W2; åñëè
(8i 6= j 2 I r 
 f 1; 2; :::xg) [qij = 1 ) qj i = 0] ; òî ïðåäèêàò êëàññèôèêàöèè âû÷èñëèì ïî ñõå-
ìå

Pi (X) = Ri (x) & :
�

_
k2 I r nf i g

Rk (X) & qik

�
:

Ðàññìîòðèì êëàññ ðàçáèåíèé W0 è åãî âîçìîæíûå ðàñøèðåíèÿ.

W0 
 f SjS 
 f N1; N2; :::; N r g & ( 8i 6= j 2 I r ) [O (N i) \ O (N j) = ? ]g :

Âûäåëèì ýëåìåíò S 2 W0: Ïóñòü S 
 f N1; N2; :::; N r g: Äëÿ êàæäîãî i 2 I r 
 f 1; 2; :::; r g
ïîñòðîèì ïîäñåìåéñòâî A0

i ñåìåéñòâà P (N i ) òàêîå, ÷òî

A0
i 
 f AjA 2 P (N i ) & � ( A) 6= ? g;

íà êîòîðîì ââåäåì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê: A1 6 A2 , A1 � A2:
Ïóñòü â A0

i íàøëîñü n0
i ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ A0

i;t

�
t = 1; n0

i

�
:

Òîãäà, âûáèðàÿ ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç êàæäîãî ìíîæåñòâà �
�

A0
i;t

�
; (t = 1; n0

i ); ïîëó÷èì
ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà Ei ; äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâà

Ò å î ð å ì à 9.2 [79]. Äëÿ ëþáîãî S 2 W0

Pi (X) =
�

u, åñëèX \ E i 6= ? ;
ë, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå Pi � ïðåäèêàò ìîäåëè hO (S) ; � i :

Ïóñòü � A = hx1; :::; xn i � íåêîòîðàÿ ïñåâäîñèãíàòóðà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè x1; :::; xn [79].
Îáîçíà÷èì ÷åðåç W � 0

0 êëàññ ðàçáèåíèé òàêîé, ÷òî

W � 0
0 
 f SjS 
 f N1; N2; :::; N r g & C � 0 (S) 2 W0g:

ÇäåñüC � 0 (S) 
 f C � 0 (N1) ; C � 0 (N2) ; :::; C � 0 (N r )g ;

C � 0 (N i ) 
 f C � 0 (Xi 1) ; C � 0 (Xi 2) ; :::; C � 0 (Xin i )g ;
�
i = 1; r

�
:

Ïóñòü A � A
1 
 f AjA 2 P (C � 0 (N i ) & � ( A) 6= ? )g;

E� 0
i � ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííûå âûáîðîì ïî îäíîìó ýëåìåíòó èç ìàêñè ìàëüíûõ ýëåìåíòîâ

ñåìåéñòâà A � 0
i : Òîãäà èìååò ìåñòî

Ò å î ð å ì à 9.3 [79]. Äëÿ ëþáîé ïñåâäîñèãíàòðû � 0 = hx1; :::; xn i [W0 � W � 0
0 ] :

Ò å î ð å ì à 9.4 [79]. Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ S 2 W � 0
0

Pi (X) =
�

è, åñëèC � 0 (X) \ E � 0
i 6= ? ;

ë, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå Pi � ïðåäèêàò ìîäåëè hO (S) ; � i :

Ÿ 10. Ñèìóëüòàííûé ïîäõîä â ïðèíÿòèè ðåøåíèé

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ îáó÷àþùóþ âûáîðêó O =



 U i




 ;

�
i = 1; `

�
; ñîäåðæàùóþ ` êîðòå-

æåé êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ ôèêñèðîâàííîé äëèíû n U i = hUi 1; Ui 2; :::; Uin i ;
êîòîðûå âàðüèðóþòñÿ â ïðåäåëàõ " -ñåòè, òî åñòü åñëèUij � " 6 Uj 6 Uij + "; j = 1; n;
òî ðàñïîçíàåì Uj êàê Uij ; ãäå Uj 2 U; U = hU1; U2; :::; Un i � íåèçâåñòíàÿ ðåàëèçàöèÿ, " �
äîïóñê íà øóì (ïîìåõó).

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðåäåëüíî áûñòðî (îäíîòàêòíî) è äåíòèôèöèðîâàòü íåèçâåñò-
íóþ ðåàëèçàöèþ U ê îäíîìó èç êîðòåæåé îáó÷àþùåé âûáîðêè O:

Èññëåäîâàíèå îäíîòàêòíûõ ìîäåëåé ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ïðè èä åíòèôèêàöèè íåèçâåñòíîé
ðåàëèçàöèè, ïîäâåðãíóòîé øóìàì è ïîìåõàì, áåçóñëîâíî ÿâëÿ åòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé [79].

Î÷åâèäíî, äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè íåîáõîäèìî, âî -ïåðâûõ, ñðàâíèâàòü íåèç-
âåñòíóþ ðåàëèçàöèþ U ñ ýòàëîíàìè Ui 2 O ïàðàëëåëüíî è, âî-âòîðûõ, òîëüêî ïî îäíîìó
èíôîðìàòèâíîìó ýëåìåíòó èç êàæäîãî ýòàëîíà.
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10.1. Ñèìóëüòàííîñòü ïðè èäåíòèôèêàöèè

Ïóñòü � è 6 � ðàññòîÿíèå è ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ìåæäó ýòàëîíàìè â îáó÷åíèè . Ïîëîæèì â

êà÷åñòâå èñõîäíûõ èíäåêñíûõ ìíîæåñòâ V 1
i 
 f Ui 1; Ui 2; :::; Uin g;

�
i = 1; `

�
; A =

`
[

i =1
V 1

i : Âîçü-

ìåì â êà÷åñòâå � 0 � ìèíèìàëüíîå, íå ðàâíîå íóëþ ðàññòîÿíèå � (x; y) ; ãäå x; y 2 A: Òîãäà
äîïóñê íà øóì " ìîæíî âûáðàòü èç óñëîâèÿ " <

� 0

2
:

Ïóñòü èíäåêñíûå ìíîæåñòâà íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ ïî ðåçóëüòà òàì ïîïàðíîãî ñðàâíåíèÿ
çàäàþòñÿ ðåêóððåíòíîé ñõåìîé

V j +1
i =

(
V j

i nV 1
j ; åñëèV j

i nV 1
j 6= ? ;

�
i; j = 1; `

�
;

V j
i ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ýëåìåíòû ëîãè÷åñêîé ìàòðèöû q = kqij k îïðåäåëèì òàê:

qij =
�

1; åñëèV j
i nV 1

j = ? ;
�
i; j = 1; `

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òîãäà óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ ai 2 V `+1
i äëÿ ñèìóëüòàííîãî ïðè-

íÿòèÿ ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé 10.1.

Ò å î ð å ì à 10.1 [79]. Åñëè kqij k` � ` = E` � ` � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà ` � `; òî
ñóùåñòâóåò ` èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ ai 2 V `+1

i òàêèõ, ÷òî ïðåäèêàò

Qi
�
U

�
=

�
1; åñëè� (ai ; Uij ) 6 ";

�
i = 1; `

�
;

0; â ïðîòèâíîì cëó÷àå,

îáðàùàåòñÿ â ¾åäèíèöó¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà U i � U; ãäå � � îòíîøåíèå òîëåðàíò-

íîñòè òàêîå, ÷òî U i � U ,
nP

j =1
� (Uij ; Uj ) 6 n"; ãäå èíäåêñ j = �j [ai = Uij ] ; � � îïåðàòîð

ìèíèìèçàöèè.

¾Íàáðîøåííóþ¿ íà îáó÷àþùóþ âûáîðêó O " -ñåòü ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âûáîðêó,
ôèëüòðóþùóþ çàøóìëåííûå ðåàëüíûå îáúåêòû, íå ïðåâûøàþùèå óðîâåíü øóìà "; è ïîçâî-
ëÿþùóþ ñ ïîìîùüþ âûáðàííûõ èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ ai ;

�
i = 1; `

�
ñðàâíèâàòü èõ ïàðàë-

ëåëüíî ñ íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèåé U; âûáèðàÿ äëÿ êàæäîãî èíäåêñà i îäíó è òîëüêî îäíó
íåîáõîäèìóþ êîìïîíåíòó Uij ðåàëèçàöèè U; è íàõîäèòü ðàññòîÿíèå � (ai ; Uij ) ìåæäó ýëåìåí-
òîì ai è ýòîé êîìïîíåíòîé Uij ; íå ïðåâûøàþùåå óðîâåíü øóìà ":

Òàêàÿ ôèëüòðàöèÿ è áûñòðûé ïîèñê íîìåðà êîðòåæà i â îáó÷àþùåé âûáîðêå, óäîâëåòâîðÿ-
þùåãî îòíîøåíèþ òîëåðàíòíîñòè � ñ íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèåé U; ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìîæåì
íàéòè íàèáîëåå áëèçêèé êîðòåæ îáó÷àþùåé âûáîðêè ê íåèçâåñò íîé ðåàëèçàöèè U; ïîäâåðã-
íóòîé øóìàì â ïðåäåëàõ êîìïàêòíîé " -ñåòè. Îãðàíè÷åíèÿ íà øóì " âûáèðàþòñÿ èñõîäÿ èç
ñàìîé îáó÷àþùåé âûáîðêè O òàê, ÷òîáû ìàêñèìàëüíî âåðíî èäåíòèôèöèðîâàòü íåèçâåñòíó þ
ðåàëèçàöèþ U ê îäíîìó èç êîðòåæåé U i 2 O:

10.2. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáîáùåííîé ñèìóëüòàííîé ìîäå ëè
ðàñïîçíàâàíèÿ

Ïóñòü èìååòñÿ îñíîâíîå ìíîæåñòâî M 
 f X1; X2; :::; Xm g êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ
Xi 2 � ; ãäå � � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà N 
 f 0; 1; 2; :::g;
S 
 f M 1; M 2; :::; M t g � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà M; t � ÷èñëî êëàññîâ ðàçáèåíèÿ.

Ïîñòðîèì îáó÷àþùóþ âûáîðêó O äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ íåèçâåñòíûõ îáúåêòîâ X 2 M :

O =


















u11; u12; :::; u1n

u21; u22; :::; u2n

::: ::: ::: :::
u`1; u`2; :::; u`n


















èëè O = jjuij jj ` � n ;
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ãäå n � ÷èñëî ïðèçíàêîâ îáúåêòà ðàñïîçíàâàíèÿ Xi ; j = 1; n; ` � ÷èñëî ýòàëîíîâ îáúåêòîâ
ðàñïîçíàâàíèÿ Xi ; i = 1; ` ; ñ êëàññèôèöèðóþùåé ôóíêöèåé f : I ` ! I t ; ðàñïðåäåëÿþùåé
íîìåðà I ` 
 f 1; 2; :::; `g ýòàëîííûõ ýëåìåíòîâ îñíîâíîãî ìíîæåñòâà M ïî íîìåðàì I t 


 f 1; 2; :::; tg êëàññîâ ðàçáèåíèÿ S:

Dk 
 f i jf (i ) = kg; (k = 1; t) � ìíîæåñòâî ýòàëîííûõ íîìåðîâ ðàçáèåíèÿ S: Íåèçâåñòíàÿ
ðåàëèçàöèÿ x = hx1; x2; :::; xn i 2 X; X � ìíîæåñòâî íåèçâåñòíûõ ðåàëèçàöèé (ðàñïîçíàâàåìî-
ãî) îáúåêòà.

Íåîáõîäèìî íàéòè â êàæäîì êîðòåæå ui = hui 1; ui 2; :::; uin i îáó÷àþùåé âûáîðêè O ïî
îäíîìó èíôîðìàòèâíîìó ýëåìåíòó ai òàê, ÷òîáû ÷àñòíûå ïðåäèêàòû

Qi (X) =
�

1; åñëèai 2 Xi 
 f ui 1; :::; uin g; (j; i = 1; `);
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ìîæíî áûëî âû÷èñëèòü ïàðàëëåëüíî, èñïîëüçóÿ îäíî ñðàâíåíè å êîìïîíåíòû x j 2 x ïîñðåä-
ñòâîì áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ � ñ èíôîðìàòèâíûì ýëåìåíòîì ai : x j � ai ; ãäå j âûáèðàåòñÿ èç
óñëîâèÿ ai = uij :

Îáîçíà÷èì V 1
i 
 Xi ; i 2 I ` 
 f 1; 2; :::; `g; V `+1

i � Xi � èíôîðìàòèâíûå ïîäìíîæåñòâà
Xi ; òî åñòü ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà Xi nV `+1

i ; îñòàâøèåñÿ â ïðîöåññå èõ âû÷èñëåíèÿ, êîòîðûå
íàçîâåì èíôîðìàòèâíûìè çîíàìè .

Èíôîðìàòèâíûå ýëåìåíòû ai áóäåì èñêàòü â èíôîðìàòèâíûõ çîíàõ Xi nV `+1
i ìíîæåñòâ

V `+1
i ; ãäå V `+1

i ñòðîÿòñÿ ïî ðåêóððåíòíîé ñõåìå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V 1
i = f ui 1; ui 2; :::; uin g; (i = 1; `);

V j +1
i =

(
V j

i nV 1
i ; åñëèV j

i nV 1
i 6= ? ; (i; j = 1; `);

V j
i ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Íàðÿäó ñ èíäåêñíûìè ìíîæåñòâàìè V j
i áóäåì ñòðîèòü ëîãè÷åñêóþ ìàòðèöó q = jjqij jj ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

qij =
�

0; åñëèV j
i nV 1

i 6= ? ; (i; j = 1; `);
1; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå :

Ò å î ð å ì à 10.2 [81]. Ïóñòü (8i 2 I ` ) [V `
i 6= ? ]; (8i 6= j 2 I ` )[qij = 1 ) qj i = 0] : Òîãäà

ñóùåñòâóåò ` èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ ai 2 V `+1
i òàêèõ, ÷òî ïðåäèêàò

Qi (V ) = dai 2 Ve&:
�

_
j 2 I ` nf i g

daj 2 Ve&qij

�

îáðàùàåòñÿ â ¾åäèíèöó¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà V = V 1
i ; V 1

i = f ui 1; ui 2; :::; uin g 2 O:

Ñ ë å ä ñ ò â è å 10.1 [81].Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ: V 1
i 6= ? ; (i = 1; `);

(8i; j 2 I ` )[i 6= j ) ui 6= uj ]; (8i 2 I ` )[V 1
i n [

j 2 I ` nf i g
V 1

j 6= ? ];

òî ñóùåñòâóåò ` èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ ai 2 V `+1
i òàêèõ, ÷òî ïðåäèêàò ïðèíàäëåæ-

íîñòè

Qi (x) =
�

1; åñëèai 2 Xi ; (i 2 I ` );
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

îáðàùàåòñÿ â ¾åäèíèöó¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = ui ; èíäåêñ j âûáèðàåòñÿ èç óñëî-
âèÿ ai = uij :

Îáîçíà÷èì I ` 
 f 1; 2; :::; `g; I t 
 f 1; 2; :::; tg; I n 
 f 1; 2; :::; ng:
Ïóñòü íà ìíîæåñòâå A 
 f uij ji = 1; ` ; j = 1; ng çàäàíî íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå � (x; y) òàêîå,

÷òî äëÿ ëþáûõ x; y; z 2 A

1)� (x; x ) = 0; 2) � (x; y) = � (y; x); 3)� (x; z) 6 � (x; y) + � (y; z);
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ñ ëèíåéíûì ïîðÿäêîì 6 ; óäîâëåòâîðÿþùèì àêñèîìàì:

1:(8x 2 A)[hx; x i 2 6 ];
2:(8x; y; z 2 A)[hx; yi 2 6 &hy; zi 2 6 ) h x; zi 2 6 ];
3:(8x; y 2 A)[hx; yi 2 6 &hy; xi 2 6 ) x = y]:

Îáîçíà÷èì (8x; y 2 A)[x 6 y _ y 6 x] ÷åðåç � 0 � ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòàëîí-
íûìè ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà A : � 0 = min

hi;j i ;hd;pi2 I ` � I n

� (uij ; udp) 6= 0 ; ãäå uij è udp âçÿòû èç

n
[

j =1
f x j jx j 2 V `+1

i g: Ýòàëîííûå ìíîæåñòâà ôîðìèðóþòñÿ ïî ìåðå áëèçîñòè ê �:

Ïóñòü âñå çíà÷åíèÿ j -ãî ïðèçíàêà x j 2 �x; óäîâëåòâîðÿþùèå çàäàííîé ìåðå áëèçîñòè ê
ýòàëîííîìó çíà÷åíèþ uij ; ¾ñòÿíóòû¿ âîáùèé òàêñîí � îäíî ìíîæåñòâî îáó÷àþùåé âûáîðêè
Oij = f x j j� (uij ; x j ) < 1=2� 0g:

Ïðåäñòàâèì ýòàëîííîå îïèñàíèå ðàñïîçíàâàåìîãî i -ãî îáúåêòà â âèäå äåêàðòîâà ïðîèçâå-
äåíèÿ ¾ñòÿãèâàþùèõ¿ ìíîæåñòâ Oij : B i = O i 1 � Oi 2 � ::: � Oin :

Ìíîæåñòâî íåèçâåñòíûõ ðåàëèçàöèé X âûðàçèì ÷åðåç îáúåäèíåíèå âñåõ äåêàðòîâûõ ïðî-

èçâåäåíèé ýòàëîííûõ ìíîæåñòâ B i : X =
`
[

i =1
B i :

Ââåäåì íà ìíîæåñòâå íåèçâåñòíûõ ðåàëèçàöèé X îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè � " ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

x� " ui ,
nX

j =1

� (x j ; uij ) < 1=2n� 0 � ";

ãäå x = hx1; :::; xn i 2 X; ui = hui 1; :::; uin i ; " > 0 � ñêîëü óãîäíî ìàëàÿ âåëè÷èíà. Ïóñòü

ëèíåéíûé ïîðÿäîê 6 è ðàññòîÿíèå � ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñ¼ ìíîæåñòâî C =
`
[

i =1

n
[

j =1
Oij :

Î÷åâèäíî, A � C: Òîãäà èìååò ìåñòî

Ò å î ð å ì à 10.3. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ: V 1
i 6= ? ; (i = 1; `);

(8i; j 2 I ` )[i 6= j ) ui 6= uj ]; (8i 2 I ` )[(V 1
i n

n
[

j 2 I ` nf i g
V 1

j ) 6= ? ];

òî ñóùåñòâóåò ` èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ ai 2 V `+1
i òàêèõ, ÷òî ïðåäèêàò

Q(x) =
�

1; åñëè� (ai ; x j ) < 1=2� 0; (i 2 I ` );
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

îáðàùàåòñÿ â ¾åäèíèöó¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x� Eui ; ãäå èíäåêñ j âûáèðàåòñÿ èç
óñëîâèÿ ai = uij :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
() ) : Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû ëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà k qij k` � ` åäèíè÷íà è âûïîëíåíû

óñëîâèÿ òåîðåìû 10.2 è åå ñëåäñòâèÿ 10.1. Ïîýòîìó â ñèëó ñëåä ñòâèÿ 10.1 ïðåäèêàò

Qi (x) =
�

1; åñëè� (ai ; x j ) = 0 ; (i 2 I ` );
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

îáðàùàåòñÿ â ¾åäèíèöó¿, êîãäà x = ui èëè â ñèëó ðåôëåêñèâíîñòè îòíîøåíèÿ òîëåðàíòíîñòè,
êîãäà x� Eui : Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ýòèõ æå óñëîâèÿõ ïðåäèêàò

Qi (x) =
�

1; åñëè� (ai ; x j ) < 1=2� 0; (i 2 I ` );
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

òàêæå îáðàùàåòñÿ â ¾åäèíèöó¿.
(( ) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x� " ui : Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäèêàò

Qi (x) =
�

1; åñëè� (ai ; x j ) < 1=2� 0; (i 2 I ` );
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
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â ýòîì ñëó÷àå òàêæå îáðàùàåòñÿ â ¾åäèíèöó¿.
Â ñàìîì äåëå, â ýòîì ñëó÷àå � (ai ; x j ) < 1=2� 0: Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü

� (ai ; x j ) > 1=2� 0:
Ïîñêîëüêó ai = uij ; òî èìååì � (uij ; x j ) > 1=2� 0:
Íàéäåì òàêîå x; ÷òî x 2 X è x íå íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè òîëåðàíòíîñòè � " ; òî åñòü

x� " ui : Â êà÷åñòâå òàêîãî x ìîæíî âçÿòü

x = hui 1 + 1=2� 0 � (1=n)"; u i 2 + 1=2� 0 � (1=n)"; :::; u in + 1=2� 0 � (1=n)" i :

Â ýòîì ñëó÷àå
nP

j =1
� (x j ; uij ) > 1=2� 0n � "; òî åñòü íàðóøåíî îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè x� " ui ;

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ x� " ui : Òåîðåìà äîêàçàíà. �

10.3. Îáîáùåííàÿ ñèìóëüòàííàÿ ìîäåëü ðàñïîçíàâàíèÿ èçîáð àæåíèé

Èññëåäîâàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèìóëüòàííîé ìîäåëè êë àññèôèêàöèè êîíå÷íûõ îáú-
åêòîâ íà ïðèìåðå òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé (ÒÈ) [81], òî åñòü ò àêîé ìîäåëè, âðåìÿ íà ïðèíÿòèå
ðåøåíèÿ êîòîðîé íå çàâèñèò íè îò êîëè÷åñòâà ýòàëîíîâ â îáó÷à þùåé âûáîðêå, íè îò êîëè÷å-
ñòâà ïðèçíàêîâ, êîòîðûìè õàðàêòåðèçóþòñÿ ýòè ýòàëîíû [14] .

Äðóãèìè ñëîâàìè, âðåìÿ íà êëàññèôèêàöèþ òåêñòóð ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ê êîëè÷åñòâó
ýòàëîíîâ â îáó÷åíèè è ê êîëè÷åñòâó ïðèçíàêîâ, îïèñûâàþùèõ ý òè ýòàëîíû.

Ïîñòðîåíèå êëàññèôèêàòîðà òàêîãî âèäà, âðåìÿ ðàáîòû êîòîð îãî ðàâíî îäíîìó òàêòó ñðàâ-
íåíèÿ ýòàëîííîãî îïèñàíèÿ ñ ïðåäúÿâëåííûì â êàêîé-ëèáî øêà ëå (ìåòðèêå) ñðàâíåíèé, ñòàëî
âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ ïàðàëëåëüíîìó âû÷èñëåíèþ ðåøàþùèõ ïð åäèêàòîâ.

Ïóñòü x = hx1; x2; :::; xn i íåèçâåñòíîå ÒÈ, çàäàííîå ÷åðåç n çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ;
O = kuij k` � n � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà, ñîäåðæàùàÿ ` ýòàëîíîâ, âçÿòûõ èç t êëàññîâ. Íîìåðà ýòà-
ëîíîâ è íîìåðà êëàññîâ ñâÿçàíû êëàññèôèöèðóþùåé ôóíêöèåé f : I ` ! I t ; I ` 
 f 1; 2; :::; `g;
I t 
 f 1; 2; :::; tg: Ðåçóëüòàò ñðàâíåíèÿ i -ãî ýòàëîíà ñ j -é êîìïîíåíòîé íåèçâåñòíîé ðåàëèçà-
öèè ÒÈ îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäèêàòîì Qi (x) âèäà

Qi (x) =
�

1; åñëèai � x j ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, (i; j = 1; `);

ãäå ai � èíôîðìàòèâíûé ýëåìåíò êîðòåæà ui = hui 1; ui 2; :::; uin i ; èíäåêñ j âûáèðàåòñÿ èç
óñëîâèÿ ai = uij ; � � íåêîòîðîå áèíàðíîå îòíîøåíèå, âûðàæàþùåå áëèçîñòü ìåæäó ýëåìåí-
òàìè ai è x j :

Ýëåìåíòû ai âûáèðàþòñÿ èç ìíîæåñòâ V `+1
i ïî îòäåëüíîìó ïðàâèëó [81]. Ñàìè æå ìíî-

æåñòâàV `+1
i ñòðîÿòñÿ ïî ðåêóððåíòíîé ñõåìå:

V 1
i = f ui 1; ui 2; :::; uin g;

�
i = 1; `

�
;

V j +1
i =

(
V j

i nV 1
j ; åñëèV j

i nV 1
j 6= ? ;

�
i; j = 1; `

�
;

V j
i ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

10.4. Íåéðîííûå ñåòè ñèìóëüòàííîé ñõåìû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé

Ðàññìîòðèì ñèìóëüòàííûå (îäíîòàêòíûå) ñõåìû ïðèíÿòèÿ ðåø åíèé íà îñíîâå íåéðîííûõ
ñåòåé â ïåðñåïòðîíàõ ñ ðàñïàðàëëåëåííîé ñòðóêòóðîé ñâÿçàí íûõ ìåæäó ñîáîé èíôîðìàòèâíûõ
íåéðîíîâ [78].

Ïîä èçîáðàæåíèåì X; ïîäàâàåìûì íà âõîä ïåðñåïòðîíà äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ, áóäåì ïî íè-
ìàòü íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî òî÷åê ìíîæåñòâà R = f a1; a2; :::; akg:

Ïóñòü íà ìíîæåñòâå R çàäàíî m èçîáðàæåíèé X1; X2; :::; Xm ; ñîñòàâëÿþùèõ îáó÷àþùóþ
âûáîðêó O 
 f X1; X2; :::; Xm g: Äëÿ èäåíòèôèêàöèè ìíîæåñòâà X óêàæåì ñëåäóþùóþ ðåêóð-
ðåíòíóþ ñõåìó.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V 1
i 
 Xi ; i 2 I m 
 f 1; 2; :::; mg; à ÷åðåç V m+1

i � Xi � èíôîðìàòèâíûå
çîíû ìíîæåñòâà Xi ; òî åñòü ýëåìåíòû èç ìíîæåñòâà Xi nV m+1

i ; îñòàâøèåñÿ â ïðîöåññå èõ
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âû÷èñëåíèÿ:

V j +1
i =

(
V j

i nV 1
j ; åñëèV j

i nV 1
j 6= ? ; i; j 2 I m ;

V j
i ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíóþ ëîãè÷åñêóþ ìàòðèöó kqij k èç ýëåìåíòîâ

qij =
�

0; åñëèV j
i nV 1

j 6= ? ; i; j 2 I m ;
1; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

×àñòíûé ðåøàòåëü 	 i (X) â ñõåìå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ îá èäåíòèôèêàöèè X îïðåäåëèì ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: 	 i (X) =

P

a2 V m +1
i

da 2 Xe > 1; i 2 I m :

Ò å î ð å ì à 10.4 [78]. Ïóñòü (8i 2 I m ) [Xi 6= ? ] è (8i 6= j 2 I m ) [qij = 1 ) qj i = 0] : Òî-

ãäà îáùåå ðåøåíèå � ïðåäèêàò: Qi (X) =  i (X) &

&
P

j 2 I m

 j (X) � qij > 1

'

îáðàùàåòñÿ â ¾åäè-

íèöó¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X = Xi ; ãäå Xi 2 O:

Ïðåäèêàòû Qi (X) ; (i 2 I m ) ðåàëèçóþòñÿ íåëèíåéíûìè ïåðñåïòðîíàìè [78]. ×àñòíûå ïðå-
äèêàòû ïðè ýòîì da 2 Xe äëÿ X � R ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü íåéðîíàìè.

Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ ñèìóëüòàííîãî ñïîñîáà ïðèíÿòèÿ ðåøåíè ÿ.

Ò å î ð å ì à 10.5 [79]. Ëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà q = kqij km� m åäèíè÷íà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà (8i 2 I m ) [(V 1

i n [
j 2 I m nf i g

V 1
j ) 6= ? ]:

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåêòîðû �ui = hai 1 ; ai 2 ; :::; ai n i ; (i 2 I m ) èç îáó÷àþùåé âûáîðêè O
êàê ìíîæåñòâà V 1

i = f ai 1 ; ai 2 ; :::; ai n g; u = ha1; a2; :::; an i � íåèçâåñòíàÿ ðåàëèçàöèè ðàñïîçíà-
âàåìîãî ìíîæåñòâà X = f a1; :::; an g; n 6 k: Òîãäà èìååò ìåñòî

Ñ ë å ä ñ ò â è å 10.2.Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ q = kqij km� m = Em� m ; ãäå Em� m �
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m � m; òî ñóùåñòâóåò m èäåíòèôèêàöèîííûõ ýëåìåíòîâ
ai 2 V m+1

i òàêèõ, ÷òî ïðåäèêàò

Qi (X) =
�

1; åñëèai = aij i ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, i 2 I m :

îáðàùàåòñÿ â ¾åäèíèöó¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà u = ui ; j i = �j [ai = uij ] ; ãäå � �
îïåðàòîð ìèíèìèçàöèè.

Ñèìóëüòàííîñòü ñïîñîáà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ îá èäåíòèôèêàöèè íåèçâåñòíîãî ìíîæåñòâà X
ñ ýòàëîííûì ìíîæåñòâîì èç îáó÷àþùåé âûáîðêè Xi 2 O äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ïàðàëëåëüíî-
ãî âû÷èñëåíèÿ èíôîðìàòèâíûõ íåéðîíîâ â óñëîâèÿõ åäèíè÷íîñ òè ëîãè÷åñêîé ìàòðèöû kqij k
ïóòåì ñðàâíåíèÿ íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèè u ñ êîðòåæàìè â îáó÷åíèè ui ïî îäíîìó èíôîðìà-
òèâíîìó ýëåìåíòó aij i ñ èäåíòèôèêàöèîííûì ýëåìåíòîì ai èç èíôîðìàòèâíîé çîíû V m+1

i :
Òðåáîâàíèå óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ, íàëîæåííîå íà ëîãè÷åñêóþ ìà òðèöó kqij k ; îáåñïå÷èâàåòñÿ

òåîðåìîé 10.5. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â òåîðåìå 10.4 äàåòñÿ ñóùåñ òâåííîå óñëîâèå:
(8i 6= j ) [qij = 1 ) qj i = 0] ; êîòîðîå â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 10.2 ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü èäåí òè-
ôèöèðóåìûé ïðåäèêàò (õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ) Qi (X) äëÿ íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèè
� êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X; ïîäàâàåìîãî íà èíòåðôåéñ ïàðàëëåëüíîãî ðàñïîçíàþùåãî (êë àñ-
ñèôèöèðóþùåãî) óñòðîéñòâà (ðèñ. 10.1).
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Ðèñ 10.1. Èíòåðôåéñ ïàðàëëåëüíîãî ðàñïîçíàþùåãî (êëàññèô èöèðóþùåãî) óñòðîéñòâà
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Ÿ 11. Âû÷èñëèìîñòü â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé

Ïóñòü L = f� ; &; _ ; ! ; � ; � ; =; ; �g � ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè
(ÔÀË) 3 èç êëàññàP2; F (~xn ) � ëîãè÷åñêàÿ ôîðìóëà, ïîëó÷åííàÿ ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé èç
L èëè ïåðåèìåíîâàíèåì ïåðåìåííûõ èç ~xn = hx1; :::; xn i ; x i 2 � 2 = f 0; 1g; (i = 1 ; 2; : : :; n):
Ïîñòðîèòü F (~xn ) ) f (~xn ) � àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ äëÿ çàäàííîé F (~xn ) âñåõ çíà÷åíèé ñîîò-
âåòñòâóþùåé ÔÀË f (~xn) [50].

Ðÿä àâòîðîâ ðàññìàòðèâàëè F (~xn ) ) f (~xn); íî ïðè ýòîì òàê èëè èíà÷å äåëàëè ïðåäâàðè-
òåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå F (~xn ) [49, 149, 153, 182].

Âìåñòå ñ òåì, åñëè ðàññìàòðèâàòüF (~xn ) ) f (~xn ) êàê íåêîòîðûé óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ, òî
ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: ñóùåñòâóåò ëè òàêîé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
f (~xn ); íà êàæäîì øàãå êîòîðîãî, èñïîëüçóÿ ëîãè÷åñêèå ñâÿçè â èñõîä íîé F (~xn ); ìîæíî àâòî-
ìàòè÷åñêè îáåñïå÷èâàòü ïîëó÷åíèå ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâ à ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ?

Àëãîðèòì òàêîãî òèïà íàçîâåì êîìïàêòíûì àëãîðèòìîì âû÷èñëåíèÿ ÔÀË èç êëàññà P2:

11.1. Ñóùåñòâîâàíèå êîìïàêòíîãî àëãîðèòìà

Â ï. 11.1 óñòàíàâëèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ êîìïà êòíîãî àëãîðèòìà âû÷èñëå-
íèÿ F (~xn ) ) f (~xn); òî åñòü âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíîé îðãàíèçàöèè ïàìÿòè ïåðñåï òðîíà ïðè
ðàñïîçíàâàíèè áèíàðíûõ îòíîøåíèé òèïà ÔÀË èç êëàññà P2 [49].

Â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ f (~xn ) êàêèì-ëèáî àâòîìàòîì (ÝÂÌ èëè ÷åëîâåêîì-
îïåðàòîðîì) óæå ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà â âèäå îäíîé èç íåðåøåííûõ çàäà÷ â òåîðèè
ïåðñåïòðîíîâ � îðãàíèçàöèÿ ïàìÿòè ïåðñåïòðîíà ïðè ðàñïîçí àâàíèè áèíàðíûõ îòíîøåíèé.

Â êà÷åñòâå òàêèõ îòíîøåíèé áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëîãè÷åñêèå ñâÿçè â ôîðìóëå F (~xn );
òî åñòü ýëåìåíòàðíûå ÔÀË èç êëàññà P2; à ðåçóëüòàòû ðàñïîçíàâàíèÿ ýòèõ îòíîøåíèé �
ïðîìåæóòî÷íûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ F (~xn ) ) f (~xn ) êàê ñîäåðæèìîå ïàìÿòè ïåðñåïòðîíà,
ðàñïîçíàþùåãî áèíàðíûå îòíîøåíèÿ òèïà ÔÀË èç êëàññà P2:

Èòàê, ïóñòü íà âõîä ïåðñåïòðîíà äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ, òî åñòü â û÷èñëåíèÿ F (~xn ) )
) f (~xn); ïîäàåòñÿ ôîðìóëà F (~xn ); ïðåäñòàâëÿþùàÿ ïîëíóþ ñêîáî÷íóþ (èíôèêñíóþ ) ôîð-
ìó çàïèñè f (~xn ) (îòðèöàíèå íàä ôóíêöèÿìè, áóäåì ñ÷èòàòü, äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ èãðàåò ðîëü
ñêîáîê).

Òàê êàê îïðåäåëåíèå F (~xn ) èìååò ðåêóðñèâíûé õàðàêòåð, òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ
F (~xn ) ) f (~xn ) íåîáõîäèìî ñíà÷àëà â ôîðìóëå F (~xn ) îòûñêàòü ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè �
ÿäðà [92, 162].

Î ï ð å ä å ë å í è å 11.1. ßäðî (K i ) ôîðìóëû F (~xn ) åñòü ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ
(îïåðàöèÿ) q 2 Ln� ; âõîäÿùàÿ â ðàññìàòðèâàåìóþ F (~xn ); íà÷èíàÿ ñ êîòîðîé ìîæíî ïî ðå-
êóðñèè îïðåäåëèòü âñå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé f (~xn ):

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 11.1, ÿäðî èìååò ñìûñë ïðè äâóõìå ñòíûõ q 2 Ln � :
Åñëè F (~xn ) � x i (�x i ); òî íàçîâåì F (~xn ) âûðîæäåííîé ôîðìóëîé è â äàëüíåéøåì åå íå

áóäåì ðàññìàòðèâàòü.

Çíà÷åíèÿ K i îáîçíà÷èì f K i g; òî åñòü f K i g 


8
><

>:

b1
...

b2n

9
>=

>;
; ãäå b� 2 � 2; (� = 1 ; 2; :::; 2n ):

Ïðèçíàêîì âûäåëåíèÿ â ôîðìóëå F (~xn ) â êà÷åñòâå ÿäðà òîé èëè èíîé îïåðàöèè q ÿâëÿåòñÿ
ïåðâîî÷åðåäíîñòü âûïîëíåíèÿ (ñòàðøèíñòâî) îïåðàöèè q; îïðåäåëÿåìîå íàëè÷èåì ñêîáîê èëè
çíàêà îòðèöàíèÿ íàä q:

Ï ð è ì å ð 11.1.

F (~x3) = ( x1 ! x2 � x3| {z }
K 1

) ! [(x1 � x2| {z }
K 2

) _ (x1&x2)
| {z }

K 3

]=x3;

3ÔÀË � ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè èëè áóëåâûå ôóíêöèè.
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ãäå K 1; K 2; K 3 � ÿäðà.
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé F (~xn ) îäíà è òà æå q 2 Ln� ìîæåò èìåòü

ðàçëè÷íîå ñòàðøèíñòâî â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ñêîëüêî ðàç îí à çàêëþ÷åíà â ñêîáêè èëè ïîä
çíàê îòðèöàíèÿ. Äëÿ âûäåëåíèÿ òàêèõ ñëó÷àåâ ââåäåì ïîíÿòèå ïîðÿäêà îïåðàöèè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 11.2. Îïåðàöèÿ qj 2 Ln� íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé ïîðÿäêà pj ; åñëè
îíà âõîäèò â F (~xn ) pj ðàç â ñêîáêè èëè ïîä çíàê îòðèöàíèÿ è ñêîáêè (j = 1 ; 2; 3; ::: �
ïîðÿäêîâûé íîìåð îïåðàöèè q ïðè ÷òåíèè F (~xn ) ñëåâà íàïðàâî).

Îïåðàöèþ qj ïîðÿäêà pj îáîçíà÷èì ÷åðåç qpj
j : Åñëè æå qj â F (~xn ) íå âõîäèò ïîä çíàê

îòðèöàíèÿ èëè ñêîáêè, òî ïðèñâîèì åé pj = 0 :
Èòàê, pj = 0 ; 1; 2; :::
Äëÿ ïðèìåðà 11.1 èìååì qpj

j :! 1
1; � 2

2; ! 3
3; � 3

4; _2
5; &3

6; =1
7:

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà F (~xn ) ) f (~xn ) óäîáíî ââåñòè ïîíÿòèå äëèíû ôîðìóëû F (~xn ):

Î ï ð å ä å ë å í è å 11.3. Äëèíà (`) ôîðìóëû F (~xn ) åñòü êîëè÷åñòâî îïåðàöèé qpj
j 2

2 Ln� ; ñîäåðæàùèõñÿ â F (~xn ) (âêëþ÷àÿ ïîâòîðÿþùèåñÿ).

Äëÿ ïðèìåðà 11.1: ` = 7 :
Ôîðìóëó F (~xn ) äëèíû ` ïðè ðàñïîçíàâàíèè îáîçíà÷èì F ` (~xn ):

Ë å ì ì à 11.1. 1 6 ` 6 1 :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î î÷åâèäíî. �

Ë å ì ì à 11.2. Â ôîðìóëå F ` (~xn ) ìîæåò ñóùåñòâîâàòü Q ÿäåð, íî âñåãäà 1 6 Q 6 `:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
1� : Â ñèëó òîãî ÷òî F ` (~xn ) âû÷èñëèìà, òî â íåé âñåãäà íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà qpj

j ; êîòîðóþ
ìîæíî âçÿòü çà ÿäðî. Ñëåäîâàòåëüíî, Q = 1 :

2� : Åñëè æå F ` (~xn ) ñîäåðæèò òîëüêî îïåðàöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå àññîöèàòèâíîì ó çàêîíó,
òî Q = `:

Ñëåäîâàòåëüíî, â îáùåì ñëó÷àå 1 6 Q 6 `: Ëåììà äîêàçàíà. �

Ñ ë å ä ñ ò â è å 11.1.Áåç ÿäåð íå ñóùåñòâóåò ôîðìóë F ` (~xn ):

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î î÷åâèäíî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 11.1 è ëåììû 11. 2. �
Óñòàíîâèâ ñóùåñòâîâàíèå ÿäåð â F ` (~xn ); ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà F (~xn ) )

) f (~xn ); ïðåäâàðèòåëüíî îïðåäåëèâ ðàíã ÿäðà.

Î ï ð å ä å ë å í è å 11.4. Îïåðàöèÿ qpj
j 2 Ln� ; âõîäÿùàÿ â ôîðìóëó F ` (~xn ); íàçûâà-

åòñÿ ÿäðîì r ðàíãà (K r
i ) , åñëè îíà âûäåëÿåòñÿ â êà÷åñòâå ÿäðà K i íà r øàãå,

(r = 0 ; 1; 2; :::; ` � 1):

Ñòðîèòü àëãîðèòì F ` (~xn ) ) f (~xn ) áóäåì ïî øàãàì, âû÷èñëÿÿ íà êàæäîì øàãå òîëüêî
îäíî ÿäðî.

Ò å î ð å ì à 11.1. Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà F ` (~xn ) ) f (~xn ) íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî âû÷èñëèòü ÿäðî K 1

i è ïîñòðîèòü ðåêóðñèâíûé ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ K r
i : F ` (~xn ) �

� F ` � 1(~xn ) � ::: � F 0(~xn ): ×åðåç ` øàãîâ ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ ïîëó÷åíèåì

F 0(~xn ) �

8
><

>:

b1
...

b2n

9
>=

>;
= f (~xn ):
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Òàê êàê ðàññìàòðèâàåìàÿ F ` (~xn ) ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèìîé, òî íåîá-

õîäèìî âû÷èñëèòü ÿäðî 1-ãî ðàíãà (K 1
i ) è ïîñòðîèòü êîíñòðóêòèâíûé ðåêóðñèâíûé ïðîöåññ

âû÷èñëåíèÿ ÿäåð áîëåå âûñîêîãî ðàíãà (K r
i ); òî åñòü

F ` (~xn ) � F ` � 1(~xn ) � ::: � F 1(~xn ) � F 0(~xn ):

Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü 1. Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî K r
i 6 F ` � r (~xn ) è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëÿåò

çíà÷åíèå ÷àñòè÷íî-îïðåäåëåííîé ôîðìóëû F l � r (~xn ):
Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü 2. Äîêàæåì, ÷òî ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ K r

i ïðèâîäèò ÷åðåç ` øàãîâ

ê ïîëó÷åíèþ âñåõ çíà÷åíèé f (~xn) =

8
><

>:

b1
...

b2n

9
>=

>;
:

Ïîñòðîèì, ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû 11.1, ñõåìó âû÷èñëåíèé :

F ` � 1(~xn ) = F ` (~xn )nf K 1
k g;

F ` � 2(~xn ) = F ` � 1(~xn )nf K 2
bg;

:

F ` � r (~xn ) = F ` � (r � 1)(~xn )nf K r
i g;

:

F 0(~xn ) = F 1(~xn )nf K `
gg ; (i; k; b; g < ` ):

Ñîãëàñíî ýòîé ñõåìå âû÷èñëåíèé èìååì óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåä îâàòåëüíîñòü
÷àñòè÷íî-îïðåäåëåííûõ ôîðìóë F ` (~xn ) � F ` � 1(~xn ) � ::: � F 0(~xn ); èç êîòîðîé ïîñëå ` øàãîâ

ïîëó÷àåì F 0(~xn ) �

8
><

>:

b1
...

b2n

9
>=

>;
= f (~xn ):

Äåéñòâèòåëüíî, F 0(~xn ) íå ìîæåò áûòü âûðîæäåííîé ôîðìóëîé, òàê êàê ðåçóëüòàò

âûïîëíåíèÿ qpj
j 2 Ln� åñòü

8
><

>:

b1
...

b2n

9
>=

>;
; ãäå b� 2 � 2 = f 0; 1g; � = 1 ; :::; 2n ; ñëåäîâàòåëüíî,

F 0(~xn ) �

8
><

>:

b1
...

b2n

9
>=

>;
. Íî êàæäîé ôîðìóëå F ` (~xn ) îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâëåíà ôóíêöèÿ f (~xn );

ñëåäîâàòåëüíî, F 0(~xn ) �

8
><

>:

b1
...

b2n

9
>=

>;
= f (~xn): Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ âîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ êîìïàêòíîãî à ëãîðèòìà F ` (~xn ) )
) f (~xn) ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì äîïóñòèìûå âèäû ôîðìóëû F ` (~xn ): Óñëîâèìñÿ äëÿ ñî-
êðàùåíèÿ çàïèñè îáîçíà÷àòü:

à) (:::::(
| {z }




(xk� 1qpj
j èëè




8
><

>:

...

xk� 1qj xk ÷åðåç jxk� 1
pj


q j
;

á) qpj
j xk) ) :::::)

| {z }
�

èëè

...

9
>=

>;
�

xk� 1qj xk ÷åðåç qpj
j xk j

�

:
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Î ï ð å ä å ë å í è å 11.5. Ôîðìóëà F ` (~xn ) íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíî ïîñòðîåííîé ôîð-
ìóëîé (ñîêð. ïïô ), åñëè äëÿ ëþáûõ qpj � 1

j � 1 ; qpj
j ; qpj +1

j +1 â ôîðìóëå F ` (~xn ) âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç
ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) . . .
qpj � 1

j � 1 xk� 1

�
�
�

�

qpj
j

�
� xk



qpj +1

j +1 . . . 
; � 2 f 1; 2; 3; :::g ;

2) . . .
qpj � 1

j � 1 xk� 1

�
�
�

� 1

qpj
j xk

�
�

� 2

qpj +1
j +1 . . . � 1; � 2 2 f 1; 2; 3; :::g ;

3). . .
qpj � 1

j � 1

�
�
�xk� 1


 1

qpj
j

�
� xk


 2

qpj +1
j +1 . . . 
 1; 
 2 2 f 1; 2; 3; :::g ;

4) . . .
qpj � 1

j � 1

�
�
�xk� 1




qpj
j xk

�
�

�
qpj +1

j +1 . . . 
 (� ) 2 f 2,3,4,...g , íî � (
 ) = 1 :

Îòîáðàçèì àëãîðèòì F ` (~xn ) ) f (~xn ); ñîãëàñíî òåîðåìå 11.1, â âèäå ãðàôà, âåðøèíàìè
êîòîðîãî áóäóò ÿâëÿòüñÿ O� � 2n � ðàçðÿäíûå ÿ÷åéêè ïàìÿòè, õðàíÿùèå ïðîìåæóòî÷íûå
ðåçóëüòàòû f K r

i g; à ðåáðàìè � ïåðåìåííûå, íåîáõîäèìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ K r
i (ðèñ. 11.1). Òà-

êèì îáðàçîì, êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç O� � àäðåñ ñîîòâåòñòâóþùåé
ÿ÷åéêè ïàìÿòè (� = 1 ; 2; 3; ::: ):

Ðèñ. 11.1. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ êîìïàêòíîãî àëãîðèòìà F 7(~x3) ) f (~x3)

Äëÿ óìåíüøåíèÿ îáùåãî êîëè÷åñòâà ÿ÷ååê, ÷òî ðàâíîñèëüíî êî ëè÷åñòâó îäíîâðåìåííî õðà-
íèìûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ íà êàæäîì øàãå óñëîâèÿ îáåñïå-
÷åíèÿ êîìïàêòíîñòè àëãîðèòìà � èñïîëüçîâàíèå ëîãè÷åñêèõ ñâÿçåé â èñõîäíîé ôîðìóëå
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F ` (~xn ) ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè f K r
i g ) O1; f K r +1

b g ) O2 è ñóùåñòâóåò òàêàÿ
îïåðàöèÿ qpj

j ; ÷òî èìååò ìåñòî f K r
i gqpj

j f K r +1
b g; òî f (O1)qpj

j (O2)g ) O1:

Ò å î ð å ì à 11.2. ×èñëî âñåõ (� r ) âîçìîæíûõ íóìåðàöèé ÷åðåç O� âåðøèí ãðàôà íà
øàãå r åñòü � r = Q (Q � êîëè÷åñòâî ÿäåð ):

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî ëåììå 11.2 èìååì íà ïåðâîì øàãå � 1 = Q; à òàê
êàê â ñèëó òåîðåìû 11.1 ÷èñëî ÿäåð íà r øàãå íå âîçðàñòàåò, òî, ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ îáåñïå÷åíèÿ
êîìïàêòíîñòè àëãîðèòìà, ïîëó÷èì � r = Q: Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ò å î ð å ì à 11.3. Ñðåäè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñåõ � r íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü � k

r íóìåðàöèåé âåðøèí ãðàôà, ÷òî � k
r 6 � r :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü èñõîäíàÿ ôîðìóëà F ` (~xn ) ñîäåðæèò êîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî ÿäåð íóëåâîãî ðàíãà f K 0

1 (qpj
j ); K 0

2 (qpi � 2
i � 2 ); :::; K 0

r (qpi � r
i � r )g; ãäå ` > r > 3; òàê êàê ñëó÷àé

r < 3 òðèâèàëåí.
1� : Ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà pi < p i � 2 < p i � 4 < ::: < p i � (r � 2) 6 pi � r :
Ïîñòðîèì, ñîãëàñíî òåîðåìå 11.1, ãðàô âû÷èñëåíèé F ` (~xn ) ) f (~xn); âçÿâ çà íà÷àëüíîå

ÿäðî qpi
i : f K 1

1 (qpi
i )g ) O1; f K 2

1 (qpi � 2
i � 2 )g ) O2:

Â ñèëó òîãî, ÷òî óñëîâèå îáåñïå÷åíèÿ êîìïàêòíîñòè àëãîðèòì à âû÷èñëåíèÿ
f (~xn ) : f (O1)qpi � 1

i � 1 (O2)g ) O1 íå âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê F ` (~xn ) åñòü ïïô è pi < p i � 2 , òî ïîñëå
2-ãî øàãà íåîáõîäèìî çàïîìíèòü O1; O2 è ïåðåéòè ê âû÷èñëåíèþ f K 3

1(qpi � 4
i � 4 )g: Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

F ` � 2(~xn ) � F ` (~xn ) åñòü òàêæå ïïô è pi � 4 < ::: < p i � (r � 2) 6 pi � r ; òî ïî èíäóêöèè äîêàçûâàåì:
ïîñëå r øàãîâ íåîáõîäèìî çàïîìèíàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (O1); (O2); :::; (Or � 1); (Or ):

Íî òàê êàê pi � (r � 2) 6 pi � r è pi � r = max hpi ; :::; pi � r i ; òî íà r -ì øàãå óæå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ
óñëîâèå îáåñïå÷åíèÿ êîìïàêòíîñòè àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ:

f (Or � 1)q
pi � ( r � 1)

i � (r � 1) (Or )g ) Or � 1:

Ñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ r -ãî øàãà áóäåì èìåòü óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóìå-
ðàöèé O� âåðøèí ãðàôà, òî åñòü � k

r 6 � r ; ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
2� : Åñëè íà 1-ì øàãå ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ îáåñïå÷åíè ÿ êîìïàêòíîñòè àëãî-

ðèòìà F ` (~xn ) ) f (~xn); òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé â ï. 1� ôîðìóëå F ` (~xn ) íåîáõîäèìî íà÷àòü
âû÷èñëåíèÿ ñ qpi � r

i � r : Òîãäà f K 1
1(qpi � r

i � r )g ) O1; f K 2
1(q

pi � ( r � 2)

i � (r � 2) )g ) O2 è f (O1)q
pi � ( r � 1)

i � (r � 1) (O2)g )

) O1 âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê F ` (~xn ) åñòü ïïô è pi � (r � 2) 6 pi � r : Ñëåäîâàòåëüíî, íà÷àâ âû÷èñ-
ëåíèÿ ñ qpi � r

i � r (pi � r = max hpi ; :::; pi � r i ); ïîñëå r øàãîâ áóäåì èìåòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(O1); òî åñòü � k

r � � r ; ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
3� : Åñëè æå óñëîâèå îáåñïå÷åíèÿ êîìïàêòíîñòè àëãîðèòìà F ` (~xn ) ) f (~xn) âûïîëíÿåòñÿ

íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêîå ÿäðî áåðåòñÿ çà K 1
1 ; òî èìååì ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, êîãäà � k

r = � r :
Îáîáùàÿ ýòè òðè ñëó÷àÿ, ìîæåì óòâåðæäàòü: ïîñêîëüêó F ` (~xn ) â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 11.5

ìîæåò èìåòü òàêóþ êîíñòðóêöèþ, òî äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòåé åå èì ååò ìåñòî ï. 3� ; à äëÿ äðóãèõ�
ï. 1� èëè ï. 2� ; òî äëÿ âñåé F ` (~xn ) èìååì � k

r 6 � r : Òåîðåìà äîêàçàíà. �
Èòàê, íà îñíîâàíèè òåîðåìû 11.3 óñòàíîâèëè: äëÿ çàäàííîé F ` (~xn ) ñóùåñòâóåò òàêîé àë-

ãîðèòì âû÷èñëåíèÿ f (~xn ); íà êàæäîì øàãå êîòîðîãî, èñïîëüçóÿ ëîãè÷åñêèå ñâÿçè â èñõîä íîé
ôîðìóëå F ` (~xn ); ìîæíî àâòîìàòè÷åñêè îáåñïå÷èâàòü ïîëó÷åíèå ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà
ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ, òî åñòü ñóùåñòâóåò êîìïàêòíûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ÔÀË èç
êëàññà P2:

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè íà âõîä ïåðöåïòðîíà äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îòíîøåíèé òèïà ÔÀË èç êëàñ-
ñà P2 ïîäàåòñÿ ëîãè÷åñêàÿ ôîðìóëà F ` (~xn ); òî ñóùåñòâóåò òàêîé àëãîðèòì óïîðÿäî÷åíèÿ ýòèõ
îòíîøåíèé â ïðîöåññå ðàñïîçíàâàíèÿ F ` (~xn ) ) f (~xn ); êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò ìèíèìàëüíóþ
çàãðóçêó ïàìÿòè ïåðöåïòðîíà ðåçóëüòàòàìè ðàñïîçíàâàíèÿ.

Â ïðèìåðå íà ðèñ. 11.1 äëÿ ðåàëèçàöèè F 7(~x3) ) f (~x3) ïî ãðàôó à) ïîòðåáóåòñÿ 3 ÿ÷åéêè
O1; O2; O3; à ïî ãðàôó á) � 2 ÿ÷åéêè: O1; O2: Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò (ãðàô á) êîìïàêòíûé
àëãîðèòì äëÿ F 7(~x3) ) f (~x3):
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11.2. Ñïåêòð ñòðóêòóðíûõ ñâÿçåé

Âûáîð èñõîäíîé ñèñòåìû ïðèçíàêîâ ðàñïîçíàâàåìûõ îáðàçîâ ïð åäñòàâëÿåò â íàñòîÿùåå
âðåìÿ íàèáîëüøóþ òðóäíîñòü. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðîöå ññ çàäàíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû
òðóäíî ôîðìàëèçîâàòü. Èíà÷å ãîâîðÿ, äî îáó÷åíèÿ íåëüçÿ âûä åëèòü íàèáîëåå ýêîíîìè÷íóþ è
èíôîðìàòèâíóþ ñèñòåìó îïèñàíèÿ. Ïîýòîìó ïðåäâàðèòåëüíûé âûáîð ïðèçíàêîâ ïðîèçâîäÿò,
êàê ïðàâèëî, ïî èíòóèöèè èëè ìåòîäîì ñëó÷àéíûõ ïðîá , ñòðåìÿñü ïðè ýòîì ïîëó÷èòü íàèáîëåå
ïîëíîå èñ÷åðïûâàþùåå (àáñîëþòíîå) îïèñàíèå êëàññîâ.

Îäíàêî òàêîå ïîëíîå îïèñàíèå îáëàäàåò áîëüøîé èçáûòî÷íîñò üþ è ïîä÷àñ ñîäåðæèò íåíóæ-
íûå, ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàñïîçíàâàíèÿ, ñâåäåíèÿ. Ïîýòîìó ïîñëå çàäàíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû ïðè-
çíàêîâ âîçíèêàåò, åñòåñòâåííî, çàäà÷à åå ïîñëåäóþùåé ìèíè ìèçàöèè, òî åñòü ïîèñêà è îöåíêè
ñèñòåìû èíôîðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ (¾ÿçûêà îïèñàíèÿ¿).

Ýòà çàäà÷à, íåñìîòðÿ íà ìíîãî÷èñëåííûå ïîïûòêè åå ðåøåíèÿ, äî ñèõ ïîð íå èìååò äàæå
îïðåäåëåííîé ïîñòàíîâêè: íå ÿñíî, ÷òî íóæíî èñêàòü. Îäíè àâ òîðû ïðåäëàãàþò ïîñëåäîâà-
òåëüíîå, ïîøòó÷íîå èñêëþ÷åíèå èç ñèñòåìû íàèìåíåå öåííûõ ï ðèçíàêîâ; äðóãèå, íàîáîðîò, �
ïîñëåäîâàòåëüíîå äîáàâëåíèå íàèáîëåå öåííûõ, íà÷èíàÿ ñ îä íîãî. Ì.Ì. Áîíãàðä ïðåäëàãàåò
èäåþ èñïîëüçîâàíèÿ ëîãè÷åñêèõ ôóíêöèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèç íàêîâ èç ñðàâíèòåëüíî íåáîëü-
øîãî ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ àëãîðèòìîâ (¾êèðïè÷èêîâ¿) [20].

Çà ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëñÿ ðÿä ðàáîò, îñíîâíîå ñîäåðæàíèå êîòîðûõ ñâÿçàíî ñ ðàçâèòèåì
ìåòîäîâ àíàëèçà, ïðåäøåñòâóþùåãî ýòàïó îáó÷åíèÿ èëè ïðèíÿ òèÿ ðåøåíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,
÷òî ïðåäâàðèòåëüíîå óêàçàíèå àëãîðèòìà àíàëèçà, òî åñòü àï ðèîðíî çàäàííîé ñîâîêóïíîñòè
ïðèíöèïîâ èçâëå÷åíèÿ è óïîðÿäîòî÷åíèÿ èíôîðìàöèè ïðè ðàñï îçíàâàíèè îáðàçîâ, çíà÷èòåëü-
íî îáëåã÷àåò â äàëüíåéøåì ïîëó÷åíèå íåîáõîäèìîé è äîñòàòî÷ íîé ñèñòåìû ïðèçíàêîâ, à òàêæå
ïðîâåäåíèÿ ïîñëåäóþùèõ ýòàïîâ ðàñïîçíàâàíèÿ [2, 31, 33, 40 ].

Èìåííî ê ýòîìó íàïðàâëåíèþ èññëåäîâàíèé ïî ðàñïîçíàâàíèþ î áðàçîâ è îòíîñèòñÿ ïðåä-
ëàãàåìàÿ ðàáîòà, ñâÿçàííàÿ ñ ïîñòðîåíèåì ïîëíîãî ñïåêòðà ñòðóêòóðíûõ ñâÿçåé ìåæäó ïðè-
çíàêàìè [96, 99].

Äëÿ äîñòèæåíèÿ áîëåå ÿñíîãî è ãëóáîêîãî èçëîæåíèÿ ñóùíîñòè ïðåäëàãàåìîé ðàáîòû, íå
óìàëÿÿ äîñòîèíñòâ ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà, èñïîëüçóåì âñå-òàêè äåòåðìèíèðîâàííûé ïîä-
õîä êàê áîëåå èìïîíèðóþùèé ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíîñòåé ïîñë åäóþùåé ïðàêòè÷åñêîé ðåà-
ëèçàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ïóñòü Q = f Q1; Q2; :::; Q� g � ìíîæåñòâî îïèñàíèé îáðàçà A i 2 A = f A1; :::; Am g;
i = 1 ; 2; :::; m êîíñòðóèðóåìîãî ïî ïðàâèëó r k 2 R = f r1; :::; r � g; k = 1 ; :::; � èç ýëåìåíòàðíûõ
îäíîðîäíûõ ÷àñòåé ` � 2 L = f `1; :::; `n g; � = 1 ; 2; :::; n:

Òðåáóåòñÿ íà ìíîæåñòâå îïèñàíèé Q ïîñòðîèòü è îöåíèòü õàðàêòåð ïîëíîãî ñïåêòðà (S)
ñòðóêòóðíûõ ñâÿçåé, âîçíèêàþùèõ ïðè êîíñòðóèðîâàíèè îáðà çà A i :

Òàê êàê ` � 2 L åñòü ýëåìåíòàðíûå (íåäåëèìûå) ÷àñòè, òî ïðàâèëà r k 2 R äîëæ-
íû ïðåäñòàâëÿòü íà ïåðâîé ñòàäèè àíàëèçà êàê ìèíèìóì íåêîòî ðûå áèíàðíûå îòíîøåíèÿ:
` i r k ` j (` i ; ` j 2 L):

Â îáùåì ñëó÷àå ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî r k åñòü îòíîøåíèÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå
ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç áèíàðíûå îòíîøåíèÿ.

Òîãäà ñôîðìóëèðîâàííóþ çàäà÷ó ìîæíî àäåêâàòíî âûðàçèòü íà ÿçûêå áóëåâûõ ôóíêöèé
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðîñòðàíñòâó îïèñàíèé Q ñòðóêòóðíûõ ÷àñòåé L ïîñòàâèì â îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
áóëåâî ïðîñòðàíñòâî M ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ X = f x1; :::; xn g; x i 2 � 2 = f 0; 1g; i = 1; n:

Êàæäîìó îïèñàíèþ Q� îáðàçà A i ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ôîðìóëó F� áóëåâîé ôóíê-
öèè f i ; êîíñòðóèðóåìóþ èç ýëåìåíòîâ x i 2 X ïî ïðàâèëàì áèíàðíûõ îòíîøåíèé èç L =
= f� ; &; _ ; ! ; � ; � ; =; ; �g :

Q� (A i ) 2 Q , F� (f i ) 2 F;

ãäå F = f F1; F2; :::; F� g � ìíîæåñòâî âñåõ îïèñàíèé ôóíêöèé f i : Êàê èçâåñòíî, îòíîøåíèå
F� ) f i ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî îäíîçíà÷íûì òîëüêî â îäíó ñòîðîíó, òî åñòü ä ëÿ êàæäîé f i ñóùå-
ñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî îïèñàíèé � ôîðìóë F� , íî äëÿ êàæäîé F� ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà
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f i :
Ñðåäè ìíîæåñòâà F ìîæíî âûäåëèòü îòäåëüíûå îïèñàíèÿ F� ; íîðìèðîâàííûå êàêèì-ëèáî

îáðàçîì îòíîñèòåëüíî ÷èñëà ñòðóêòóðíûõ ñâÿçåé qj 2 Ln � :
Íàïðèìåð, îïèñàíèå F� ôîðìóëû f i òîëüêî â áàçèñå f� ; &; _g èëè â áàçèñåf�g ; èëè â

áàçèñåf =g:
Íîðìèðîâàíèå îïèñàíèé F� óêàçàííûìè ñïîñîáàìè ïðåñëåäóåò öåëü äîñòèãíóòü ìèíèìàëü -

íîãî ÷èñëà òèïîâ ñòðóêòóðíûõ ñâÿçåé qj 2 Ln� è îáëåã÷èòü ïîñëåäóþùóþ ìèíèìèçàöèþ
îïèñàíèÿ áóëåâîé ôóíêöèè (îáðàçà) f i :

Îäíàêî, êàê è âñÿêàÿ ñòàíäàðòèçàöèÿ, íîðìèðîâàíèå îïèñàíè é F� ïî ÷èñëó òèïîâ qj 2 Ln�
ïðèâîäèò ê åãî óäëèíåíèþ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü êîðîòêèå îïèñàíè ÿ F� ñ ïîìîùüþ ôèêñè-
ðîâàííîãî íàáîðà qj 2 Ln� ; ïîñòðîèì è ïðîàíàëèçèðóåì ïîëíûé ñïåêòð ñòðóêòóðíûõ ñâÿçå é
ìåæäó ïðèçíàêàìè x i 2 X îáðàçà f i ; èñïîëüçóÿ ïîëíûé áàçèñ áèíàðíûõ îòíîøåíèé qj 2 Ln�
è F� � ëîãè÷åñêóþ ôîðìóëó, ïîëó÷åííóþ ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé èç L èëè ïåðåèìåíîâàíèåì
ïåðåìåííûõ x i 2 X = f x1; x2; :::; xn g:

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
~xn = hx1; x2; :::; xn i � íàáîð ïåðåìåííûõ; qpj

j � îïåðàöèÿ qj 2 Ln� ïîðÿäêà (ðàíãà)
pj (pj = 0 ; 1; 2; :::); åñëè îíà âõîäèò â îïèñàíèå F� pj ðàç â ñêîáêè èëè ïîä çíàê îòðèöàíèÿ
èëè ñîâìåñòíî ïîä çíàê îòðèöàíèÿ è ñêîáêè; j -ñ÷åòíûé (ñëåâà íàïðàâî) íîìåð îïåðàöèè qj

â F� , âêëþ÷àÿ ïîâòîðÿþùèåñÿ; F� � F `
� (~xn ) � ôîðìóëà äëèíû `; ` � êîëè÷åñòâî îïåðàöèé

qpj
j 2 Ln� ; ñîäåðæàùèõñÿ â F `

� (~xn ) (âêëþ÷àÿ ïîâòîðÿþùèåñÿ). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè ïîñòðî-
åíèè îïèñàíèÿ, òî åñòü ôîðìóëû F `

� (~xn ); ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííîå óïîðÿäî÷èâàíèå çàïèñè
ïåðåìåííûõ x i 2 ~xn ; îïåðàöèé qpj

j 2 Ln� è ñêîáîê (, ), ïîçâîëÿþùåå ïîëó÷åííóþ çàïèñü
íàçûâàòü ôîðìóëîé.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 11.5, F� � F `
� (~xn ) íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíî ïîñòðîåííîé ôîðìóëîé

(ñîêð. ïïô), åñëè äëÿ ëþáûõ qpj
j ; qpj +1

j +1 ; qpj +2
j +2 èç F `

� (~xn ) âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ
óñëîâèé:

1) . . . qpj
j xk� 1j

�

qpj +1
j +1 jxk



qpj +2

j +2 :::; 
; � 2 f 0; 1; 2; :::g;

2) . . . . qpj
j xk� 1j

� 1

qpj +1
j +1 xk j

� 2

qpj +2
j +2 :::; � 1; � 2 2 f 0; 1; 2; :::g;

3) . . . qpj
j jxk� 1


 1

qpj +1
j +1 jxk


 2

qpj +2
j +2 :::; 
 1; 
 2 2 f 0; 1; 2; :::g;

4) . . . qpj
j jxk� 1



qpj +1

j +1 xk j
�

qpj +2
j +2 :::; 
 (� ) 2 f 0; 1; 2; :::g; íî � (
 ) 2 f 1; 0g:

Îòîáðàçèì ñâÿçü ìåæäó ïîðÿäêàìè f p1; p2; :::; pj g è ñîîòâåòñòâóþùèìè îïåðàöèÿìè
f q1; q2; :::; qj g â ïïô F� � F `

� (~xn ) â âèäå ãðàôèêà G � f 1; 2; :::; j g � f p1; p2; :::; pj g; ïî îñè
àáñöèññ êîòîðîãî â äèñêðåòíûõ òî÷êàõ ïîìåñòèì íîìåð îïåðàö èé qj 2 Ln� ñ çàäàííûì èõ
ðàñïîëîæåíèåì â ôîðìóëå F� � F `

� (~xn ); à ïî îñè îðäèíàò � âåðòèêàëüíûå îòðåçêè, ïðîïîðöè-
îíàëüíûå çíà÷åíèþ ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâóþùåé îïåðàöèè. Ïðèì åð ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ãðàôèêîâ
äàí íà ðèñ. 11.2 à, á.

Ïîëó÷àåìûé óêàçàííûì îáðàçîì ãðàôèê çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû ïîðÿäêà pi îïåðàöèè qj

îò åå ñâÿçè è ðàñïîëîæåíèÿ â ôîðìóëå F� � F `
� (~xn ) áóäåì íàçûâàòü ñïåêòðîì ñòðóêòóðíûõ

ñâÿçåé qpj
j ìåæäó ïðèçíàêàìè x i 2 ~xn îáðàçà f i èëè ïðîñòî ñïåêòðîì S(qpj

j ): Ýòîò ñïåêòð
åñòüäèñêðåòíûé èëè ëèíåé÷àòûé .

Äëÿ îäíîé è òîé æå ôóíêöèè f i ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íî ìíîãî ñïåêòðîâ S(qpj
j ):

Ïðîàíàëèçèðóåì çàêîíîìåðíîñòè ñïåêòðà. Ïðåæäå âñåãî çàìå òèì, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå ñïåê-
òðà (îòðåçêè îðäèíàò ïðîïîðöèîíàëüíûå çíà÷åíèþ ïîðÿäêîâ pj ) ìîãóò îòñóòñòâîâàòü, òî åñòü
pj = 0 (ðèñ. 11.2 à, q2 :! ; ðèñ. 11.2 á:q4 : =); íî ðàñïîëîæåíèå îñòàëüíûõ ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé
íå íàðóøàåòñÿ.

Â ýòîì ñìûñëå ïî àíàëîãèè ñ ðàäèîòåõíèêîé íàø ñïåêòð ìîæíî íà çâàòüãàðìîíè÷åñêèì
[168].
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Ðèñ. 11.2. Ïðèìåðû ñïåêòðîâ ñòðóêòóðíûõ ñâÿçåé ìåæäó ïðèçí àêàìè

Øèðèíîé (`) ñïåêòðà S(qpj
j ) íàçîâåì äëèíó ôîðìóëû F� � F `

� (~xn ); äëÿ êîòîðîé îí ïî-
ñòðîåí. Ñïåêòð S(qpj

j ) øèðèíîé ` îáîçíà÷èì ÷åðåç S` (q
pj
j ):

Î ï ð å ä å ë å í è å 11.6. Ó÷àñòîê ñïåêòðà èëè âåñü ñïåêòð S` (q
pj
j ) íàçûâàåòñÿ îñöèë-

ëèðóþùèì , åñëè: 9
j

8
hj t ;j t +1 ;j t +2 i

pj t = pj t +2 &[� � (pj t +1 > p j t ) _ �� � (pj t +1 < p j t )];

ãäå� =
�

1 $ pj t +1 > p j t ;
0 $ pj t +1 < p j t ;

j 6 j t 6 ` � 2:

Ó÷àñòîê îñöèëëèðóþùåãî ñïåêòðà åñòü [j; j t + 2] :

Î ï ð å ä å ë å í è å 11.7. Ó÷àñòîê ñïåêòðà èëè âåñü ñïåêòð S` (q
pj
j ) íàçûâàåòñÿ ìîíî-

òîííî âîçðàñòàþùèì (óáûâàþùèì ), åñëè:
à) 9

j
8
j t

pj t +1 = pj t + 1 � äëÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåãî ó÷àñòêà:

[j; j t + 1]; j t = j; j + 1 ; j + 2 ; ::: (j 6 j t < ` );

á) 9
j

8
j t

pj t +1 = pj t � 1 � äëÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåãî ó÷àñòêà:

[j; j t + 1]; j t = j; j + 1 ; j + 2 ; ::: (j 6 j t < ` ):

Î ï ð å ä å ë å í è å 11.8. Ó÷àñòîê ñïåêòðà èëè âåñü ñïåêòð S` (q
pj
j ) íàçûâàåòñÿ ïîñòî-

ÿííûì , åñëè: 9
j

8
j t > j +1

pj = pj t :

Ó÷àñòîê ñïåêòðà [j; j t ] .

Ë å ì ì à 11.3. Ñïåêòð S` (q
pj
j ) ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî îñöèëëèðóþùèå, ìîíîòîííî

âîçðàñòàþùèå ( óáûâàþùèå ) èëè ïîñòîÿííûå ó÷àñòêè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î î÷åâèäíî (ðèñ. 11.3), â ñèëó îïðåäåëåíèÿ. �
Óñòàíîâèì ðÿä òåîðåì î ñïåêòðå S` (q

pj
j ):
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.

Ðèñ.11.3. Âèäû ýëåìåíòàðíûõ (áàçîâûõ) ñïåêòðîâ:
à) ìîíîòîííî óáûâàþùèé; á) ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèé;

â) ïîñòîÿííûé; ã) îñöèëëèðóþùèé.

Ò å î ð å ì à 11.4. Äëÿ îäíîé è òîé æå ôîðìóëû F `
� (~xn ) ìîæíî ïîñòðîèòü îäèí è

òîëüêî îäèí ñïåêòð S` (q
pj
j ); òî åñòü èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå F `

� (~xn ) ! S` (q
pj
j ):

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñïåêòð S` (q
pj
j ) åñòüôóíêöèîíàëüíûé ãðàôèê G :

G � f 1; 2; :::; j g � f p1; p2; :::; pj g;

òî åñòü � (9j )(9p1)(9p2)[hj; p 1i 2 G&hj; p 2i 2 G&p1 6= p2]:
Ïîýòîìó â êàæäîé äèñêðåòíîé òî÷êå j îðäèíàòû ñïåêòð S` (q

pj
j ) èìååò òîëüêî åäèíñòâåí-

íóþ ñîñòàâëÿþùóþ, òî åñòü 8
j

9
pj

qj ) pj :

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâëåíèå ôîðìóëû F `
� (~xn ) ñïåêòðîì S` (q

pj
j ) åäèíñòâåííî, ÷òî è òðå-

áîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ò å î ð å ì à 11.5 (ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà). Íà âñåé øèðèíå (`) ñïåê-
òðà S` (q

pj
j ) âñåãäà íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí ëîêàëüíûé ìàêñèìóì, òî åñòü 9

j
pj =

= max hp1; p2; :::; p` i :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
1� : Íà âñåé øèðèíå (`) ñïåêòðà S` (q

pj
j ) ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí îñöèëëèðóþùèé ó÷àñòîê

[j; j t +2] : Òîãäà, åñëè pj t = pj t +2 ; òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 11.5 ìåæäó j t è j t +2 (ãäå j 6 j t 6
6 ` � 2)

9
j t <j t +1 <j t +2

� � (pj t +1 > p j t ) _ �� � (pj t +1 < p j t ):

Åñëè � = 1 ; òî åñòü pj t +1 > p j t ; òî pj t +1 2 suphpj ; pj +1 ; :::; pj t +2 i ; è òî÷êà j t + 1 � åñòü
ïåðâûé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì îñöèëëèðóþùåãî ó÷àñòêà [j; j t +2] ñïåêòðà S` (q

pj
j ): Åñëè � = 0 ;
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Ðèñ. 11.4. Ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèé è ìîíîòîííî óáûâàþùèé îñ öèëëèðóþùèå ñïåêòðû

òî åñòü pj t +1 < p j t ; òî pj t +1 2 inf hpj ; pj +1 ; :::; pj t +2 i è òî÷êà j t � åñòü ïåðâûé ëîêàëüíûé
ìàêñèìóì îñöèëëèðóþùåãî ó÷àñòêà [j; j t + 1] ñïåêòðà S` (q

pj
j ):

2� : Íà âñåé øèðèíå ` ñïåêòðà S` (q
pj
j ) ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèé

(óáûâàþùèé) ó÷àñòîê [j; j t + 1] :
Òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 11.7:
à) 9

j
8
j t

pj t +1 = pj t + 1 � äëÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåãî ó÷àñòêà [j; j t + 1] :

Ñëåäîâàòåëüíî, pj t +1 2 suphpj ; pj +1 ; :::; pj t +2 i ; à òî÷êà j t + 1 � åñòü ëîêàëüíûé ìàêñèìóì
ó÷àñòêà [j; j t + 1] ñïåêòðà S` (q

pj
j );

á) 9
j

8
j t

pj t +1 = pj t � 1 � äëÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåãî ó÷àñòêà [j; j t + 1] :

Ñëåäîâàòåëüíî, pj t 2 inf hpj ; pj +1 ; :::; pj t +2 i ; à òî÷êà j t � åñòü ëîêàëüíûé ìàêñèìóì ó÷àñòêà
[j; j t + 1] ñïåêòðà S` (q

pj
j ):

3� : Ñïåêòð S` (q
pj
j ) ñîäåðæèò ïîñòîÿííûå ó÷àñòêè, òîãäà îñòàëüíûå ó÷àñòêè ñïåê òðà â ñèëó

ëåììû 11.2 ÿâëÿþòñÿ ëèáî îñöèëëèðóþùèìè, ëèáî ìîíîòîííî âî çðàñòàþùèìè (óáûâàþùèìè).
Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà îïðåäåëÿ åòñÿ ïï. 1� ; 2� òåîðåìû 11.5.
Ñïåêòð S` (q

pj
j ) ÿâëÿåòñÿ âåñü ïîñòîÿííûì, òîãäà ôîðìóëà F `

� (~xn ) ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
11.5 ñîäåðæèò òîëüêî îäèí èç òèïîâ îïåðàöèé qj 2 Ln� ; óäîâëåòâîðÿþùèõ àññîöèàòèâíîìó
çàêîíó (& ; _ ; � ; � ):

Ñëåäîâàòåëüíî, 8
j

pj = max hp1; :::; p` i ; ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Ò å î ð å ì à 11.6 (câîéñòâà ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ). Äëÿ ëþáîé òðîéêè hj; j +1 ; j +2 i
ñïåêòðà S` (q

pj
j ); ãäå j + 1 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, èìååò ìåñòî:

� 9
j +1

pj + 2 6 pj +1 > pj +2 + 2 ; (11.1)
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9
j +1

pj + 2 6 pj +1 > pj +2 + �; (11.2)

ãäå � =
�

1 $ j + 1 � íà÷àëî îñöèëëèðóþùåãî ó÷àñòêà [j + 1 ; j t + 2];
0 $ j + 1 � íà÷àëî ó÷àñòêà [j + 1 ; j t ] ïîñòîÿííîãî ñïåêòðà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
1� : Äîêàæåì âûðàæåíèå (11.1). Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, òî åñòü

9
j +1

pj + 2 6 pj +1 > pj +2 + 2 : (11.3)

Ñîãëàñíî òåîðåìå 9 óçêîãî èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ [149], âûð àæåíèå (11.3) ìîæåì çàïèñàòü:

9
j +1

pj +1 > pj + 2& 9
j +1

> pj +2 + 2 : (11.4)

Åñëè pj +1 > pj +2 ; òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé (3, 4) îïðåä åëåíèÿ
11.5:

3) . . . qpj
j jxk� 1


 1

qpj +1
j +1 jxk


 2

qpj +2
j +2 :::; 
 1; 
 2 2 f 0; 1; 2; :::g;

4) . . . qpj
j jxk� 1



qpj +1

j +1 xk j
�

qpj +2
j +2 :::; 
 (� ) 2 f 0; 1; 2; :::g; íî � (
 ) 2 f 1; 0g:

Åñëè èìååò ìåñòî óñëîâèå (3), òî pj +2 � pj +1 = 
 2 > 0; à ïî ïðåäïîëîæåíèþ (11.4):
pj +2 � pj +1 6 � 2:

Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (11.1) èñòèííî.
Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4), òî pj +1 � pj +2 = � = 1(0) ; à ïî ïðåäïîëîæåíèþ (11.4)

pj +1 � pj +2 = � > 2: Ñëåäîâàòåëüíî, è â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå (11.1) èñòèííî.
2� : Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (11.2) äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî åñëè pj +1 > pj + 2 ; òî â ñèëó

óñëîâèÿ (4) îïðåäåëåíèÿ 11.5: pj +1 � pj +2 = � = 1(0) :
Ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå (11.2) òàêæå äîêàçàíî. �
Ïîëó÷åííûå òåîðåìû 11.1�11.5 ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ïîëíûé ñ ïåêòð ñòðóêòóðíûõ ñâÿçåé

qj 2 Ln� ìåæäó ïðèçíàêàìè x i 2 ~xn îáðàçîâ, îïèñûâàåìûõ ÿçûêîì áóëåâûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåðû ñïåêòðîâ ñòðóêòóðíûõ ñâÿçåé

Ðèñ. 11.5. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðà òèïà ¾òðåóãîëüíèê¿
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Ðèñ. 11.6. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ñïåêòðà òèïà ¾âïàäèíà¿
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Ðèñ. 11.7. Âèä ïåðèîäè÷åñêîãî ñïåêòðà ñ ìîíîòîííî óáûâàþùèì è îñöèëëèðóþùèìè
ó÷àñòêàìè
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maxP 9=

j

Ðèñ. 11.8. Âèä ïåðèîäè÷åñêîãî îñöèëëèðóþùåãî ñïåêòðà ñ ìîíî òîííî âîçðàñòàþùèìè
îñöèëëèðóþùèìè ó÷àñòêàìè
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11.3. Èçîìîðôèçì ñïåêòðîâ ñòðóêòóðíûõ ñâÿçåé

Âûáîð è îöåíêà ñèñòåìû èíôîðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ ÿâëÿåòñÿ îäí îé èç îñíîâíûõ çàäà÷ â
ïðîáëåìå ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Îíà äî ñèõ ïîð íå èìååò îïðå äåëåííîé ïîñòàíîâêè. Ïîýòîìó
ëþáûå ïîïûòêè åå ðåøåíèÿ âíîñÿò ÿñíîñòü â îäèí èç òðóäíåéøèõ âîïðîñîâ ðàñïîçíàâàíèÿ
[157�160, 165].

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ÿçûê áóëåâûõ ôóíêöèé äë ÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî ñïåê-
òðà ñòðóêòóðíûõ ñâÿçåé ìåæäó ïðèçíàêàìè îáðàçà.

Èìåÿ òàêîãî ðîäà ñïåêòð è çíàÿ åãî õàðàêòåð, ìîæíî â çàäàííîé ðåàëèçàöèè îáðàçà âûäå-
ëèòü íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûå ñâÿçè ìåæäó ïðèçíàêàìè, ñîñòà âëÿþùèìè îïèñàíèå îáðàçà.

Îñíîâíûå òðóäíîñòè ïðè âûáîðå èç âñåãî ñïåêòðà íàèáîëåå èíô îðìàòèâíûõ ñïåêòðàëüíûõ
ñîñòàâëÿþùèõ ñâÿçàíû ñ ïðîâåðêîé äîñòàòî÷íîñòè è íåîáõîäè ìîñòè êîíêðåòíûõ ñèñòåì ñòðóê-
òóðíûõ ñâÿçåé, òî åñòü, ãîâîðÿ î ñïåêòðå S` (q

pj
j ) ÿçûêîì ðàäèîòåõíèêè, âûÿñíèì, êàêèå æå

ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå qpj
j ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè (íåñóùèìè).

Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñóïåðïîçèöèè ôîðìó ë è ñïåêòðîâ è óñòàíàâëèâà-
åòñÿ ñ åãî ïîìîùüþ ðÿä òåîðåì î ñïåêòðå ñòðóêòóðíûõ ñâÿçåé.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè ðàññìîòðåíè è âîïðîñà öåëåñîîáðàçíî-
ñòè ó÷åòà ñòðóêòóðíûõ ñâÿçåé ìåæäó ïðèçíàêàìè íà ýòàïå ïðåä âàðèòåëüíîãî âûáîðà ñèñòåìû
ïðèçíàêîâ.

Ïóñòü èìååòñÿ ôîðìóëà F ` (exn ) � ðåàëèçàöèÿ íåêîòîðîãî îáðàçà � áóëåâîé ôóíêöèè f i :
Äëÿ ôîðìóëû F ` (exn ) ïîñòðîèì åå ñïåêòð S` (q

pj
j ) ñòðóêòóðíûõ ñâÿçåé qpj

j ; òî åñòü îòîá-
ðàæåíèå F ` (exn ) ! S` (q

pj
j ):

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñòðóêòóðíàÿ ñâÿçü qpj
j � ýòî îïåðàöèÿ qj 2 Ln� , âõîäÿùàÿ â ðàññìàò-

ðèâàåìóþ F ` (~xn ) è èìåþùàÿ ïîðÿäîê pj (pj = 0 ; 1; 2; :::):

Ç à ì å ÷ à í è å 11.1. Ïîðÿäîê pj îïåðàöèè qj 2 Ln; âõîäÿùåé â F ` (exn ); îïðåäåëÿåò
ãëóáèíó çàõâàòà äàííîé îïåðàöèåé ïåðåìåííûõ x i 2 exn (èëè �x i ) è äðóãèõ îïåðàöèé ôîðìóëû
F ` (exn ):

Â çàâèñèìîñòè îò ôîðìû è ãëóáèíû çàõâàòà ñòðóêòóðíûå ñâÿçè ì îæíî ïîäðàçäåëèòü íà
ëîêàëüíûå è ãëîáàëüíûå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 11.9. Ñòðóêòóðíóþ ñâÿçü qpj
j áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíîé ñâÿçüþ

ïîðÿäêà pj ; åñëè â çîíå äåéñòâèÿ ýòîãî ïîðÿäêà â ôîðìóëå F ` (exn ) :

9
q

p�
�

::: qp� � 1
� � 1 x i

�
�

�

qp�
�

�
�x j qp� +1

� +1



:::;

ãäå x i ; x j 2 ~xn ; ïðè÷åì (� & 
 )min = 1 :

Äîïóñêàåòñÿ âìåñòî x i ; x j èñïîëüçîâàòü èõ îòðèöàíèå, òî åñòü �x i ; �x j .

Ï ð è ì å ð 11.2. F (ex3) = x1 _ x2 ! x1 � x2 � x3; ãäå îïåðàöèè qpj
j : V 3

1 ; ! 2
2; � 1

3

èìåþò ëîêàëüíûå ñâÿçè.
ßâíî âûðàæåííûå ëîêàëüíûå ñâÿçè ìîæåì âûäåëèòü íà ìîíîòîíí î âîçðàñòàþùèõ (óáûâà-

þùèõ) ïîñòîÿííûõ ó÷àñòêàõ ñïåêòðà S` (q
pj
j ); à òàêæå íà ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìàõ îñöèëëèðó-

þùåãî ó÷àñòêà (ïðèìåð 11.3 à, á, â, ã).

Ï ð è ì å ð 11.3. à) F (ex3) = x1 ! x2� x3 _ �x2 ! x1 ;

á) F (ex3) = x1 _ x2 ! �x2 &x3 ;

â) F (ex3) = x1 _ x2 _ �x3 ;

ã) F (ex3) = x1 _ x2 ! x1 � x3 , ãäå çàìêíóòûé ñêîáî÷íûé çíàê îáîçíà÷àåò ãëóáèíó
èëè çîíó äåéñòâèÿ qpj

j ëîêàëüíîé ñâÿçè.
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Êàê íåòðóäíî âèäåòü èç ïðèìåðà 11.3 (à � ã) ; âñå ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû ñïåêòðà S` (q
pj
j )

áóäóò èìåòü âñåãäà êàê ìèíèìóì îäíó ëîêàëüíóþ ñâÿçü. Åñëè pj = 0 ; òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
îïåðàöèÿ qj èìååò âûðîæäåííóþ èëè çàìêíóòóþ íà ñåáÿ ëîêàëüíóþ ñâÿçü (â ï ðèì. 11.3 ã
îïåðàöèÿ qpj

j : &0
2; &0

4 ).
Ïðèìåð âûðîæäåííûõ ëîêàëüíûõ ñâÿçåé: F (ex3) = x1 _ x2 _ �x3:

Ï ð è ì å ð 11.4. F (ex3) = x1 _ x2 ! x1� x2 � x3:

Îïåðàöèè qpj
j : _2

1; � 2
3 èìåþò ëîêàëüíûå ñâÿçè, à îïåðàöèþ ! 1

2 íåëüçÿ â ñèëó îïðåäåëåíèÿ
11.9 íàçâàòü èìåþùåé ëîêàëüíóþ ñâÿçü. Ýòà îïåðàöèÿ îòíîñèò ñÿ óæå ê äðóãîìó òèïó ñâÿçåé
� ãëîáàëüíîìó.

Î ï ð å ä å ë å í è å 11.10. Ñòðóêòóðíóþ ñâÿçü qpj
j ôîðìóëû F ` (exn ) áóäåì íàçûâàòü

ãëîáàëüíîé ñâÿçüþ , åñëè â çîíå åå äåéñòâèÿ, òî åñòü ìåæäó åå íà÷àëîì è êîíöîì, ñó ùåñòâóåò
õîòÿ áû îäíà qp�

� âèäà
::: qp� � 1

� � 1 x i
�
�

�

qp�
�

�
�x j qp� +1

� +1



:::;

ãäå x i ; x j 2 ~xn èëè �x i ; �x j 2 ~xn ; ïðè÷åì (� & 
 )min = 1 :

Êàê ïðàâèëî, íàèáîëåå ÷àñòî â F ` (~xn ) âñòðå÷àþòñÿ êîìáèíàöèè òåõ è äðóãèõ ñâÿçåé. Ïðè
ýòîì, åñëè â ôîðìóëå F ` (exn ) ðàññìîòðåòü íåêîòîðóþ qpj

j ; òî ìîæåì çàìåòèòü, ÷òî ïîðÿäîê
pj îäíîé è òîé æå îïåðàöèè qj ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñóììó ëîêàëüíûõ è ãëîáàëüíûõ ñâÿçåé. Â
äàëüíåéøåì âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êðîìå òåõ, ãäå ýòî îñîáî îãîâîðå íî, âìåñòî çíàêà áóäåì
èñïîëüçîâàòü îáùåïðèíÿòîå ñêîáî÷íîå îáîçíà÷åíèå ( ), [ ], { }.

Ï ð è ì å ð 11.5. F (ex4) = ( x1 _ x2) !
�
(x1� x2) � (x3 _ x4)

�
:

Îïåðàöèè qpj
j : � 2

3 è _2
5 îõâà÷åíû êàê ëîêàëüíîé (êðóãëûå ñêîáêè), òàê è ãëîáàëüíîé

(êâàäðàòíûå ñêîáêè) ñâÿçÿìè.

Åñëè çàäàíà â âèäå ñïåêòðà S` (q
pj
j ) ðåàëèçàöèÿ F ` (exn ) íåêîòîðîãî îáðàçà f i ; òî äëÿ

îïðåäåëåíèÿ âñåõ äîñòàòî÷íûõ âèäîâ ñòðóêòóðíûõ ñâÿçåé qpj
j â ýòîé ðåàëèçàöèè öåëåñîîáðàçíî

âûäåëèòü âíà÷àëå òîëüêî èõ òèï � ëîêàëüíûå èëè ãëîáàëüíûå, ò î åñòü îïðåäåëèòü òåì ñàìûì
óæå êëàññû Ci � C; Ci = h�p1

1 ; � p2
2 ; :::; � p`

` i âîçìîæíûõ êîíêðåòíûõ ñèñòåì èíôîðìàòèâíûõ
ñâÿçåé ìåæäó ïðèçíàêàìè x i 2 exn ; (�x i 2 exn ); ãäå � åñòüqj 2 Ln� : Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ êëàññà
Ci = h�p1

1 ; :::; � p`
` i óæå ìîæåì äàòü â íåì êîíêðåòíóþ ðåàëèçàöèþ îáðàçà f i íà ìíîæåñòâå

(Ln� ; exn ); ïîñòàâèâ âìåñòî � â h�p1
1 ; :::; � p`

` i îïåðàöèè qj 2 Ln� è ìåæäó íèìè ïåðåìåííûå
x i;j;k 2 exn : Òîãäà ïîëó÷èì: F ` (exn ) = x i q

p1
1 x j :::qp`

` xk : Â ñèëó êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâ Ln� è ~xn

ìíîæåñòâî Ci õîòÿ è âåëèêî, íî òàêæå êîíå÷íî.
Äëÿ òîãî ÷òîáû îáëåã÷èòü ïîèñê â êëàññå Ci ñðåäè äîñòàòî÷íûõ ñèñòåì ñòðóêòóðíûõ ñâÿ-

çåé qpj
j íåîáõîäèìûõ, òî åñòü äîñòàòî÷íûõ ñèñòåì ñâÿçåé ìèíèìàëüíî é ñëîæíîñòè, ââåäåì

ïîíÿòèå ñóïåðïîçèöèè ôîðìóëû è ñïåêòðà.
Ïóñòü èìååòñÿ F = f F1; :::; F� g ìíîæåñòâî âñåõ îïèñàíèé ôóíêöèé � îáðàçà f i : Êàæäîìó

îïèñàíèþ F� � F ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ` � ; ðàâíîå äëèíå ôîðìóëû
F� = F `

� (exn ):
Äîïîëíèòåëüíî ñîïîñòàâèì êàæäîìó ñèìâîëó F� ñèìâîë F� (� 1 � 1 � 2 � 2 ::: � ` � � ) , ãäå � j �

êàêèå-ëèáî qj 2 Ln� ; j = 1 ; 2; :::; ` � ; � � � åñòü x i 2 ~xn ; � = 1 ; 2; :::; ` + 1 :
Äîïóñêàåòñÿ âìåñòî � � èñïîëüçîâàòü x i 2 exn ñ îòðèöàíèåì, òî åñòü �x i : Ñèìâîë

F� (� 1 � 1 � 2::: � ` � � ) íàçîâåì ` � � ìåñòíûì ýëåìåíòàðíûì îáúåêòîì.
Àïðèîðíî ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ÷èñëî ` � � ìåñòíûõ ýëåìåíòàðíûõ îáúåêòîâ êîíå÷íî

äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî `:

Î ï ð å ä å ë å í è å 11.11 (èíäóêòèâíîå). 1. Åñëè ôîðìóëà F `
� (exn ) � x i (�x i ); òî åñòü

âûðîæäåííàÿ, òî îíà åñòü ñóïåðïîçèöèÿ ðàíãà 0: Ñóïåðïîçèöèè ðàíãà 0 ôîðìóëû F `
� (~xn )

ñîïîñòàâèì îäíîçíà÷íî ñóïåðïîçèöèþ ðàíãà 0 ñïåêòðà S` (q
pj
j ):
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2. Ôîðìóëà F `
� (A1; A2; :::; A ` ) íàçûâàåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ðàíãà `; åñëè âñå` ìåñò çíàêà

� j çàïîëíåíû ñ ðàññòàíîâêîé ñêîáîê êàêèì-ëèáî qj 2 Ln� ; à âñå � � � çàïîëíåíû íåçàâè-
ñèìûìè ïåðåìåííûìè x i 2 exn èëè �x i : Ñóïåðïîçèöèè ` ðàíãà ôîðìóëû F ` (exn ) îäíîçíà÷íî
ñîïîñòàâëÿåì ñóïåðïîçèöèþ ðàíãà ` ñïåêòðà S` (q

pj
j ): Ôîðìóëû F ` (~xn ) åñòü ñóïåðïîçèöèè `

ðàíãà.

Ï ð è ì å ð 11.6. Çàäàí ñèìâîë F1(� 1 � 1 � 2 � 2 � 3 � 3 � 4):
Ñóïåðïîçèöèè, ñîïîñòàâëåííûå ýòîìó ñèìâîëó, ñîîòâåòñòâó þùèõ ðàíãîâ:
1) F 1

1 (ex4) = x1 ! x2;
2) F 2

1 (ex4) = ( x1 ! x2)� x2;
3) F 3

1 (ex4) = (( x1 ! x2)� x2) _ x1:

Ç à ì å ÷ à í è å 11.2. Ëþáàÿ ôîðìóëà F `
� (exn ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âñåãäà ñóïåðïîçè-

öèþ ðàíãà 6 `:

Äàäèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ñóïåðïîçèöèè ôîðìóëû F `
� (exn ) (ðèñ. 11.9).

Ðèñ. 11.9

Îáðàçîì ` � � ìåñòíîé ñóïåðïîçèöèè ðàíãà ` F `
� (A1; A2; :::; A ` ) áóäåì ñ÷èòàòü íàïðàâ-

ëåííûé ãðàô , â âåðøèíàõ êîòîðîãî ðàñïîëàãàþòñÿ ñóïåðïîçèöèè ðàíãà `; ` � 1; ` � 2; :::; 1: ×èñëî
âåðøèí ãðàôà ñóïåðïîçèöèè ðàíãà ` ðàâíî `:

Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì íà � j ìåñòå òîëüêî áèíàðíûå îïåðàöèè qj 2 Ln� ; òî ÷èñëî
ðåáåð, âõîäÿùèõ â êàêóþ-ëèáî èç âåðøèí ãðàôà, ðàâíî 2, à ÷èñë î èñõîäÿùèõ � 1. Ðåáðàìè,
âõîäÿùèìè â âåðøèíó j; j = 1 ; 2; :::; ` ãðàôà ñóïåðïîçèöèè ðàíãà `; ìîãóò ÿâëÿòüñÿ èëè
òîëüêî ïåðåìåííûå x i 2 exn (èëè �x i ), èëè òîëüêî ñóïåðïîçèöèè (j � 1) -ãî è (j � 2) -ãî ðàíãîâ,
èëè îäíà ïåðåìåííàÿ x i 2 exn (èëè �x i ) è îäíà èç ñóïåðïîçèöèé (j � 1) -ãî ðàíãà. Äëÿ ïîäñ÷åòà
÷èñëà ñóïåðïîçèöèé ôîðìóëû F `

� (~xn ) ââåäåì ïîíÿòèå èçîìîðôèçìà ñóïåðïîçèöèé, ãðàôîâ è
ñïåêòðîâ, âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 11.12. Äâå ñóïåðïîçèöèè ðàíãà j èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà îíè ãðàôè÷åñêè òîæäåñòâåííû, òî åñòü íà îäèíàêîâ ûõ ìåñòàõ ñòîÿò îäèíàêîâûå
çíàêè àëôàâèòà, ñîñòîÿùåãî èç ñèìâîëîâ qj 2 Ln� ; x i 2 exn (èëè �x i ) è ñêîáîê.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ãðàôó ñëîâî àëôàâèòà, ñîñòîÿùåãî è ç ñèìâîëîâ îïåðàöèé (0), ïå-
ðåìåííûõ (� ) è ñêîáîê. Ïðè ýòîì êàêóþ áû ñóïåðïîçèöèþ, îáðàçîì êîòîðîé ÿâ ëÿåòñÿ äàííûé
ãðàô, íè áðàòü, ïîëó÷åííûå ñëîâà áóäóò òîæäåñòâåííû.

Î ï ð å ä å ë å í è å 11.13. Äâà ãðàôà èçîìîðôíû , åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñëîâà
òîæäåñòâåííû.

Ôîðìóëå F `
� (~xn ) îäíîçíà÷íî ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåí ñïåêòð S` (q

pj
j ):

Î ï ð å ä å ë å í è å 11.14. Äâà ñïåêòðà S`1 (q
pj 1
j 1

) è S`2 (q
pj 2
j 2

) èçîìîðôíû òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà `1 = `2 è 8

hj;p j i
hj 1; pj 1 i = hj 2; pj 2 i , j 1 = j 2 & pj 1 = pj 2 ; j = 1 ; 2; :::; `1 = `2;

ãäå hj 1; pj 1 i � ñïåêòðàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ j 1 àìïëèòóäû pj 1 èç ñïåêòðà S`1 (q
pj 1
j 1

); hj 2; pj 2 i �

ñïåêòðàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ j 2 àìïëèòóäû pj 2 èç ñïåêòðà S`2 (q
pj 2
j 2

):
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Èç îïðåäåëåíèÿ 11.5 è îïðåäåëåíèÿ 11.11 ñëåäóþò:

Ç à ì å ÷ à í è å 11.3. Ñóïåðïîçèöèÿ ïðàâèëüíî ïîñòðîåííûõ ôîðìó ë (ñîêðàùåííî ïïô)
F `1 (ex � ); F `2 (ex � ); :::; F ` � (ex � ) ñíîâà ïïô.

Ðàññìàòðèâàåìûå íàìè ñóïåðïîçèöèè ` -ãî ðàíãà äîïóñêàþò èñïîëüçîâàíèå êàê èíôèêñíîé
(ñêîáî÷íîé), òàê è ïðåôèêñíîé (áåññêîáî÷íîé ) ôîðìû çàïèñè F ` (exn ):

Òàêîå êîìáèíèðîâàííîå èñïîëüçîâàíèå ôîðì çàïèñè F `
� (exn ) ïîçâîëÿåò áîëåå ïîëíî ïðåä-

ñòàâèòü âîçìîæíûå âèäû ñòðóêòóðíûõ ñâÿçåé qpj
j ìåæäó x i 2 exn (èëè �x i ); ñîñòàâëÿþùèìè

îïèñàíèå îáðàçà f i :
Îòíîñèòåëüíî áåññêîáî÷íîé ôîðìû çàïèñè F` (exn ) çàìåòèì ñëåäóþùåå: îíà èñïîëüçóåò íå

óñëîâíóþ î÷åðåäíîñòü (ñòàðøèíñòâî) âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé qj 2 Ln� èëè èõ ñóïåðïîçèöèé
â ôîðìóëå F ` (exn ); à äåéñòâèòåëüíîå íàëè÷èå àññîöèàòèâíûõ ñâîéñòâ îòäåëüíûõ îïåðàöèé
qj 2 Ln � :

Â ñèëó òîãî, ÷òî ÷èñëî âõîäÿùèõ ðåáåð âåðøèíû ãðàôà ñóïåðïîç èöèè ` ðàíãà íå áîëåå
2, òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ïðåôèêñíîé çà ïèñè ê ñóïåðïîçèöèè ` ðàíãà
âïîëíå äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü íàëè÷èå ñâîéñòâà àññîöèàòè âíîñòè ó ñóïåðïîçèöèè 2 ðàíãà (òî
åñòü äâóõ îïåðàöèé qj 2 Ln� ).

Ç à ì å ÷ à í è å 11.4. Íà ìíîæåñòâå f L; exn g ïîìèìî îïåðàöèé &; _; � ; � ìîæíî âû-
äåëèòü åùå ÷åòûðå ñóïåðïîçèöèè 2-ãî ðàíãà, óäîâëåòâîðÿþùè å àññîöèàòèâíîìó çàêîíó:

1) (x1 & x2)  x3 = x1 & ( x2  x3);
2) (x1 ! x2) _ x3 = x1 ! (x2 _ x3);
3) (x1 � x2) � x3 = x1 � (x2 � x3);
4) (x1 � x2) � x3 = x1 � ( x2 � x3):
Â ýòèõ ôîðìóëàõ ñêîáêè ìîãóò áûòü îïóùåíû.

Îáîçíà÷èì ÷èñëî ïàð ñêîáîê èëè îòðèöàíèé, èãðàþùèõ â íàøåì ñ ëó÷àå ðîëü ïàð ñêîáîê,
â ñóïåðïîçèöèè ` ðàíãà ÷åðåç J [F ` (exn )]:

Ýòî ÷èñëî, íàçîâåì åãî èíäåêñîì ñâÿçíîñòè , ñîäåðæàòåëüíî îòîáðàæàåò ñòðóêòóðíóþ ñâÿç-
íîñòü ïðèçíàêîâ ~xn â îïèñàíèè F ` (exn ) îáðàçà f i .

Ïóñòü J
�
F `1

1 (ex � )
�

� èíäåêñ ñâÿçíîñòè ôîðìóëû F `1
1 (ex � );

J
�
F `2

1 (ex � )
�

� èíäåêñ ñâÿçíîñòè ôîðìóëû F `2
1 (ex � );

J
�
F `

1(~xn )
�

� èíäåêñ ñâÿçíîñòè ñóïåðïîçèöèè ` ðàíãà, ïîëó÷åííîé èç F `1
1 (ex � ) è F `2

1 (ex � ):
Òîãäà èìååò ìåñòî

Ë å ì ì à 11.4. J
�
F `

1(exn )
�

> J
�
F `1

1 (ex � )
�

+ J
�
F `2

1 (ex � )
�
:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü êàêàÿ-ëèáî qj 2 Ln� ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé, îáðàçóþ-
ùåé ñóïåðïîçèöèþ ` ðàíãà

F `
1(exn ) = F `1

1 (ex � )qpj
j F `2

1 (ex � );

ãäå n � íàèáîëüøàÿ èç äëèí � èëè � ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðòåæåé ex � è ex � ;
` = `1 + `2 + 1 :

Ðåáðàìè, âõîäÿùèìè â âåðøèíó ` ãðàôà ñóïåðïîçèöèè ` ðàíãà, áóäóò ÿâëÿòüñÿ ñóïåðïî-
çèöèè `1 -ãî è `2 -ãî ðàíãîâ.

Âûäåëèì â ôîðìóëå F `1
1 (ex � ) îïåðàöèþ q� 1 ; îáðàçóþùóþ ñóïåðïîçèöèþ `1 -ãî ðàíãà, à â

ôîðìóëå F `2
1 (ex � ) îïåðàöèþ q� 2 ; îáðàçóþùóþ ñóïåðïîçèöèþ 2-ãî ðàíãà.

Ðàññìîòðèì óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó îïåðàöèé hq� 1 ; qj ; q� 2 i ôîðìóëû F ` (exn ):
1� : Åñëè âñÿ òðîéêà óäîâëåòâîðÿåò àññîöèàòèâíîìó çàêîíó, òî åñ òü q� 1 = qj = q� 2 ;

qj 2 L 0 � Ln� è L 0 = f &; _ ; � ; �g ; òî â ñóïåðïîçèöèè ` -ãî ðàíãà íå òðåáóåòñÿ çàêëþ÷àòü
â ñêîáêè ñóïåðïîçèöèè `2 -ãî è `2 -ãî ðàíãîâ, ñëåäîâàòåëüíî,

J
�
F `

1(exn )
�

> J
�
F `1

1 (ex � )
�

+ J
�
F `2

1 (ex � )
�
;
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü äëÿ ñëó÷àÿ 1� :
2� : Åñëè èç òðîéêè hq� 1 ; qj ; q� 2 i òîëüêî äâå îïåðàöèè: hq� 1 ; qj i èëè hqj ; q� 2 i (ïðè÷åì q� 1 6=

qj èëè qj 6= q� 2 ) óäîâëåòâîðÿþò àññîöèàòèâíîìó çàêîíó ïî îäíîé èç 4 ñóïåðïîç èöèé 2-ãî
ðàíãà çàìå÷àíèÿ 4, òî â ñóïåðïîçèöèè ` ðàíãà òðåáóåòñÿ çàêëþ÷èòü â ñêîáêè ñîîòâåòñòâåííî
ñóïåðïîçèöèþ `2 -ãî ðàíãà è íå çàêëþ÷àòü `1 -ãî ðàíãà èëè íàîáîðîò.

Ñëåäîâàòåëüíî,
J

�
F `

1(~xn )
�

> J
�
F `1

1 (ex � )
�

+ J
�
F `2

1 (ex � )
�
;

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü äëÿ ñëó÷àÿ 2� :
3� : Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé ñëó÷àé. Åñëè âñå îïåðàöèè òðîéêè hq� 1 ; qj ; q� 2 i ðàçíûå è ñóïåð-

ïîçèöèè äâóõ èç íèõ hq� 1 ; qj i èëè hqj ; q� 2 i íå óäîâëåòâîðÿåò àññîöèàòèâíîìó çàêîíó çàìå÷àíèÿ
4, òî â ñóïåðïîçèöèè ` ðàíãà òðåáóåòñÿ çàêëþ÷èòü â ñêîáêè ñóïåðïîçèöèþ `1 -ãî è `2 -ãî ðàí-
ãîâ, ñëåäîâàòåëüíî,

J
�
F `

1(exn )
�

> J
�
F `1

1 (ex � )
�

+ J
�
F `2

1 (ex � )
�
;

÷òî è òðåáîâàëîñü äëÿ âñåé ëåììû 11.4 äîêàçàòü. �
Èç ëåììû 11.4 âûòåêàåò

Ñ ë å ä ñ ò â è å 11.2.J
�
F `

1(exn )
�

= J
�
F `1

1 (ex � )
�
+ J

�
F `2

1 (ex � )
�
+ � ; ãäå � = � max = 2 ; òî

åñòü ñóïåðïîçèöèÿ ` ðàíãà ñîñòàâëÿþùèõ ôîðìóë F `1
1 (ex � ) è F `2

1 (ex � ) ìîæåò îòëè÷àòüñÿ
îò ïîñëåäíèõ íå áîëåå, ÷åì íà äâå ïàðû ñêîáîê.

Íî ýòî, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî â ñèëó çàìå÷àíèÿ 11.3 òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè êàæäàÿ èç
ñóïåðïîçèöèé `1 -ãî è `2 -ãî ðàíãîâ çàêëþ÷àåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç â ñêîáêè ïðè îáðàçîâà íèè
ñóïåðïîçèöèè ` ðàíãà.

Ðàññìîòðèì êàê çàêîíîìåðíîñòè ïîñòðîåíèÿ ñóïåðïîçèöèé ` ðàíãà îòðàæàþòñÿ â ñïåêòðå
S` (q

pj
j ):

Ë å ì ì à 11.5. Ïðè îáðàçîâàíèè ñóïåðïîçèöèè ` ðàíãà èç ôîðìóë F `1
1 (ex � ) è F `2

1 (~x � )
âñå ñîñòàâëÿþùèå ñïåêòðîâ Sl1 (q

pj 1
j 1

); (1 6 j 1 6 `1) èëè Sl2 (q
pj 2
j 2

); (1 6 j 2 6 `2) ìîãóò

âîçðàñòè îäíîâðåìåííî íå áîëåå, ÷åì íà � `1 â Sl1 (q
pj 1
j 1

) èëè � `2 â Sl2 (q
pj 2
j 2

); (� `1 _ � `2 =
= � 2 E 2 = f 0; 1g):

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
1� : Äîêàæåì ïðåæäå âñåãî, ÷òî âñå ñîñòàâëÿþùèå ñïåêòðîâ Sl1 (q

pj 1
j 1

) èëè Sl2 (q
pj 2
j 2

) îäíî-
âðåìåííî ìîãóò òîëüêî âîçðàñòàòü íà âåëè÷èíó � > 0:

Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ôîðìóëû F `1
1 (ex � ) è F `2

1 (ex � ) è êàêàÿ-ëèáî qj 2 Ln� , îáðàçóþùàÿ èç
íèõ ñóïåðïîçèöèþ ` ðàíãà:

F `
1(exn ) = F `1

1 (ex � )qpj
j F `2

1 (ex � );

ãäå n � íàèáîëüøàÿ èç äëèí � èëè � ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðòåæåé ~x � è ~x � ;
` = `1 + `2 + 1 :

Ñîãëàñíî ëåììå 11.4
J [F `

1(~xn )] > J [F `1
1 (~x � )] + J [F `2

1 (~x � )]:

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èíäåêñû ñâÿçíîñòè J [F `1
1 (~x � )] è J [F `2

1 (~x � )] íå óìåíüøàþòñÿ.
Ïðè ýòîì çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðîèñõîäèò èõ óâåëè÷åíèå, òî â ñêî áêè çàêëþ÷àåòñÿ âñÿ ñî-

îòâåòñòâóþùàÿ ñóïåðïîçèöèÿ `1 -ãî èëè `2 -ãî ðàíãîâ, òî åñòü îäíîâðåìåííî âñå ñòðóêòóðíûå
ñâÿçè ôîðìóë F `1

1 (~x � ) èëè F `2
1 (~x � ):

Ôîðìóëå F `1
1 (~x � ) îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ñïåêòð S`1 (q

pj 1
j 1

); ãäå (1 6 j 1 6 `1); à ôîðìóëå

F `2
1 (~x � ) � ñïåêòð S`2 (q

pj 2
j 2

); ãäå (1 6 j 2 6 `2):
Òàê êàê àìïëèòóäû pj > 0 ñïåêòðàëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ qj ïðîïîðöèîíàëüíû èíäåêñàì

ñâÿçíîñòè, òî, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îáðàçîâàíèè ñóïåðïîçèö èè ` ðàíãà âñå ñîñòàâëÿþùèå ñïåê-
òðîâ S`1 (q

pj 1
j 1

) è S`2 (q
pj 2
j 2

) íå óìåíüøàþòñÿ, òî åñòü îñòàþòñÿ ëèáî áåç èçìåíåíèÿ, ëèáî âî çðàñ-
òàþò îäíîâðåìåííî âñå íà âåëè÷èíó � > 0:

110



2� : Òåïåðü îïðåäåëèì âåëè÷èíó �; íà êîòîðóþ ìîãóò âîçðàñòè îäíîâðåìåííî âñå ñîñòàâ-
ëÿþùèå ñïåêòðîâ S`1 (q

pj 1
j 1

) èëè S`2 (q
pj 2
j 2

):
Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ ëåììû âåëè÷èíà � 2 E 2 = f 0; 1g; � = � `1 _ � `2 ; ãäå � `1 � âåëè÷èíà

âîçðàñòàíèÿ àìïëèòóäû ñîñòàâëÿþùèõ ñïåêòðà S`1 (q
pj 1
j 1

); � `2 � ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ñïåêòðà

S`2 (q
pj 2
j 2

):
Åñëè � = � `1 = 0 èëè � = � `2 = 0 ; òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíäåêñû ñâÿçíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñïåêòðîâ S`1 (q
pj 1
j 1

) è S`2 (q
pj 2
j 2

) íå âîçðàñòàþò, ÷òî èìååò ìåñòî â ñèëó ñëó÷àåâ 1� ; 2� ëåììû 11.4,
òî åñòü min � = 0 :

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ max � ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå îáðàòíîå ëåììå, òî
åñòü max � > 1 è öåëî÷èñëåííî. Ïóñòü max � = � 1 = 2 : Òîãäà èç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ è èç
òîãî, ÷òî � 1 = � `1 _ � `2 ; ñëåäóåò� `1 = 2 _ � `2 = 2 :

Íî � `1 = 2 îçíà÷àåò, ÷òî â ñóïåðïîçèöèè ` ðàíãà F `1
1 (~x � ) äâàæäû çàêëþ÷àåòñÿ â ñêîáêè,

÷òî íåäîïóñòèìî â ñèëó çàìå÷àíèÿ 11.3 è ñëåäñòâèÿ 11.2. Ê àíà ëîãè÷íîìó çàêëþ÷åíèþ ìû
ïðèõîäèì ïðè � `2 = 2 :

Ñëåäîâàòåëüíî, íåëüçÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî max � > 1; òî åñòü � 2 E 2 = f 0; 1g; ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

11.4. Ìîäèôèêàöèÿ ôîðìóëüíîãî îïèñàíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â òåîðèè áóëåâûõ ôóíêöèé èçâåñòíû ðàçëè÷í ûå ñïîñîáû
îïèñàíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé: òàáëè÷íûå, ôîðìóëüíûå, ãåîìåòð è÷åñêèå, àíàëèòè÷åñêèå, ãðà-
ôè÷åñêèå è äð. [136].

Íåñìîòðÿ íà òàêîå ðàçíîîáðàçèå, êàæäîìó èç ýòèõ ñïîñîáîâ ïð èñóùè äâà îáùèõ ñâîéñòâà:
1) ïðåäñòàâèìîñòü;
2) âû÷èñëèìîñòü.
Âûáîð òîãî èëè èíîãî ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé î ïðåäåëÿåòñÿ óäîáñòâîì ïå-

ðåõîäà íà ÿçûê áóëåâûõ ôóíêöèé (íàïðèìåð, òàáëè÷íûå ñïîñîá û óäîáíû äëÿ îïèñàíèÿ ðàáîòû
ïåðåêëþ÷àòåëüíûõ ñõåì; ôîðìóëüíûå � â èñ÷èñëåíèè ïðåäëîæå íèé è ò.ä.). Ôîðìóëüíàÿ, èëè
àíàëèòè÷åñêàÿ çàïèñü óêàçûâàåò íà ïðèðîäó ïðîèñõîæäåíèÿ ð àññìàòðèâàåìîé áóëåâîé ôóíê-
öèè, íî íå äàåò â ÿâíîì âèäå åå ÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ. Òàáëè÷íà ÿ, èëè ãåîìåòðè÷åñêàÿ çàïèñü,
íàîáîðîò, íàãëÿäíî ïðåäñòàâëÿåò çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè, íî íè÷åãî íå ãîâîðèò î ôîðìóëå,
¾ïîðîäèâøåé¿ áóëåâó ôóíêöèþ.

Â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ òåîðèè áóëåâûõ ôóíêöèé (ðàñïîçíàâ àíèå îáðàçîâ, ìàøèííîå
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è ò.ï.) òðåáó åòñÿ íà îñíîâàíèè íåêîòîðîé èñ-
õîäíîé ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû F `

� (~xn ) âû÷èñëèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ áóëåâó ôóíêöèþ f k(~xn );
òî åñòü íàéòè îòîáðàæåíèå F `

� (~xn ) ) f k(~xn ): Ïðè÷åì ñ òî÷êè çðåíèÿ óäîâëåòâîðåíèÿ 2-ãî
ñâîéñòâà (âû÷èñëèìîñòè) óêàçàííîå îòîáðàæåíèå íóæíî ïîëó ÷èòü êàê ìîæíî áûñòðåå ïðè
ìèíèìàëüíîì îáúåìå çàïîìèíàíèÿ ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòî â.

Î÷åâèäíî, ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü, åñëè ïðîèçâåñòè ïðåäâàðèòå ëüíî ýêâèâàëåíòíûå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ èñõîäíîé ôîðìóëû F `

� (~xn ); â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ óìåíüøàåòñÿ ÷èñëî ëîãè÷åñêèõ
îïåðàöèé â ôîðìóëå F `

� (~xn ):
Îäíàêî ïðè áîëüøîì ÷èñëå è ðàçíîîáðàçèè ëîãè÷åñêèõ îïåðàöè é qj 2 Ln� ;

Ln� = f &; _ ; ) ; � ; � ; =;� ;  g â ôîðìóëå F `
� (~xn ) òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå (áåç ïðåäâàðèòåëü-

íîãî âû÷èñëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé) âûïîëíèòü çàòðóäíèòåëüí î.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ñóùåñòâóþùåã î ôîðìóëüíîãî îïèñàíèÿ

áóëåâûõ ôóíêöèé. Ýòà ìîäèôèêàöèÿ ïðåñëåäóåò äâîÿêóþ öåëü: óêàçàòü ôîðìó çàïèñè áóëåâîé
ôóíêöèè f k (~xn ); óäîáíóþ äëÿ îòûñêàíèÿ îòîáðàæåíèÿ F `

� (~xn ) ) f k(~xn ) áåç ïðåäâàðèòåëüíûõ
ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èñõîäíîé ôîðìóëû F `

� (~xn ); ïîðîæäàþùåé áóëåâóþ ôóíêöèþ
f k(~xn ):

Ïóñòü èìååòñÿ îáùàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ áóëåâîé ôóíêöèè â â èäå ïïô (ïðàâèëüíî ïî-
ñòðîåííîé ôîðìóëû) F `

� (~xn ); ïîëó÷åííîé ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé qj 2 Ln� =
= f &; _ ; ! ; � ; � ; =;� ;  g èëè ïåðåèìåíîâàíèåì ïåðåìåííûõ x i 2 ~xn = hx1; x2; :::; xn i ;
x i 2 E 2 = f 0; 1g; i = 1; n: Òîãäà ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôîðìóëüíàÿ çàïèñü ýòîé ïïô � F `

� (~xn )
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áóäåò èìåòü îáùèé âèä
� F `

� (~xn ) 
 x0
i q

p1
1 x j :::x0

kqpj
j x � :::0qp`

` x j ; ãäå x i;j;k;�;
 2 ~xn = hx1; x2; :::; xn i ; x i;j;k;�;
 2 E 2 =
f 0; 1g � áóëåâûå ïåðåìåííûå; 0qpj

j � îïåðàöèÿ qj 2 Ln� = f &; _ ; ! ; � ; � ; =;� ;  g ïîðÿäêà
pj (pj = 0 ; 1; 2; :::; j = 1 ; 2; 3; :::; `);

j -ñ÷åòíûé (ñëåâà íàïðàâî) íîìåð îïåðàöèè qpj
j â ôîðìóëå F `

� (~xn ); âêëþ÷àÿ ïîâòîðÿþùè-
åñÿ;

0qpj
j =

� 0qpj
j � åñëè ê äàííîé îïåðàöèè qpj

j íåïîñðåäñòâåííî ïðèìåíÿåòñÿ çíàê � ;
qpj

j � åñëè ê äàííîé îïåðàöèè qpj
j çíàê � íåïîñðåäñòâåííî íå ïðèìåíÿåòñÿ.

Ï ð è ì å ð 11.7.

1. Ñóùåñòâóþùàÿ ôîðìóëüíàÿ çàïèñü � F 4
1 (~x3) 
 x1�[ �x1 _ x3&( x1 � �x3)]:

2. Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôîðìóëüíàÿ çàïèñü: � F 4
1 (~x3) 
 x0

1� 1
1 �x0

1_3
2x3&2

3x1� 3
4 �x3:

Çàìåòèì, ÷òî çàêîíîìåðíîñòè â ôîðìóëüíîé çàïèñè � F `
� (~xn ) ìîæíî ïðîñëåäèòü, àíàëèçè-

ðóÿ ñâîéñòâà óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ïàð ÷èñåë hpj ; j i :
Ïðåäëîæåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ ôîðìóëüíîãî îïèñàíèÿ áóëåâûõ ôó íêöèé ïîçâîëÿåò, áëàãî-

äàðÿ ââåäåíèþ ïîêàçàòåëÿ pj íàä îïåðàöèåé qj â ôîðìóëå F `
� (~xn ); ïðèìåíèòü ïðàâèëî êîì-

ïàêòíîãî àëãîðèòìà, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî äîêàçàíî ðàíå å.

11.5. Ïîñòðîåíèå ôèëüòðîâ ïðè âû÷èñëåíèè áóëåâûõ ôóíêöèé

Â ï. 11.1 áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ýôôåêòèâíîãî (êîìïàê òíîãî) àëãîðèòìà F `
� (~xn ) )

) f k(~xn ) âû÷èñëåíèÿ áóëåâîé ôóíêöèè f k (~xn ) ïî åå èñõîäíîé ôîðìóëå F `
� (~xn ): Êîìïàêò-

íîñòü àëãîðèòìà F `
� (~xn ) ) f k(~xn ) â äàííîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì

îäíîâðåìåííî çàïîìèíàåìûõ ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ â ïð îöåññå âû÷èñëåíèÿ.
Ðàíåå áûëî ââåäåíî è èçó÷åíî ïîíÿòèå ñïåêòðà S` (q

pj
j ) äëÿ ïïô F `

� (~xn ): Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå
ñïåêòðà S` (q

pj
j ); ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ êîìïàêòíîãî àëãî ðèòìà

F `
� (~xn ) ) f k(~xn ); F `

� (~xn ) � f F1; :::; F� ; :::g; f k (~xn ) 2 f f 1; :::; f 22n g:

Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì ðÿä îïðåäåëåíèé.

Î ï ð å ä å ë å í è å 11.15. Ñå÷åíèå ñïåêòðà S` (q
pj
j ) (èëè åãî ó÷àñòêà) åñòü îïåðàöèÿ

ðàçáèåíèÿ åãî íà äâå ÷àñòè â òî÷êàõ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.

Î ï ð å ä å ë å í è å 11.16. Ëîêàëüíûé ìèíèìóì ñïåêòðà S` (q
pj
j ) (èëè åãî ó÷àñòêà)

åñòü àáñöèññà�; äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå p� � 1 > p � < p � +1 :

Î ï ð å ä å ë å í è å 11.17. Ëîêàëüíûé ìèíèìóì j ñïåêòðà S` (q
pj
j ) ÿâëÿåòñÿ âûðîæ-

äåííûì , åñëè îí ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íà÷àëî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùå ãî ñïåêòðà (èëè åãî
ó÷àñòêà):

1) P
 � 1 = P
 < P 
 +1 (
 = 2) èëè êàê êîíåö ìîíîòîííî óáûâàþùåãî ñïåêòðà (èëè åãî
ó÷àñòêà);

2) P
 � 1 < P 
 = P
 +1 (
 = ` � 1):

Î ï ð å ä å ë å í è å 11.18. Ìèíèìàëüíûé (ìàêñèìàëüíûé ) ëîêàëüíûé ìèíèìóì ñïåê-
òðà S` (q

pj
j ) åñòü àáñöèññà
; äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

P
 = min(max) hPk ; P� ; :::; P
 ; :::; P� ; P� i ; ãäå hPk ; P� ; :::; P
 ; :::; P� ; P� i � êîðòåæ îðäèíàò
ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ñïåêòðà S` (q

pj
j ):
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Î ï ð å ä å ë å í è å 11.19. Ëîêàëüíûé ìèíèìóì � ÿâëÿåòñÿ ñâÿçûâàþùèì , åñëè îí
ðàñïîëîæåí ìåæäó äâóìÿ ëîêàëüíûìè ìàêñèìóìàìè k; � â ñïåêòðå S` (q

pj
j ) è èìåííî òîëüêî

äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå êîìïàêòíîñòè àëãîðèòìà F l
� (~xn ) ) f k(~xn ) :

f (O1)qp�
� (O2)g ) O1;

ãäå f K i (q
pk
k ; qpk +1

k+1 ; :::; qp�
� )g ) (O1); f K j (qp� +1

� +1 ; qp� +2
� +2 ; :::; q

p�
� )g ) (O2); i 6= j 2 f 1; 2; :::; `g;

k < � < �; k 6= � 6= � 2 f 1; 2; :::; `g:

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîìïàêòíîãî àëãîðèòìà F `
� (~xn ) ) f k(~xn ) íåîáõîäèìî óêàçàòü ïðàâèëî âû-

áîðà òàêîãî 1-ãî øàãà, êîòîðûé îáåñïå÷èâàë áû çàïîìèíàíèå ì èíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ïðî-
ìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè âû÷èñëåíèè ôîðìóëû F `

� (~xn ):
Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 11.7 (ìåòîä ñå÷åíèé). Äëÿ îòûñêàíèÿ 1-ãî ( íà÷àëüíîãî ) øàãà êîìïàêò-
íîãî àëãîðèòìà F `

� (~xn ) ) f k(~xn ) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî:
1) ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå F `

� (~xn ) ! S` (q
pj
j );

2) ïðîâåñòè ñå÷åíèå ñïåêòðà S` (q
pj
j ) ïî ìèíèìàëüíîìó ëîêàëüíîìó ìèíèìóìó; èç äâóõ

÷àñòåé ñïåêòðà îòíîñèòåëüíî ñå÷åíèÿ âûáðàòü äëÿ äàëüíåéøå ãî âû÷èñëåíèÿ òó, êîòîðàÿ
ñîäåðæèò íàèáîëüøåå ÷èñëî ñâÿçûâàþùèõ ìàêñèìàëüíûõ ëîêàë üíûõ ìèíèìóìîâ;

3) â âûáðàííîé ÷àñòè ñíîâà ïðîèçâåñòè ñå÷åíèå ïî ïðàâèëàì ï. 2 è ò.ä. äî òåõ ïîð, ïîêà
íå îñòàíåòñÿ â êàæäîé ÷àñòè ñïåêòðà íå áîëåå îäíîãî ñâÿçûâàþ ùåãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.

Îïåðàöèè qj 2 Ln� â èñõîäíîé F `
� (~xn ); ñîîòâåòñòâóþùèå èõ ëîêàëüíûì ìàêñèìóìàì,

è áóäóò ÿâëÿòüñÿ ÿäðàìè 0-ãî ðàíãà.

Ò å î ð å ì à 11.8 (òåîðåìà êîìïàêòíîñòè). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîìïàêòíîãî àëãîðèòìà
F `

� (~xn ) ) f k(~xn ) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ïî ìåòîäó ñå÷åíèé âûáðàòü 1-é øàã è, âûäåðæè-
âàÿ íà êàæäîì øàãå óñëîâèå êîìïàêòíîñòè, âû÷èñëèòü ÿäðà, ñî îòâåòñòâóþùèå ëîêàëüíûì
ìèíèìóìàì, â ïîðÿäêå, îáðàòíîì ñå÷åíèÿì ñïåêòðà S` (q

pj
j ):

Òåîðåìû 11.7, 11.8, èñêëþ÷àÿ ýâðèñòèêó ïðè ïîñòðîåíèè êîìï àêòíîãî àëãîðèòìà F `
� (~xn ) )

) f k(~xn ); óêàçûâàþò ïóòè àâòîìàòèçàöèè âû÷èñëåíèé áóëåâîé ôóíêöèè f k(~xn ):
Íàçîâåì ôèëüòðîì � íåêîòîðûé îïåðàòîð, óïîðÿäî÷èâàþùèé ïî ñõåìå êîìïàêòíîãî àëãî-

ðèòìà F `
� (~xn ) ) f k (~xn ) î÷åðåäíîñòü âû÷èñëåíèé âñåõ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé â èñõîäíî é ôîð-

ìóëå F `
� (~xn ):

Îïðåäåëèì òå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, êîòîðûå äîëæíû ðåàëèçî âûâàòüñÿ ôèëüòðîì � :
1. Âûäåëåíèå â ñïåêòðå S` (q

pj
j ) ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ � ïî óñëîâèþ

P� � 1 > P � < P � +1 :
2. Âûäåëåíèå ñðåäè êîðòåæà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ hk; �; :::; 
; :::; �; � i àáñöèññ ìèíèìàëü-

íûõ (ìàêñèìàëüíûõ) ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ñîãëàñíî óñëîâèþ

P
 = min(max) hPk ; P� ; :::; P
 ; :::; P� ; P� i :

3. Ñå÷åíèå ìíîæåñòâà ïàð hPj ; j i ñïåêòðà S` (q
pj
j ) â òî÷êàõ ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà �

(ðèñ. 11.11).
4. Ïîäñ÷åò ÷èñëà ñâÿçûâàþùèõ ìàêñèìàëüíûõ ëîêàëüíûõ ìèíèì óìîâ â êàæäîé ÷àñòè ñïåê-

òðà S` (q
pj
j ) îòíîñèòåëüíî ñå÷åíèÿ â òî÷êå � .

5. Âûáîð ÷àñòè ñïåêòðà S` (q
pj
j ) ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì ñâÿçûâàþùèõ ìàêñèìàëüíûõ ëî-

êàëüíûõ ìèíèìóìîâ.
6. Ïîâòîðåíèå ïï. 3�5 ïðèìåíèòåëüíî ê ñïåêòðó S` (q

pj
j ) äî ïîëó÷åíèÿ â ïîñëåäíåé ÷àñòè

ñïåêòðà íå áîëåå îäíîãî ñâÿçûâàþùåãî ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.
7. Èíäåêñàöèÿ (ïîñëåäîâàòåëüíàÿ íóìåðàöèÿ) î÷åðåäíîñòè â ûïîëíåíèÿ ëîãè÷åñêèõ îïåðà-

öèé èñõîäíîé ôîðìóëû F `
� (~xn ) â ïîðÿäêå, îáðàòíîì ñå÷åíèÿì ñïåêòðà S` (q

pj
j ):
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Íà âõîä ôèëüòðà � äîëæíû ïîäàâàòüñÿ ñîñòàâëÿþùèå (Pj ) ñïåêòðà S` (q
pj
j ) ñ óêàçàíèåì

èõ ðàñïîëîæåíèÿ (j ) â ñïåêòðå, òî åñòü ïàðû hPj ; j i : Íà âûõîäå ôèëüòðà � ïîëó÷àåòñÿ òîò
æå ñàìûé ñïåêòð S` (q

pj
j ); íî åãî ñîñòàâëÿþùèå Pj ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå

î÷åðåäíîñòè èõ âû÷èñëåíèé ïî ñõåìå êîìïàêòíîãî àëãîðèòìà F `
� (~xn ) ) f k (~xn ) (ñì. ðèñ. 11.10).

Ðèñ. 11.10. Âûáîð 1-ãî øàãà äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîìïàêòíîãî àëãîðè òìà ðàñïîçíàâàíèÿ

Ðàçìåðíîñòü âõîäà (âûõîäà) ôèëüòðà � : ( Pj ; x j )max = `(` � 1): Äëÿ ðåàëèçàöèè ôèëü-
òðîâ � ïðè âû÷èñëåíèè áóëåâûõ ôóíêöèé íà óíèâåðñàëüíûõ èëè ñïåöèà ëèçèðîâàííûõ ÖÂÌ
öåëåñîîáðàçíî èñõîäíóþ ôîðìóëó F `

� (~xn ) ïðåäñòàâèòü â ìîäèôèöèðîâàííîì âèäå � � F `
� (~xn ):

11.6. Îöåíêè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé áóëåâûõ ôóíêöèé

Â ñâÿçè ñ ïîÿâëåíèåì ðàáîò ïî èñïîëüçîâàíèþ ïðîèçâîëüíîãî á àçèñà â îïèñàíèè áóëåâûõ
ôóíêöèé ïðè àíàëèçå è ñèíòåçå äèñêðåòíûõ àâòîìàòîâ ïðåäñòà âëÿåò èíòåðåñ ðàçðàáîòêà ýô-
ôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ í à ïðîèçâîëüíîì áàçèñå.

Ïðåäëîæåíî ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíîãî (êîìïàêòíîãî ) àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ áó-
ëåâîé ôóíêöèè f k(~xn ) ïî åå èñõîäíîé ôîðìóëå F `

� (~xn ); äîïóñêàþùåé èñïîëüçîâàíèå ïðîèç-
âîëüíîãî áàçèñà ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé qj 2 f� ; &; _ ; ! ; � ; � ; n; � ;  g :

Êîìïàêòíîñòü àëãîðèòìà âû÷èñëåíèé f k(~xn ); îáîçíà÷àåìîãî F `
� (~xn ) ) f k (~xn ) îïðåäåëÿ-

åòñÿ ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì îäíîâðåìåííî çàïîìèíàåìûõ ï ðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ â
ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ.

Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèé f k(~xn ):
Â êà÷åñòâå ìåðû ñëîæíîñòè � [F `

� (~xn )] âû÷èñëåíèÿ f k(~xn ) ââåäåì äâà òèïà ñèãíàëèçèðóþ-
ùèõ ôóíêöèé [154, 190]:

1) � t [F `
� (~xn )] � ôóíêöèè, ñâÿçàííûå ñ äëèòåëüíîñòüþ âû÷èñëåíèé f k(~xn ) :  1 � íèæíÿÿ

îöåíêà � t [F `
� (~xn )] ,  2 � âåðõíÿÿ îöåíêà � t [F `

� (~xn )];
2) � 0[F `

� (~xn )] � ôóíêöèè, ñâÿçàííûå ñ îáúåìîì ïðîìåæóòî÷íîé ïàìÿòè ïðè âû÷ èñëåíèè
f k(~xn ) : ' 1 � íèæíÿÿ îöåíêà � 0[F `

� (~xn )]; ' 2 � âåðõíÿÿ îöåíêà � 0[F `
� (~xn )]:

Î ï ð å ä å ë å í è å 11.20 (  1(2) ). Íèæíþþ îöåíêó  1; òî åñòü ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
øàãîâ ïðè âû÷èñëåíèè F `

� (~xn ) ) f k(~xn ); ïîëó÷èì, åñëè íà êàæäîì øàãå ïåðåðàáîòêó èí-
ôîðìàöèè áóäåì ïðîâîäèòü ïîâñåìåñòíî, òî åñòü âûïîëíÿòü âû ÷èñëåíèÿ ïî òèïó àâòîìàòîâ
Íåéìàíà.
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Ðèñ. 11.11. Ê çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ êîìïàêòíîãî àëãîðèòìà

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî íà êàæäîì k -ì øàãå â îïèñàíèè F `
� (~xn ) âû÷èñëÿòü îäíîâðåìåííî

âñå äîïóñòèìûå ÿäðà k -ãî ðàíãà. Íàèáîëüøåå ÷èñëî òàêèõ ÿäåð ìîæåò ñîäåðæàòü îïèñ àíèå
F `

� (~xn ); ñïåêòð S` (q
pj
j ) êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùèì:

 1 = t + 1; 2 t >
` + 1

2
6 2t+1 ;

ãäå
` + 1

2
� ÷èñëî ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ îñöèëëèðóþùåãî ñïåêòðà S` (q

pj
j ); (` = 3 ; 5; 7; :::):

Âåðõíþþ îöåíêó  2 ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäèòü ïî ïðèíöèïó ìà øèíû
Òüþðèíãà:

 2 = `; ãäå ` � äëèíà ôîðìóëû F `
� (~xn ):

Î ï ð å ä å ë å í è å 11.21 ( ' 1(2) ). Íàèìåíüøèé îáúåì ïàìÿòè, íåîáõîäèìîé äëÿ îä-
íîâðåìåííîãî õðàíåíèÿ âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè âû÷èñëåíèè ïî ñõåìå F `

� (~xn ) )
) f k (~xn ); áóäåò â òîì ñëó÷àå, åñëè ðåçóëüòàò f K r (qpj

j )g; ïîëó÷åííûé íà øàãå r; èñïîëü-
çóåòñÿ ïî ïðàâèëó êîìïàêòíîñòè íà øàãå r + 1 :

Ñëåäîâàòåëüíî, ' 1 = 2 : Âåðõíþþ îöåíêó ' 2 ìîæíî ïîëó÷èòü èç óñëîâèÿ, ÷òî ñïåêòð
S` (q

pj
j ) ôîðìóëû F `

� (~xn ) îòíîñèòñÿ ê êëàññó ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåãî (óáûâàþùåãî) î ñöèë-

ëèðóþùåãî ñïåêòðà. Òîãäà î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâî ' 2 = ` +
1
2

; ãäå
` + 1

2
� ÷èñëî ëîêàëüíûõ

ìàêñèìóìîâ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåãî (óáûâàþùåãî) îñöèëëè ðóþùåãî ñïåêòðà.
Äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ïðèìåíåíèÿ êîìïàêòíîãî àëãîðèòì à ââåäåì ïàðàìåòð, ïîêà-

çûâàþùèé â ñêîëüêî ðàç îáúåì ïàìÿòè, íåîáõîäèìûé äëÿ âû÷èñë åíèÿ f k(~xn ) ïî êàêîìó-ëèáî
àëãîðèòìó, áîëüøå îáúåìà ïàìÿòè, íåîáõîäèìîãî äëÿ âû÷èñëå íèÿ ïî ñõåìå êîìïàêòíîãî àëãî-
ðèòìà

k !
' 2

' 1
=

` + 1
4

:
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Ñëåäîâàòåëüíî, öåëåñîîáðàçíî ïåðåä íà÷àëîì âû÷èñëåíèé f k(~xn ) ïî åå èñõîäíîìó ôîð-
ìóëüíîìó îïèñàíèþ F `

� (~xn ) óñòàíîâèòü, èñõîäÿ èç ñõåìû êîìïàêòíîãî àëãîðèòìà, î÷åðåä íîñòü
âû÷èñëåíèé âñåõ ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé â F `

� (~xn ): Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðåàëèçîâàòü ïðîãðàìì-
íûì èëè àïïàðàòóðíûì ìåòîäîì ôóíêöèè ôèëüòðà.

Ðåçóëüòàòîì ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïðîãðàììó äëÿ ÝÂÌ, ðåàëèçóþùóþ êîìïàêòíûé àëãîðèòì
âû÷èñëåíèÿ ÔÀË èç êëàññà P2 è ÿâëÿþùóþñÿ ôèëüòðîì, ïðè ïðîïóñêàíèè ÷åðåç êîòîðûé
áóëåâîé ôîðìóëû áåç ïðåîáðàçîâàíèÿ íóìåðóåòñÿ î÷åðåäíîñò ü âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé. Äàííàÿ
íóìåðàöèÿ ãàðàíòèðóåò ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê ïàìÿò è, õðàíÿùèõ ïðîìåæóòî÷íûå
ðåçóëüòàòû.
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Ãëàâà 3. Êîíñòðóêòèâèçàöèÿ ïðè êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ îáú åêòîâ

Ÿ 12. Ïðîëîíãàöèÿ ÿçûêîâ

12.1. Ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ è êîíå÷íûå àâòîìàòû

Â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì ðàáîò ïî ðàñïîçíàâàíèþ îáðàçîâ è ïðîåêòè ðîâàíèþ ñëîæíûõ ñèñòåì
öåëåñîîáðàçíî âûÿâèòü âçàèìîñâÿçü ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíè ÿ îáðàçîâ è òåîðèè êîíå÷íûõ àâ-
òîìàòîâ. Äàæå ïðè áåãëîì âçãëÿäå íà äâå íàçâàííûå ïðîáëåìû ì åæäó íèìè îáíàðóæèâàåòñÿ
íåêîòîðîå ñõîäñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, îñíîâíîé çàäà÷åé òåîð èè àâòîìàòîâ ÿâëÿåòñÿ ñèíòåç [1],
òî åñòü ïîñòðîåíèå ñòðóêòóðû àâòîìàòà M ïî åãî íåêîòîðîìó èñõîäíîìó çàäàíèþ qi 2 f Óg:
Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, ñòðîèòñÿ íå ëþáîé àâòîìàò, à óäîâëåòâ îðÿþùèé íåêîòîðûì íàïåðåä
çàäàííûì òðåáîâàíèÿì � (íàïðèìåð, ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïàìÿòè, ìèíèìàëüí îå
÷èñëî ñâÿçåé ìåæäó ýëåìåíòàìè è ò.ä). Åñëè ÷åðåç [C(� )] îáîçíà÷èì ôóíêöèþ ñëîæíîñòè
ñòðóêòóðû àâòîìàòà îò óêàçàííûõ òðåáîâàíèé, òî ñèíòåç äîëæ åí óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ:

L 1 = [min C(� )]/ X; Z; S; f z; f s = const; (12.1)

ãäå X = f � 1; � 2; :::; � n g � âõîäíîé àëôàâèò; Z = f � 1; � 2; :::; � gg � âûõîäíîé àëôàâèò; S =
= f � 1; � 2; :::; � P g � àëôàâèò ñîñòîÿíèé; f Z ; f S � õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè.

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ ñîñòîèò â îòíåñåí èè ïðåäúÿâëåííîãî îáðàçà ê
îäíîìó èç ýòàëîííûõ êëàññîâ. Åñëè ôóíêöèþ ñëîæíîñòè (ñòîèì îñòè) àëãîðèòìà ðàñïîçíàâà-
íèÿ îáîçíà÷èòü ÷åðåç [Ñ], òî ïîñòðîåíèå ïðàâèëà ïðèíÿòèÿ ðå øåíèÿ î ïðèíàäëåæíîñòè îïî-
çíàâàåìîãî îáðàçà ê îäíîìó èç ýòàëîíîâ äîëæíî óäîâëåòâîðÿò ü óñëîâèþ

L 2 = [min C(D)]/ A; Ó; P = const; (12.2)

ãäå A = f a1; ::: ; akg � àëôàâèò îáúåêòîâ ðàñïîçíàâàíèÿ; Ó = f y1; :::; ym g � ïðîñòðàíñòâî
ïðèçíàêîâ; P = f p1; : : :; pr g � îøèáêà ðàñïîçíàâàíèÿ; D = f d1; :::; dgg � ïðàâèëà ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèÿ.

Èç ñðàâíåíèÿ (12.1) è (12.2) ìîæåì çàìåòèòü îáùíîñòü ïîäõîä îâ ê ðåøåíèþ îñíîâíûõ çàäà÷
â äâóõ ðàçëè÷íûõ òåîðèÿõ: ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ è êîíå÷íûå àâòîìàòû.

Íåñìîòðÿ íà âíåøíåå ñõîäñòâî ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàç îâ è ñèíòåçà êîíå÷íûõ àâòî-
ìàòîâ èìåþò ñóùåñòâåííûå ðàçëè÷èÿ: ïåðâàÿ ñòðîèò àëãîðèòì ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû, à
âòîðàÿ ðåàëèçóåò ïåðâîíà÷àëüíî çàäàííûé àëãîðèòì íà êîíå÷ íîì àâòîìàòå.

Íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü òàêæå, ÷òî àëãîðèòìû, âûðàáîòàííûå ï ðè ðåøåíèè ïðîáëåìû ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, îáû÷íî èìåþò íå ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷å íèå, à òðåáóþò äàëüíåéøåé ïðàê-
òè÷åñêîé ðåàëèçàöèè, íàïðèìåð, â âèäå àïïàðàòíî-ïðîãðàìì íûõ êîìïëåêñîâ. ×àñòî ñèñòåìû
ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíûìè ÷àñòÿìè áîëåå ñ ëîæíûõ ñèñòåì. Â ýòèõ óñëîâèÿõ
ìîãóò áûòü ïîëåçíû ìåòîäû ñèíòåçà, ðàçðàáîòàííûå â òåîðèè à âòîìàòîâ [26, 153].

12.2. Îá îáùíîñòè ÿçûêîâ êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ è ðàñïîçíàâàíè ÿ îáðàçîâ

Âûáîð ÿçûêà îïèñàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç öåíòðàëüíûõ çàäà÷, îê îí÷àòåëüíîãî ðåøåíèÿ
êîòîðîé ïîêà íå íàéäåíî êàê â ïðîáëåìå ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçî â, òàê è â òåîðèè êîíå÷íûõ
àâòîìàòîâ [1, 28, 29, 115, 145, 160, 167].

Âûáîð ÿçûêà îïèñàíèÿ, óäîáíîãî äëÿ âûðàæåíèÿ èñõîäíîãî çàäà íèÿ è äàëüíåéøåãî ñèíòåçà
àâòîìàòà, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè òðåáîâàíèÿìè [1, 28] :

1) àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòüþ ÿçûêà � âîçìîæíîñòü ýëåì åíòàìè âûáðàííîãî ÿçûêà
óñòàíîâèòü ðåàëèçóåìîñòü èñõîäíîãî çàäàíèÿ êàêèì-ëèáî àâ òîìàòîì è, â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ
ïîñëåäíåãî, ïðîâåñòè åãî àáñòðàêòíûé ñèíòåç;

2) ñòðîãîé ôîðìàëèçàöèåé � ñèíòàêñèñ è ñåìàíòèêà ÿçûêà äîëæ íû áûòü ÷åòêî îïèñàíû;
3) óäîáñòâîì è íàãëÿäíîñòüþ ÿçûêà ïðè ñîñòàâëåíèè çàäàíèé ÷ åëîâåêîì;
4) øèðîòîé è ãèáêîñòüþ ÿçûêà � âîçìîæíîñòü îõâàòèòü âñå âàæí ûå äëÿ ïðàêòèêè çàäàíèÿ

íà àâòîìàò (êàê ðåàëèçóåìûå, òàê è íåðåàëèçóåìûå);
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5) ëàêîíè÷íîñòüþ ÿçûêà � âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ êîðîòêèõ îï èñàíèé, èçáûòî÷íàÿ èí-
ôîðìàöèÿ â òåêñòå äîëæíà áûòü îãðàíè÷åíà îïðåäåëåííûì ìèíè ìóìîì;

6) àáñîëþòíîé ÷åòêîñòüþ ÿçûêà � íå äîïóñêàåòñÿ íåîäíîçíà÷í îñòü òîëêîâàíèÿ îäíèõ è òåõ
æå óñëîâèé ñõîäíîãî çàäàíèÿ ýëåìåíòàìè âûáðàííîãî ÿçûêà;

7) óäîáñòâîì ïåðåâîäà (òðàíñëÿöèè) îïèñàíèÿ çàäàíèÿ ñ îäíî ãî ÿçûêà íà äðóãîé.
Ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ â òåîðèè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ [ 26, 29] ïîêàçàëè, ÷òî çàäà÷à

ñîçäàíèÿ åäèíîãî óíèâåðñàëüíîãî ÿçûêà àëãîðèòìè÷åñêè íåð àçðåøèìà. Ïîýòîìó ïîèñê íàèáî-
ëåå óäîáíîãî, ñ òî÷êè çðåíèÿ óêàçàííûõ òðåáîâàíèé ÿçûêà, â ò åîðèè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ èäåò
êàê ïî ïóòè îïðåäåëåíèÿ îòäåëüíûõ êëàññîâ ôóíêöèé, ðåàëèçó åìûõ â âèäå êîíå÷íîãî àâòîìà-
òà, òàê è ïî ïóòè ñîçäàíèÿ ñïåöèàëüíûõ ôîðìàëèçîâàííûõ ÿçûê îâ, çàïèñü óñëîâèé ðàáîòû íà
êîòîðûõ äàåò ãàðàíòèþ èõ ðåàëèçóåìîñòè [28].

Ïðè âñåì ìíîãîîáðàçèè ñóùåñòâóþùèõ ÿçûêîâ áîëüøèíñòâî èç í èõ èìååò â ñâîåé îñíîâå
îáùèé àáñòðàêòíûé ÿçûê (ÿçûê ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè è òåîðè è ìíîæåñòâ) è ðàçëè÷àåòñÿ
ëèøü ñòåïåíüþ îáùíîñòè, ñ êîòîðîé âûðàæàåò àëãîðèòìû ôóíêö èîíèðîâàíèÿ êîíå÷íûõ àâòî-
ìàòîâ.

Ðàññìîòðèì ïîäõîäû ê âûáîðó ÿçûêà â ïðîáëåìå ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Â ñâÿçè ñî ñïå-
öèôèêîé ðåøàåìûõ çàäà÷ ïîä ÿçûêîì çäåñü áóäåì ïîíèìàòü ñïîñ îá îïèñàíèÿ ñèñòåìû èí-
ôîðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ. Òàêèì îáðàçîì, ÿçûê îïèñàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
èíôîðìàöèîííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ôîðìàëüíîãî ÿçûêà [28, 41, 46, 114, 116, 186].

Ñôîðìóëèðóåì òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê âûáîðó ÿçûêà äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïîçíàâàåìûõ
îáúåêòîâ:

1) âîçìîæíîñòü âûïîëíåíèÿ ôîðìàëèçîâàííîãî îïèñàíèÿ ïðèç íàêîâ;
2) âîçìîæíîñòü ïðîâåðêè äîñòàòî÷íîñòè è íåîáõîäèìîñòè êîí êðåòíûõ ïðèçíàêîâ;
3) èíâàðèàíòíîñòü îïèñàíèÿ ïðèçíàêîâ ïðè äîïóñòèìûõ ýêâèâ àëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ;
4) àáñîëþòíàÿ ÷åòêîñòü ÿçûêà îïèñàíèÿ;
5) óäîáñòâî è íàãëÿäíîñòü ÿçûêà ïðè ñîñòàâëåíèè îïèñàíèÿ ÷å ëîâåêîì;
6) áîãàòñòâî è ãèáêîñòü ÿçûêà � êëàññ îáúåêòîâ, îïèñûâàåìûõ íà äàííîì ÿçûêå, äîëæåí

áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøèì;
7) ëàêîíè÷íîñòü ÿçûêà � âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ êîðîòêèõ îïè ñàíèé ýëåìåíòàìè âûáðàí-

íîãî ÿçûêà;
8) óäîáñòâî òðàíñëÿöèè îïèñàíèÿ ñ îäíîãî ÿçûêà íà äðóãîé.
Êàê âèäèì, îñíîâíàÿ ÷àñòü (ïï. 1, 4�8) ñôîðìóëèðîâàííûõ òðå áîâàíèé ê èíôîðìàöèîííîé

èíòåðïðåòàöèè ôîðìàëüíîãî ÿçûêà â ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ ñ îâïàäàåò ñ òðåáîâàíèÿìè ê åãî
ëîãè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè â òåîðèè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ. Ýòî åäèíñòâî òðåáîâàíèé äîëæí î
ñïîñîáñòâîâàòü èñïîëüçîâàíèþ îáùèõ ìåòîäîëîãè÷åñêèõ ïðè åìîâ ïðè âûáîðå ÿçûêà îïèñàíèÿ
ðàññìàòðèâàåìûõ òåîðèé [186, 187, 191, 193].

Â ïðîáëåìå ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ çàäà÷à ñîçäàíèÿ óíèâåðñà ëüíîãî ñïîñîáà ïîèñêà ïîëåç-
íûõ ïðèçíàêîâ íå ïîëó÷èëà åùå ñâîåãî ðåøåíèÿ äàæå â òàêîì âèä å, êàê â òåîðèè êîíå÷íûõ
àâòîìàòîâ, òî åñòü äî ñèõ ïîð íå äîêàçàíî: àëãîðèòìè÷åñêè ðà çðåøèìà îíà èëè íåò [1, 2].
Ïîýòîìó åå ðåøåíèå èäåò ïî ïóòè ñîçäàíèÿ ñïåöèàëüíûõ ÿçûêîâ , óäîâëåòâîðÿþùèõ êîíêðåò-
íîìó òèïó çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îïòèì àëüíîãî ÿçûêà îïèñàíèÿ, âíå
çàâèñèìîñòè îò àëôàâèòà îáúåêòîâ ðàñïîçíàâàíèÿ, íå ñóùåñò âóåò [27, 41].

Ñ ó÷åòîì èññëåäóåìûõ â ðàáîòå ïðîáëåì êîíñòðóêòèâèçàöèè îò ìåòèì ñïåöèàëüíûå ÿçûêè
îïèñàíèÿ â ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, óæå ñåé÷àñ áëèçêèå ê ÿçûê àì òåîðèè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ.

Êàê íåêîòîðàÿ ðàçíîâèäíîñòü ÿçûêà òèïà ðåêóðñèè ìîæåò áûòü óêàçàí ÿçûê êîíå÷íûõ
ñîñòîÿíèé, âïåðâûå ïðåäëîæåííûé Ñåëôðèäæåì [126].

Âåñüìà ìíîãîîáåùàþùèì íàïðàâëåíèåì â ñîçäàíèè ôîðìàëèçîâà ííûõ ÿçûêîâ îïèñàíèÿ
ñëåäóåò ñ÷èòàòü îïðåäåëåíèå ïðàâèë ñîñòàâëåíèÿ ñëîæíûõ èçîáðàæåíèé èç ýëåìåíòàðíûõ ÷à-
ñòåé ïî ìåòîäó ôîðìàëüíûõ ãðàììàòèê [132].

Äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îòíîøåíèé ìåæäó ýëåìåíòàìè îáðàçà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîäõîä,
ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [49]. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ÿçûê àëãåáðû ëîãèêè, ïîçâîëÿþùèé ñ ïî-
ìîùüþ ôèêñèðîâàííîãî íàáîðà îòíîøåíèé (îïåðàöèè òèïà ÔÀË è ç êëàññà P2 è ýëåìåíòîâ
x i 2 � 2 � f 0; 1g ) ïîëó÷èòü ëîãè÷åñêîå îïèñàíèå îáúåêòà ëþáîé ñëîæíîñòè. Äî ñòîèíñòâî ýòîãî
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ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíè ÿ êîðîòêèõ îïèñàíèé èñïîëüçî-
âàíèåì óæå ðàçðàáîòàííûõ ïðèåìîâ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèé àëãå áðû ëîãèêè.

Âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ÿçûêà ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè íå òîëü êî äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îò-
íîøåíèé ìåæäó ýëåìåíòàìè, îïðåäåëÿþùèìè ñòðóêòóðó îáðàçà , íî è äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî
îïèñàíèÿ åãî ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ äîêàçûâàåòñÿ ñîçäàíè åì ÿçûêà R -ôóíêöèé [141]. Íà
âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ ÿçûêà îïèñàíèÿ äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îáú åêòîâ ïóòåì ðàçáèåíèÿ ïðèçíà-
êîâ íà ýëåìåíòàðíûå ëîãè÷åñêè ñèíòåçèðóåìûå ÷àñòè � ¾êèðïè ÷èêè¿ óêàçûâàåòñÿ ðàáîòîé
Ì.Ì. Áîíãàðäà [20].

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íàìå÷àþùèåñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ïîä õîäû â ðàñïîçíàâàíèè îáðà-
çîâ ê ñîçäàíèþ ÿçûêà îïèñàíèÿ, ñâÿçàííîãî ñî ñòðóêòóðîé ðàñ ïîçíàâàåìûõ îáðàçîâ, ôàêòè÷å-
ñêè èíòóèòèâíî óæå èñïîëüçóþò ïðèåìû ñîçäàíèÿ ÿçûêîâ â òåîð èè êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ.

Ïðîëîíãàöèÿ ÿçûêîâ ðàïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ íà ÿçûêè òåîðèè êîíå÷íûõ àâòîì àòîâ ïîçâî-
ëÿåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ó÷åñòü îñîáåííîñòè èññëåäóåìûõ îáúå êòîâ, à ñ äðóãîé � òðåáîâàíèÿ ê
ñèíòåçó îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàñïîçíà þùåãî àâòîìàòà [42, 43].

Ÿ 13. Äèñêðåòíûå ôóíêöèè Óîëøà

Ðàññìîòðåíû äèñêðåòíûå ôóíêöèè Óîëøà ïðè ïðîèçâîëüíîì êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê îïðå-
äåëåíèÿ è ïîñòðîåíû ìàòðèöû Óîëøà äëÿ ðàçëîæåíèÿ îäíîìåðíûõ è äâóìåðíûõ ñèãíàëîâ êàê
íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðà çîâ ñ ïîìîùüþ ÖÂÌ.

13.1. Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñ÷åòà T- è X-ñïåêòðîâ

Èñïîëüçîâàíèå íåàíàëèòè÷åñêèõ áàçèñîâ äëÿ àïïðîêñèìàöèè ñèãíàëîâ íà ÖÂÌ îòêðûâàåò
íîâûå âîçìîæíîñòè â ðàçðàáîòêå ôóíêöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâ àòåëåé è ñïåöèàëèçèðîâàííûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâ [39, 148].

Îñîáûé èíòåðåñ ïðè ýòîì ïðåäñòàâëÿåò àïïðîêñèìàöèÿ ñèãíàë îâ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè
ôóíêöèÿìè òèïà Óîëøà, Õààðà è ×åáûøåâà�Ìàðêîâà [40, 148, 15 0].

Ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè òàêîãî âèäà ðàçëîæåíèé â ðÿ ä Ôóðüå âîçíèêàåò çàäà÷à
âû÷èñëåíèÿ îáîáùåííûõ ñïåêòðîâ (êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå) òèïîâûõ ôóíêöèé [25]. ×èñ-
ëåííûå ìåòîäû ðàñ÷åòà îáîáùåííûõ ñïåêòðîâ íåóäîáíû äëÿ òåî ðåòè÷åñêîãî àíàëèçà, ïîýòîìó
ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ôóíêöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé åñòü ñìûñë ðàññìàòðèâàòü àíàëèòè-
÷åñêèå ìåòîäû ðàñ÷åòà ñïåêòðîâ â íåàíàëèòè÷åñêèõ áàçèñàõ [133].

Èçâåñòåí àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðàñ÷åòà W -cïåêòðîâ (ñïåêòðîâ Óîëøà) [148].
Â ï. 13.1 äàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä ðàñ÷åòà Ò- è Õ-ñïåêòðîâ (ñïåêòðîâ ×åáûøåâà�

Ìàðêîâà è ñïåêòðîâ Õààðà) [108].
Ò- è Õ-ñïåêòðû îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [148, 150]:

Tc[f (x)] n =

1Z

0

f (x) � Tcn(x)dx;

Ts[f (x)] n =

1Z

0

f (x) � Tsn (x)dx;

X [f (x)] mj =

1Z

0

f (x) � X mj (x)dx ;

ãäå f Tsn (x); Tcn(x)g � ñèñòåìà ×åáûøåâà�Ìàðêîâà:

Tco(x) � 1; n = 1 ; 2; :::
Tcn(x) = siqn cos(2�nx )
Tsn (x) = siqn sin(2�nx )

9
=

;
; (13.1)

f X mj (x)g � ñèñòåìà Õààðà:
X 0(x) � 1;

119



X mj (x) =

8
>>><

>>>:

2
m � 1

2 ; x 2
h

j � 1
2m � 1 ; 2j � 1

2m

�
; j = 1 ; 2; :::; 2m� 1;

� 2
m � 1

2 ; x 2
h

2j � 1
2m ; j

2m � 1

�
; m = 1 ; 2; 3:::;

0 ; x =2
h

j � 1
2m � 1 ; j

2m � 1

�
:

Çàäà÷à àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà Ò- è Õ-ñïåêòðîâ ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ëàïëàñà [4].

Èçîáðàæåíèå íåàíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé Õààðà è ×åáûøåâà�Ìàð êîâà ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè-
÷åñêèìè ôóíêöèÿìè:

Tsn (p) =
1 � e� p

p
� th

p
4n

;

Tcn (p) =
1 � e� p

p

�
th

p
4n

� 1 + e� p
4n

�
;

X m j (p) = 2
m � 1

2 � e� ( j � 1)
2m � 1 �p �

1 � e� p
2m � 1

p
� th

p
2m� 1 :

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà [4],

1Z

0

f (x)q(1 � x) dx =
1

2�i
�

c+ 1Z

c�1

F (p) S (p)epdp:

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ôóíêöèé Õààðà è ×åáûøåâà-Ìàðêîâ à [148, 150], ïîëó÷àåì ôîðìóëû
äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà Ò- è Õ-ñïåêòðîâ:

Ts [f (x)]n = �
1

2�i

c+ i 1Z

c� i 1

F (p) � Tsn (p) epdp ;

Tc [f (x)]n =
1

2�i

c+ i 1Z

c� i 1

F (p) � Tcn (p) epdp ;

X [f (x)]m j = � 2
m � 1

2 �
1

2� i

c+ i 1Z

c� i 1

F (p) e
j p

2m � 1 �
1 � e

�
p

2m� 1

p
� th

p
2m+1 dp:

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ Ò- è Õ-ñïåêòðîâ äë ÿ íåêîòîðûõ òèïîâûõ ôóíê-
öèé.

I. Ts
�
e� � x

�
n =

1 � e� �

�
� th �

4n ,

Tc

h
e� � x

i

n
=

1 � e� �

�
�
�

� th
�
4n

� 1 + e
�

4n

�
;

X
h
e� � x

i

m j
= � 2

m � 1
2 �

1 � e
�

2m � 1

�
� th

�
2m� 1 � e� j �

2m � 1 :

II. Ts[sin ! x ]n = � sin !
! � tg !

4n ;

Tc [sin ! x ]n =
sin !

!
� tg

!
4n

+
1
!

�
cos! + cos

!
4n

� cos!
�

1 �
1

4n

�
� 1

�
;

X [sin ! x ]m j = � 2
m � 1

2 � (tg
!

2m+1 ) �
1
!

[sin
j !

2m� 1 + sin
!

2m� 1 � (1 � j )]:
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III. Ts[cos! x ]n = 1� cos!
! � tg !

4n ;

Tc[cos! x ]n =
cos! � 1

!
� tg

!
4n

+
1
!

[sin ! (1 �
1

4n
) � sin ! + sin

!
4n

];

X [cos! x ]m j = � 2

m � 1

2 � (tg
!

2m+1 ) �
1
!

[cos
j !

2m� 1 � cos
!

2m� 1 � (j � 1)]:

IV. Ts[x]n = � 1
4n ;

Tc[xn ] = 0 ;

X [x]m j = � 2

1 � 3m

2 :

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ êîíòðîëüíûõ ïðîñ÷åòîâ ïîäòâåðäèëè ï ðàâèëüíîñòü ïðåäëîæåííîãî àíà-
ëèòè÷åñêîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà Ò- è Õ-ñïåêòðîâ.

13.2. Äèñêðåòíûå ôóíêöèè Óîëøà ïðè ïðîèçâîëüíîì êîíå÷íîì ÷ èñëå òî÷åê
îïðåäåëåíèÿ

Öåëüþ èññëåäîâàíèé äàííîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ âûÿâëåíèå ñ âîéñòâ äèñêðåòíûõ ôóíêöèé
Óîëøà, îïðåäåëåííûõ â ïðîèçâîëüíîì ÷èñëå òî÷åê, è îñîáåííî ñòåé ðàçëîæåíèÿ ñèãíàëîâ ïî áà-
çèñíûì ôóíêöèÿì, ïîñòðîåííûì íà îñíîâå äèñêðåòíûõ ôóíêöèé Óîëøà, êîãäà ÷èñëî îòñ÷åòîâ
íå ðàâíî öåëîé ñòåïåíè 2.

×àñòî äëÿ àíàëèçà äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ èñïîëüçóåòñÿ äèñêðå òíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.
Èçâåñòíî [155], ÷òî áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç äèñêðåòíûõ ôóíêöèé sin è cos; îðòîãîíàëåí ïðè
ëþáîì ÷èñëå òî÷åê îïðåäåëåíèÿ.

Â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ ôóíêöèé Óîëøà ïîäîáíàÿ êàðòèíà íå íàáëþ äàåòñÿ, òàê êàê áàçèñ
äèñêðåòíûõ ôóíêöèé Óîëøà îðòîãîíàëåí òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷ èñëî îòñ÷åòîâ ðàâíî öåëîé
ñòåïåíè 2.

Èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ÷èñëà òî÷åê îïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíûõ ôó íêöèé Óîëøà íà èõ ñâîé-
ñòâà. Ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàçëîæåíèÿ ñèãíàëîâ ï îñòðîåííûå ìàòðèöû Óîëøà Ym

ïîðÿäêà m; ãäå m � ÷èñëî òî÷åê îïðåäåëåíèÿ îðèãèíàëà.
Â îáùåì ñëó÷àå, ïðåæäå ÷åì ïðîâîäèòü ðàçëîæåíèå ñèãíàëà, óä îáíî ïðåäâàðèòåëüíî ïðî-

èçâåñòè îðòîãîíàëèçàöèþ áàçèñà.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ, ñëîæèâøèåñÿ â ëèòåðàòóðå ïî ïðîáëåìàòè êå íåàíàëèòè÷åñêèõ áàçèñîâ

[117]:
N 
 f 0; 1; 2; :::g � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;*
Z + 
 f 1; 2; 3; :::g � ìíîæåñòâî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë;
R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;
! m

i (k) � i-ÿ äèñêðåòíàÿ ôóíêöèÿ Óîëøà, îïðåäåëåííàÿ â m òî÷êàõ, k = 0 ; 1; :::; m � 1;
m 2 Z + ;

M � ïðîñòðàíñòâî ðåøåò÷àòûõ ôóíêöèé [117]:

f (k) : M ! R ; M 
 f 0; 1; :::; m � 1g;

m � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà M :
Â ïðîñòðàíñòâå M çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

(f 1(k); f 2(k)) =
m� 1X

k=0

f 1(k) � f 2(k);

ãäå f 1; f 2 2 M è ââîäèòñÿ íîðìà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

jj f (k)jj =
p

(f (k); f (k)) ;

ãäå f 2 M :
� � â îòëè÷èå îò îáùåïðèíÿòîãî, òàêîå îáîçíà÷åíèå ó÷èòûâàåò î ñîáåííîñòè ïðåäñòàâëåíèé

ôóíêöèè Óîëøà [117].
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13.2.1. Äèñêðåòíûå ôóíêöèè Óîëøà

Äèñêðåòíûå ôóíêöèè Óîëøà, îïðåäåëåííûå â m 2 Z + òî÷êàõ, îáðàçóþòñÿ ðàâíîìåðíîé
âûáîðêîé íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé Óîëøà [117]:

! m
i (k) = ! i

�
t

T0

�
� � (t � k� m ); (13.2)

ãäå T0 = m � � m � âðåìåííàÿ áàçà; � m � èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè âî âðåìåííîé îáëàñòè;
� (t � k � � m ) � äåëüòà-ôóíêöèÿ.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà m = 2 n ; n 2 N:
Äèñêðåòíûå äèàäíî-óïîðÿäî÷åííûå ôóíêöèè Óîëøà (Ïýëè) ñ ÷è ñëîì îòñ÷åòîâ, ðàâíûì

öåëîé ñòåïåíè 2, ìîæíî ãåíåðèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé:

! 1
0(0) = 1 ; ! m

m
2

(k) = ( � 1)k0

! m
i (k) =

(
!

m
2

i

�� k
2

��
; i = 0 ; 1; :::; m

2 � 1;

!
m
2

i

�� k
2

��
� ! m

m
2

(k); i = m
2 ; :::; m � 1;

(13.3)

ãäå
� k

2

�
� öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà k

2 ; k =
n� 1P

p=0
2p � kp; n = 1 ; 2; :::; k = 0 ; 1; :::; m � 1:

Èçâåñòíî [151], ÷òî ôóíêöèè Óîëøà (13.3), îïðåäåëåííûå â m òî÷êàõ, ãäå m = 2 n ; n 2 N;
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

! m
i (k) =

n� 1Y

p=0

(� 1)i n � p� 1 �kp = ( � 1)

n � 1P

p=0
i n � p� 1 �kp

; (13.4)

i = 0 ; 1; :::; m � 1:

Ôóíêöèè (13.4) îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè [151]:

(! m
i (k); ! m

j (k)) = m � � ij ; (13.5)

ãäå � ij =
�

1; åñëèi = j ;
0; åñëèi 6= j:

Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå [151]:

! m
i (k) = ! m

k (i ): (13.6)

Ë å ì ì à 13.1. Çíà÷åíèå äèñêðåòíîé ôóíêöèè Óîëøà ! m
i (k) â òî÷êå m = 2 n ;

k 2 f 0; 1; :::; m � 1g; n 2 N ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì íåïðåðûâíîé ôóíêöèè Óîëøà ! i

�
t

T0

�
;

âçÿòûì íà èíòåðâàëå t = [ k � � m ; (k + 1) � � m ]; ãäå m � � m = T0:

Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 13.1 ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðå äåëåíèÿ äèñêðåòíîé ôóíêöèè
Óîëøà (ôîðìóëà (13.2) ïðè m = 2 n ; n 2 N):

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé, êîãäà m 2 Z + :
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå ñëåäóþùåé ò åîðåìû 13.1.

Ò å î ð å ì à 13.1. Ïóñòü r = [ � � k] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà � � k; ãäå � = N
m ; m 2

2 f N
2 + 1 ; :::; N g; N = 2 n ; n 2 N: Òîãäà äèñêðåòíûå ôóíêöèè Óîëøà ! m

i (k) ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå

! m
i (k) = ( � 1)

n � 1P

p=0
i n � p� 1 �r p

; (13.7)

k = 0 ; 1; :::; m � 1; i = 0 ; 1; :::; 2n � 1:
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ôóíêöèè ! N
i (k); ! m

i (k) ïîëó÷åíû èç íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé ! i ( t

T0
) ðàâíîìåðíîé âûáîðêîé ñ èíòåðâàëîì äèñêðåòèçàöèè ñîîòâåòñ òâåííî � N ; � m ;

òî èìååì � N � N = � m � m = T0:
Ïî îïðåäåëåíèþ � = N

m , ñëåäîâàòåëüíî,

� m = � N � � : (13.8)

Óìíîæàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (13.8) íà k 2 M; ïîëó÷èì

� mk = � N �k :

Èç óñëîâèé òåîðåìû 13.1 ñëåäóåò, ÷òî

1 6 � 6
2k

1 + 2=2n : (13.9)

Îòêóäà, óìíîæàÿ (13.9) íà k 2 M; èìååì

k 6 � � k 6
2k

1 + 2=N
:

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
2k

1 + 2=N
< N :

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

k 6 � � k 6 N :

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà � m � k íàõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå

t = [ � N � [� � k]; � N � ([� � k] + 1)]

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íà èíòåðâàëå t = [ r � � N ; (r + 1) � � N ]:
Â ñèëó ëåììû 13.1 è ñîîòíîøåíèÿ (13.4) èìååì

! m
i (k) = ! N

i (r ) = ( � 1)

n � 1P

p=0
i n � p� 1 �r p

;

ãäå i = 0 ; 1; :::; 2n � 1: Òåîðåìà 13.1 äîêàçàíà. �

13.2.2. Áàçèñ äèñêðåòíûõ ôóíêöèé Óîëøà

Åñëè ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé Óîëøà (13.4) êàê ýëåìå íòû ìàòðèöû hij ; òî ïîëó-
÷èì òàê íàçûâàåìóþ [151] ìàòðèöó Àäàìàðà HN ïîðÿäêà N: Àíàëîãè÷íî äëÿ ôóíêöèé (13.7)
ïîñòðîèì ìàòðèöó [a]N;m ðàçìåðà N � m; ãäå m 2 f N

2 + 1 ; :::; N g: Ïðîíóìåðóåì ïî ïîðÿäêó
ñòîëáöû ìàòðèöû HN ýëåìåíòàìè èç èíäåêñíîãî ìíîæåñòâà J = f 0; 1; :::; N � 1g; Îáîçíà÷èì
÷åðåç J� ìíîæåñòâî f 0; [� ]; :::; [� � (m � 1)]g; ãäå m 2 f N

2 + 1 ; :::; N g: Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ìàò-
ðèöó [a]N;m ìîæíî ïîëó÷èòü èç HN âû÷åðêèâàíèåì ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ èíäåêñàì èç
ìíîæåñòâà J nJ� .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 13.1. Ñóùåñòâóåò ðîâíî m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ äèñêðåòíûõ
ôóíêöèé Óîëøà, îïðåäåëåííûõ â m òî÷êàõ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì ÷åðåç rang[a]N;m ðàíã ìàòðèöû [a]N;m : Òàê êàê
m 6 N; òî rang[a]N;m 6 m: Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó ñîîòíîøåíèé (13.5) è (13.6) âñå ñòîë áöû
ìàòðèöû [a]N;m ; ïîëó÷åííîé èç HN ; ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî rang[a]N;m >
m: Ñëåäîâàòåëüíî, rang[a]N;m = m: Ýòîò ôàêò ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìàòðèöà [a]N;m èìååò
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ðîâíî m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê, òî åñòü ñóùåñòâóåò ðîâíî m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ôóíêöèé Óîëøà, îïðåäåëåííûõ â m òî÷êàõ. Ïðåäëîæåíèå 13.1 äîêàçàíî. �

Òàêèì îáðàçîì, âû÷åðêèâàÿ èç (13.7) ëèíåéíî çàâèñèìûå ôóíê öèè Óîëøà, ìû ïîëó÷èì
áàçèñ äëÿ ðàçëîæåíèÿ ðåøåò÷àòûõ ôóíêöèé f 2 M :

Ïåðåíóìåðóåì áàçèñíûå ôóíêöèè èíäåêñîì i 2 M è îáîçíà÷èì áàçèñ ÷åðåç W: Çàìå-
òèì, ÷òî ðàçìåðíîñòü áàçèñà W ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà M; òî åñòü áàçèñW
ïîëíûé [155].

Åñëè m 6= 2 n ; n 2 N; òî áàçèñ W íåîðòîãîíàëåí [155]. Ïðîâåäåì îðòîãîíàëèçàöèþ áàçèñà
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� 0 = ! 0;

� i = ! i �
i � 1X

j =0

(� j ; ! i )
jj � j jj2 � � j ; (i = 1 ; 2; :::; m � 1):

Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ôóíêöèé � i ÷åðåç V: Íîðìèðóÿ ñèñòåìó
V ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ui =
p

m
jj � i jj

� � i ;

äîáüåìñÿ âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ

(um
i (k); um

j (k)) = m � � ij :

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà îðòîãîíàëüíàÿ íîðìèðîâàííàÿ ñèñò åìà ôóíêöèé ui ; êîòîðóþ
îáîçíà÷èì ÷åðåç U: Òàê êàê ñèñòåìà W ïîëíà, òî, ñîãëàñíî ðàáîòå [112], ïîëíà è ñèñòåìà U:

13.2.3. Îäíîìåðíîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà

Ïîäãîòîâèâ áàçèñ U îðòîãîíàëüíûõ íîðìèðîâàííûõ ôóíêöèé um
i (k); ìîæåì èñïîëüçîâàòü

åãî òåïåðü äëÿ ðàçëîæåíèÿ ðåøåò÷àòûõ ôóíêöèé f (k) 2 M :
Ðàññìàòðèâàÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ñèñòåìû U êàê ýëåìåíòû ìàòðèöû yij ; ïîëó÷èì ìàòðèöó

Ym ïîðÿäêà m: Íàçîâåì ìàòðèöó Ym ìàòðèöåé Óîëøà .
ßñíî, ÷òî

Ym � Y T
m = m � E ;

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m; T � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ.
Ïóñòü [f ] � ìàòðèöà-ñòîëáåö îðèãèíàëà f (k) 2 M ; F � ìàòðèöà-ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ

ðàçëîæåíèÿ.
Òîãäà îäíîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà â ìàòðè÷íîé ôîðìå èì ååò âèä

F = Ym � [f ]: (13.10)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ ó÷åòîì (13.10) çàïèøåòñÿ òàê:

[f ] =
1
m

� Y T
m � F :

13.2.4. Äâóìåðíîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà

Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ ' : M 1 � M 2 ! R ÷åðåç
L 
 fhM; m 1; m2i ; M � g; çäåñü M � = f 0; 1; :::; m� � 1g; m� 2 Z + ; (� = 1 ; 2):

Ðàññìàòðèâàÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ' 2 L êàê ýëåìåíòû ìàòðèöû [' ] ðàçìåðîì m1 � m2; à
êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ â âèäå ìàòðèöû � ; ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïðÿìîãî
è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà.

Ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå:
� = Ym1 [' ]Y T

m2
:

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

[' ] =
1

m1m2
Y T

m1
� Ym2 :
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13.2.5. Äðóãàÿ ôîðìà äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Óîëøà

Â ï. 13.2.2 áûëè ðàññìîòðåíû ìàòðèöû [a]N;m ðàçìåðà N � m; ãäå m 2 f N
2 + 1 ; :::; N g;

N = 2 n ; n 2 N: Çàìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

[a]TN;m [a]N;m = N � E; (13.11)

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m:
Ïóñòü [' ] � ìàòðèöà-ñòîëáåö îðèãèíàëà f 2 M; [F ] � ìàòðèöà-ñòîëáåö îáðàçà.
Òîãäà îäíîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà ïðèìåò âèä

[F ] = [ a]N;m [f ]:

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñ ó÷åòîì (13.11) çàïèøåòñÿ òàê:

[f ] =
1
N

[a]TN;m [F ]:

Ïóñòü [' ] � ìàòðèöà îðèãèíàëà ' 2 hM; m 1; m2i ðàçìåðîì m1 � m2;
[�] � ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ðàçìåðîì N1 � N2:
Çäåñü

m� 2 f
N �

2
+ 1 ; :::; N � g; N = 2 n � ; n� 2 N; (� = 1 ; 2):

Òîãäà äâóìåðíîå äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà ìîæíî çàï èñàòü òàê:

[�] = [ a]N1 ;m1 [' ][a]TN2 ;m2
:

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåò âèä

[' ] =
1

N1 � N2
[a]TN1 ;m1

[�][ a]N2 ;m2 :

Ïðåîáðàçîâàíèÿ â ï. 13.2.5 îáëàäàþò òåì ïðåèìóùåñòâîì ïåðå ä ïðåîáðàçîâàíèÿìè, îïèñàí-
íûìè â ïï. 13.2.3 è 13.2.4, ÷òî îíè íå òðåáóþò ïðåäâàðèòåëüíî ãî ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö Óîëøà, à
èñïîëüçóþò ìàòðèöû âèäà [a]N;m ; êîòîðûå ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ èç ìàòðèö Àäàìàðà âèäà HN :
Ê íåäîñòàòêó ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñëåäóåò îòíåñòè òî, ÷òî â î áùåì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòîâ
ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ áîëüøå, ÷åì òî÷åê îðèãèíàëà.

13.3. Àëãîðèòì áûñòðîãî äâóìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà� Àäàìàðà

Èñïîëüçîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íà ÖÂÌ ïðè îáðàá îòêå èçîáðàæåíèé âûçû-
âàåò íåîáõîäèìîñòü ïîèñêà îïåðàòîðà , óäîâëåòâîðÿþùåãî ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì: îïåðàòîð
äîëæåí áûòü äâóìåðíûì , èìåòü îáðàòíûé îïåðàòîð, îáëàäàòü ñâîéñòâîì óñðåäíåíèÿ è îáåñïå-
÷èâàòü ñîîòâåòñòâóþùååïåðåðàñïðåäåëåíèåýíåðãèè èçîáðàæåíèÿ [144]. Íàèáîëüøèé ïðàêòè÷å-
ñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò îïåðàòîð, êîòîðûé, êðîìå òîãî, ÿ âëÿåòñÿ îáðàòíûì ïî îòíîøåíèþ
ê ñàìîìó ñåáå è äîïóñêàåò áûñòðóþ âû÷èñëèìîñòü.

Âûøåóêàçàííûì òðåáîâàíèÿì óäîâëåòâîðÿåò ïðåîáðàçîâàíèå Ó îëøà�Àäàìàðà, èñïîëüçóþ-
ùåå ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû Àäàìàðà [138].

Ïóñòü F (r; l ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè èñõîäíîãî èçîáðàæå-
íèÿ â N � N òî÷êàõ. Òîãäà äâóìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà�Àäàìàðà ôóí êöèè F (r; l ) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå ìàòðè÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ

[A] = [ H ] � [F ] � [H ]; (13.12)

ãäå [H ] � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Àäàìàðà ïîðÿäêà N:
Óìíîæåíèå íà [H ] ñëåâà è ñïðàâà â ðàâåíñòâå (13.12) äàåò îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Óîëøà�Àäàìàðà:

[F ] =
1

N 2 [H ] � [A] � [H ]:
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Äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö Àäàìàðà ïîðÿäêà N = 2 M äâóìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Óîëøà�Àäàìàðà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðÿäà

An ; m =
N � 1X

r =0

N � 1X

l=0

F (r; l ) � Wn (r ) � W m (l );

ãäå Wn (r ) ; W m (l ) � äèñêðåòíûå ôóíêöèè Óîëøà, n; m 2 f 0; 1; :::; N � 1g:

Wn (r ) = ( � 1)

N � 1P

i =0
n i � r i

;

ãäå n i ; r i � äâîè÷íûå àíàëîãè n; r ñîîòâåòñòâåííî.
Íàïðèìåð,

(r )10 c/ c
= ( rN � 1 rN � 2::::r1r0)2 c/ c

;

ãäå
r i 2 f 0; 1g; i 2 f 0; 1; ::::; N � 1g:

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà�Àä àìàðà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìàò-
ðèö Àäàìàðà, çàïèñàííûõ â åñòåñòâåííîé ôîðìå. Äàííîå ïðåîá ðàçîâàíèå ìîæíî âûïîëíÿòü íà
ÖÂÌ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, àíàëîãè÷íîãî àëãîðèòìó Êóëè�Òüþêè äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
[111].

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà áûñòðîãî äâóìåðíîãî ïðåîáðàçîâà íèÿ Óîëøà-Àäàìàðà èñõîä-
íóþ ìàòðèöó çíà÷åíèé ôóíêöèè F (r; l ) ðàçäåëèì íà ÷åòûðå ïîäìàòðèöû [107]:

X I
r ; l = Fr; l ; X III

r ; l = Fr; l + N
2

; (13.13)

X II
r ; l = Fr + N

2 ; l ; X IV = Fr + N
2 ; l + N

2
;

ãäå r; l 2 f 0; 1; :::; N
2 � 1g:

Êàæäàÿ ïîäìàòðèöà ñîäåðæèò N
2 � N

2 ÷ëåíîâ, è äëÿ êàæäîé èç íèõ äèñêðåòíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå Óîëøà�Àäàìàðà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

B �
n ; m

=

N
2 � 1X

r =0

N
2 � 1X

l=0

X �
r ; l � Wn(r ) � W m (l ); (13.14)

ãäå n; m 2 f 0; 1; :::; N
2 � 1g; � 2 f I; II ; III ; IVg:

Ó÷èòûâàÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèè Óîëøà:

Wn (r ) = Wr (n); Wn(r +
N
2

) = Wn (r );

Wn+ N
2

(r ) = Wn (r ); Wn+ N
2

(r +
N
2

) = � Wn(r );

ãäå n; r 2 f 0; 1; :::; N
2 � 1g; èç (13.13), (13.14) ïîëó÷èì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

An ; m = B I
n ; m + B II

n ; m + B III
n ; m + B IV

n ; m ;

An+ N
2 ; m = B I

n ; m � B II
n ; m + B III

n ; m � B IV
n ; m ; (13.15)

An ; m + N
2

= B I
n ; m + B II

n ; m � B III
n ; m � B IV

n ; m ;

An + N
2 ; m+ N

2
= B I

n ; m � B II
n ; m � B III

n ; m + B IV
n ; m ;

ãäå n; m 2 f 0; 1; :::; N
2 � 1g:

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ äèñêðåòíîãî ïðåî áðàçîâàíèÿ Óîëøà�Àäàìàðà
ìàòðèöû N � N ÷èñåë ìîæíî ñâåñòè ê âû÷èñëåíèþ êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî æå ïðåî áðàçîâàíèÿ
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÷åòûð¼õ ïîäìàòðèö ñ N
2 � N

2 ÷ëåíàìè. Ïðîöåññ äåëåíèÿ ìàòðèö ìîæíî ïðîäîëæèòü äî òåõ
ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èì N � N îäíîìåðíûõ ìàòðèö. Òàê êàê äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëø à�
Àäàìàðà îò îäíîãî ÷èñëà ðàâíî ñàìîìó ÷èñëó, òî êîýôôèöèåíòû ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî
ïîëó÷èòü èç èñõîäíîé ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñ ëåíèé ïî ôîðìóëàì òèïà
(13.15).

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà ïîëó÷àþòñÿ òðåáóåìûå êîýôôè öèåíòû äâóìåðíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Óîëøà�Àäàìàðà, ðàñïîëîæåííûå â äâîè÷íî-èíâåðñ íîì ïîðÿäêå.

Ïðîãðàììà, ðåàëèçóþùàÿ àëãîðèòì áûñòðîãî äâóìåðíîãî ïðåî áðàçîâàíèÿ Óîëøà-Àäàìàðà,
ñîñòàâëåííàÿ íà ÿçûêå ñèìâîëè÷åñêîãî êîäèðîâàíèÿ, çàíèìà åò 205 ÿ÷ååê ïàìÿòè âìåñòå ñ ðà-
áî÷èìè ÿ÷åéêàìè. Äëÿ õðàíåíèÿ ìàññèâà An ; m òðåáóåòñÿN � N ÿ÷ååê îïåðàòèâíîé ïàìÿòè.
Âðåìÿ ðàáîòû ïðîãðàììû 0; 0015� N 2 � log2 N; ñ.

Íóæíî îòìåòèòü ñëåäóþùèå äîñòîèíñòâà àëãîðèòìà áûñòðîãî ä âóìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Óîëøà�Àäàìàðà.

1. Åñëè äëÿ íàõîæäåíèÿ Ôóðüå � îáðàçà âû÷èñëÿþò ñòåïåíè e
2 � i

N ; òî â ñëó÷àå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Óîëøà�Àäàìàðà íåîáõîäèìîñòü â ýòîé îïåðàöèè îòïàä àåò: âñå âû÷èñëåíèÿ ñâîäÿòñÿ
ê îïåðàöèÿì ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îïåðàö èé äëÿ áûñòðîãî äâóìåðíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà�Àäàìàðà â
N 2

log2 N
ðàç ìåíüøå, ÷åì äëÿ ïðÿìîãî ìåòîäà.

2. Â îòëè÷èå îò êîìïëåêñíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â ñëó÷àå ï ðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà�
Àäàìàðà íå òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîãî ìàññèâà ÿ÷ååê äëÿ ìíè ìîé ÷àñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ.

3. Àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü îöåíêè êàê ïðÿìîãî, òàê è îáð àòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Óîëøà�Àäàìàðà.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì áûñòðîãî äâóìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà�
Àäàìàðà âñëåäñòâèå ïðèñóùåé åìó ýôôåêòèâíîñòè ìîæåò íàéòè ïðèìåíåíèå â êîäèðîâàíèè
èçîáðàæåíèé â öåëÿõ ñîêðàùåíèÿ ðàçìåðíîñòè [138], äëÿ ïîâû øåíèÿ êà÷åñòâà èçîáðàæåíèÿ
ïóòåì ÷àñòîòíîé ôèëüòðàöèè [183], â çàäà÷å âûáîðà ïðèçíàêî â [184] è äðóãèõ çàäà÷àõ ðàñïî-
çíàâàíèÿ îáðàçîâ [185].

13.4. Ñâÿçü àäàìàðîâñêîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ ôóíêöèé Óîëøà ñ ñ åêâåíòíûì
è äèàäíûì

Îáðàáîòêà ñèãíàëîâ ñïåêòðàëüíûìè ìåòîäàìè � õîòÿ è òðàäèöè îííàÿ, íî ïîñòîÿííî îáíîâ-
ëÿþùàÿñÿ è ðàçâèâàþùàÿñÿ äèñöèïëèíà, øèðîêî ïðèìåíÿþùàÿñ ÿ â íàóêå è òåõíèêå. Ñðåäè
ìíîæåñòâà ñïåêòðàëüíûõ îïèñàíèé ñèãíàëîâ îïèñàíèå â íåàíà ëèòè÷åñêèõ áàçèñàõ (Óîëøà,
Àäàìàðà, Êðåñòåíñîíà è ò.ä.) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíû ì â ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷.
Â ñâÿçè ñ ýòèì óñòàíîâëåíèå ñâÿçåé ìåæäó ðàçëè÷íûìè ôîðìàìè ñïåêòðîâ Àäàìàðà�Óîëøà ,
ïîçâîëÿþùèõ ïðèâîäèòü ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ � ñïåêòðó Àäàìàðà , íàèáîëåå ïðîñòî ðåàëèçó-
åìîãî ïðîãðàììîé ðåêóðñèâíîãî òèïà, ñëåäóåò ñ÷èòàòü àêòóà ëüíûì. Ñâåäåíèå ê ñïåêòðó Àäà-
ìàðà ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ ñîðòèðîâêè ïîëó÷àòü ïî ýòîìó ñïåêò ðó òàêæå äèàäíîå è ñåêâåíòíîå
óïîðÿäî÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ ñïåêòðà Óîëøà, ÷òî çíà÷èòåëüí î óïðîùàåò çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ
ñïåêòðîâ íà îñíîâå óíèâåðñàëüíîé ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùåé ñ ïåêòð Àäàìàðà [77].

Â ï. 13.4 ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè âèäà ïðåîáðàçîâàíèé Àäàìàðà� Óîëøà, â çàâèñèìîñòè îò
óïîðÿäî÷èâàíèÿ ôóíêöèé Óîëøà: àäàìàðîâñêîå (åñòåñòâåííîå ), ñåêâåíòíîå è äèàäíîå (ïî-
ðÿäêîâîå) óïîðÿäî÷èâàíèå . Åñëè ðàññìàòðèâàòü áàçèñ ôóíêöèé Óîëøà â òîì èëè èíîì óïî-
ðÿäî÷èâàíèè, òî ñîäåðæàíèå áàçèñà îñòàåòñÿ íåèçìåííûì, ìå íÿþòñÿ ìåñòàìè òîëüêî íîìåðà
êîýôôèöèåíòîâ ïîëó÷àåìûõ ñïåêòðîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé Óîëøà îáðàçóþò òàê
íàçûâàåìóþ îáîáùåííóþ ìàòðèöó Àäàìàðà íåçàâèñèìî îò óïîðÿäî÷åíèÿ ôóíêöèé Óîëøà.
Îäíàêî â ëèòåðàòóðå ïîä ìàòðèöåé Àäàìàðà ïîíèìàþò îáû÷íî àäàìàðîâñêîå (åñòåñòâåííîå)
óïîðÿäî÷åíèå. Ïîýòîìó áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ óñòàíîâèâøåã îñÿ ïîíÿòèÿ ìàòðèöû Àäàìàðà.

13.4.1. Ìàòðèöà Àäàìàðà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèñêðåòíûõ ôóíêöèé Óîëøà:

Wi (k) ; (i = 0 ; 1; :::; M � 1; k = 0 ; 1; :::; M � 1) :
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Îáîçíà÷èì å¼ ÷åðåç f W g:
Òðåáîâàíèå îðòîãîíàëüíîñòè çàïèñûâàåòñÿ òàê:

M � 1X

k=0

Wi (k) � Wj (k) = 0 ; i 6= j : (13.16)

Óñëîâèå îãðàíè÷åíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé

M � 1X

k=0

Wi (k) � Wj (k) = M: (13.17)

Ïóñòü Wi (k) � çíà÷åíèå i -é ôóíêöèè â k -é òî÷êå. Åñëè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Wi (k) ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ýëåìåíòû ìàòðèöû H (Wi (k) = h ik ) ; òî ïîëó÷èì ìàòðèöó Àäàìàðà ïîðÿäêà
M:

Î ï ð å ä å ë å í è å 13.1 [117]. Ìàòðèöåé Àäàìàðà íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ îðòîãîíàëü-
íàÿ ìàòðèöà H ñ ýëåìåíòàìè, ðàâíûìè +1 è � 1; óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

HH T = MI; (13.18)

ãäå M � ïîðÿäîê ìàòðèöû H ; I � M -ìåðíàÿ åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà; H T � òðàíñïîíèðîâàí-
íàÿ ìàòðèöà H:

Íàïèñàííûå âûøå óðàâíåíèÿ (13.16) è (13.17) ñâîäÿòñÿ ê ìàòð è÷íîìó óðàâíåíèþ (13.18).
Ìàòðèöå Àäàìàðà ìîæåò áûòü äàíà (ïî àíàëîãèè ñ ïðåîáðàçîâàí èåì Ôóðüå) ÷àñòîòíàÿ

èíòåðïðåòàöèÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 13.2. Ñåêâåíòîé , êàê ïðåäëîæèë Õàðìóò äëÿ îòëè÷èÿ îò ïîíÿòèÿ
÷àñòîòû, ïðèìåíÿåìîãî â sin - è cos-ðÿäàõ, íàçûâàþò ÷èñëî èçìåíåíèé çíàêà âäîëü ñòðîêè
ìàòðèöû Àäàìàðà.

Òàêàÿ ÷àñòîòíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñòðîê ìàòðèöû Àäàìàðà ýêâèâ àëåíòíà ïðÿìîóãîëüíûì

âîëíàì ñ àìïëèòóäîé � 1 è ñ ïåðèîäîì
1

M
åäèíèö [7, 67].

13.4.2. Ñâîéñòâà ìàòðèö Àäàìàðà

1. Èçâåñòíî, ÷òî
Wi (k) = Wk (i ) ;

(i = 0 ; 1; :::; 2m � 1; k = 0 ; 1; :::; 2m � 1) :

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöû Àäàìàðà H ïîðÿäêà M = 2 m ; ( m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî) ñèì-
ìåòðè÷íûå, òî åñòü

H = H T :

2. Èç ñâîéñòâà 1 è îïðåäåëåíèÿ 13.1 âûòåêàåò

H 2 = MI;

ãäå H � ìàòðèöà Àäàìàðà ïîðÿäêà M ; I � åäèíè÷íàÿ M -ìåðíàÿ ìàòðèöà.
3. Äëÿ M = 2 ìàòðèöà Àäàìàðà âûãëÿäèò òàê:

H1 =
�

+ +
+ �

�
:
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Ìàòðèöû Àäàìàðà áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìîæíî ãåíåðèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ðå-
êóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ

Hn =
�

Hn� 1 Hn� 1

Hn� 1 � Hn� 1

�
; (n = 2 ; 3; :::) :

4. Ïóñòü èìåþòñÿ 2 ìàòðèöû Àäàìàðà: ìàòðèöà A ïîðÿäêà M è ìàòðèöà B ïîðÿäêà N:
Òîãäà ìàòðèöà

C =

0

B
B
@

a11B a12B ::: a1M B
a21B a22B ::: a2M B

::: ::: ::: :::
aM 1B aM 2B ::: aMM B

1

C
C
A

ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Àäàìàðà ïîðÿäêà M � N:
5. Åñëè H � ìàòðèöà Àäàìàðà ïîðÿäêà N; òî ìàòðèöà

G =
�

H H
H � H

�

åñòü ìàòðèöà Àäàìàðà ïîðÿäêà 2N:
Ýòî ñâîéñòâî âûòåêàåò èç ñâîéñòâà 4. Åñëè â êà÷åñòâå ìàòðèöûA âçÿòü ìàòðèöó Àäàìàðà

ïîðÿäêà M = 2 ; òî â êà÷åñòâå ìàòðèöû B âûñòóïàåò ìàòðèöà H ïîðÿäêà N:
Ìàòðèöû Àäàìàðà ìîãóò áûòü ðàçëè÷íû ïî ñâîåé ïðèðîäå:
à) åñòåñòâåííàÿ ôîðìà. Ìàòðèöà Àäàìàðà â åñòåñòâåííîé ôîðì å ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ

ñâîéñòâà 3;
á) ñåêâåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå (ïîðÿäêîâàÿ ôîðìà). Â äàííîì ñ ëó÷àå ñòðîêè ìàòðèöû Àäà-

ìàðà ñîîòâåòñòâóþò ñåêâåíòíî-óïîðÿäî÷åííûì ôóíêöèÿì Óîë øà;
â) äèàäíàÿ ôîðìà. Çäåñü ñòðîêè ìàòðèöû Àäàìàðà óïîðÿäî÷åíû â ñîîòâåòñòâèè ñ äèàäíî�

óïîðÿäî÷åííûìè ôóíêöèÿìè Óîëøà;
ã) êîìáèíèðîâàííàÿ ôîðìà. Ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà, åñëè â ñâîéñ òâå 4 ìàòðèöû Àäàìàðà A

è B èìåþò ðàçëè÷íóþ ïðèðîäó.
Ïðèâåäåì äëÿ ïðèìåðà ìàòðèöû Àäàìàðà ïîðÿäêà M = 8 ðàçëè÷íîé ïðèðîäû:

a) ñåêâåíòà

Ha3 =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

+ + + + + + + +
+ � + � + � + �
+ + � � + + � �
+ � � + + � � +
+ + + + � � � �
+ � + � � + � +
+ + � � � � + +
+ � � + � + + �

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

0
7
3
4
1
6
2
5

á) ñåêâåíòà

HC 3 =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

+ + + + + + + +
+ + + + � � � �
+ + � � � � + +
+ + � � + + � �
+ � � + + � � +
+ � � + � + + �
+ � + � � + � +
+ � + � + � + �

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

0
1
2
3
4
5
6
7
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â) ñåêâåíòà

Hg 3 =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

+ + + + + + + +
+ + + + � � � �
+ + � � + + � �
+ � + � + � + �
+ + � � � � + +
+ � + � � + � +
+ � � + + � � +
+ � � + � + + �

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

0
1
3
7
2
6
4
5

ã) ïîëîæèì

A = H1 =
�

+ +
+ �

�
; B = Hg 2 =

0

B
B
@

+ + + +
+ + � �
+ � + �
+ � � +

1

C
C
A :

Òîãäà

C =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

+ + + + + + + +
+ + � � + + � �
+ � + � + � + �
+ � � + + � � +
+ + + + � � � �
+ + � � � � + +
+ � + � � + � +
+ � � + � + + �

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

0
3
7
4
1
2
6
5

13.4.3. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Àäàìàðà�Óîëøà

Ïóñòü èìååòñÿ ìàññèâ f (k) M äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ãäåM = 2 m ; ( m � íàòóðàëüíîå
÷èñëî), (k = 0 ; 1; :::; M � 1) :

Îäíîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà�Óîëøà â ìàòðè÷íîé ôîðì å èìååò âèä

[A (n)] = [ H (n; k)] [f (k)] ;

ãäå

[f (k)] =

2

6
6
6
4

f (0)
f (1)

...
f (2m � 1)

3

7
7
7
5

; [A (n)] =

2

6
6
6
4

A (0)
A (1)

...
A (2m � 1)

3

7
7
7
5

:

[H (n; k)] � ìàòðèöà Àäàìàðà ïîðÿäêà M = 2 m ; ( m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî).
Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà 1 è 2, ïîëó÷èì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Àä àìàðà�Óîëøà

[f (k)] =
1

M
[H (k; n)] [A (n)] :

Îäíîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà�Óîëøà ìîæíî ïîêàçàòü â òðåõ âèäàõ:
à) åñòåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå (àäàìàðîâñêîå);
á) ñåêâåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå (ïîðÿäêîâàÿ ôîðìà);
â) äèàäíîå ïðåäñòàâëåíèå.
Åñòåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå

Aa (n) =
M � 1X

k=0

f (k) ( � 1)

m � 1P

i =0
n i k i

; (n = 0 ; 1; :::; M � 1) :

130



Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä:

f (k) =
1

M

M � 1X

n=0

Aa(n)( � 1)

m � 1P

i =0
n i k i

; (k = 0 ; 1; :::; M � 1)

ãäå ÷ëåíû n i è ki ïîëó÷àþòñÿ èç äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ n è k ñîîòâåòñòâåííî, òî åñòü

n = 2 m� 1nm� 1 + 2 m� 2nm� 2 + ::: + 2 i n i + ::: + 2n1 + n0;

k = 2 m� 1km� 1 + 2 m� 2km� 2 + ::: + 2 i ki + ::: + 2k1 + k0;

(n i ; ki 2 f 0; 1g) :

Ñåêâåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå

AC (n) =
M � 1X

k=0

f (k) ( � 1)

m � 1P

i =0
~gi (n) k i

;

(n = 0 ; 1; :::; M � 1) ;

ãäå
~g0 (n) = nm� 1;

~g1 (n) = nm� 1 + nm� 2;

~g2 (n) = nm� 2 + nm� 3;

� � �

~gm� 2 (n) = n1 + n0:

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä:

f (k) =
1

M

M � 1X

n=0

AC (n) ( � 1)

m � 1P

i =0
~gi (k) n i

; (k = 0 ; 1; :::; M � 1) :

Äèàäíîå ïðåäñòàâëåíèå

Ag (n) =
M � 1X

k=0

f (k) ( � 1)

m � 1P

i =0
n i k i

; (n = 0 ; 1; :::; M � 1) ; (13.19)

ãäå ~n � çåðêàëüíîå îòðàæåíèå ÷èñëà n; èìåþùåãî m äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ (bit reversal ) ; òî
åñòü åñëè

n = 2 m� 1nm� 2 + ::: + 2 i n i + ::: + 2n1 + n0;

òî ~n = 2 m� 1n0 + 2 m� 2n1 + ::: + 2 m� (i +1) n i + ::: + 2 i nm� (i +1) + ::: + nn� 1:

Âûðàæåíèå (13.19) ìîæíî çàïèñàòü â äðóãîì âèäå:

Ag (n) =
M � 1X

k=0

f (k) ( � 1)

m � 1P

i =0
nm � ( i +1) k i

; (n = 0 ; 1; :::; M � 1) :

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä:

f (k) =
1

M

M � 1X

k=0

Ag (n) ( � 1)

m � 1P

i =0
km � ( i +1) n i

; (k = 0 ; 1; :::; M � 1) :
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13.4.4. Äâóìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà�Óîëøà

Ïóñòü òàáëèöà f (x; y) ïðåäñòàâëÿåò íàáîð M 2 òî÷åê îðèãèíàëà ( M = 2 m ; m � íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî). Òîãäà äâóìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà�Ó îëøà A (u; v) äëÿ f (x; y) îïðå-
äåëÿåòñÿ ìàòðè÷íûì óðàâíåíèåì

[A (u; v)] = [ H (v; y)] [f (x; y)] [H (x; u)] ; (13.20)

ãäå [H (v; y)] ; [H (x; u)] � ìàòðèöû Àäàìàðà ïîðÿäêà M = 2 m : Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà (1), (2),
ïîëó÷èì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà�Óîëøà â âèäå

[f (x; y)] =
1

M 2 [H (y; v)] [A (u; v)] [H (u; x)] :

Äâóìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà�Óîëøà ìîæíî çàïèñàòü â ä ðóãîì âèäå:

[A (u; v)] =
n

([f (x; y)] [H (x; u)])T [H (y; v)]
oT

:

Òîãäà îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà�Óîëøà èìååò âèä

[f (x; y)] =
1

M 2

�
[A (u; v)]T [H (y; v)]

� T
[H (x; u)] : (13.21)

Åñëè ìàòðèöû Àäàìàðà [H (v; y)] = [ H (y; v)] è [H (u; x)] = [ H (x; u)] îäíîé ïðèðîäû, òî èìååò
ìåñòî

[H (v; y)] = [ H (y; v)] = [ H (u; x)] = [ H (x; u)] = H:

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòíîøåíèÿ (13.20)�(13.21) çàïèøóòñÿ â á îëåå óäîáíîì âèäå:

[A (u; v)] = H [f (x; y)] H;

[f (x; y)] =
1

M 2 H [A (u; v)] H

èëè

[A (u; v)] =
n

([f (x; y)] H )T H
oT

;

[f (x; y)] =
1

M 2

�
[A (u; v)]T H

� T
H:

Äëÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû Àäàìàðà ïîðÿäêà M = 2 m ; m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, äâóìåðíîå
ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà�Óîëøà ìîæåò áûòü çàïèñàíî â òðåõ âè äàõ.

1. Åñòåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå (àäàìàðîâñêîå)

Aa (u; v) =
M � 1X

x=0

M � 1X

y=0

f (x; y) ( � 1)p(x;y;u;v ) ;

ãäå p(x; y; u; v) =
m� 1P

i =0
(ui x i + vi yi ); (u; v = 0 ; 1; :::; M � 1) :

×ëåíû ui ; x i ; vi è yi ïîëó÷àþòñÿ èç äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë u; x; v è y ñîîò-
âåòñòâåííî.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà�Óîëøà èìååò âèä

f (x; y) =
1

M 2

M � 1X

u=0

M � 1X

v=0

Aa (u; v) ( � 1)p(u;v;x;y ) ;

(x; y = 0 ; 1; :::; M � 1) :
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2. Ñåêâåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå (ïîðÿäêîâàÿ ôîðìà)

AC (u; v) =
M � 1X

x=0

M � 1X

y=0

f (x; y) ( � 1)q(x;y;u;v ) ;

(u; v = 0 ; 1; :::; M � 1) ;

ãäå q(u; v; x; y ) =
m� 1P

i =0
(~qi (u) x i + ~qi (v) yi ):

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä

f (x; y) =
1

M 2

M � 1X

u=0

M � 1X

v=0

A (u; v) ( � 1)q(u;v;x;y ) ;

(x; y = 0 ; 1; :::; M � 1) :

3. Äèàäíîå ïðåäñòàâëåíèå

Ag (u; v) =
M � 1X

x=0

M � 1X

y=0

f (x; y) ( � 1)r (x;y;u;v ) ;

(u; v = 0 ; 1; :::; M � 1) ;

ãäå r (x; y; u; v) =
m� 1P

i =0

�
um� (i +1) x i + vm� (i +1) yi

�
:

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä

f (x; y) =
1

M 2

M � 1X

u=0

M � 1X

v=0

A (u; v) ( � 1)r (u;v;x;y ) ;

(x; y = 0 ; 1; :::; M � 1) :

13.4.5. n -ìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà�Óîëøà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f (x1; x2; :::; xn ) îïðåäåëåíà â M = 2 m òî÷êàõ, ãäå m � íàòóðàëüíîå
÷èñëî.

Ïî àíàëîãèè ñ 2-ìåðíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Àäàìàðà�Óîëøà çàïè øåì n -ìåðíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå â òðåõ âèäàõ.

1. Åñòåñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå

Aa (u1; u2; :::; un ) =
M � 1X

x1=0

M � 1X

x2=0

:::
M � 1X

xn =0

f (x1; x2; :::; xn ) � (� 1)p(x1 ; x2 ; ::: ; x n ; u1 ; u2 ; ::: ; u n ) ;

ãäå p(x1; x2; :::; xn ; u1; u2; :::; un ) =
m� 1P

i =0
(u1;i x1;i + ::: + un;i xn;i ):

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà�Óîëøà èìååò âèä

f (x1; x2; :::; xn ) =
1

M n

M � 1X

u1=0

M � 1X

u2=0

:::
M � 1X

un =0

Aa (u1; u2; :::; un ) �

� (� 1)p(u1 ; u2 ; ::: ; u n ; x1 ; x2 ; ::: ; x n ) ;
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(x1; x2; :::; xn = 0 ; 1; :::; M � 1) :

2. Ñåêâåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå (ïîðÿäêîâàÿ ôîðìà)

AC (u1; u2; :::; un ) =
M � 1X

x1=0

M � 1X

x2=0

:::
M � 1X

xn =0

f (x1; x2; :::; xn ) �

� (� 1)q(x1 ; x2 ; ::: ; x n ; u1 ; u2 ; ::: ; u n ) ;

(u1; u2; :::; un = 0 ; 1; :::; M � 1) ;

ãäå

g(x1; x2; :::; xn ; u1; u2; :::; un ) =
M � 1X

i =0

(~gi (u1) x1;i + ~gi (u2) x2;i + ::: + ~gi (un ) xn;i );

à

~g0 (uj ) = uj;m � 1

~g1 (uj ) = uj;m � 1 + uj;m � 2;

~g2 (uj ) = uj;m � 2 + uj;m � 3;

: : : : : :

~gm� 1 (uj ) = uj; 1 + uj; 0 ; (j = 1 ; 2; :::; n) :

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå çàïèøåòñÿ òàê:

f (x1; x2; :::; xn ) =
1

M n

M � 1X

u1=0

M � 1X

u2=0

:::
M � 1X

un =0

AC (u1; u2; :::; un ) �

� (� 1)q(u1 ; u2 ; ::: ; u n ; x1 ; x2 ; ::: ; x n ) ;

(x1; x2; :::; xn = 0 ; 1; :::; M � 1) :

3. Äèàäíîå ïðåäñòàâëåíèå

Ag (u1; u2; :::; un ) =
M � 1X

x1=0

M � 1X

x2=0

:::
M � 1X

xn =0

f (x1; x2; :::; xn ) �

� (� 1)r (x1 ; x2 ; ::: ; x n ; u1 ; u2 ; ::: ; u n ) ;

(u1; u2; :::; un = 0 ; 1; :::; M � 1) ;

ãäå

r (x1; x2; :::; xn ; u1; u2; :::; un ) =
m� 1P

i =0

�
u1;m� (i +1) x1;i + u2;m� (i +1) x2;i + ::: + un;m � (i +1) xn;i

�
:

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

f (x1; x2; :::; xn ) =
1

M n

M � 1X

u1=0

M � 1X

u2=0

:::
M � 1X

un =0

Ag (u1; u2; :::; un ) �

� (� 1)r (u1 ; u2 ; ::: ; u n ; x1 ; x2 ; ::: ; x n ) ;

(x1; x2; :::; xn = 0 ; 1; :::; M � 1) :
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Òàáëèöà 13.1

i (10 c=c) i (2 c=c) q(i ) G (i )
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15

0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111

0000
0001
0011
0010
0110
0111
0101
0100
1100
1101
1111
1110
1010
1011
1001
1000

0000
0001
0011
0010
0111
0110
0100
0101
1111
1110
1100
1101
1000
1001
1011
1010

13.4.6. Êîä Ãðåÿ. Ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç q(i ) � êîä Ãðåÿ ÷èñëà i; à ÷åðåç G (i ) � îáðàòíûé êîä Ãðåÿ ÷èñëà i:
Òàê ÷òî

G (g(i )) = i

è íàîáîðîò,
g (G (i )) = i:

Êîäû q(i ) è G (i ) íàãëÿäíî èëëþñòðèðóþòñÿ â òàáë. 13.1.
Àëãîðèòì êîäèðîâàíèÿ 1 (ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå ÷èñëà).
Ïóñòü ap � ÷èñëî â p -è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Èñõîäíàÿ êîìáèíàöèÿ ÷èñëà

ap = anan� 1:::ai +1 ai ai � 1:::a1;

ãäå ai � öèôðà â p-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ;
g (ap) � êîìáèíàöèÿ êîäà Ãðåÿ;

g (ap) = � n � n� 1:::� i +1 � i � i � 1:::� 1:

Çàäà÷à êîäèðîâàíèÿ
ap ) g (ap) : (13.22)

1. � n = an :
2. � i = ai ; åñëè ai +1 � ÷åòíîå.
3. � i = ( p � 1) � ai ; åñëè ai +1 � íå÷åòíîå.
Ïðàêòè÷åñêèé àëãîðèòì äëÿ p = 2 :
1) ñäâèíóòü èñõîäíóþ êîìáèíàöèþ âïðàâî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìëàä øèé ðàçðÿä òåðÿåòñÿ;
2) ñëîæèòü ïî mod 2 èñõîäíóþ êîìáèíàöèþ ñî ñäâèíóòîé.
G (ap) � êîìáèíàöèÿ îáðàòíîãî êîäà Ãðåÿ;

G (ap) = � n � n� 1:::� i +1 � i � i +1 :::� 1:

Àëãîðèòì êîäèðîâàíèÿ 2 (îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ÷èñëà).
Çàäà÷à êîäèðîâàíèÿ

ap ) G (ap) :
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1. � n = an :
2. � i = ai ; åñëè � i +1 � ÷åòíîå.
3. � i = ( p � 1) � ai ; åñëè � i +1 � íå÷åòíîå.
Ïðàêòè÷åñêèé àëãîðèòì äëÿ p = 2 :
1) ïåðåïèñûâàåòñÿ öèôðà ñòàðøåãî ðàçðÿäà;
2) êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ öèôðà èíâåðòèðóåòñÿ ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî îò íåå ñëåâà ñòîèò åäèíèö

â èñõîäíîé êîäîâîé ãðóïïå.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè âìåñòî ap ïîäñòàâèòü g(ap) ; òî ïîëó÷èì àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ 1.
Çàäà÷à

g(ap) ) ap

1) an = � n ;
2) ai = � i ; åñëè ai +1 � ÷åòíîå,
3) ai = ( p � 1) � � i ; åñëè ai +1 � íå÷åòíîå.
Ñëåäîâàòåëüíî,

G (g (ap)) = ap; (13.23)

g (G (g(ap))) = g(ap)

è ò.ä.
Åñëè â çàäà÷å (13.22) âìåñòî ap âçÿòü G (ap) ; òî ïîëó÷èì çàäà÷ó

G (ap) ) ap;

òî åñòü àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ 2.
Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

g (G (ap)) = ap; (13.24)

G (g(G (ap))) = G (ap)

è ò.ä.
Èç âûðàæåíèÿ (13.23) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

G (G (g(ap))) = G (ap) ;

à èç (13.24) ïîëó÷èì
g (g (G (ap))) = g(ap) :

Ñðàâíèâàÿ (13.23) è (13.24), ïîëó÷èì

G (g(ap)) = g(G (ap)) = ap:

13.4.7. Ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà. Äèàäíûå ôóíêöèè Óîëøà

Ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà çàäàþòñÿ íà ïîëóîòêðûòîì îòðåçêå [0; 1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R0 (x) = +1

Rl (x) =

8
<

:

+1 ; 2i
2l 6 x < 2i +1

2l ;

� 1; 2i +1
2l 6 x < 2i +2

2l ;
�

l = 1 ; 2; :::; i = 0 ; 1; :::; 2l � 1
�

;

ãäå l � ïîðÿäîê ôóíêöèè; i � íîìåð èíòåðâàëà çàäàíèÿ.
Èíûìè ñëîâàìè, çíàêîïåðåìåííàÿ ôóíêöèè Rl (x) çàäàåòñÿ íà 2l èíòåðâàëàõ òàêèì îáðà-

çîì, ÷òî åñëè ïîðÿäêîâûé íîìåð èíòåðâàëà i ÷åòíûé (íà÷èíàÿ ñ 0-ãî), òî Rl (x) = +1 ; à åñëè
íå÷åòíûé, òî Rl (x) = � 1 (ðèñ. 13.1).

Ïðàâèëî îáðàçîâàíèÿ äèàäíûõ ôóíêöèé Óîëøà èç ôóíêöèé Ðàäåì àõåðà ïîäîáíî ïðàâèëó
îáðàçîâàíèÿ äâîè÷íûõ ÷èñåë è íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåòñÿ òàáë . 13.2, ðèñ. 13.1 è 13.2.
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Òàáëèöà 13.2

Ô. Óîëøà n
Ô. Ðàäåìàõåðà

R4 (x) R3 (x) R2 (x) R1 (x) Âûðàæåíèå ôóíêöèé Óîëøà
÷åðåç ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà

W1 (x) 0 0 0 1 W1 (x) = R1 (x)
W2 (x) 0 0 1 0 W2 (x) = R2 (x)
W3 (x) 0 0 1 1 W3 (x) = R1 (x) � R2 (x)
W4 (x) 0 1 0 0 W4 (x) = R3 (x)
W5 (x) 0 1 0 1 W5 (x) = R2 (x) � R3 (x)
W6 (x) 0 1 1 0 W6 (x) = R1 (x) � R2 (x) � R3 (x)
W7 (x) 0 1 1 1 W7 (x) = R4 (x)
W8 (x) 1 0 0 0 W8 (x) = R1 (x) � R4 (x)
W9 (x) 1 0 0 1 W9 (x) = R2 (x) � R4 (x)

Ðèñ. 13.1. Ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà
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Ðèñ. 13.2. Ôóíêöèè Óîëøà (äèàäíîå óïîðÿäî÷åíèå)

13.4.8. Äèñêðåòíûå ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà

Äèñêðåòíûå ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà, îïðåäåëåííûå â m = 2 n òî÷êàõ, âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

r 2n
(0; k) = 1 ; (k = 0; 2n � 1);

r 2n
(1; k) =

(
+1 ; k = 0; 2n� 1 � 1;
� 1; k = 2n� 1; 2n � 1:
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Îñòàëüíûå ôóíêöèè ãåíåðèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî ðà âåíñòâà:

r 2n
(i; k ) = r 2n

(i � 1; 2k mod 2n ); (i = 2; n; k = 0; 2n � 1):

Ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ïîäêëàññ êëàññà ôóíêöèé Óîëøà. Ïîýòîìó â ñèëó
òåîðåìû 13.1 äëÿ äèñêðåòíûõ ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà r m (i; k ); îïðåäåëåííûõ â m 2 f 2n� 1 +1 ; :::;
2ng òî÷êàõ, èìååò ìåñòî

Ñ ë å ä ñ ò â è å 13.1.r m (i; k ) = r 2n
(i; [� � k]); ãäå [�] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà, � =

2n

m
;

(i = 0; n; k = 0; 2n � 1):

13.4.9. Ôóíêöèè Àäàìàðà. Ñâÿçü ìåæäó äèàäíî-óïîðÿäî÷åííûìè ,
ñåêâåíòíî-óïîðÿäî÷åííûìè ôóíêöèÿìè Óîëøà è ôóíêöèÿìè Àäàì àðà

Ôóíêöèè Óîëøà ïî ñâîåé ïðèðîäå äèàäíûå. Ïîýòîìó äèàäíîå óïî ðÿäî÷åíèå ôóíêöèé Óîë-
øà ñ÷èòàþò áîëåå åñòåñòâåííûì, ÷åì ñåêâåíòíîå. Ñåêâåíòíîå óïîðÿäî÷åíèå, îäíàêî, îêàçûâà-
åòñÿ áîëåå óäîáíûì ïðè ïðîâåäåíèè àíàëîãèè ñ ðàçëîæåíèåì Ôó ðüå [111].

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äèñêðåòíûå ôóíêöèè Óîëøà. Ïðåäïîëà ãàåòñÿ, ÷òî äèñêðåòíûå
ôóíêöèè áåñêîíå÷íû ïî ïðîòÿæåííîñòè è ïåðèîäè÷íû ñ ïåðèîäî ì M = 2 n ; ãäå n � íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåì à èìååò M ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé.

Áóäåì îáîçíà÷àòü äèàäíî-óïîðÿäî÷åííûå ôóíêöèè Óîëøà ÷åðåç pal (m; k) ; à ñåêâåíòíî-
óïîðÿäî÷åííûå ôóíêöèè Óîëøà ÷åðåç wal (m; k) :

Ïîëíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé çàäàåòñÿ â äèàïàçîíå m = 0 ; 1; :::; M � 1 è k = 0 ; 1; :::; M � 1:
Äèàäíî-óïîðÿäî÷åííûå ôóíêöèè Óîëøà îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþù èì îáðàçîì:

pal (0; k) = 1 ; k = 0 ; 1; :::M � 1;

pal (1; k) =
�

+1 ; k = 0 ; 1; :::; M
2 � 1;

� 1; k = M
2 ; M

2 + 1 ; :::; M � 1:

Îñòàëüíûå ôóíêöèè ìîæíî ãåíåðèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ïðîñòîãî èò åðàöèîííîãî óðàâíåíèÿ

pal (m; k) = pal
�h m

2

i
; 2k

�
pal

�
m � 2

hm
2

i
; k

�
;

ãäå
� m

2

�
îçíà÷àåò äåëåíèå íà 2 áåç îñòàòêà.

Èìååò ìåñòî
pal (m; k) = pal (k; m) :

Åñëè çàäàí ìàññèâ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåëf (k) äëèíîé M; òî Óîëø � îáðàç ýòîãî ìàññèâà
ðàâåí

AD (m) =
M � 1X

k=0

f (k) pal (m; k); (m = 0 ; 1; :::; M � 1) :

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå çàïèøåòñÿ â âèäå:

f (k) =
1

M

M � 1X

m=0

AD (m)pal (k; m); (k = 0 ; 1; :::; M � 1) :

Äëÿ ñåêâåíòíî-óïîðÿäî÷åííûõ ôóíêöèé Óîëøà èìååì

AC(m) =
M � 1X

k=0

f (k) wal (m; k); (m = 0 ; 1; :::; M � 1) :

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä

f (k) =
1

M

M � 1X

m=0

AC(m)wal (k; m); (k = 0 ; 1; :::; M � 1) :
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Èçâåñòíî, ÷òî äèàäíî-óïîðÿäî÷åííûå ôóíêöèè Óîëøà [117] pal(i; k ) ñâÿçàíû ñ ñåêâåíòíî-
óïîðÿäî÷åííûìè ôóíêöèÿìè wal(i; k ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

pal (g (i ) ; k) = wal (i; k ) ; (13.25)

ãäå g(i ) � êîä Ãðåÿ èíäåêñà i [117].
Ðàññìîòðèì ìàòðèöû Àäàìàðà âèäà Hm ; (m = 1 ; 2; :::) :
Îáîçíà÷èì ñåêâåíòó i ñòðîêè ìàòðèöû Àäàìàðà H r ïîðÿäêà R = 2 r ÷åðåç C (i; r ) :
Äëÿ r = 1 èìååì

C (0; 1) = 0 ; C (1; 1) = 1 :

Íàì òðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé ñèìâîë � ( i; r ) 2 f 0; 1g; êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

� (0 ; 1) = 0 ; � (1 ; 1) = 1;

� ( i; r ) =
�

� ( i; r � 1) ; i = 0 ; 1; :::; 2r � 1 � 1; (r = 2 ; 3; :::; n) ;
��

�
i � 2r � 1; r � 1

�
; i = 2 r � 1; :::; 2r � 1; �� � îòðèöàíèå � :

ñåêâåíòà

H1 =
�

+ +
+ �

�
0
1

H2 =

0

B
B
@

+ + + +
+ � + �
+ + � �
+ � � +

1

C
C
A

0
3
1
2

H3 =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

+ + + + + + + +
+ � + � + � + �
+ + � � + + � �
+ � � + + � � +
+ + + + � � � �
+ � + � � + � +
+ + � � � � + +
+ � � + � + + �

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

0
7
3
4
1
6
2
5

Ñåêâåíòà C (i; n ) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C (i; r ) =
�

2C (i; r � 1) + � ( i; r ) ; i = 0 ; 1; :::; 2r � 1 � 1;
2C

�
i � 2r � 1; r � 1

�
+ � ( i; r ) ; i = 2 r � 1; 2r � 1 + 1 ; :::; 2r � 1;

(r = 2 ; 3; :::; n) :

Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ ñåêâåíò C(i; n ) óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ñåêâåíòíî-óïîðÿäî-
÷åííûìè ôóíêöèÿìè Óîëøà wal(i; k ) è äèàäíî-óïîðÿäî÷åííûìè ôóíêöèÿìè pal(i; k ) :

wal (C (i; n ) ; k) = pal
� ~i; k

�
; (13.26)

ãäå ~i � çåðêàëüíîå îòðàæåíèå äâîè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èíäåêñà i; èìåþùåãî n ðàçðÿäîâ
(bit reversal ) :

Òî åñòü, åñëèi = in� 12n� 1 + in� 22n� 2 + :::+ i12+ i0; òî ~i = i02n� 1 + i12n� 2 + :::+ in� 22+ in� 1:
Î÷åâèäíî, ÷òî

~~i = i:
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Â äàëüíåéøåì áóäåì âìåñòî C (i; n ) ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì C (i ) ; ïîíèìàÿ ïîä ýòèì,
÷òî ðå÷ü èäåò î ñåêâåíòå i -é ñòðîêè ìàòðèöû Àäàìàðà Hn ïîðÿäêà M = 2 n ; ãäå n �
íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Çàïèøåì âûðàæåíèå (13.25) â âèäå

wal (C (i ) ; k) = pal (i; k ) ; (13.27)

à âûðæåíèå (13.26) â âèäå
wal

�
C

�~i
�

; k
�

= pal (i; k ) : (13.28)

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (13.27) è (13.28), ïîëó÷èì

C
�
~i
�

= C (i )

èëè
C (i ) = C

�
~i
�

: (13.29)

Ñîîòíîøåíèå (13.29) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü èç C (i ) çíà÷åíèå èíäåêñà i:
Òàêèì îáðàçîì,

i 
 C (i ) :

Îáîçíà÷èì ôóíêöèè pal
�
~i; k

�
÷åðåç hal (i; k ) ; òî åñòü

hal (i; k ) = pal
�
~i; k

�
: (13.30)

Ôóíêöèè hal (m; k) ; (m; k = 0 ; 1; :::; 2n � 1) íàçîâåì ôóíêöèÿìè Àäàìàðà .
Ó÷èòûâàÿ (13.26), ïîëó÷èì

hal (i; k ) = wal (C (i ) ; k) : (13.31)

Çàïèøåì ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå:

Aa(m) =
M � 1X

k=0

f (k) hal (m; k); (m = 0 ; 1; :::; M � 1) :

Ýòî åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà�Óîëøà (åñòåñòâåííîå ïðåä ñòàâëåíèå).
Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà�Óîëøà èìååò âèä

f (k) =
1

M

M � 1X

m=0

A (m) hal (k; m); (k = 0 ; 1; :::; M � 1) :

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî

AC (m) = AC (m) (13.32)

è
Ag (m) = AD (m) : (13.33)

Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé (13.32) è (13.1) ïðèâåäåíî íèæå (ñì. ï. 13.4.12).
Ìû çíàåì, ÷òî

wal (C ( ~m) ; k) = hal (m; k) :

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ral (0; k) = hal (0; k) ;

ral (i; k ) = hal
�

2n� ( i +1) ; k
�

;

(i = 1 ; 2; :::; n) :
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Ó÷èòûâàÿ
hal ( ~m; k) = pal (m; k) ;

ïîëó÷èì
ral (0; k) = pal (0; k) ;

ral (i; k ) = pal
�
2i � 1; k

�
; (i = 1 ; 2; :::; n) :

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû èìååì M = 2 n ôóíêöèé Óîëøà èëè Àäàìàðà, ñîñòàâëÿþùèõ
ïîëíóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó, òî ñðåäè íèõ n + 1 � ôóíêöèÿ Ðàäåìàõåðà.

13.4.10. Ñâÿçü ìåæäó ïðåîáðàçîâàíèÿìè Àäàìàðà�Óîëøà

Ìû óñòàíîâèëè, ÷òî èìååòñÿ òðè âèäà ïðåîáðàçîâàíèé Àäàìàðà �Óîëøà:
1) åñòåñòâåííàÿ ôîðìà;
2) ñåêâåíòíîå óïîðÿäî÷åíèå (ïîðÿäêîâàÿ ôîðìà);
3) äèàäíàÿ ôîðìà.
Çàïèøåì îäíîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà�Óîëøà ÷åðåç ôó íêöèè Àäàìàðà.

1. Aa(m) =
M � 1P

k=0
f (k) hal (m; k); (m = 0 ; 1; :::; M � 1) :

Ïî-ïðåæíåìó ïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f (k) çàäàíà â M = 2 n òî÷êàõ, ãäå n � íàòóðàëüíîå
÷èñëî.

Òîãäà íà îñíîâàíèè âûðàæåíèé (13.32) è (13.33), ïîëó÷èì

2. Ac (m) =
M � 1P

k=0
f (k) wal (m; k); (m = 0 ; 1; :::; M � 1) :

3. Ag(m) =
M � 1P

k=0
f (k)pal(m; k); (m = 0 ; 1; :::; M � 1):

Â ñèëó ôîðìóëû (13.31) çàïèøåì

Aa (m) =
M � 1X

k=0

f (k) wal (C (m) ; k); (m = 0 ; 1; :::; M � 1) :

Ñëåäîâàòåëüíî,
Aa (m) = AC (C (m)) :

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿ (13.30) ìîæíî óòâåðæäàòü

Aa (m) =
M � 1X

k=0

f (k) pal ( ~m; k); (m = 0 ; 1; :::; M � 1) ;

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

Aa (m) = Am ( ~m) ; (13.34)

è, íàîáîðîò,
Ag (m) = Aa ( ~m) :

Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (13.25), èìååì

AC (m) =
M � 1X

k=0

f (k) pal (g (m) ; k); (m = 0 ; 1; :::; M � 1) :

Ñëåäîâàòåëüíî,
AC (m) = Ag (g (m)) :

Ñîïîñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (13.27) è (13.28), ïîëó÷èì

Ag (m) = AC (C (m)) ;

142



èëè
Ag (m) = AC (C ( ~m)) :

È, íàêîíåö, èç âûðàæåíèÿ (13.30) ñëåäóåò, ÷òî

pal (m; k) = hal ( ~m; k) : (13.35)

Ñîïîñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (13.25) è (13.35), ïîëó÷èì

wal (m; k) = pal (g (m) ; k) = hal (~g(m) ; k) :

Ñëåäîâàòåëüíî,
AC (m) = Aa (~g(m)) : (13.36)

13.4.11. Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà�Óîëøà

Àëãîðèòì ÁÏÀ ñîñòîèò èç N log2 N îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ ( N � öåëàÿ ñòåïåíü
2) (ðèñ. 13.3�13.5).

Ðèñ. 13.3. Ðåêóðñèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà. Åñòåñòâåííîå (àäàìàðîâñêîå) ïðåäñòàâëåíèå

143



Ðèñ. 13.4. Àëãîðèòì áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà ñ äèàäíû ì óïîðÿäî÷åíèåì ôóíêöèé

Ðèñ. 13.5. Àëãîðèòì áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà ñ ñåêâåí òíûì óïîðÿäî÷åíèåì ôóíêöèé

Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ 2 óçëà, îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëîâ àÿ òî÷êà áîëåå âûñîêîãî
óðîâíÿ ïåðåä ñëîæåíèåì óìíîæàåòñÿ íà (-1), èëè (ýêâèâàëåíò íî) òî÷êà îáðàçóåò âû÷èòàåìîå â
îïåðàöèè âû÷èòàíèÿ. Îïåðàöèè äðåâîâèäíîãî ãðàôà ïðèâîäÿò íà 0-ì óðîâíå ê ïðåîáðàçîâàíèþ
Àäàìàðà [138].

Â äàííîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå ÁÏÀ ìîæåò áûòü ñäåëàíî ¾ñ çàìåùåíè åì¿ (in place) ; òî
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åñòü ïóòåì çàïèñè âñåõ ïðîìåæóòî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ íà ìåñòî è ñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
äàííûõ, à îêîí÷àòåëüíîãî îòâåòà � íà ìåñòî ïðîìåæóòî÷íûõ ðå çóëüòàòîâ.

Â ñàìîì äåëå, ñàìûå êðàéíèå ñëåâà óçëû ïðåäñòàâëÿþò ÿ÷åéêè, ñîäåðæàùèå âõîäíûå äàí-
íûå. Ïåðâàÿ ñòóïåíü âû÷èñëåíèé çàêëþ÷àåòñÿ â âû÷èñëåíèè ñî äåðæèìîãî ÿ÷ååê, ïðåäñòàâ-
ëåííîãî ñëåäóþùèìè 2n óçëàìè ñïðàâà îò âõîäíûõ óçëîâ. Íî êàæäàÿ ïàðà âõîäíûõ óçëîâ
âîçäåéñòâóåò òîëüêî íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðó óçëîâ, íàõîäÿ ùèõñÿ íåïîñðåäñòâåííî çà íèìè
ñïðàâà, è, åñëè âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ñ äâóìÿ óçëàìè îäíîâð åìåííî, íîâûå âû÷èñëåííûå
çíà÷åíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â òå ÿ÷åéêè, èç êîòîðûõ âçÿòû èñ õîäíûå äàííûå, ïîñêîëüêó
âõîäíûå çíà÷åíèÿ áîëüøå íóæíû äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé.

Äîïóñòèì, ÷òî âõîäíûå äàííûå ìîãóò çàïîìèíàòüñÿ â ïàìÿòè ìà øèíû â ïîðÿäêå

f
�

~k
�

; (k = 0 ; 1; :::; 2n � 1) ;

ãäå ~k � çåðêàëüíîå îòðàæåíèå (k) (pit reversal ) :
Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì àëãîðèòì ¾ñ çàìåùåíèåì¿ äëÿ âû÷èñëåíè ÿ äèàäíîé ôîðìû ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ Àäàìàðà�Óîëøà.
Â ñàìîì äåëå, ïóñòü

f (k) =
1
N

N � 1X

m=0

Aa (m) hal (m; k); (k = 0 ; 1; :::; N � 1) : (13.37)

Ïîäñòàâèì âìåñòî Aa (m) â óðàâíåíèå (13.37) Ag (m) : Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (13.34),
ïîëó÷èì

1
N

N � 1X

m=0

Ag (m) hal (m; k) =
1
N

N � 1X

m=0

Aa ( ~m) hal (m; k) = f
�

~k
�

:

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì ¾ïîðÿäêîâóþ¿ ôîðìó ïðåîáðàçîâàíèÿ Àäà ìàðà�Óîëøà, åñëè äàííûå
â ïàìÿòè ìàøèíû çàïèñàíû â ïîðÿäêå

f (~g(k)) ; (k = 0 ; 1; :::; M � 1) :

Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèì Aa (m) â óðàâíåíèå (13.37) è, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (13.36),
ïîëó÷èì

1
N

N � 1X

m=0

AC (m) hal (m; k) =
1
N

N � 1X

m=0

Aa (~g(m)) hal (m; k) = f (~g(k)) :

Ÿ 14. Ïðåäñòàâèìîñòü îáúåêòîâ â êîíå÷íûõ ìîäåëÿõ

14.1. Êîíå÷íûå ìîäåëè è èõ ïðèìåíåíèå â ïîñòðîåíèè êëàññèôè êàòîðà
îòíîøåíèé ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíîãî äåéñòâèÿ

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êëàññèôèêàòîðîâ ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ â òå õíè÷åñêîé êèáåðíåòèêå îñòà-
åòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîñòðîåíî ìíîãî ê ëàññèôèêàòîðîâ íà áàçå ÝÂÌ
ïîñëåäîâàòåëüíîãî äåéñòâèÿ. Îäíàêî, ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷ò î ïðèõîäèòñÿ îáðàáàòûâàòü ïðè
ýòîì áîëüøîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, à ïðè ïîñëåäîâàòåëüíî ì ñïîñîáå åå îáðàáîòêè óõîäèò
ìíîãî âðåìåíè, ïðèõîäèòñÿ ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ðàñïàð àëëåëèâàòü.

Ðàññìîòðèì îäèí èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ êëàññèôèêàòîðîâ îò íîøåíèé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ïàðàëëåëüíîãî äåéñòâèÿ íà îñíîâå êîíå÷íûõ ìîäåëåé ñ ìèíèìà ëüíî ïîëíîé ñèãíàòóðîé (ïðå-
äèêàòàìè Ðàäåìàõåðà).

14.1.1. Ïðåäèêàòû Ðàäåìàõåðà

Äèñêðåòíûå ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà, îïðåäåëåííûå â m = 2 n òî÷êàõ, âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì [7, 117, 151]:

r m (0; k) = 1 ; (k = 0; 2n � 1);
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r m (1; k) =
�

+1 ; k = 0; 2n � 1;
� 1; k = 2n� 1; 2n � 1:

Îñòàëüíûå ôóíêöèè ãåíåðèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî óð àâíåíèÿ

r m (i; k ) = r m (i � 1; 2k mod 2n ); (i = 2; n; k = 0; 2n � 1):

Äèñêðåòíûå ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà r m (i; k ); îïðåäåëåííûå â m 2 f 2n� 1 + 1 ; :::; 2n g òî÷-
êàõ, ñâÿçàíû ñ äèñêðåòíûìè ôóíêöèÿìè Ðàäåìàõåðà r 2n

(i; k ); îïðåäåëåííûìè â 2n òî÷êàõ
ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

r m (i; k ) = r 2n
(i; [� � k]);

ãäå [� � k] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà � � k; � = 2
n
m ; i = 0; n; k = 0; 2n � 1; n = �y (2y > m); � �

îïåðàòîð ìèíèìèçàöèè.
Ïóñòü äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî M 
 f a1; a2; :::; am g: Òîãäà ïðåäèêàòû Ðàäåìàõåðà íà

ýòîì ìíîæåñòâå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ri (x) =
�

è, åñëè(x = ak )& r m (i; k � 1) = 1;
ë, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå; (i = 0; n; k = 1; m):

Çäåñün =
�

`; åñëèm = 2 ` ;
[log2 m] + 1 ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ãäå [�] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà.

14.1.2. Ñâÿçü òî÷å÷íûõ ïðåäèêàòîâ ñ ïðåäèêàòàìè Ðàäåìàõåðà

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãåíåðàòîðîâ ïðåäèêàòîâ êîíå÷íîé ìîäåëè M 
 hM ; � i ; ãäå
M 
 f a1; a2; :::; am g; � 
 hR1; R2; :::; Rn i ; n = �y (2y > m) ; � � îïåðàòîð ìèíèìèçàöèè, êî-
òîðûå èñïîëüçóþòñÿ â êëàññèôèêàòîðàõ îòíîøåíèé ïîñëåäîâà òåëüíî-ïàðàëëåëüíîãî äåéñòâèÿ,
íåîáõîäèìî ïðåäñòàâëÿòü òî÷å÷íûå ïðåäèêàòû P1; P2; :::; Pm ; ãäå

Pi (x) =
�

1; åñëèx = ai ;
�
i = 1; m

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

÷åðåç ïðåäèêàòû Ðàäåìàõåðà R1; R2; :::; Rn :

Ri (x) =
�

1; åñëè (x = ak ) & r m (i; k � 1) = 1;
�
i = 1; n

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Çäåñür m (i; j ) � äèñêðåòíûå ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà, îïðåäåëåííûå â m òî÷êàõ.

Ò å î ð å ì à 14.1 [80]. Äëÿ ëþáîãî k 2 I m 
 f 1; 2; :::; mg; m 2 N òî÷å÷íûå ïðåäèêàòû
Pk (x) ïðåäñòàâèìû ÷åðåç ïðåäèêàòû Ðàäåìàõåðà ~Rk

i (x) :

Pk (x) = ~Rk
1(x)& ~Rk

2(x)& :::& ~Rk
n (x);

ãäå ~Rk
i (x) =

�
Ri (x); åñëè[� (k � 1)]n� i +1 = 0;
: Ri (x); â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

� = 2 n=m; [�] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà, [� � (k � 1)] =
nP

i =1
2i � 1 [� � (k � 1)]i ; [� � (k � 1)]i 2 f 0; 1g;

n = �y (2y > m); � � îïåðàòîð ìèíèìèçàöèè [6]; (i = 1; n; k = 1; m):

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Õàðàêòåð ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà r 2n
(i; k ) îïðåäåëÿåòñÿ

j = n � i + 1 äâîè÷íûì ðàçðÿäîì ÷èñëà

k =
n+1X

j =1

2j +1 � kj ; kj 2 f 0; 1g; (j = 1; n + 1)

(íóìåðàöèÿ ðàçðÿäîâ íà÷èíàåòñÿ ñ åäèíèöû),

kn� i +1 = 0 , r 2n
(i; k ) = 1 : (14.1)
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Ïî îïðåäåëåíèþ

Ri (x) =
�

è, åñëè (x = ak )&( r m (i; k � 1) = 1);
ë, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, (i = 1; n):

(14.2)

Ó÷èòûâàÿ ñëåäñòâèå 13.1, ìîæíî çàïèñàòü

Ri (x) =
�

è, åñëè(x = ak )&( r 2n
(i; [� (k � 1)]) = 1);

ë, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, (i = 1; n):

Ri (x) = Pk (x) , [� (k � 1)]n� i +1 = 0 ; (i = 1; n; k = 1; m): (14.3)

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå k 2 f 1; 2; :::; mg è ïîêàæåì, ÷òî Pk (x) ! ~Rk
1(x)& ~Rk

2(x)& :::& ~Rk
n (x):

Ïóñòü Pk (x) = è: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò i 2 f 1; ng òàêîå, ÷òî ~Rk
i (x) = ë:

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé, òî åñòü êîãäà ~Rk
i (x) = Ri (x): Òîãäà [� (k� 1)]n� i +1 = 0 ïî îïðå-

äåëåíèþ (14.2), èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî (14.3), ïîëó÷èì Ri (x) = Pk (x): Îäíàêî Pk (x) = è: Ñëå-
äîâàòåëüíî,
~Rk

i (x) = è: Ïðîòèâîðå÷èå.
Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà ~Rk

i (x) = : Ri (x):
Çäåñü[� (k � 1)]n� i +1 = 1 ïî îïðåäåëåíèþ (14.1) r 2n

(i; [� (k � 1)]) = � 1; òî åñòü Ri (x) = ë;
à, ñëåäîâàòåëüíî, ~Rk

i (x) = è: Ïðîòèâîðå÷èå.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, èì ïëèêàöèÿ âåðíà. Â ñèëó

ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà èìååì äëÿ ëþáîãî i 2 f 1; ng ~Rk
i (x) = è.

Äîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ:

~Rk
1(x)& ~Rk

2(x)& :::& ~Rk
n (x) ! Pk (x):

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî k òàêîâî, ÷òî äëÿ ëþáîãî i 2 f 1; ng ~Rk
i (x) = è; òî åñòü èìååò ìåñòî

âûðàæåíèå ~Rk
1(x)& ~Rk

2(x)& :::& ~Rk
n (x) = è:

Ïóñòü ~Rk
i (x) = Ri (x): Â ýòîì ñëó÷àå [� (k � 1)]n� i +1 = 0 :

Èç òîæäåñòâà (14.3) èìååì Ri (x) = Pk (x) = è:
Ïóñòü èìååò ìåñòî âòîðîé ñëó÷àé, òî åñòü ~Rk

i (x) = : Ri (x): Òîãäà [� (k � 1)]n� i +1 = 1 ; òî
åñòü r 2n

(i; [� (k � 1)]) = 1 :
Ñëåäîâàòåëüíî, Ri (x) = ë ïî îïðåäåëåíèþ Ri (x) è Ri (x) 6= Pk (x) íà îñíîâàíèè âûðàæå-

íèÿ (14.3), òî åñòü Pk (x) = è: Èìïëèêàöèÿ îáðàòíàÿ âûïîëíåíà. Òåîðåìà äîêàçàíà. �
Â ñëó÷àåm = 2 n ïðåäèêàòû Ðàäåìàõåðà õîðîøî èíòåðïðåòèðóþòñÿ äâîè÷íûìè ð àçðÿäàìè

ðåãèñòðîâ Pr (n) ñ n ðàçðÿäàìè. Ïðè ýòîì 1-é ïðèçíàê R1 ñèãíàòóðû � ìîäåëèðóåòñÿ n � m
ðàçðÿäîì, n -é ïðåäèêàò Rn � 1-ì ðàçðÿäîì óêàçàííûõ ðåãèñòðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïî ïðåäèêàòàì Ðàäåìàõåðà ìîæíî ðàçëîæèòü ëþáîé ïðåäèêàò
Q (x1; :::; xk ) íà M:

14.1.3. Ïîëíîòà è íåçàâèñèìîñòü ñèãíàòóð êîíå÷íûõ ìîäåëåé

Ïîëíîòà â ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèÿõ èãðàåò áîëüøóþ ðîëü. Íà èíòóèòèâí îì óðîâíå, åñëè
äîêàçàíà ïîëíîòà òåîðèè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ôîðìóëû îõâà ÷åíû êàêèì-ëèáî ñâîéñòâîì è íåò
ñðåäè ìíîæåñòâà ôîðìóë òåîðèè êàêèõ-ëèáî ïðîáåëîâ. Èçâåñò íû ðåçóëüòàòû ïî ôóíêöèîíàëü-
íîé ïîëíîòå ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè (ÔÀË). Åñëè ìíîæåñòâî ÔÀË f f 1; f 2; :::; f sg ïîëíîå, òî
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáóþ ôóíêöèþ èç P2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç ôîðìóëû f 1; f 2; :::; f s; ñâÿ-
çûâàÿ èõ îïåðàòîðîì ñóïåðïîçèöèè . Äëÿ äâóçíà÷íîé è k -çíà÷íîé ëîãèêè èçâåñòíû êðèòåðèè
îïðåäåëåíèÿ ïîëíîòû ñèñòåìû ôóíêöèé: ýòî òåîðåìà Ïîñòà�ßá ëîíñêîãî î ôóíêöèîíàëüíîé
ïîëíîòå è êðèòåðèé Ñëóïåöêîãî [180, 181].

Ïðèâåäåì åùå ïðèìåðû ïîíÿòèé î ïîëíîòå. Åñëè M � ìîäåëü ÿçûêà 
 ; òî ÷åðåç T h
 (M )
îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäëîæåíèé ÿçûêà 
 ; èñòèííûõ â M :

Ìíîæåñòâî T h
 (M ) íàçûâàåòñÿ òåîðèåé ìîäåëè M :
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè T � òåîðèÿ â ÿçûêå 
 ; òî ÷åðåç [T] îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ

ïðåäëîæåíèé, âûâîäèìûõ â T (òàê íàçûâàåìîå ëîãè÷åñêîå çàìûêàíèå òåîðèè T):
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Òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ ïðîñòî ïîëíîé ïî îòíîøåíèþ ê ìîäåëè M ; åñëè [T] = T h
 (M ) :
Òåîðèÿ T íàçûâàåòñÿ ïðîñòî ïîëíîé , åñëè äëÿ âñÿêîãî ïðåäëîæåíèÿ A â ÿçûêå 
 èìååì

T ` A èëè T ` : A [37].
Ìû áóäåì èçó÷àòü îòíîñèòåëüíóþ ïîëíîòó ñèãíàòóð êîíå÷íûõ ì îäåëåé îòíîñèòåëüíî ñè-

ñòåìû ïðåäèêàòîâ
P

(M ) íà îñíîâíîì ìíîæåñòâå ìîäåëè M [76].
Ðàññìîòðèì ìîäåëü M 
 hM; � i ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì M è ñèãíàòóðîé

� 
 hP1; : : :; Pn i
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìîäåëü êîíå÷íà , åñëè îñíîâíîå ìíîæåñòâî M êîíå÷íî. Ïóñòü

P
M �

ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî ïðåäèêàòîâ íà M .

Î ï ð å ä å ë å í è å 14.1. Ñèãíàòóðó � 
 hP1; : : : ; Pn i ìîäåëè M 
 hM; � i íàçîâåì
ïîëíîé îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû ïðåäèêàòîâ

P
M; åñëè ëþáîé ïðåäèêàò ýòîé ñèñòåìû ìîæíî

ïîëó÷èòü èç ïðåäèêàòîâ ñèãíàòóðû � ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê: &; _ ; : :

Î ï ð å ä å ë å í è å 14.2. Ñèãíàòóðà � ìîäåëè M 
 hM; � i íåçàâèñèìà , åñëè íè îäèí
ïðåäèêàò ñèãíàòóðû � íåëüçÿ ïîëó÷èòü èç äðóãèõ ïðåäèêàòîâ ýòîé ñèãíàòóðû, ñâÿçû âàÿ èõ
ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè.

Ïóñòü M 
 f a1; a2; :::; am g � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ m ýëåìåíòàìè. Ñèñòåìó âñåõ
k -ìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ íà M îáîçíà÷èì ÷åðåç

P m
k (M ): Äàëåå ÷åðåçM m îáîçíà÷èì ìîäåëü

hM ; � P i ; ãäå ïðåäèêàòû ñèãíàòóðû � P 
 hP1; : : : ; Pn i áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Pi (x) =
�

è, åñëè x = ai ; i = 1; m;
ë, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ò å î ð å ì à 14.2. Ñèãíàòóðà � P ìîäåëè M m ïîëíà îòíîñèòåëüíî ëþáîé ñèñòåìû
ïðåäèêàòîâ

P m
k (M ):

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèìåì äëÿ ëþáîãî k 2 f 1; 2; :::g Pi 1 ;i 2 ;:::;i k (x1; x2; : : : ; xk ) =
= Pi 1 (x1) & : : : & Pi k (xk ); i1; i2; : : : ; i k 2 f 1; 2; : : : ; mg:

Ñèñòåìó ýòèõ ïðåäèêàòîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç Cm
k (M ):

Ë å ì ì à 14.1. Ñèãíàòóðà � P ìîäåëè M m ïîëíà îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû ïðåäèêàòîâ
Cm

k (M ):

Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 14.1 ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðå äåëåíèÿ 14.1.
Ðàññìîòðèì ìîäåëü M � m 
 hM ; Cm

k (M )i è ïîêàæåì, ÷òî ñèãíàòóðà Cm
k (M ) ìîäåëè M � m

ïîëíà îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû ïðåäèêàòîâ
P m

k (M ):
Ïóñòü ïðåäèêàò P(x1; :::; xk ) 2

P m
k (M ) òàêîâ, ÷òî îí ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ¾ è¿ íà ìíî-

æåñòâå fhai 11 ; ai 12 ; ::::; ai 1k i ; :::; hai ` 1 ; :::; ai `k ig � M k : Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî P(x1; x2; :::; xk ) =
= Pi 11 ;:::;i 1k (x1; :::; xk ) _ ::: _ Pi ` 1 ;:::;i `k (x1; :::; xk ):

Òîæäåñòâåííî ëîæíûé ïðåäèêàò O(x1; :::; xk ) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ
ëþáîãî P(x1; :::; xk ) 2 Cm

k (M ) ïðåäèêàò O(x1; :::; xk ) = P(x1; :::; xk )& : P(x1; :::; xk ):
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñèãíàòóðà Cm

k (M ) ìîäåëè M � m ïîëíà îòíîñèòåëüíî
ñèñòåìû ïðåäèêàòîâ

P m
k (M ): À òàê êàê ñèãíàòóðà � P ìîäåëè M � m ïîëíà îòíîñèòåëüíî

Cm
k (M ); òo î÷åâèäíî, ÷òî îíà ïîëíà è îòíîñèòåëüíî

P m
k (M ): Òåîðåìà 14.2 äîêàçàíà. �

Ðàññìîòðèì ìîäåëü Nm 
 hM ; � R i ; ãäå m 2 f 1; 2; :::g; à ïðåäèêàòû ñèãíàòóðû � R èíòåð-
ïðåòèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ri (x) =
�

è, åñëè(x = aj )&( r m (i; j � 1) = 1) ; i; j 2 1; m; è � ¾èñòèíà¿;
ë, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ë � ¾ëîæü¿.

Çäåñür m (i; j ) � äèñêðåòíûå ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà, îïðåäåëåííûå â m òî÷êàõ.

Ò å î ð å ì à 14.3. Ñèãíàòóðà � R ìîäåëè Nm ïîëíà îòíîñèòåëüíî ëþáîé ñèñòåìû
ïðåäèêàòîâ

P m
k (M ):
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü

~R1
j (x) =

�
Ri (x); åñëè[j � 1]n� i +1 = 0;
: Ri (x); â ïðîòèâíîì ñëó÷àå :

Çäåñü n = �y (2y > m); � � îïåðàòîð ìèíèìèçàöèè [119]. Òîãäà ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
ëþáîé ïðåäèêàò Pj (x) 2 � P ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå Pj (x) = ~Rj

1(x)& ~Rj
2(x)& :::& ~Rj

n (x); (j =
= 1; m); ío ïî òåîðåìå 14.2 � P ïîëíà îòíîñèòåëüíî ëþáîé ñèñòåìû

P m
k (M ): Ñëåäîâàòåëüíî,

� R òàêæå ïîëíà îòíîñèòåëüíî
P m

k (M ): Òåîðåìà 14.3 äîêàçàíà. �
Ìîæíî îöåíèòü ÷èñëî ïðåäèêàòîâ n ñèãíàòóðû ìîäåëè Nm ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n =
�

k; åñëèm = 2 k ;
[log2 m] + 1 ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå :

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî m â ìîäåëÿõ M m 
 hM ; � P i è Nm 
 hM ; � R i èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî j� R j 6 j� P j; ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè m = 1 èëè 2: Êðîìå òîãî,
èìååò ìåñòî

Ò å î ð å ì à 14.4. Ñèãíàòóðà � R ìîäåëè Nm íåçàâèñèìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäèêàòû ñèãíàòóðû � R ìîäåëè Nm ìîæíî ìîäåëèðî-
âàòü ñ ïîìîùüþ ðåãèñòðà, ãäå x � íîìåð ýëåìåíòà a 2 M; âçÿòûé íà ¾1¿ ìåíüøå. Ïåðâîìó
ðàçðÿäó ñîîòâåòñòâóåòn -é ïðåäèêàò Rn è ò.ä., n -ìó ðàçðÿäó � R1:

Åñëè óáðàòü êàêîé-ëèáî ðàçðÿä èç ðåãèñòðà, òî íèêàêîé êîìáè íàöèîííîé ñõåìîé ñ ïîìîùüþ
äðóãèõ ðàçðÿäîâ íåëüçÿ ñìîäåëèðîâàòü óáðàííûé ðàçðÿä. Îòñ þäà è ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü
òåîðåìû 14.4. �

Àêòóàëüíîñòü èçó÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé ïîëíîòû îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî îíà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ
ïîñòðîåíèÿ êëàññèôèêàòîðîâ îòíîøåíèé ïîñëåäîâàòåëüíî-ï àðàëëåëüíîãî äåéñòâèÿ, äåøèôðà-
òîðîâ è ãåíåðàòîðîâ ïðåäèêàòîâ [10].

14.1.4. Íåêîòîðûå ïðèìåðû ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà

Äëÿ îñíîâíîãî ìíîæåñòâà M ìîæíî ñòðîèòü ãåíåðàòîðû ïðåäèêàòîâ ëþáîé ìåñòíî-
ñòè, êîòîðûå öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, äëÿ ñè íòåçà àâòîìàòîâ-êëàññèôèêàòîðîâ
ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíîãî äåéñòâèÿ. Â îñíîâó àâòîìà òîâ çàêëàäûâàåòñÿ ñâÿçü ðåãèñòðîâ
ñ êîìáèíàöèîííîé ñõåìîé, èìåþùåé ` âûõîäîâ. Ñ ïîìîùüþ ñõåì ñðàâíåíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïà-
ðàëëåëüíîå ñðàâíåíèå âñåõ ` ïðåäèêàòîâ ñ íåèçâåñòíûì ïðåäèêàòîì. Ñõåìà âûäåëåíèÿ ìàêñ è-
ìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ñîâïàäåíèé ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâà òü íåèçâåñòíûé ïðåäèêàò ñ íåêî-
òîðûì ýòàëîííûì ïðåäèêàòîì. Â ñèëó îòíîñèòåëüíîé ïîëíîòû ñ èãíàòóðû ñ ïðåäèêàòàìè Ðà-
äåìàõåðà òàê ïðåäñòàâèòü ìîæíî ëþáîé k -ìåñòíûé ïðåäèêàò.

Ï ð è ì å ð 14.1. Êëàññèôèêàòîð äëÿ òðåõìåñòíûõ îòíîøåíèé.
Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 14.4 ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè çàíóìåð îâàòü ýëåìåíòû îñíîâíîãî

ìíîæåñòâà M ìîäåëè Nm îò íóëÿ äî m� 1; òî ïðåäèêàòû ñèãíàòóðû � R ìîæíî ìîäåëèðîâàòü
ðåãèñòðîì ñ n ðàçðÿäàìè, ãäå

n =
�

k; åñëèm = 2 k ;
[log2 m] + 1 ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå :

Ïî òåîðåìå 14.3 ëþáîé k -ìåñòíûé ïðåäèêàò ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü ñ ïîìîùüþ k ðåãèñòðîâ
è íåêîòîðîé êîìáèíàöèîííîé ñõåìû, òî åñòü ìîæíî ïîñòðîèòü ê îíå÷íûé àâòîìàò ñ ïàìÿòüþ.
Ïàìÿòüþ â äàííîé ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü ðåãèñòðû, â êîòîðûå çà ïèñûâàþòñÿ íîìåðà ïðåäìåò-
íûõ ýëåìåíòîâ îñíîâíîãî ìíîæåñòâà. Â ðàáîòå [67] ðàññìàòðè âàëèñü ôóíêöèè

f : K 1 � K 2 � ::: � K n ! K n+1 ;

ãäå K i ; (i = 1; n + 1) � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
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Â ñëó÷àå, êîãäà K 1 = K 2 = ::: = K n+1 = K; ìîæåì îïèñûâàòü îòíîøåíèÿ
F = fhm1; :::; mn ; f (m1; :::; mn )ij m1; :::; mn 2 K ng â âèäå (n + 1) -ìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ:

Pi (m1; :::; mn+1 ) =
�

1; åñëèmn+1 = f (m1; :::; mn );
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå :

(m1; m2; :::; mn+1 2 K ):

Òîãäà ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõåìà êëàññèôèêàòîðà äëÿ òðåõìåñòíû õ îòíîøåíèé áóäåò èìåòü
âèä, óêàçàííûé íà ðèñ. 14.1, ãäå

Pr-Cr � ðåãèñòð-ñ÷åò÷èê;
KC � êîìáèíàöèîííàÿ ñõåìà;
CC � ñõåìà ñðàâíåíèé;
Cr � ñ÷åò÷èê;
x; y; z � âõîäíûå êîîðäèíàòû;
P(x; y; z) � êëàññèôèöèðóåìûé ïðåäèêàò â òî÷êå hx; y; zi :

Ðèñ. 14.1. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ñõåìà êëàññèôèêàòîðà

Ðàáîòà êëàññèôèêàòîðà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïåðåá èðàÿ âñå âîçìîæíûå âõîäíûå
êîìáèíàöèè hx; y; zi íà ðåãèñòðàõ-ñ÷åò÷èêàõ Pr1 -Cr 1; Pr 2 -Cr 2; Pr 3 -Cr 3; ìû íàêàïëèâàåì
êîëè÷åñòâî ñîâïàäåíèé ñ ïðåäèêàòîì P(x; y; z) â ñ÷åò÷èêàõ Cr1; . . . ,Cr n ; ãäå n � êîëè÷åñòâî
ñðàâíèâàåìûõ ïðåäèêàòîâ. Êàê òîëüêî âñå êîìáèíàöèè áóäóò ï ðîâåðåíû, ïîäàåòñÿ èìïóëüñ
îïðîñà ñ÷åò÷èêîâ. Ìàêñèìàëüíî çàïîëíåííûé ñ÷åò÷èê îòâåòè ò åäèíè÷íûì âûõîäîì, òî åñòü
òåì ñàìûì áóäåò èäåíòèôèöèðîâàí ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäèêàò . Íà ýòîì ðàáîòà êëàññèôèêàòî-
ðà çàêàí÷èâàåòñÿ. Öèêë ìîæíî ïîâòîðèòü äëÿ ñëåäóþùåãî íåèç âåñòíîãî ïðåäèêàòà P(x; y; z):

Ï ð è ì å ð 14.2. Ðàñïîçíàþùèé àâòîìàò ïåðñåïòðîííîãî òèïà [15 ].
Èçâåñòíî, ÷òî ðàñïîçíàþùèå àâòîìàòû-ïåðñåïòðîíû ÿâëÿþòñ ÿ óñòðîéñòâàìè ñ ïàðàëëåëü-

íûì ïðèíöèïîì âû÷èñëåíèÿ ðàñïîçíàþùèõ ïðåäèêàòîâ, â êîòîð ûõ, ê ñîæàëåíèþ, îáíàðóæè-
âàåòñÿ ðÿä íåäîñòàòêîâ. Îäíèì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïëîõàÿ ýêñòðà ïîëèðóåìîñòü îáðàçîâ îäíîãî è
òîãî æå êëàññà ñ ïëîõîé ðàñïîçíàâàåìîñòüþ îáúåêòà, îòñóòñò âóþùåãî â îáó÷åíèè, òî åñòü íå
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ êîíñòðóêòèâèçàöèè (ñì. ï. 6.2).

Ïðåäëàãàåìàÿ ñõåìà ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíîãî âû÷èñ ëåíèÿ ðåøàþùèõ ïðåäèêàòîâ
íà áàçå ïðåäèêàòîâ Ðàäåìàõåðà, â îñíîâó êîòîðîé ïîëîæåí òåî ðåòèêî-èãðîâîé ìåòîä êîëëåê-
òèâíîãî ãîëîñîâàíèÿ, ïîçâîëÿåò, âî-ïåðâûõ, àáñòðàãèðîâà òüñÿ îò ðåöåïòîðíîãî ïîëÿ, íåîáõî-
äèìîãî äëÿ ïåðñåïòðîíà, è ïåðåõîäèòü ê m -ìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó íàáëþäåíèÿ è, âî-âòîðûõ,
ýêñòðàïîëèðîâàòü ýòàëîíû â îáó÷åíèè íà áëèçêèå ê íåìó ðåàëè çàöèè ïðåäúÿâëåííûõ îòíîøå-
íèé.
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Ïóñòü M 
 f a1; a2; :::; a2n g � îñíîâíîå ìíîæåñòâî íàáëþäàåìûõ ýëåìåíòîâ a1; a2; :::; a2n ;
÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî öåëîé ñòåïåíè äâîéêè (n 2 N 
 f 0; 1; 2; :::g) : Â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ ak ;
k = 1; 2n ìîãóò áûòü âçÿòû ëþáûå êîíñòðóêòèâíûå îáúåêòû.

Íà m -é äåêàðòîâîé ñòåïåíè ìíîæåñòâà M çàäàíû ýòàëîíû îáó÷àþùåé âûáîðêè
O1; O2; :::; O` � M m ; ãäå ` � ÷èñëî ýòàëîíèðóåìûõ êëàññîâ. Äëÿ ïðåäúÿâëåííîãî îòíîøåí èÿ
X � M m âû÷èñëÿþòñÿ âåëè÷èíû Sc; õàðàêòåðèçóþùèå èäåíòè÷íîñòü ( ïîõîæåñòü ) îïèñàíèé
ýòàëîííîãî êëàññà Oc ñ íåèçâåñòíûì (ïðåäúÿâëåííûì) èçîáðàæåíèåì X â òî÷êå x :

Sc =
X

x2 M m

P (Oc (x) ; X (x)) ;

ãäå õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ:
à) ïðåäèêàòà P -îòíîøåíèå ðàâåíñòâà îïèñàíèÿ ýòàëîííîãî êëàññà Oc ñ íåèçâåñòíûì èçîáðà-
æåíèåì X â òî÷êå x :

P (Oc (x) ; X (x)) =
�

1; åñëèOc (x) = X (x) ; x = hx1; x2; :::; xm i ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ;

á) ýòàëîííîãî îòíîøåíèÿ (êëàññà):

Oc (x) =
�

1; åñëèx 2 Oc;
0; åñëèx =2 Oc;

â) ïðåäúÿâëåííîãî (íåèçâåñòíîãî) èçîáðàæåíèÿ:

X (x) =
�

1; åñëèx 2 X;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü S0 = max ( S1; S2; :::; S` ) : Òîãäà ÷àñòíûå ðåøàþùèå ïðàâèëà ñòðîÿòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Qc (X) =
�

1; åñëèS0 = Sc;
�
c = 1; `

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îáùåå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Rs (X) = _
c2 D s

Qc (X) ;
�
s = 1; t

�
;

ãäå t � ÷èñëî êëàññîâ; f : I ` ! I t � êëàññèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ.
Ìíîæåñòâî íîìåðîâ i ýòàëîííûõ îáúåêòîâ: Ds = f i jf (i ) = sg;

�
s = 1; t

�
; s 6 `:

Ïðåäëîæåííûé ìåòîä êëàññèôèêàöèè ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ê àê ðàçíîâèäíîñòü ìåòîäà
êîëëåêòèâíîãî ãîëîñîâàíèÿ äëÿ îòíîøåíèé. Êëàññèôèêàòîð í à áàçå ýòîãî ìåòîäà ìîæíî ðåà-
ëèçîâàòü, ðàçëàãàÿ îòíîøåíèÿ ïî ïðåäèêàòàì Ðàäåìàõåðà, êî òîðûå ôèçè÷åñêè èíòåðïðåòèðó-
þòñÿ äâîè÷íûìè ðàçðÿäàìè ðåãèñòðîâ è ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ ñèñ òåìó ïðåäèêàòîâ íà êîíå÷íîì
ìíîæåñòâå M:

Ðàáîòà êëàññèôèêàòîðà íà áàçå ïðåäèêàòîâ Ðàäåìàõåðà ïðîèç âîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Áëàãîäàðÿ íåçàâèñèìîñòè ÷àñòíûõ ïðåäèêàòîâ Qi (X) ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü îðãàíè-
çàöèè èõ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé. Êëàññèôèêàòîð îòíîøåíè é ñîñòîèò èç âõîäíûõ ðåãè-
ñòðîâ ñ÷¼ò÷èêîâ, ñâÿçàííûõ êîìáèíàöèîííîé ñõåìîé, èìåþùå é ` âûõîäîâ íà ñõåìû ñðàâíåíèÿ
ñ íåèçâåñòíûì ïðåäèêàòîì X (x1; x2; :::; xm ) : Ðåçóëüòàò ñðàâíåíèÿ ïàðàëëåëüíî çàíîñèòñÿ â
ðåãèñòðû-ñòåêè, ïðèíèìàþùèå ÷åðåç êëþ÷è òîëüêî åäèíè÷íûå çíà÷åíèÿ. Òàê ÷òî ïîñëå çàïè-
ñè åäèíèöû â ðåãèñòð-ñòåê ïðîèçâîäèòñÿ ñäâèã íà îäèí ðàçðÿä . Ïî îêîí÷àíèè ñðàâíåíèÿ ïî
âñåì êîîðäèíàòàì îòíîøåíèé O1; O2; :::; O` ïðîèçâîäèòñÿ îïðîñ ðåãèñòðîâ-ñòåêîâ; ñõåìà âû-
äåëåíèÿ ìàêñèìóìà îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíî çàïîëíåííûé ðåã èñòð-ñòåê è âûäàåò çíà÷åíèÿ
ïðåäèêàòîâ Q1; :::; Q` : Ïîñòàâèâ íåîáõîäèìûå ñáîðêè, ïîëó÷èì è îáùèå ðåøàþùèå ïðåä èêàòû
ðàñïîçíàþùåãî àâòîìàòà ïåðñåïòðîííîãî òèïà.

Ðàññìàòðèâàåìûé êëàññèôèêàòîð ïåðñåïòðîííîãî òèïà íà áàç å ìåòîäà êîëëåêòèâíîãî ãî-
ëîñîâàíèÿ îáëàäàåò ýêñòðàïîëÿöèîííûìè ñâîéñòâàìè áëàãîä àðÿ òîìó, ÷òî íå âñå êîîðäèíàòû
îòíîøåíèé â îáó÷àþùåé âûáîðêå îáÿçàíû ñîâïàäàòü ñî âñåìè êî îðäèíàòàìè íåèçâåñòíîé ðåà-
ëèçàöèè, à äîñòàòî÷íî ëèøü âûäåëèòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî (ïð èáëèæåíèå) ñîîòâåòñòâóþùåãî
îòíîøåíèÿ â îáó÷åíèè ê íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèè.
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14.2. Ìèíèìèçàöèÿ ïðåäèêàòíûõ ôîðì â êîíå÷íûõ ìîäåëÿõ

Ïðîáëåìà ïðîñòåéøåãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðåäèêàòíûõ ôîðì äëÿ ñèãíàòóðû � ñâîäèòñÿ ê âû-
áîðó áàçèñà è íàèáîëåå ýêîíîìè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïðåäèêà òîâ â ýòîì áàçèñå. Äëÿ ôóíêöèé
àëãåáðû ëîãèêè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâåííûå ðåçóëüòàòû â ðåøåíèè çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
ïîëó÷åíû ëèøü äëÿ áàçèñà, ñîñòîÿùåãî èç îòðèöàíèÿ, êîíúþíê öèè è äèçúþíêöèè [136]. Ïî-
ýòîìó äëÿ ïðåäèêàòíûõ ôîðì îòíîñèòåëüíî ñèãíàòóðû � áóäåì òàêæå ïðèäåðæèâàòüñÿ ýòîãî
áàçèñà. Òåì áîëåå, ÷òî ïðîáëåìà ðàçðåøåíèÿ äëÿ êîíå÷íûõ ìîä åëåé ñ ñèãíàòóðàìè, ñîñòîÿùè-
ìè èç îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ, ðàçðåøèìà [37, 177].

Ïîñòðîèì ìåòîäîëîãèþ ìèíèìèçàöèè ïðåäèêàòíûõ ôîðì â êîíå÷ íûõ ìîäåëÿõ, âçÿâ çà îñ-
íîâó èçâåñòíûå ìåòîäû ìèíèìèçàöèè ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè [ 136] è ñîõðàíèâ èõ íàçâàíèÿ
â íàøèõ èññëåäîâàíèÿõ [71].

Ïóñòü M 
 hM ; � i ìîäåëü ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì M 
 f a1; a2; :::; am g è ñèãíàòóðîé
� 
 hQ1; Q2; :::; Ql i îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ Q1; :::; Ql ; ïîëíîé îòíîñèòåëüíî ëþáîé ñèñòåìû
ïðåäèêàòîâ

P m
k (M ):

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ïðåäèêàòíóþ ôîðìó îò äâóõ ïåðåìåííûõ :

F (x; y) = Q1 (x) & Q1 (y) & Q2 (x) _ Q1 (x) & Q1 (y) & �Q2 (x) _

_Q1 (x) & �Q1 (y) & Q2 (x) _ Q1 (x) & �Q1 (y) & Q2 (x) _ �Q1 (x) & Q1 (y) & Q2 (x) :

Ïðåîáðàçóåì ýòó ïðåäèêàòíóþ ôîðìó ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äîáà âèì åùå îäèí êîíúþíêòèâíûé
÷ëåí Q1 (x) & Q1 (y) & Q2 (x) : Ýòî äîáàâëåíèå íå ìåíÿåò äàííîé ïðåäèêàòíîé ôîðìû, òàê êàê
(8x � ; y� 2 M ) ïî ñâîéñòâó îïåðàöèè äèçúþíêöèè F1 (x � ; y� ) _ F1 (x � ; y� ) = F1 (x � ; y� ) çàïèøåì:

F (x; y) = Q1 (x) & Q1 (y) & Q2 (x) _ Q1 (x) & Q1 (y) & �Q2 (x) _
_Q1 (x) & �Q1 (y) & Q2 (x) _ Q1 (x) & �Q1 (y) & Q2 (x) _
_Q1 (x) & Q1 (y) & Q2 (x) _ �Q1 (x) & Q1 (y) & Q2 (x) :
Òåïåðü ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå, èñïîëüçóÿ ñî÷åòàòåëüíî å è ðàñïðåäåëèòåëüíîå ñâîé-

ñòâà êîíúþíêöèè è äèçúþíêöèè:
F (x; y) = Q1 (x) & Q1 (y) &

�
Q2 (x) _ �Q2 (x)

�
_ Q1 (x) & �Q1 (y) &

&
�
Q2 (x) _ �Q2 (x)

�
_ Q1 (y) & Q2 (x) &

�
Q1 (x) _ �Q1 (x)

�
:

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî äèçúþíêöèè F1 (x � ; y� ) _ F 1 (x � ; y� ) = 1 äëÿ ëþáûõ x � ; y� 2 M; ïîëó-
÷àåì

F (x; y) = Q1(x)& Q1(y) _ Q1(x)& Q1(y) _ Q1(y)& Q2(x):

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó äåëàåì äàëüíåéøèå ïðåîáðàçîâàíèÿ :

F (x; y) = Q1(x)&
�
Q1(y) _ Q1(y)

�
_ Q1(y)& Q2(x) = Q1(x) _ Q1(y)& Q2(x):

Èç ïðèìåðà âèäíà íåýêîíîìè÷íîñòü íåêîòîðûõ ïðåäèêàòíûõ ôî ðì. Äëÿ óòî÷íåíèÿ ïîñòà-
íîâêè çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ïðåäèêàòíûõ ôîðì îòíîñèòåëüíî ñè ãíàòóðû � äàäèì ðÿä îïðåäå-
ëåíèé.

Î ï ð å ä å ë å í è å 14.3. Êîíúþíêöèÿ ïðåäèêàòîâ ñèãíàòóðû �

F (x1; x2; :::; xn ) =
n
&

i =1
Q� ji

ij (x i ) = Q
� 1i
i 1

(x i ) & Q
� 2i
21

(x i ) & :::&Q
� t i i

it i
(x i ) ;

ãäå � j i 2 f 0; 1g; Qij 2 �;
�
j = 1; t i ; i = 1; n

�
; Qij 6= Qik ïðè j 6= k;

Q� ji
ij (x i ) =

�
Qij (x i ) ; åñëè� j i = 0;
�Qij (x i ) ; åñëè� j i = 1;

íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé , åñëè â ýòîé êîíúþíêöèè êàæäûé ïðåäèêàò ñèãíàòóðû � ñ îäíîé è
òîé æå ïåðåìåííîé x i âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 14.4. Ðàíãîì ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè ïðåäèêàòîâ ñèãíàòóðû �
âèäà F (x1; x2; :::; xn ) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî t i � êîëè÷åñòâî îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ Qit i (x i );
âõîäÿùèõ â ýòó êîíúþíêöèþ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 14.5. Äèçúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé ñèã íàòóðû � âèäà
F (x1; x2; :::; xn ) íàçûâàåòñÿ äèçúþíêòèâíîé ïðåäèêàòíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÄÏÍÔ (� ) )
ñèãíàòóðû �:

Î ï ð å ä å ë å í è å 14.6. Äèçúþíêòèâíàÿ ïðåäèêàòíàÿ íîðìàëüíàÿ ô îðìà ñèãíàòóðû
� äëÿ ïðåäèêàòà R (x1; x2; :::; xn ) ; ñîñòîÿùàÿ èç êîíúþíêöèé ðàíãà n � l; ãäå l = j� j ; íàçû-
âàåòñÿñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé ïðåäèêàòíîé íîðìàëüíîé ôîðìîé (ÑÄÏÍÔ) ñèãíàòóðû �:

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â ÑÄÏÍÔ (� ) âõîäÿò êîíúþíêöèè íàèáîëüøåãî âîç-
ìîæíîãî äëÿ äàííîãî ïðåäèêàòà ðàíãà. Ïîýòîìó, ñ òî÷êè çðåíè ÿ ðàíãà êîíúþíêöèé, âõîäÿùèõ
â ÄÏÍÔ (� ) ; ÑÄÏÍÔ (� ) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ñëîæíîé (äëèííîé).

Î ï ð å ä å ë å í è å 14.7. Äëèíîé ÄÏÍÔ (� ) íàçîâåì ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíê-
öèé ñèãíàòóðû �; îáðàçóþùèõ ýòó ÄÏÍÔ (� ) :

Äëèíó ÄÏÍÔ (� ) áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé L:

Î ï ð å ä å ë å í è å 14.8. Äèçúþíêòèâíàÿ ïðåäèêàòíàÿ íîðìàëüíàÿ ô îðìà ñèãíàòóðû
�; èìåþùàÿ íàèìåíüøóþ äëèíó ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåìè äðóãèìè ÄÏÍÔ (� ) ; ýêâèâàëåíòíûìè
äàííîìó ïðåäèêàòó, íàçûâàåòñÿ êðàò÷àéøåé ÄÏÍÔ (� ) (ÊÄÏÍÔ (� )) :

Î ï ð å ä å ë å í è å 14.9. Äèçúþíêòèâíàÿ ïðåäèêàòíàÿ íîðìàëüíàÿ ô îðìà ñèãíàòóðû
�; ñîäåðæàùàÿ íàèìåíüøåå ÷èñëî âõîæäåíèé ïðåäèêàòîâ ñèãíàòó ðû � ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåìè
äðóãèìè ÄÏÍÔ (� ) ; ýêâèâàëåíòíûìè äàííîìó ïðåäèêàòó, íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé ÄÏÍÔ
(� ) (ÌÄÏÍÔ (� )) :

Îïðåäåëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿì 14.3�14.9, ìîæíî ä àòü è äëÿ ñëó÷àÿ êîíúþíê-
òèâíûõ ïðåäèêàòíûõ ôîðì ñèãíàòóðû �:

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü ïðåäèêàòû R (x1; x2; :::; xn ) ; êîòîðûå ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ïðåäèêàòíîé ôóíêöèè ñèãíàòóðû � :

f (Q11 (x1) ; Q12 (x1) ; :::; Q1t1 (x1) ; :::; Qn1 (xn ) ; Qn2 (xn ) ; :::; Qnt n (xn )) = _
i 2J

Fi (x1; x2; :::; xn ) :

Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ìèíèìèçàöèþ ïðåäèêà òíûõ ôîðì ñèãíàòóðû � ìå-
òîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ [2].

Â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè Fi (x1; :::; xn ) åñòü ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè ñèãíàòóðû � ðàç-
ëè÷íûõ ðàíãîâ, ñîäåðæàùåé ïðåäèêàòû èç ìíîæåñòâà f Q11 (x1) ; Q12 (x1) ; : : : ; Q1t1 (x1) ; : : : ;
Qn1 (xn ) ; : : : ; Qnt n (xn )g; âîçìîæíî ñ èõ îòðèöàíèÿìè.

14.2.1. Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ

Êàê è äëÿ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè îïèñûâàåìûé çäåñü ìåòîä ìîæ åò áûòü ïðèìåíåí äëÿ
ìèíèìèçàöèè ïðåäèêàòíîé ôóíêöèè ñèãíàòóðû � îò ëþáîãî ÷èñëà àðãóìåíòîâ. Îäíàêî äëÿ
ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ è áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ðàññìàòðèâàòü åã î áóäåì íà ïðèìåðå ìèíèìèçà-
öèè ïðåäèêàòíîé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò òðåõ àðãóìåíòîâ.
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Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ f (Q1 (x) ; Q1 (y) ; Q2 (x)) â âèäå ñëåäóþùåé ÄÏÍÔ (� ) :

f (Q1 (x) ; Q1 (y) ; Q2 (x)) = K 1
1&Q1 (x) _ K 0

1& �Q1 (x) _
_K 1

2&Q1 (y) _ K 0
2& �Q1 (y) _ K 1

3&Q2 (x) _ K 0
3& �Q2 (x) _

_K 11
12&Q1 (x) & Q1 (y) _ K 10

12&Q1 (x) & �Q1 (y) _ K 01
12&Q1 (x) & Q1(y)_

_K 00
12& �Q1 (x) & �Q1 (y) _ K 11

13&Q1 (x) & Q2 (x) _ K 10
13&Q1 (x) & �Q2 (x) _

_K 01
13& �Q1 (x) & Q2 (x) _ K 00

13& �Q1 (x) & �Q2 (x) _ K 11
23&Q1 (y) & Q2 (x) _

_K 10
23&Q1 (y) & �Q2 (x) _ K 01

23& �Q1 (y) & Q2 (x) _ K 00
23& �Q1 (y) & �Q2 (x) _

_K 111
123&Q1 (x) & Q1 (y) & Q2 (x) _ K 110

123&Q1 (x) & Q1 (y) & �Q2 (x) _
_K 101

123&Q1 (x) & �Q1 (y) & Q2 (x) _ K 100
123&Q1 (x) & �Q1 (y) & �Q2 (x) _

_K 011
123& �Q1 (x) & Q1 (y) & Q2 (x) _ K 010

123& �Q1 (x) & Q1 (y) & �Q2 (x) _
_K 001

123& �Q1 (x) & �Q1 (y) & Q2 (x) _ K 000
123& �Q1 (x) & �Q1 (y) & �Q2 (x) :

(14.4)

Çäåñü ïðåäñòàâëåíû âñå âîçìîæíûå êîíúþíêòèâíûå ÷ëåíû, êîò îðûå ìîãóò âõîäèòü â äèçú-
þíêòèâíóþ ïðåäèêàòíóþ ôîðìó f (Q1 (x) ; Q1 (y) ; Q2 (x)) : Êîýôôèöèåíòû K ñ ðàçëè÷íûìè
èíäåêñàìè ÿâëÿþòñÿ íåîïðåäåëåííûìè è ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òî áû ïîëó÷àþùàÿñÿ ïîñëå ýòîãî
äèçúþíêòèâíàÿ ïðåäèêàòíàÿ ôîðìà áûëà ìèíèìàëüíîé. Åñëè òå ïåðü çàäàâàòü âñåâîçìîæíûå
çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ hx1; x2; x3i è ïðèðàâíèâàòü ïîëó÷åííîå ïîñëå ýòîãî âûðàæåíèå (îòáðà-
ñûâàÿ íóëåâûå êîíúþíêöèè) ê çíà÷åíèþ ôóíêöèè íà âûáðàííûõ í àáîðàõ, òî ïîëó÷èì ñèñòåìó
(14.5) óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ K :

K 1
1 _ K 1

2 _ K 1
3 _ K 11

12 _ K 11
13 _ K 11

23 _ K 111
123 = f (1; 1; 1) ;

K 1
1 _ K 1

2 _ K 0
3 _ K 11

12 _ K 10
13 _ K 10

23 _ K 110
123 = f (1; 1; 0) ;

K 1
1 _ K 0

2 _ K 1
3 _ K 10

12 _ K 11
13 _ K 01

23 _ K 101
123 = f (1; 0; 1) ;

K 1
1 _ K 0

2 _ K 0
3 _ K 10

12 _ K 10
13 _ K 00

23 _ K 100
123 = f (1; 0; 0) ;

K 0
1 _ K 1

2 _ K 1
3 _ K 01

12 _ K 01
13 _ K 11

23 _ K 011
123 = f (0; 1; 1) ;

K 0
1 _ K 1

2 _ K 0
3 _ K 01

12 _ K 00
13 _ K 10

23 _ K 010
123 = f (0; 1; 0) ;

K 0
1 _ K 0

2 _ K 1
3 _ K 00

12 _ K 01
13 _ K 01

23 _ K 001
223 = f (0; 0; 1) ;

K 0
1 _ K 0

2 _ K 0
3 _ K 00

12 _ K 00
13 _ K 00

23 _ K 000
123 = f (0; 0; 0) ;

9
>>>>>>>>>>=

>>>>>>>>>>;

(14.5)

Çàäàííàÿ íåêîòîðàÿ êîíêðåòíàÿ ïðåäèêàòíàÿ ôóíêöèÿ îïðåäå ëÿåò çíà÷åíèå ïðàâûõ ÷à-
ñòåé ñèñòåìû (14.5). Åñëè íàáîð hx1; x2; x3i òàêîâ, ÷òî ôóíêöèÿ íà ýòîì íàáîðå ðàâíà íóëþ,
òî â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ áóäåò ñòîÿòü í óëü. Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ýòîãî
óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî ïðèðàâíÿòü ê íóëþ âñå êîýôôèöèåíòû K; âõîäÿùèå â ëåâóþ ÷àñòü ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ. (Ýòî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî äèçúþí êöèÿ ðàâíà íóëþ òîëüêî òîãäà,
êîãäà âñå ÷ëåíû, âõîäÿùèå â íåå, ðàâíû íóëþ.)

Ðàññìîòðåâ âñå íàáîðû, íà êîòîðûõ äàííàÿ ïðåäèêàòíàÿ ôóíêö èÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü, ïîëó-
÷èì âñå íóëåâûå êîýôôèöèåíòû K: Â óðàâíåíèÿõ, â êîòîðûõ ñïðàâà ñòîÿò åäèíèöû, âû÷åðê-
íåì ñëåâà âñå íóëåâûå êîýôôèöèåíòû. Èç îñòàâøèõñÿ êîýôôèöè åíòîâ ïðèðàâíÿåì ê åäèíèöå
êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿþùèé êîíúþíêöèþ íàèìåíüøåãî âîçìîæ íîãî ðàíãà, à îñòàëüíûå êî-
ýôôèöèåíòû â ëåâîé ÷àñòè äàííîãî óðàâíåíèÿ ïðèìåì ðàâíûìè í óëþ (ýòî ìîæíî ñäåëàòü,
òàê êàê äèçúþíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó, åñëè õîòÿ áû îäèí ÷ë åí åå ðàâåí åäèíèöå). Ïî
åäèíè÷íûì êîýôôèöèåíòàì K èç ñèñòåìû (14.4) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÄÏÍÔ (� ) :

Ï ð è ì å ð 14.3.

f (Q1 (x) ; Q1 (y) ; Q2 (x)) = Q1 (x) & Q1 (y) & Q2 (x) _ Q1&Q1 (y) & �Q2 (x) _
_Q1 (x) & �Q1 (y) & Q2 (x) _ Q1 (x) & �Q1 (y) & �Q2 (x) _ �Q1 (x) & �Q1 (y) & �Q2 (x) :

Ïîäîáíî ñèñòåìå (14.5) ñîñòàâèì ñèñòåìó (14.6).
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K 1
1 _ K 1

2 _ K 1
3 _ K 11

12 _ K 11
13 _ K 11

23 _ K 111
123 = 1;

K 1
1 _ K 1

2 _ K 0
3 _ K 11

12 _ K 10
13 _ K 10

23 _ K 110
123 = 1;

K 1
1 _ K 0

2 _ K 1
3 _ K 10

12 _ K 11
13 _ K 01

23 _ K 101
123 = 1;

K 1
1 _ K 0

2 _ K 0
3 _ K 10

12 _ K 10
13 _ K 00

23 _ K 100
123 = 1;

K 0
1 _ K 1

2 _ K 1
3 _ K 01

12 _ K 01
13 _ K 11

23 _ K 011
123 = 0;

K 0
1 _ K 1

2 _ K 0
3 _ K 01

12 _ K 00
13 _ K 10

23 _ K 010
123 = 0;

K 0
1 _ K 0

2 _ K 1
3 _ K 00

12 _ K 01
13 _ K 01

23 _ K 001
223 = 0;

K 0
1 _ K 0

2 _ K 0
3 _ K 00

12 _ K 00
13 _ K 00

23 _ K 000
123 = 1;

9
>>>>>>>>>>>=

>>>>>>>>>>>;

(14.6)

Èç ïÿòîãî, øåñòîãî è ñåäüìîãî óðàâíåíèé â ñèëó ñâîéñòâ äèçúþ íêöèè âûòåêàåò, ÷òî

K 0
1 = K 0

2 = K 1
2 = K 0

3 = K 1
3 = K 00

12 = K 01
12 = K 00

13 = K 01
13 =

= K 01
23 = K 10

23 = K 11
23 = K 001

123 = K 010
123 = K 011

123 = 0 :

Ïîñëå ýòîãî äàííàÿ ñèñòåìà ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

K 1
1 _ K 11

12 _ K 11
13 _ K 111

123 = 1;
K 1

1 _ K 11
12 _ K 11

13 _ K 110
123 = 1;

K 1
1 _ K 10

12 _ K 11
10 _ K 101

123 = 1;
K 1

1 _ K 10
12 _ K 10

13 _ K 00
23 _ K 100

123 = 1;
K 00

23 _ K 100
123 = 1 :

9
>>>>=

>>>>;

Â ñèëó ñâîéñòâ äèçúþíêöèè äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ x � 2 M èìååì 1 _ Q (x � ) = 1 :
Ïðèðàâíÿåì ê íóëþ â êàæäîì èç óðàâíåíèé âñå êîýôôèöèåíòû, êð îìå òåõ, êîòîðûå îòâå-

÷àþò êîíúþíêöèÿì, ñîäåðæàùèì íàèìåíüøåå ÷èñëî ïåðåìåííûõ :

K 11
12 = K 10

12 = K 11
13 = K 10

13 = K 111
123 = K 110

123 = K 101
123 = K 100

123 = K 000
123 = 0 :

Ïîñëå ýòîãî ïîëó÷èì ñèñòåìó

K 1
1 = 1;

K 1
1 = 1;

K 1
1 = 1;

9
=

;
K 1

1 _ K 00
23 = 1;

K 00
23 = 1 :

�

Îòñþäà íàõîäèì ÌÄÏÍÔ (� ) äàííîé ïðåäèêàòíîé ôóíêöèè

f (Q1 (x) ; Q1 (y) ; Q2 (x)) = Q1 (x) _ Q1 (y) & Q2 (x) :

Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò áóëåâûõ ôóíêöèé äëÿ ìèíèìèçàöèè ïðåäèêàòíûõ ôîðì â êî-
íå÷íûõ ìîäåëÿõ èñïîëüçóþòñÿ ïðåäèêàòíûå ôóíêöèè. Ïðè÷åì à ðãóìåíòíûå ìåñòà ýòèõ ôóíê-
öèé ìîãóò çàìåíÿòü îäíîèìåííûå ïðåäèêàòû, òîëüêî ñ ðàçëè÷í ûìè ïåðåìåííûìè.

14.2.2. Ìåòîä Êâàéíà�Ìàê-Êëàñêè

Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó çàäàíà ìîäåëü M 
 hM ; � i ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì M 
 f a1; a2; :::;
am g è ñèãíàòóðîé � 
 hQ1; Q2; :::; Ql i ; ñîäåðæàùåé l îäíîìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ.

Ïðè ìèíèìèçàöèè ïî ìåòîäó Êâàéíà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìèíèìèçèðóåìûé ïðåäèêàò
R (x1; :::; xn ) çàäàí â ÑÄÏÍÔ (� ) : Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè
ñèãíàòóðû � ðàíãà n � l; âõîäÿùèå â ÑÄÏÍÔ (� ) ìèíèìèçèðóåìîãî ïðåäèêàòà, ìèíèòåð-
ìàìè ðàíãà n� l: Ìåòîä Êâàéíà ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ ñëåä óþùèõ ýòàïîâ.

1. Íàõîæäåíèå ïåðâè÷íûõ èìïëèêàíò. Âñå ìèíèòåðìû äàííîãî ïðåäèêàòà R (x1; :::; xn )
ñðàâíèâàþò ìåæäó ñîáîé ïîïàðíî. Åñëè ìèíèòåðìû B i è B j òàêîâû, ÷òî îíè èìåþò âèä
A&Q (x i ) è A&Q (x i ) ; òî âûïèñûâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ A; ÿâëÿþùàÿñÿ ìèíèòåðìîì n � l � 1
ðàíãà. Ìèíèòåðìû n � l -ãî ðàíãà, äëÿ êîòîðûõ ïðîèçîøëî ñêëåèâàíèå, îòìå÷àþòñÿ. Ïîñëå
ïîñòðîåíèÿ âñåõ ìèíèòåðìîâ n � l � 1 ðàíãà âíîâü ñðàâíèâàþò èõ ïîïàðíî, âûïèñûâàþò ìè-
íèòåðìû n � l � 2 ðàíãà è îòìå÷àþò ñêëåèâàþùèåñÿ ìèíèòåðìû n � l � 1 ðàíãà è ò.ä. Ýòàï
çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà ïîëó÷åííûå ìèíèòåðìû K -ãî ðàíãà óæå íå ñêëåèâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé.
Âñå íåîòìå÷åííûå ìèíèòåðìû íàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè èìïëèêàíòàìè .
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Ï ð è ì å ð 14.4. Ïóñòü n = 2 ; l = 2 è
f (Q1 (x1) ; Q1 (x2) ; Q2 (x1) ; Q2 (x2)) =
= Q1 (x1) & �Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) _ Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) _
_ Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) _ Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) _
_ Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) _ Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) _
_ Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) _ Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) :
Ìèíèòåðìû 4-ãî ðàíãà:
�Q1 (x1) & �Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) � ; �Q1 (x1) & Q1 (x2) & �Q2 (x1) & �Q2 (x2) � ;
�Q1 (x1) & Q1 (x2) & �Q2 (x1) & Q2 (x2) � ; �Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) � ;
Q1 (x1) & �Q1 (x2) & �Q2 (x1) & Q2 (x2) � ; Q1 (x1) & �Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) � ;
Q1 (x1) & Q1 (x2) & �Q2 (x1) & �Q2 (x2) � ; Q1 (x1) & Q1 (x2) & �Q2 (x1) & Q2 (x2) � ;
Îáðàçóåì ìèíèòåðìû 3-ãî ðàíãà:
Q1 (x1) & Q2 (x1) & Q2 (x2) ; Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) ;
Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x1)� ; Q1 (x2) & �Q2 (x1) & Q2 (x2) � ;
Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x2) ; Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) � ;
Q1 (x1) & �Q1 (x2) & Q2 (x2) ; Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) ;
Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x1)� :
Òåïåðü íàõîäèì ìèíèòåðìû 2-ãî ðàíãà:
Q1 (x2) & Q2 (x1) :
Òàê êàê äàëüíåéøåå ñêëåèâàíèå íåâîçìîæíî, òî ýòàï ïîëó÷åíè ÿ ïðîñòûõ èìïëèêàíò çàêîí÷åí.
Ïðîñòûìè èìïëèêàíòàìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ìèíèòåðìû:
Q1 (x1) & Q2 (x1) & Q2 (x2) ; Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) ;
Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x2) ; Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x2) ;
Q1 (x1) & Q2 (x1) & Q2 (x2) ; Q1 (x2) & Q2 (x1) :

2. Ðàññòàíîâêà ìåòîê. Äëÿ äàííîãî ïðåäèêàòà R (x1; x2) ÄÏÍÔ (� ) èìååò âèä

f (Q1 (x1) ; Q1 (x2) ; Q2 (x1) ; Q2 (x2)) = _
i 2J

Fi (x1; x2) ; (14.7)

ãäå Fi (x1; x2) � ïðîñòûå èìïëèêàíòû, ïîëó÷åííûå íàìè íà ïåðâîì ýòàïå.
Ïîëó÷åííûå ÄÏÍÔ (� ) îïðåäåëÿþò ñîêðàùåííóþ ÄÏÍÔ (� ) äëÿ ïðåäèêàòà R (x1; x2) :
Íåîáõîäèìî òåïåðü ïðîèçâåñòè âûáðàñûâàíèå íåêîòîðîãî êîë è÷åñòâà ïåðâè÷íûõ èìïëè-

êàíò. Íà ýòàïå ðàññòàíîâêè ìåòîê ñîñòàâëÿåòñÿ òàáëèöà (òàá ë. 14.1), ÷èñëî ñòðîê êîòîðîé ðàâ-
íî ÷èñëó ïîëó÷åííûõ ïåðâè÷íûõ èìïëèêàíò ìèíèìèçèðóåìîãî ï ðåäèêàòà R (x1; x2) : ×èñëî
ñòîëáöîâ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ìèíèòåðìîâ ÑÄÏÍÔ (� ) : Åñëè â íåêîòîðûé ìèíèòåðì ÄÏÍÔ
(� ) âûðàæåíèÿ (14.7) âõîäèò êàêàÿ-ëèáî èç ïåðâè÷íûõ èìïëèêàíò , òî íà ïåðåñå÷åíèè ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ñòîëáöà è ñòðîêè ñòàâèòñÿ ìåòêà.

Â íàøåì ïðèìåðå áóäåò øåñòü ñòîëáöîâ è âîñåìü ñòðîê (òàáë. 14 .1).

3. Íàõîæäåíèå ñóùåñòâåííûõ èìïëèêàíò. Åñëè â êàêîì-ëèáî èç ñòîëáöîâ ñîñòàâëåí-
íîé òàáëèöû èìååòñÿ òîëüêî îäíà ìåòêà, òî ïåðâè÷íàÿ èìïëèêà íòà, ñòîÿùàÿ â ñîîòâåòñòâó-
þùåé ñòðîêå, íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé èìïëèêàíòîé . Ñóùåñòâåííàÿ èìïëèêàíòà íå ìîæåò
áûòü èñêëþ÷åíà èç ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (14.7), ïîýòîìó èç òàáëèöû ìåòîê èñêëþ÷àþòñÿ
ñòðîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå èìïëèêàíòàì, è ñòîëáöû ìèíèòåðìî â, ïîêðûâàåìûõ ýòèìè ñóùå-
ñòâåííûìè èìïëèêàíòàìè.

Â íàøåì ñëó÷àå ñóùåñòâåííîé èìïëèêàíòîé ÿâëÿåòñÿ Q1 (x2) & �Q2 (x1) : Îíà ïîêðûâàåò
ìèíèòåðìû:
�Q1 (x1) & Q1 (x2) & �Q2 (x1) & �Q2 (x2) ; �Q1 (x1) & Q1 (x2) & �Q2 (x1) & Q2 (x2) ;
Q1 (x1) & Q1 (x2) & �Q2 (x1) & �Q2 (x2) ; Q1 (x1) & Q1 (x2) & �Q2 (x1) & Q2 (x2) :

Ïðè ïåðåõîäå ê ñëåäóþùåìó ýòàïó ýòè ìèíèòåðìû ìîãóò áûòü âû÷ åðêíóòû.

4. Âû÷åðêèâàíèå ëèøíèõ ñòîëáöîâ. Èññëåäóåòñÿ òàáëèöà (òàáë. 14.1), ïîëó÷åííàÿ ïî-
ñëå òðåòüåãî ýòàïà. Åñëè â íåé åñòü äâà ñòîëáöà, â êîòîðûõ èìåþòñÿ ìåòêè â îäèíàêîâûõ
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ñòðîêàõ, òî îäèí èç íèõ âû÷åðêèâàåòñÿ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü â ñè ëó òîãî, ÷òî îñòàâøèéñÿ ñòîë-
áåö ïîêðûâàåò âûáðàííûé ìèíèòåðì.

Òàáëèöà 14.1

Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) _ _

Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) _

Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) _ _

Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) _ _

Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) _ _ _

Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) _ _

Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2)

Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) _ _
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Ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ ñóùåñòâåííîé èìïëèêàíòû è ìèíèòåðìîâ, êîòîðûå îíà ïîêðûâàåò,
òàáëèöà ìåòîê ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä (òàáë. 14.2).

Òàáëèöà 14.2
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Q1 (x1) & Q2 (x1) & Q2 (x2) _ _

Q1 (x2) & Q2 (x1) & Q2 (x2) _ _

Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x2) _

Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x2) _ _

Q1 (x1) & Q2 (x1) & Q2 (x2) _

5. Âû÷åðêèâàíèå ëèøíèõ ïåðâè÷íûõ èìïëèêàíò. Åñëè ïîñëå âûáðàñûâàíèÿ íåêîòî-
ðûõ ñòîëáöîâ íà ÷åòâåðòîì ýòàïå â òàáëèöå ïîÿâëÿþòñÿ ñòðîêè , â êîòîðûõ íåò íè îäíîé ìåòêè,
òî ïåðâè÷íûå èìïëèêàíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ñòðîêàì, èñ êëþ÷àþòñÿ èç äàëüíåéøèõ ðàñ-
ñìîòðåíèé, òàê êàê îíè íå ïîêðûâàþò îñòàâøèåñÿ â ðàññìîòðåí èè ìèíèòåðìû.

6. Âûáîð ìèíèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ ìàêñèìàëüíûìè èíòåðâàëàìè. Èññëåäóåòñÿ ïî-
ëó÷åííàÿ òàáëèöà. Âûáèðàåòñÿ òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü ïåðâè÷íûõ èìïëèêàíò , êîòîðàÿ èñêëþ÷àåò
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ìåòêè âî âñåõ ñòîëáöàõ (ïî êðàéíåé ìåðå, ïî îäíîé ìåòêå â êàæä îì ñòîëáöå). Ïðè íåñêîëüêèõ
âîçìîæíûõ âàðèàíòàõ òàêîãî âûáîðà îòäàåòñÿ ïðåäïî÷òåíèå â àðèàíòó ïîêðûòèÿ ñ ìèíèìàëü-
íûì ñóììàðíûì ÷èñëîì âõîæäåíèé ïðåäèêàòîâ ñèãíàòóðû �; îáðàçóþùèõ ïîêðûòèå.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïðåäèêàòíîé ôóíêöèè âûáèðàåì ïîêðûòè å èç èìïëèêàíò
Q1 (x1) & Q2 (x1) & Q2 (x2) è Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x2) ; òàê êàê îíè ñîâìåñòíî ïîêðûâàþò âñå
îñòàâøèåñÿ ïîñëå ÷åòâåðòîãî ýòàïà ìèíèòåðìû. ÌÄÏÍÔ (� ) äëÿ äàííîãî ïðåäèêàòà R (x1; x2)
èìååò âèä

f (Q1 (x1) ; Q1 (x2) ; Q2 (x1) ; Q2 (x2)) =

= Q1 (x1) & Q2 (x1) & Q2 (x2) _ Q1 (x1) & Q1 (x2) & Q2 (x2) _ Q1 (x2) & Q2 (x1) :

14.2.3. Ìåòîä Áëåêà�Ïîðåöêîãî

Íåäîñòàòêîì ðàññìîòðåííîãî íàìè ìåòîäà Êâàéíà�Ìàê-Êëàñê è ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ åãî
ïðèìåíåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû èñõîäíûé, ìèíèìèçèðóåìûé ïð åäèêàò áûë áû ïðåäñòàâëåí â
ÑÄÏÍÔ (� ) :

Æåëàòåëüíî íàéòè âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ñîêðàùåííîé ÄÏÍÔ (� ) íå ïî ÑÄÏÍÔ (� ) ;
à ïî ïðîèçâîëüíîé ÄÏÍÔ (� ) äàííîãî ïðåäèêàòà R (x1; x2; :::; xn ) :

Èäåÿ òàêîãî ïîñòðîåíèÿ ðàññìàòðèâàëàñü À. Áëåêîì è Ï.Ñ. Ïîðå öêèì [136] è âûòåêàåò èç
ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 14.5. Åñëè â ÄÏÍÔ (� ) äëÿ äàííîãî ïðåäèêàòà R (x1; :::; xn ) âõîäÿò âñå
êîíúþíêöèè âèäà A&Q (x i ) è B &Q (x i ) ; Q 2 �; òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî äëÿ ëþáîãî íàáîðà
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x �

1; x �
2; :::; x �

n 2 M

P = P _ A&B; (14.8)

ãäå P � ÄÏÍÔ (� ) ; ýêâèâàëåíòíàÿ ïðåäèêàòó R (x1; :::; xn ) :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ñî îòíîøåíèÿ
(14.8) ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà âñåõ âîçìîæíûõ çíà ÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ
x1; :::; xn 2 M:

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íàáîð x �
1; x �

2; :::; x �
n ; äëÿ êîòîðîãî R (x �

1; x �
2; :::; x �

n ) = 1 :
Â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè ìåæäó R è P èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî, âûòåêàþùåå èç (14.8):

R (x �
1; x �

2; :::; x �
n ) = 1 _ A&B:

Ýòî ðàâåíñòâî òîæäåñòâåííî, òàê êàê â äèçúþíêöèè, ñòîÿùåé ñ ïðàâà, èìååòñÿ åäèíèöà.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé íàáîð çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ x �

1; x �
2; :::; x �

n ; äëÿ êîòîðîãî
R (x �

1; x �
2; :::; x �

n ) = 0 : Íà îñíîâàíèè (14.8) èìååì

0 = 0 _ A&B:

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ëèøü ïðè óñëîâèè A&B = 0 :
Òàêèì îáðàçîì, íàäî äîêàçàòü, ÷òî íà íàáîðàõ çíà÷åíèé àðãóì åíòîâ, íà êîòîðûõ ïðåäèêàò

R (x �
1; :::; x �

n ) îáðàùàåòñÿ â íóëü, îáÿçàòåëüíî îáðàùàåòñÿ â íóëü A èëè B èëè îäíîâðåìåííî
A è B: ÄÏÍÔ (� ) P; ïî ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû, èìååò âèä

P = S _ A&Q (x i ) _ B &Q (x i ) :

Òàê êàê íà ðàññìàòðèâàåìûõ íàáîðàõ P = 0 ; òî äîëæíû îäíîâðåìåííî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþ-
ùèå òðè ðàâåíñòâà:

S = 0; A&Q (x �
i ) = 0; B &Q (x �

i ) = 0 :

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ âûòåêàåò, ÷òî ëèáî A; ëèáî B; ëèáî A è B îáðàùàþòñÿ â íóëü,
òàê êàê Q (x �

i ) è Q (x �
i ) îäíîâðåìåííî â íóëü íå îáðàùàþòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîïîëíåíèå ÄÏÍÔ (� ) â ñîîòâåòñòâèè ñ äîêàçàííîé òåîðåìîé ïðè-
âîäèò ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïîãëîùåíèé ê ñîêðàùåíèþ ÄÏÍÔ (� ) : Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ñîêðà-
ùåííîé ÄÏÍÔ (� ) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä Êâàéíà, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî ýòàïà ( òî åñòü ñ
ïîñòðîåíèÿ òàáëèöû ìåòîê).
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Ï ð è ì å ð 14.5. Íàéòè ñîêðàùåííóþ ÄÏÍÔ (� ) äëÿ ïðåäèêàòíîé ôóíêöèè
f (Q1 (x) ; Q1 (y) ; Q2 (x)) = Q1 (x) & Q1 (y) _ Q1 (x) & Q1 (y) & Q2 (x) _ Q1 (x) & Q1 (y) & Q2 (x) _
_ Q1 (y) & Q2 (x) _ Q1 (x) & Q2 (x) :

Äëÿ ýòîé ÄÏÍÔ (� ) èìåþòñÿ äâå ïàðû êîíúþíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì òåî ðåìû�
Q1 (x) & Q1 (y) & Q2 (x) ; Q1 (x) & Q1 (y) & Q2 (x)

�
è

�
Q1 (x) & Q1 (y) ; Q1 (y) & Q2 (x)

�
:

Ïîýòîìó
f (Q1 (x) ; Q1 (y) ; Q2 (x)) = Q1 (x) & Q1 (y) _ Q1 (x) & Q1 (y) & Q2 (x) _ Q1 (x) & Q1 (y) & Q2 (x) _
_ Q1 (y) & Q2 (x) _ Q1 (x) & Q2 (x) _ Q1 (x) & Q1 (y) _ Q1 (x) & Q2 (x) :

Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïîãëîùåíèé ïîëó÷àåì ñîêðàùåííóþ ÄÏÍÔ (� ) :
R (x; y) = Q1 (x) & Q1 (y) _ Q1 (y) & Q2 (x) _ Q1 (x) & Q2 (x) _ Q1 (x) & Q1 (y) :

14.2.4. Ìåòîä êàðò Âåé÷å

Ïðèâåäåì ïðèìåð ìèíèìèçàöèè ïðåäèêàòà R (x; y) ñèãíàòóðû � = hQ1; Q2i ìåòîäîì êàðò
Âåé÷å [13].

R (x; y) = Q1 (x) & Q1 (y) & Q2 (x) _ Q1 (x) & Q1 (y) & Q2 (x) _ Q1 (x) &
&Q1 (y) & Q2 (x) _ Q1 (x) & Q2 (y) & Q2 (x) _ Q1 (x) & Q1 (y) & Q2 (x) :

Çàïèøåì ýòîò ïðåäèêàò â âèäå ïðåäèêàòíîé ôóíêöèè

f (Q1 (x) ; Q1 (y) ; Q2 (x)) = [ Q1 (x) & Q1 (y) & Q2 (x)] _
�
Q1 (x) & Q1 (y) && Q2 (x)

�
_

_
�
Q1 (x) & Q1 (y) & Q2 (x)

�
_

�
Q1 (x) & Q1 (y) & Q2 (x)

�
_

�
Q1 (x) && Q1 (y) & Q2 (x)

�
:

Q1(x)Q1(x)

Q1(y)

Q2(y)

Q2(x)

Q2(x)

Q2(x) 1

1

1

1 1

Ðèñ. 14.1. Êàðòà Âåé÷å

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ñêëåèâàíèÿ èìååì

R (x; y) = Q1 (x) _ Q1 (y) & Q2 (x) :

Ÿ 15. Ïðèìåðû ðåàëèçóåìîñòè ýòàïîâ êîíñòðóêòèâèçàöèè ïðè
êëàññèôèêàöèè (ðàñïîçíàâàíèè) êîíå÷íûõ îáúåêòîâ

15.1. Ôîðìàëèçîâàííîå îïðåäåëåíèå îñíîâíûõ îïåðàöèé íàä è çîáðàæåíèÿìè

Ïîä èçîáðàæåíèåì ïîíèìàåòñÿ íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî êîíå÷ íîãî ìíîæåñòâà. Ââîäÿò-
ñÿ îïåðàöèè íàä èçîáðàæåíèÿìè è ðàññìàòðèâàåòñÿ àëãåáðà èçîáðàæåíèé. Ñòðîèòñÿ ìîäåëü
êëàññèôèêàöèè èçîáðàæåíèé íà îñíîâå îáó÷àþùåé èíôîðìàöèè ñ ïîðîæäåíèåì îòíîøåíèé-
îáðàçîâ äâóõìåñòíîé îïåðàöèåé íàä èçîáðàæåíèÿìè, îïðåäåëÿåìîé ñ ï îìîùüþ ïîëóñóììû [17].

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå A çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê R = f a1; a2; :::; an g: Â ÷àñòíîñòè,
òî÷êè ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû âåêòîðàìè ai = hai 1; :::; aim i ; (i = 1; n) äëÿ íåêîòîðîãî
m 2 N 
 f 0; 1; 2; :::g:

Ïîä èçîáðàæåíèåì X áóäåì ïîíèìàòü íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî òî÷åê ìíîæåñòâà R; ãäå
÷àñòíûé (àòîìàðíûé ) ïðåäèêàò

da 2 Xe =
�

1; åñëèa 2 X;
0; åñëèa =2 X:
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1. Äëÿ ëþáûõ èçîáðàæåíèé X; X1; X2 � R ââåäåì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïåðàöèè íàä
èçîáðàæåíèÿìè:

à) X1 [ X2 � îáúåäèíåíèå èçîáðàæåíèé . Â òåðìèíàõ ïðåäèêàòîâ äèçúþíêöèÿ àòîìàðíûõ
ïðåäèêàòîâ X1 [ X2 
 da 2 X1e _ da 2 X2e;

b) X1 \ X2 � ïåðåñå÷åíèå èçîáðàæåíèé. Â òåðìèíàõ ïðåäèêàòîâ êîíúþíêö èÿ àòîìàðíûõ
ïðåäèêàòîâ X1 \ X2 
 da 2 X1e& da 2 X2e;

c) X1nX2 � ðàçíîñòü èçîáðàæåíèé. Â òåðìèíàõ àòîìàðíûõ ïðåäèêàòîâ

X1nX2 
 da 2 X1e&: d a 2 X2e;

d) ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü èçîáðàæåíèé

X1 � X2 
 (X1nX2) [ (X2nX1);

èëè â òåðìèíàõ àòîìàðíûõ ïðåäèêàòîâ

X1 � X2 
 (da 2 X1e _ da 2 X2e)& : (da 2 X1e& da 2 X2e);

e) äîïîëíåíèå
X = RnX;

â òåðìèíàõ àòîìàðíûõ ïðåäèêàòîâ âûðàçèì

X 
 : d a 2 Xe:

2. Ïóñòü m = 3 è òî÷êè èçîáðàæåíèÿ Xi � R ïðèíèìàþò ñâîè çíà÷åíèÿ aij 2 M;
M 
 f 0; 1; 2; :::; 2n � 1g; n 2 N 
 f 0; 1; 2; :::g: Òîãäà ëþáîå òåðíàðíîå îòíîøåíèå Xi � M
åñòü èçîáðàæåíèå íà M:

Åñëè ïðè ýòîì Xi = fhai 1; ai 2; f (ai 1; ai 2)ijhai 1; ai 2i 2 M 2; f (ai 1; ai 2) 2 M g äëÿ íåêîòîðîé
ôóíêöèè f : M 2 ! M; òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èçîáðàæåíèå Xi çàäàíî ôóíêöèåé f:

Ââåäåì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëÿì í àä èçîáðàæåíèÿìè:
a) ñëîæåíèå èçîáðàæåíèé ïî mod 2 n :

(X1 + X2) mod 2n 
 fhx; y; (f 1(x; y) + f 2(x; y)) mod 2n ig ;

ãäå X1 = fhx; y; f 1(x; y)ig; X2 = fhx; y; f 2(x; y)ig;
b) óìíîæåíèå èçîáðàæåíèé ïî mod 2 n :

(X1 � X2) mod 2n 
 fhx; y; (f 1(x; y) � f 2(x; y)) mod 2n ig ;

ãäå X1 = fhx; y; f 1(x; y)ig; X2 = fhx; y; f 2(x; y)ig;
ñ) ñèììåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü èçîáðàæåíèé ïî mod 2n :

(X1 � X2) mod 2n 
 fhx; y ij f 1(x; y) � f 2(x; y)jg;

ãäå X1 = fhx; y; f 1(x; y)ig; X2 = fhx; y; f 2(x; y)ig:
3. Ïóñòü X = fhx; y; f (x; y)ijhx; y i 2 M 2g:
Ïîñòàâèì çàäà÷ó ïî âû÷èñëåíèþ ïðåäèêàòà da 2 Xe; ãäå a = hx; y; zi 2 M 3:
Óäîáíûì àïïàðàòîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòà da 2 Xe ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ðàçëîæåíèÿ èçîá-

ðàæåíèÿ X ïî ïðåäèêàòàì Ðàäåìàõåðà [74].
Áóäåì ðàçëè÷àòü íà ìíîæåñòâå M ïðåäèêàòû Ðàäåìàõåðà:

Ri (x) =
�

è, åñëè (x = k + 1)&( r m (i; k ) = 1); ( i = 0; n); k = 0; 2n � 1;
ë, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå r m (i; k ) � äèñêðåòíûå ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà (ñì. ï. 13.4.8). Ââåä¼ì ñîãë àñíî ðàáîòå [80]
òî÷å÷íûå ïðåäèêàòû Pt (x)

Pt (x) =
�

è, åñëèx = t; (t = 1; 2n );
ë, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Ïóñòü
X = fhx; y; f (x; y)ijhx; y i 2 M 2g = fhi11; i12; i13i ; :::; hi `1; i `2; i `3ig :

Ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó èçîáðàæåíèþ ïðåäèêàò

P(x1; x2; x3) = dhx1; x2; x3i 2 Xe

ìîæíî çàïèñàòü òàê [74] :

P(x1; x2; x3) = Pi 11 ;i 12 ;i 13 (x1; x2; x3) _ ::: _ Pi ` 1 ;i ` 2 ;i ` 3 (x1; x2; x3);

ãäå
Pi j 1 ;i j 2 ;i j 3 (x1; x2; x3) = Pi j 1 (x1)& Pi j 2 (x2)& Pi j 3 (x3); (j = 1; `): (� )

Ïîäñòàâèì â âûðàæåíèå (� ) çàìåíó :

Pi jk (xk ) 
 eR
i jk
1 (xk )& :::& eR

i jk
n (xk ); (k = 1 ; 2; 3);

ãäå eRq
n (xk ) =

�
Rp(xk ); åñëè [q � 1]n� p+1 = 0;
: Rp(xk ), â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Çàìåòèì, ÷òî íóìåðàöèÿ äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ ìëàäøåãî ðàçðÿäà:

p = 1 ; 2; :::; n; q 2 f i jk g; q =
n� 1X

i =0

2i � qi ; qi 2 f 0; 1g:

Òîãäà ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå èçîáðàæåíèÿ ïî ïðåäèêà òàì Ðàäåìàxepa [74].
Â ðÿäå ñëó÷àåâ òàêîå ïðåäñòàâëåíèå èçîáðàæåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ýêîíîìè÷íåå è âû÷èñëå-

íèå ïðåäèêàòà ïðèíàäëåæíîñòè ïðè ýòîì áîëåå ýôôåêòèâíî, íå æåëè ïðè ïåðåáîðå âñåõ òî÷åê
èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ.

4. Íàêîíåö, îïåðàöèÿ ïîëóñóììà èçîáðàæåíèé X1; X2 � R :

X1 X2 = fhx; y; [f 1(x; y) + f 2(x; y)]=2ig;

ãäå X1 = fhx; y; f 1(x; y)ig; X2 = fhx; y; f 2(x; y)ig; [�] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà.
5. Ïðè ðàáîòå ñ òåêñòóðàìè âàæíî óìåòü ïîñòðîèòü àäåêâàòíóþ ìîäåëü êëàññèôèêàöèè

äëÿ àïðèîðíî çàäàííûõ êëàññîâ òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé [11] . Â äàííîì ñëó÷àå òàêàÿ ìîäåëü
ñòðîèòñÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâà íàáëþäåíèé F òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé íà îñíîâå îáó÷àþùåé
èíôîðìàöèè ñ ïîðîæäåíèåì îòíîøåíèé-îáðàçîâ äâóõìåñòíîé î ïåðàöèåé, îïðåäåëÿåìîé ñ ïî-
ìîùüþ ïîëóñóììû.

Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé T ñ îòîáðàæåíèåì 
 : T ! F â
ïðîñòðàíñòâî äèñêðåòíûõ èçîáðàæåíèé F; ãäå â êà÷åñòâå äèñêðåòíûõ âçÿòû èçîáðàæåíèÿ

Xi = fhx; y; f (x; y)ijhx; y i 2 M 2; f (x; y) : M 2 ! M g:

Â ïðîñòðàíñòâå íàáëþäåíèé F èìååòñÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà O = h
( X1); 
( X2); :::; 
(X ` )i
òàêàÿ, ÷òî 
( X1) = X1; :::; 
( x` ) = X` ; ãäå Xi = fhx; y; f (x; y)ijhx; y i 2 M 2; f (x; y) 2 M g;
è çàäàíà êëàññèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ q : I ` ! I t ; t � ÷èñëî êëàññîâ; I ` 
 f 1; 2; :::; `g;
I t 
 f 1; 2; :::; tg:

Íà ìíîæåñòâå F ââåäåì áèíàðíóþ îïåðàöèþ , ÷òîáû ïîëó÷èòü àëãåáðó


F ;

�
ñ îñíîâ-

íûì ìíîæåñòâîì F è îïåðàöèåé . Ñ ïîìîùüþ áèíàðíîé îïåðàöèè è ìíîæåñòâ
Ak = f Xi ji 2 Dkg; ãäå Dk = f i jg (i ) = kg; (k = 1; t); ïîðîæäàþòñÿ îòíîøåíèÿ-îáðàçû Fk ;
(k = 1; t); òàê êàê ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü M = hFj ; F1; :::; Ft i ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì Fj è
îòíîøåíèÿìè F1; F2; :::; Ft :

Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü M àäåêâàòíà èñõîäíîé ìîäåëè Q = hTj ; T1; :::; Tt i ñ îñíîâíûì ìíî-
æåñòâîì Tj è íåêîòîðûìè àïðèîðíî çàäàííûìè êëàññàìè Ti � T; (i = 1; t): Àäåêâàòíîñòü
äîñòèãàåòñÿ òåì, ÷òî îïåðàöèÿ îòðàæàåò êîìïàêòíîñòü, èìåþùóþ ìåñòî ìåæäó òåêñòóðàìè
îäíîãî êëàññà.
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Ðåøàþùåå ïðàâèëî äëÿ êëàññèôèêàöèè òåêñòóð çàäàäèì â âèäå

Pi (� ) =
�

1; åñëè
( � ) 2 Fi ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ñ ïîìîùüþ îñíîâíîãî ñâîéñòâà ìîäåëè M îïðåäåëèì îòíîøåíèÿ-îáðàçû Fi :

fhx; y; f (x; y)ig 2 Fi , f min
i (x; y) 6 f (x; y) 6 f max

i (x; y); i = 1; t;

ãäå f min(max)
i (x; y) = min(max) f j (x; y); j 2 D i :

Ïðåäèêàò Pi (� ) ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî � 2 T:

15.2. Ïðåäñòàâëåíèå òî÷å÷íûõ èçîáðàæåíèé ïðåäèêàòàìè Ðàä åìàõåðà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå òî÷å÷íûõ èçîáðàæåíèé â ñèñòåìå ïðåäèêàòîâ Ðàäåìàõåðà.
Ïîêàçàíî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîñëå ìèíè ìèçàöèè ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü
èñõîäíîå îïèñàíèå. Ïðåäëîæåííàÿ ïðîöåäóðà îïèñàíèÿ èçîáð àæåíèé ïðåäèêàòàìè Ðàäåìàõåðà
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãåíåðàòîðîâ èçîáðà æåíèé [74].

Òî÷å÷íûå èçîáðàæåíèÿ ïðèìåì â âèäå ôóíêöèè f (x; y) äâóõ ïåðåìåííûõ ñ îáëàñòüþ îïðå-
äåëåíèÿ Df =

�
hx; yi

�
�x; y = 1; 2; :::; 2n

	
; îáëàñòüþ èçìåíåíèÿ � f � f 1; 2; :::; 2n g äëÿ íåêîòîðî-

ãî n 2 N 
 f 0; 1; 2; :::g : Åñëè çàäàíà ôóíêöèÿ f (x; y) ; òî ñ íåé ìîæíî âçàèìíî îäíîçíà÷íî
ñîïîñòàâèòü îòíîøåíèå F ñëåäóþùåãî âèäà: F = fhx; y; f (x; y)i jhx; y i 2 D g :

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îòíîøåíèå F; ñîîòâåòñòâóþùåå ôóíêöèè f; ïðåäñòàâèòü â
áàçèñå ïðåäèêàòîâ Ðàäåìàõåðà.

15.2.1. Ðàçëîæåíèå îòíîøåíèÿ ïî ïðåäèêàòàì Ðàäåìàõåðà

Ââåäåì ìíîæåñòâî M 
 f 1; 2; :::; 2n g: Äèñêðåòíûå ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà, îïðåäåëåííûå â
m = 2 n òî÷êàõ, âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. ï. 13.4.8):

r m (0; k) = 1 ; (k = 0; 2n � 1);

r m (1; k) =

(
+1 ; k = 0; 2n� 1 � 1;
� 1; k = 2n� 1 � 1; 2n � 1 .

Îñòàëüíûå ôóíêöèè ãåíåðèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî óð àâíåíèÿ

r m (i; k ) = r m (i � 1; 2k mod 2n ); ( i = 2; n; k = 0; 2n � 1):

Ïðåäèêàòû Ðàäåìàõåðà íà ìíîæåñòâå M èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Ri (x) =
�

1; åñëè(x = k + 1)&( r m (i; k ) = 1) ;
�
i = 0; n

�
; k = 0; 2n � 1;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òî÷å÷íûå ïðåäèêàòû Pt (x) îïðåäåëÿþòñÿ íà ìíîæåñòâå M ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Pt (x) =
�

1; åñëèx = t; (t = 1; 2n );
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü F = fhx; y; f (x; y)i jhx; y i 2 Dg = fhi11; i12; i13i ; :::; hi `1; i `2; i `3ig :
Ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó îòíîøåíèþ ïðåäèêàò

P (x1; x2; x3) =
�

1; åñëè hx1; x2; x3i 2 F ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå äèçúþíêòèâíîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ¾åäèíè÷ íûì¿ çíà÷åíèÿì ïðåäèêàòà
P(x1; x2; x3) íà êîðòåæàõ hi `1; i `2; i `3i :

P (x1; x2; x3) = Pi 11 ;i 12 ;i 13 (x1; x2; x3) _ ::: _ Pi ` 1 ;i ` 2 ;i ` 3 (x1; x2; x3) ;
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ãäå
Pi j 1 ;i j 2 ;i j 3

(x1; x2; x3) = Pi j 1
(x1) & Pi j 2

(x2) & Pi j 3
(x3) ;

�
j = 1; `

�
:

Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè âìåñòî Pi j k
(xk )

Pi j k
(xk ) = eR

i j k
1 (xk ) & eR

i j k
2 (xk ) & :::& eR

i j k
n (xk ) ;

ãäå

eRq
p (xk ) =

�
Rp (xk ) ; åñëè(n � p + 1) ðàçðÿä äâîè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà q � 1 ðàâåí 0;
: Rp (xk) ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ( k =1, 2, 3)

(íóìåðàöèÿ ðàçðÿäîâ íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ ìëàäøåãî ðàçðÿäà), p = 1 ; 2; :::; n; q 2 f i j k g;

q =
n� 1P

i =0
2i qi ; qi 2 f 0; 1g; ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå îòíîøåíèÿ ïî ïðåäèêàòàì Ðàä å-

ìàõåðà.
Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f (x; y) ïî ôóíêöèÿì Óîëøà ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòå [7].

Ï ð è ì å ð 15.1. M = f 1; 2; 3; 4g; n = 2 .

6

-
1

-1 k r (2; k); k = 0; 3

q

q q

6

-
1

-1 k r (1; k); k = 0; 3

q

q q

6

-
1

k0 1 2 3
r (0; k); k = 0; 3

qq q

Ðèñ. 15.1. Ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà ïðè n = 2

6

-1
2
3
4

1 2 3 4
2
2
2
2

2
2
2
2

1
1
1
1

1
1
1
1

f (x; y)

Ðèñ. 15.2. Èçîáðàæåíèå f (x; y)

Òîãäà îòíîøåíèå F; ñîîòâåòñòâóþùåå ôóíêöèè f (x; y) (ðèñ. 15.2), ïðåäñòàâèìî â âèäå
íàáîðà êîðòåæåé:

F = h1; 1; 2i ; h1; 2; 2i ; h1; 3; 2i ; h1; 4; 2i ;
h2; 1; 2i ; h2; 2; 2i ; h2; 3; 2i ; h2; 4; 2i ;
h3; 1; 1i ; h3; 2; 1i ; h3; 3; 1i ; h3; 4; 1i ;
h4; 1; 1i ; h4; 2; 1i ; h4; 3; 1i ; h4; 4; 1i :

Ïðåäèêàòíîå îïèñàíèå ýòîãî îòíîøåíèÿ F ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P (x1; x2; x3) = P1;1;2 (x1; x2; x3) _ P1;2;2 (x1; x2; x3) _ P1;3;2 (x1; x2; x3) _
_P1;4;2 (x1; x2; x3) _ P2;1;2 (x1; x2; x3) _ P2;2;2 (x1; x2; x3) _ P2;3;2 (x1; x2; x3) _
_P2;4;2 (x1; x2; x3) _ P3;1;1 (x1; x2; x3) _ P3;2;1 (x1; x2; x3) _ P3;3;1 (x1; x2; x3) _
_P3;4;1 (x1; x2; x3) _ P4;1;1 (x1; x2; x3) _ P4;2;1 (x1; x2; x3) _ P4;3;1 (x1; x2; x3) _
_P4;4;1 (x1; x2; x3) =
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= P2 (x3) & ( P1 (x1) & P1 (x2) _ P2 (x2) _ P3 (x2) _ P4 (x2)) _
_P2 (x1) & P2 (x2) & ( P1 (x2) _ P2 (x2) _ P3 (x2) _ P4 (x2)) _
_P1 (x3) & P3 (x1) & ( P1 (x2) _ P2 (x2) _ P3 (x2) _ P4 (x2)) _
_P4 (x1) & ( P1 (x3) & ( P1 (x2) _ P2 (x2) _ P3 (x2) _ P4 (x2))) =
= P2 (x3) & ( P1 (x2) _ P2 (x2) _ P3 (x2) _ P4 (x2)) & ( P1 (x1) _
_ P2 (x1)) _ P1 (x3) & (( P1 (x2) _ P2 (x2) _ P3 (x2) _ P4 (x2)) &
& ( P3 (x1) _ P4 (x1))) =

= P1 (x1) & P1 (x2) & P2 (x3) _ P1 (x1) & P2 (x2) & P2 (x3) _
_P1 (x1) & P3 (x2) & P2 (x3) _ P1 (x1) & P4 (x2) & P2 (x3) _
_P2 (x1) & P1 (x2) & P2 (x3) _ P2 (x1) & P2 (x2) & P2 (x3) _
_P2 (x1) & P3 (x2) & P2 (x3) _ P2 (x1) & P4 (x2) & P2 (x3) _
_P3 (x1) & P1 (x2) & P1 (x3) _ P3 (x1) & P2 (x2) & P1 (x3) _
_P3 (x1) & P3 (x2) & P1 (x3) _ P3 (x1) & P4 (x2) & P1 (x3) _
_P4 (x1) & P1 (x2) & P1 (x3) _ P4 (x1) & P2 (x2) & P1 (x3) _
_P4 (x1) & P3 (x2) & P1 (x3) _ P4 (x1) & P4 (x2) & P1 (x3) =

= eR2
1 (x3) & eR2

2 (x3) &
��

eR1
1 (x2) & eR1

2 (x2) _ eR2
1 (x2) &

& eR2
2 (x2) _ eR3

1 (x2) & eR3
2 (x2) _ eR4

1 (x2) & eR4
2 (x2)

�
&

&
�

eR1
1 (x1) & eR1

2 (x1) _ eR2
1 (x1) & eR2

2 (x1)
�

_ eR1
1 (x3) &

& eR1
2 (x3) &

��
eR1

1 (x2) & eR1
2 (x2) _ eR2

1 (x2) & eR2
2 (x2) _

_ eR3
1 (x2) & eR3

2 (x2) _ eR4
1 (x2) & eR4

2 (x2)
�

&
�

eR3
1 (x1) &

& eR3
2 (x1) _ eR4

1 (x1) & eR4
2 (x1)

��
=

= R1 (x3) & : R2 (x3) & (( R1 (x2) & R2 (x2) _ R1 (x2) &
&: R2 (x2) _ : R1 (x2) & : R2 (x2) _ : R1 (x2) & : R2 (x2) &
& ( R1 (x1) & R2 (x1) _ R1 (x1) & : R2 (x1))) R1 (x3) &
& ( R2 (x3) & (( R1 (x2) & R2 (x2) _ •R1 (x2) & : R2 (x2) _
_: R1 (x2) & R2 (x2) _ : R1 (x2) & : R2 (x2)) &
& ( : R1 (x1) & R2 (x2) _ : R1 (x1) & : R2 (x1))) =

= R1 (x3) & : R2 (x3) & (( R1 (x2) & ( R2 (x2) _ : R2 (x2) _
_ R2 (x2)) _ : R1 (x2) & : R2 (x2)) & ( R1 (x1) & R2 (x1) _
_: R2 (x1))) _ R1 (x3) & R2 (x3) & (( R1 (x2) & ( R2 (x2) _
_: R2 (x2)) _ : R1 (x2) & ( R2 (x2) _ : R2 (x2))) & : R1 (x1) &
& ( R2 (x1) _ : R2 (x1)))) = R1 (x3) & : R2 (x3) &
& (( R1 (x2) _ : R1 (x2) & : R2 (x2)) & R1 (x1)) _ R1 (x3) &
&R2 (x3) & (( R1 (x2) _ : R1 (x2)) & : R1 (x1)) = R1 (x3) &
&: R2 (x3) & R1 (x2) & R1 (x1) _ R1 (x3) & R2 (x3) & : R1 (x1) :

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé ïðåäèêàò ïðèìåò îêîí÷àòåëüíûé âèä:

P (x1; x2; x3) = R1 (x3) & : R2 (x3) & R1 (x2) & R1 (x1) &
&R1 (x3) _ R2 (x3) & : R1 (x1) = R1 (x3) & ( R1 (x1) &
&R1 (x2) & : R2 (x3) & _ : R1 (x1) & R2 (x3)) :

Â ðàáîòå [10] äîêàçàíî, ÷òî ïðåäèêàòû Ðàäåìàõåðà ñîñòàâëÿþ ò ïîëíóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëü-
íî ëþáîãî ñåìåéñòâà n -ìåñòíûõ ïðåäèêàòîâ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå òî÷å÷íîå èç îáðàæåíèå
F ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êîìáèíàöèè ïðåäèêàòîâ Ðàäåìàõåðà , ñâÿçàííûõ ïðîïîçèöèîíàëü-
íûìè ñâÿçêàìè. Ïîñëåäóþùàÿ ìèíèìèçàöèÿ òàêîãî ïðåäñòàâëå íèÿ ìåòîäàìè, îïèñàííûìè â
ðàáîòå [71], ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ìèíèìàëüíóþ ôîðìó òî÷å÷íî ãî èçîáðàæåíèÿ, ðàçëîæåííîãî
ïî ïðåäèêàòàì Ðàäåìàõåðà.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèå òî÷å÷íûõ èçîáðàæåíèé ïðåäèê àòàìè Ðàäåìàõåðà ïîçâîëÿåò
â ðÿäå ñëó÷àåâ ñîêðàòèòü èñõîäíîå îïèñàíèå. Ó÷èòûâàÿ òîò ôà êò, ÷òî ïðåäèêàòû Ðàäåìàõå-
ðà õîðîøî ðåàëèçóþòñÿ ðåãèñòðàìè [7, 10], íà èõ áàçå ìîæíî ñò ðîèòü ãåíåðàòîðû òî÷å÷íûõ
èçîáðàæåíèé.

15.3. Îïèñàíèå òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé ñ ïîìîùüþ ïðåäèêàòî â Ðàäåìàõåðà

Ïóñòü íà R2 çàäàíî íåêîòîðîå òåêñòóðíîå èçîáðàæåíèå (ïîëóòîíîâîå, öâ åòíîå). Âûáåðåì
íà îáëàñòè D � R2 êîíå÷íîå ïîëå-èçîáðàæåíèå, èìåþùåå m öâåòîâ. Ïðîíóìåðóåì öâåòà
îò 1 äî m: Ïóñòü jD j = d è èìååòñÿ ðàçáèåíèå îáëàñòè D íà t êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè

D i ;
�
i = 1; t

�
èëè ïîäïîëåé-èçîáðàæåíèé òàê, ÷òî

t
[

i =1
D i = D è äëÿ i 6= j; D i \ D j = ? ;

jD i j = di 2 N 
 f 0; 1; 2; :::g :

Î ï ð å ä å ë å í è å 15.1. Ïàðó hhx; yi ; j i íàçîâåì ïèêñåëîì ïîëÿ-èçîáðàæåíèÿ D; åñ-
ëè â òî÷êå hx; yi 2 D èìååò ìåñòî j -é öâåò j 2 I m 
 f 1; 2; :::; mg; m 2 N:

Î ï ð å ä å ë å í è å 15.2. Ìíîæåñòâî ïèêñåëîâ UD = fhhx; y i ; j i j hx; y i 2 Dg íàçîâåì
èçîáðàæåíèÿìè ïîëÿ èçîáðàæåíèÿ D: Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ D i ; UD i = fhhx; yi ; j i j hx; y i 2 D i g
ïîäûçîáðàæåíèÿ ïîäïîëÿ-èçîáðàæåíèÿ D i :

Èçîáðàæåíèÿ ïîäïîëåé-èçîáðàæåíèé ìîæíî óêðóïíÿòü ñ ïîìîù üþ îïåðàöèé îáúåäèíå-
íèÿ D i _ j = D i [ D j ; (i; j 2 I t 
 f 1; 2; :::; tg) ; t 2 N èëè â îáùåì ñëó÷àå D i 1_ i 2_ :::_ i n =
= D i 1 [ D i 2 [ ::: [ D i n :

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S 
 f D i ji 2 I t g ðàçáèåíèå îáëàñòè D; à ÷åðåç A 
 hS; � i � àëãåáðó ñ
îñíîâíûì ìíîæåñòâîì S è ñèãíàòóðîé � = h[i : Èìååò ìåñòî

Ò å î ð å ì à 15.1 [80]. Ìíîæåñòâî L 

�

D i 1_ i 2_ :::_ i n ji j 2 I t ; j = 1; n
	

åñòü âåðõíÿÿ
ïîëóðåøåòêà îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà 6 òàêîãî, ÷òî (8a; b2 L) [a 6 b , a � b
ñ íàèáîëüøèì ýëåìåíòîì D 2 L ]:

Ñ êàæäûì ýëåìåíòîì a 2 L ñâÿæåì èçîáðàæåíèå Ua = fhhx; y i ; j i j hx; y i 2 Dg ïîëÿ-
èçîáðàæåíèÿ D:

Íà ïðàêòèêå îáû÷íî îáëàñòè D áóäóò ïðÿìîóãîëüíûå: D =
�

hx; yi j x = 1; k1; y = 1; k2
	

èëè êâàäðàòíûå, êîãäà k1 = k2: Ïóñòü èìååòñÿ èçîáðàæåíèå UD ; D = M 2; M 
 f 1; 2; :::; kg :
Ïîñòàâèì çàäà÷ó ïî âû÷èñëåíèþ ïðåäèêàòà da 2 UD e; ãäå a = hhx; yi ; j i 2 M 3:
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòà da 2 UD e âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì èçîáðàæåíèÿ ïî ïðåäè-

êàòàì Ðàäåìàõåðà [74]. Áóäåì ðàçëè÷àòü ïðåäèêàòû Ðàäåìàõåðà íà ìíîæåñòâå M

Ri (x) =
�

1; åñëè (x = p) & ( r (i; p � 1) = 1) ;
�
i = 1; n; p 2 M

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå n = �z (2z > k) ; � � îïåðàòîð ìèíèìèçàöèè [119]; r (i; p) � äèñêðåòíûå ôóíêöèè Ðàäå-

ìàõåðà, îïðåäåëåííûå â òî÷êàõ è òî÷å÷íûå ïðåäèêàòû Pi (x) =
�

1; åñëèx = i ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü UD =
�

hx; y; j i j hx; y i 2 M 2
	

= fhi11; i12; i13i ; :::; hi `1; i `2; i `3ig ; ñîîòâåòñòâóþùèé ýòî-
ìó èçîáðàæåíèþ ïðåäèêàò P (x1; x2; x3) = dhx1; x2; x3i 2 UD e ìîæíî çàïèñàòü òàê:

P (x1; x2; x3) = Pi 11 ;i 12 ;i 13 (x1; x2; x3) _ ::: _ Pi ` 1 ;i ` 2 ;i ` 3 (x1; x2; x3) ;

ãäå Pi j 1 ;i j 2 ;i j 3 (x1; x2; x3) = Pi j 1 (x1) & Pi j 2 (x2) & Pi j 3 (x3) ;
�
j = 1; `

�
:

Ââåäÿ çàìåíó Pi jk (xk) = ~Ri jk
1 (xk ) & ::: & ~Ri jk

n (xk ) ; (k = 1 ; 2; 3);

ãäå ~Rq
p (xk ) =

�
Rp (xk ) ; åñëè [�; (q � 1)]n� p = 0;
: Rp (xk) ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

� =
2n

k
; [�] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà (íóìåðàöèÿ äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ íà÷èíàåòñ ÿ ñ íóëÿ, ñ ìëàä-

øèõ ðàçðÿäîâ p = 1; n); q =
n� 1P

i =0
2i � qi ; qi 2 f 0; 1g; ìû íàõîäèì òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå ïî

ïðåäèêàòàì Ðàäåìàõåðà [74].

165



15.4. Êëàññèôèêàöèÿ òåêñòóð ìåòîäîì êîëëåêòèâíîãî ãîëîñî âàíèÿ

Âàæíîå ìåñòî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ êëàññèôèêàöèè òåêñòóð çàíèìà þò òàêèå âîïðîñû, êàê
âûáîð îïòèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ èñõîäíîé îáó÷àþù åé âûáîðêè O; ïîñòðîåíèå ýô-
ôåêòèâíîé ïðîöåäóðû îáó÷åíèÿ è ìèíèìèçàöèè îêîí÷àòåëüíîé îáó÷àþùåé âûáîðêè â öåëÿõ
äàëüíåéøåé åå ýêñïëóàòàöèè â ðåæèìå äåøèôðèðîâàíèÿ (êëàññ èôèêàöèè) óêàçàííûõ îáúåê-
òîâ [69].

Îïðåäåëèì âîçìîæíîñòè ìåòîäà êîëëåêòèâíîãî ãîëîñîâàíèÿ â ðåøåíèè óêàçàííûõ âîïðî-
ñîâ.

Èñõîäíûì ìàòåðèàëîì ÿâëÿåòñÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà O; êëàññ êîíòðîëüíûõ âûáîðîê
A = f K 1; K 2; :::; K i g è êëàññ èñïûòàòåëüíûõ âûáîðîê B = f U1; U2; :::; Usg: Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî âûáîðêè ôîðìèðóþòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìå ïðèçíàê îâ.

15.4.1. Äèñêðåòèçàöèÿ îáó÷àþùåé, êîíòðîëüíûõ è èñïûòàòåëüí ûõ âûáîðîê

Ïóñòü J = O [ A [ B ; ãäå O = k� ij km� n � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà, � ij � çíà÷åíèÿ íåïðå-
ðûâíûõ ïðèçíàêîâ

�
i = 1; m; j = 1; n

�
:

Ïóñòü [ai ; bi ] � èíòåðâàë ðàñïðåäåëåíèÿ i -ãî ïðèçíàêà; ai � íèæíÿÿ ãðàíèöà; bi � âåðõ-
íÿÿ ãðàíèöà i -ãî ïðèçíàêà.

Ïàðó hi; f (i )i íàçîâåì ¾ïàñïîðòîì¿ äëÿ êîðòåæà h� i 1; :::; � in i ; îáîçíà÷èì ìíîæåñòâà
íîìåðîâ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ Dk 
 f i jf (i ) = kg;

�
k = 1; t

�
; êëàññèôèöèðóþùóþ ôóíêöèþ

f : I m ! I t ; I t 
 f 1; 2; :::; tg; I m 
 f 1; 2; :::; mg; t; m 2 N;

t � ÷èñëî êëàññîâ (ýòàëîíîâ).
Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî r > 0; îïðåäåëÿþùåãî ãëóáèíó (øàã) êâàíòîâàíèÿ, ñ ïîìîùüþ îïå-

ðàòîðà äèñêðåòèçàöèè 	 (0 ; r ) ïîëó÷åíà ìàòðèöà 	 (0 ; r ) = O (r ) = kl ij km� n :
Ìåæäó íîìåðàìè êîðòåæåé �l i = hl i 1; :::; l in i è �l j = hl j 1; l j 2; :::; l jn i óñòàíîâèì îòíîøåíèå

ýêâèâàëåíòíîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: �l i = �l j , (8l = 1; n) [l i 2 = l j 2 ] :
Ïðîôàêòîðèçóåì êàæäîå ìíîæåñòâî Dk ;

�
k = 1; t

�
ïî îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè � ; òî

åñòü ðàññìîòðèì ôàêòîð-ìíîæåñòâî Dk j� : Âçÿâ ïî îäíîìó êîðòåæó ñ ¾ïàñïîðòîì¿ hi; f (i )i ;
ãäå i ïðèíàäëåæèò êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè � j 2 Dk j� ïî âñåì k = 1; t; è, ïðîíóìåðîâàâ âñþ
ïîëó÷åííóþ âûáîðêó îò 1 äî (l1 + l2 + ::: + l t ) ; ïîëó÷èì ìèíèìàëüíóþ ìàòðèöó

O� (r ) =














h a11 a12 ::: a1n i
� � � � � � � � � � � � �
hal1+ l2+ :::+ l t ::: al1+ l2+ :::+ l tn i














c êëàññèôèöèðóþùåé ôóíêöèåé f � (i ) òàêîé, ÷òî

f � (i ) =

8
<

:

1; åñëè1 6 i 6 l ;
2; åñëèl1 + 1 6 i 6 l1 + l2;
t; åñëèl1 � l2 � ::: � l t � 1 + 1 6 i 6 l1 + l t + ::: + l t :

Ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà äàëåå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êëàññèôèêàöèè ï îñðåäñòâîì íåêîòîðûõ ðå-
øàþùèõ ïðàâèë [70]. Ðàññìîòðèì îäíî èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðà íåííûõ � ìåòîä êîëëåêòèâíîãî
ãîëîñîâàíèÿ.

15.4.2. Ìåòîä êîëëåêòèâíîãî ãîëîñîâàíèÿ

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ìèíèìèçèðîâàííàÿ îáó÷àþùàÿ ýòàëî ííàÿ ìàòðèöà

O =


















hu11 u12 ::: u1n i
hu21 u22 ::: u2n i
� � � � � � � �
hul1 ul2 ::: uln i


















ñ êëàññèôèöèðóþùåé ôóíêöèåé f i : I l ! I t ; ãäå I l 
 f 1; 2; :::; l g ; I t 
 f 1; 2; :::; tg; ( t �
÷èñëî êëàññîâ).
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Ïðåäúÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíàÿ ðåàëèçàöèÿ �x = hx1; :::; xn i ; äëÿ êîòîðîé ñ÷èòàåòñÿ âåëè÷èíà

îòíåñåíèÿ ýòîé ðåàëèçàöèè ê i -ìó îáúåêòó êëàññèôèêàöèè ïðè îáó÷åíèè � i =
nP

j =1
p(uij ; x j );

�
i = 1; l

�
; ãäå p(ui j; x j ) � ìåðà áëèçîñòè ìåæäó ýòàëîííûì uij è ïðåäúÿâëåííûì x j çíà÷å-

íèÿìè ïðèçíàêîâ â ðåàëèçàöèè �x :

p(uij ; x j ) =
�

1; åñëèuij = x j ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äàëåå âû÷èñëèì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå � 0 = max ( � 1; :::; � n ) ; ÷àñòíîå ðåøåíèå êîòîðîãî,
îïðåäåëÿþùåå èäåíòèôèêàöèþ îáúåêòà �x; ôèêñèðóåòñÿ ïðåäèêàòîì

Ri (�x) =
�

1; åñëè� i = � 0;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü Dk 
 f i jf f ig = kg;
�
k = 1; t

�
� ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ.

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ïðåäèêàòîì Qk (�x) ñëåäóþùåãî âèäà:
Qk (x) = _

i 2 D k

Ri (�x) :

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííîå ïðàâèëî êëàññèôèêàöèè åñòü íå ÷ò î èíîå, êàê ïðàâèëî êîëëåê-
òèâíîãî ãîëîñîâàíèÿ, êîòîðîå äîïóñêàåò ìíîãîàëüòåðíàòèâ íîå ðåøåíèå.

15.4.3. Ýôôåêòèâíîå îáó÷åíèå è ïîëíîòà îáó÷àþùåé âûáîðêè

Äîñòèæåíèå ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ íàäåæíîñòè êëàññèôèêà öèè ïî ãëóáèíå êâàíòîâàíèÿ
íàçîâåì ýôôåêòîì ýêñòðàïîëÿöèè êîíòðîëüíîé âûáîðêè îòíîñèòåëüíî îáó÷àþùåé âûáîðêè
O: Ýòîò ýôôåêò óäîáíî èñïîëüçîâàòü â çàäà÷å îïòèìèçàöèè ïîñòð îåíèÿ îáó÷àþùåé âûáîðêè
äëÿ äàëüíåéøåé å¼ ýêñïëóàòàöèè.

Îïòèìèçàöèÿ âåäåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
1. Ïðîèçâîäèòñÿ ïîèñê ìàêñèìóìà H íàäåæíîñòè êëàññèôèêàöèè K 1 îòíîñèòåëüíî îáó-

÷àþùåé âûáîðêè O0 ñ ïîìîùüþ âûáðàííîãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà.
2. Îáó÷àþùàÿ âûáîðêà ðàñøèðÿåòñÿ òàê: O1 = O0 [ K 0

1 :
Ïóíêòû 1 è 2 ïîâòîðÿþòñÿ äëÿ âñåõ K i ;

�
i = 1; d

�
òàê, ÷òî

O2 = O1 [ K 0
2 ; : : : ; Od = Od� 1 [ K 0

d ;

ãäå K 0
1 = f �x � íåâåðíî êëàññèôèöèðîâàíî j �x 2 O0 g:

Ç à ì å ÷ à í è å 15.1. Êàæäûé ðàç K 0
i ;

�
i = 1; d

�
ñòðîèòñÿ â òî÷êå I max ; êîãäà äîñòèã-

íóòà ìàêñèìàëüíàÿ íàäåæíîñòü êëàññèôèêàöèè.

Òàêèì îáðàçîì, ýôôåêòèâíî ïîñòðîåííàÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà Od ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûì ìà-
òåðèàëîì äëÿ ïðîâåðêè êà÷åñòâà îáó÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ êëàññà èñ ïûòàòåëüíûõ âûáîðîê B :

Êðèòåðèåì êà÷åñòâà îáó÷àþùåé âûáîðêè ìîæåò ñëóæèòü ¾ïî÷òè òî÷íîå ¿ ðàâåíñòâî
(8U1; U2 2 B ) [H (rmax (U1)) � H (rmax (U2))] :

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ èñïûòàòåëüíûõ âûáîðîê ñèñòåìû B íàäåæíîñòü
êëàññèôèêàöèè ñòàáèëüíà, òî ñèñòåìà îáó÷åíà ïîëíîñòüþ.

Îáùóþ íàäåæíîñòü êëàññèôèêàöèè ñèñòåìû ìîæíî îöåíèòü ìàòå ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
ai = min ( � 1i ; � 2i ; :::; � mi ) ; bi = max ( � 1i ; � 2i ; :::; � mi ) :

Îïåðàòîð äèñêðåòèçàöèè 	 ( A; n ) ïåðåâîäèò ëþáóþ ìàòðèöó ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè

A = kpij kk� n ; O = k� ij km� n ; òî 	 ( A; n ) = A (r ) = kl ij kk� n ; ãäå l ij =
h

pij � aj
� j

i
; � j = bj � aj

r ;

(i = 1; k; j = 1; n; r 2 f 1; 2; :::g); çäåñü êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà;
(aj ; bj ) � õàðàêòåðèñòèêè ìàòðèöû O:

Íàäåæíîñòü êëàññèôèêàöèè H (A) ïðè ðàáîòå âûáðàííîãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà âû÷èñëÿ-

åòñÿ òàê: H (A) =

êîëè÷åñòâî âåðíî è îäíîçíà÷íî
êëàññèôèöèðóåìûõ îáúåêòîâ èç A

jA j 100%; ãäå jAj � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â
ìàòðèöå A:
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15.4.4. Ìèíèìèçàöèÿ îáó÷àþùåé âûáîðêè

Ïåðåõîä îò ìàòðèöû O ê O (r ) (ñì. ï. 15.4.1) áóäåì ïîíèìàòü êàê äåéñòâèå îïåðàòîðà, òî
åñòü 	 ( O; r ) = O (r ) ; r 2 f 1; 2; :::g:

Ïóñòü îáó÷àþùàÿ âûáîðêà O = k� ij km� n òàêîâà, ÷òî çàäàíà êëàññèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ

f : I m ! I t ; ãäå M (B ) =

P

m 2 B
H (r max (H ))

jB j :
Ïîíÿòèå ¾ïî÷òè òî÷íîãî¿ ðàâåíñòâà ìîæíî óòî÷íèòü, à èìåííî : äëÿ íåêîòîðîãî íåáîëüøîãî

îòêëîíåíèÿ äèñïåðñèÿ D(B ) íå äîëæíà ïðåâûøàòü çàäàííîãî ïîðîãà �; òî åñòü

D (B ) =

P

m2 B
[M (B ) � H (rmax (H ))]2

jB j
6 �:

Ç à ì å ÷ à í è å 15.2. Âñå âûáîðêè èç O ôîðìèðóþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ òåì ðàñ-
÷åòîì, ÷òîáû â êàæäîì êëàññå îáó÷àþùåé âûáîðêè O áûëî 80�100 îáúåêòîâ (êîðòåæåé) è
äëÿ ëþáîãî îáúåêòà èç A; jAj > 100:

Ýòè îöåíêè ïðèâåäåíû èç ñòàòèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñ ó÷åòîì òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ íà-
äåæíîñòè êëàññèôèêàöèè [105].

15.5. Î ìèíèìàëüíîì ðàçáèåíèè ðàñòðîâîãî èçîáðàæåíèÿ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îáùèé ìåòîä ðàçáèåíèÿ èçîáðàæåíèÿ íà ÷àñò è ïîêà íåèçâåñòåí [144].
Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóþùèå ÷àñòíûå ìåòîäû ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñò ðîâûõ èçîáðàæåíèé, âêëþ÷àÿ
ïîòî÷å÷íûé è ðàçëîæåíèå â ñïåêòðû (òèïà Óîëøà, Õààðà è ò.ä.) , äàþò èçáûòî÷íûå îïèñàíèÿ
èçîáðàæåíèé [139, 144].

Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðàçáèåíèÿ èçîáðàæåíèÿ èç ìíîæåñòâà A ïëîñêèõ òî÷å÷íûõ ÷åðíî-
áåëûõ èçîáðàæåíèé íà êîíå÷íîì ðàñòðå íà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî á àçèñíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ.

Íà îñíîâå êàíòîðîâñêîé íóìåðàöèè ââåäåíî ïîíÿòèå è èçó÷åíû ñâîéñòâà ãåîìåòðè÷åñêî-
ãî ñïåêòðà èçîáðàæåíèÿ , ÿâëÿþùåãîñÿ ãëîáàëüíûì ïðèçíàêîì ïðè àíàëèçå ðàñòðîâûõ è çîá-
ðàæåíèé. Ôîðìàëèçîâàí ïðîöåññ ñèíòåçà ðàñòðîâûõ èçîáðàæå íèé êàê ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ
ñòðóêòóðíîãî ãðàôèêà èçîáðàæåíèÿ íóìåðàöèåé ýëåìåíòîâ ¾ íàòóðàëüíîãî áàçèñà ¿ è ýëåìåí-
òîâ ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì îïòèìèçàöè è, ïîçâîëÿþùèé çíà÷èòåëüíî
ñîêðàòèòü îáúåì ïàìÿòè ÖÂÌ ïðè ìàøèííîì àíàëèçå è ñèíòåçå èçî áðàæåíèé. Äîêàçàíà óíè-
âåðñàëüíîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà äëÿ êëàññà ðàñòðîâû õ èçîáðàæåíèé [92].

Ââåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 15.3. Êëàññîì áàçèñíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ íàçîâåì ìíîæåñòâî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêîâ � 
 f ' � (x; y)g ñî ñòîðîíàìè x; y 2 N n0; óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

(8i; j 2 N n0) (9k 2 N n0) [' � (x i ; yi ) \ ' � (x j ; yj ) = ' � (xk ; yk)]

Ñîãëàñíî äàííîìó îïðåäåëåíèþ íåêîòîðûé áàçèñíûé ïðÿìîóãî ëüíèê ' � (x; y) åñòü ìíîæåñòâî
òî÷åê ïëîñêîñòè

' � (x; y) 
 fhx t ; yt i j (0 6 x t 6 x) & (0 6 yt 6 y)g;

ãäå x t ; yt 2 D ( D � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë); x; y 2 N n0 ( N n0 � ìíîæåñòâî
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áåç 0).

Î ï ð å ä å ë å í è å 15.4. Êëàññîì ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ íàä áàçèñíûìè ïðÿìîóãîëü-
íèêàìè íàçîâ¼ì ãðóïïó G = hfg (tx ; ty)g ; �i ïðåîáðàçîâàíèé g(tx ; ty) ñî çíà÷åíèÿìè tx ; ty 2 N
ïåðåíîñîâ áàçèñíîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ïî îñÿì x; y è ãðóïïîâîé îïåðàöèåé (� ) êîìïîçèöèè ïðå-
îáðàçîâàíèé.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèÿìè 15.3, 15.4 íåêîòîðûé ïðÿìîó ãîëüíûé ýëåìåíò a èçîáðà-
æåíèÿ A 2 A èìååò âèä

a = g(tx ; ty) ' � (x; y) :
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Î ï ð å ä å ë å í è å 15.5. Ãåîìåòðè÷åñêèì ñïåêòðîì ( ÃÑ) èçîáðàæåíèÿ A îòíîñè-
òåëüíî êëàññà áàçèñíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ � íàçîâåì ãðàôèê

S� (A) 
 fhk (c(x; y)) ; c(x; y)ig ;

ãäå c(x; y) � êàíòîðîâñêàÿ íóìåðàöèÿ [119] ïàð hx; yi áàçèñíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ' � (x; y) ;
îñóùåñòâëÿþùàÿ îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

c : N � N ! N;

à ñîîòâåòñòâóþùàÿ k -ÿ ãàðìîíèêà ãåîìåòðè÷åñêîãî ñïåêòðà åñòü íàòóðàëüíîå ÷èñ ëî

k (c(x; y)) = jf g (tx ; ty) jg (tx ; ty) ' � (x; y) 2 A gj :

Ñîäåðæàòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêèé ñïåêòð èçîáðàæåíèÿ A ïîêàçûâàåò, êàêèå áàçèñíûå ïðÿ-
ìîóãîëüíèêè ' � (x; y) è ñêîëüêî èõ k (c(x; y)) ñîäåðæèò èçîáðàæåíèå A: Ïåðâàÿ ãàðìîíèêà
ãåîìåòðè÷åñêîãî ñïåêòðà k (1) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïëîùàäü èçîáðàæåíèÿ A (êàê, íàïðè-
ìåð, â ñïåêòðå Óîëøà), à îñòàëüíûå ãàðìîíèêè äàþò ïðåäñòàâë åíèÿ î ïëîùàäÿõ îñòàâøèõñÿ
÷àñòåé èçîáðàæåíèÿ A:

Âàæíîñòü îïðåäåëåíèÿ 15.5 ïîä÷åðêèâàþò ñëåäóþùèå ëåììû [92 ], ïðèâîäèìûå áåç äîêàçà-
òåëüñòâ.

Ë å ì ì à 15.1. Äëÿ íåïóñòîãî èçîáðàæåíèÿ A 2 A ñóùåñòâóåò åãî åäèíñòâåííûé ãåî-
ìåòðè÷åñêèé ñïåêòð S� (A) :

Ë å ì ì à 15.2. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñïåêòð S� (A) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ñëåäóþùèõ
ïðåîáðàçîâàíèé èçîáðàæåíèÿ :

à) ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ïî îñÿì x; y;
á) îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî îñåé x; y:

Ë å ì ì à 15.3. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñïåêòð S� ( eA) èçîáðàæåíèÿ eA; ïîëó÷åííîãî ïîâîðî-
òîì èçîáðàæåíèÿ A íà óãîë �= 2; ðàâåí èíâåðñèè S� (A): Ãåîìåòðè÷åñêèé ñïåêòð ( ÃÑ)
èçîáðàæåíèÿ A; òî åñòü

S� ( eA) = fhk (c(x; y)) ; c(y; x)ig = S� (A);

ãäå k(c(y; x)) = jf g(t0
x ; t0

y)jg(t0
x ; t0

y)' (y; x) 2 Agj; t0
x = ty ; t0

y = tx :

Ïîñêîëüêó ÃÑ S� (A) íå äàåò îäíî-îäíîçíà÷íîãî îïèñàíèÿ èçîáðàæåíèÿ, òî ââîäèò ñÿ ñëå-
äóþùåå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 15.6. Ñòðóêòóðíûì ãðàôèêîì èçîáðàæåíèÿ A; îáðàçîâàííîãî èç
áàçèñíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ êëàññà � ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé èç ãðóïïû G; íàçîâåì ãðà-
ôèê

GG;� (A) 
 fhc(tx ; ty); c(x; y)ij a(n; m) = g(tx ; ty)' (x; y) 2 Ag;

ãäå c(tx ; ty) = n; c (x; y) = m åñòü ñîîòâåòñòâåííî êàíòîðîâñêèå íîìåðà ïàð htx ; ty i ; hx; y i ;
a (n; m) � ïðÿìîóãîëüíûé ýëåìåíò èçîáðàæåíèÿ A:

Ñòðóêòóðíûé ãðàôèê GG;� (A) äàåò óæå îäíî-îäíîçíà÷íîå îïèñàíèå èçîáðàæåíèÿ, ïî-
ñêîëüêó ñîäåðæèò ïîëíûå îïèñàíèÿ âñåõ åãî ïðÿìîóãîëüíûõ ýë åìåíòîâ a (n; m) :

Î ï ð å ä å ë å í è å 15.7. Ïðîèçâîëüíûé ïîäãðàôèê SP
� (A) ãåîìåòðè÷åñêîãî ñïåêòðà

S� (A) èçîáðàæåíèÿ A íàçîâåì ð-ì ãåîìåòðè÷åñêèì ïîäñïåêòðîì èçîáðàæåíèÿ A:

Â ñëåäóþùåì âàæíîì îïðåäåëåíèè íàì ïîíàäîáèòñÿ ëåììà 15.4.
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Ë å ì ì à 15.4. Íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ïðÿìîóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ è çîáðàæå-
íèÿ A ñíîâà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì ýëåìåíòîì òîãî æå èçîáðàæåíè ÿ A:

Äëÿ c(x; y) = m îáîçíà÷èì, ñîãëàñíî êíèãå [119], ÷åðåç l (m) = x; r (m) = y ñîîòâåòñòâåí-
íî ëåâûé è ïðàâûé ýëåìåíòû ïàðû hx; y i :

Î ï ð å ä å ë å í è å 15.8. Ïîëíûì ïîäñïåêòðîì SP
� (A) = fhk (m) ; mig èçîáðàæåíèÿ

A íàçîâåì ïîäñïåêòð èçîáðàæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ:

rX

n=1

rX

m=1

D [a (n; m)] �
rX

n i =1

rX

m i =1

rX

n j =1

rX

m j =1

D [a (n i ; mi ) \ a (n j ; mj )] = k (1); (15.1)

ãäå i; j 2 N; hn i ; mi i 6= hn j ; mj i ; r � ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîäãðàôèêà ñòðóêòóðíîãî ãðàôèêà
GG;� (A) èçîáðàæåíèÿ A; ñîîòâåòñòâóþùåãî ìèíèìàëüíîìó ïîëíîìó ïîäñïåêòðó; D [a (n; m)] =
= l (m) � r (m) åñòü ïëîùàäü ýëåìåíòà a (n; m) :

Óñëîâèå (15.1) âûðàæàåòêðèòåðèé ïîëíîòû ïîêðûòèÿ èçîáðàæåíèÿ A ýëåìåíòàìè, ñî-
îòâåòñòâóþùèìè ïîäñïåêòðó SP

� (A) :

Î ï ð å ä å ë å í è å 15.9. Ìåðîé ñëîæíîñòè ïîäñïåêòðà SP
� (A) íàçîâåì ÷èñëî

N P
� (A) 


SX

m=1

[lP (m) + rP (m)] � kP (m); (15.2)

ãäå S � ÷èñëî ãàðìîíèê ÃÑ èçîáðàæåíèÿ A; lP ; rP ; kP � ïàðàìåòðû p-ãî ïîäñïåêòðà
SP

� (A) :

Î ï ð å ä å ë å í è å 15.10. Ìèíèìàëüíûì ïîëíûì ïîäñïåêòðîì SP
� (A) èçîáðàæåíèÿ

A íàçîâåì ïîëíûé ïîäñïåêòð ñ ìèíèìàëüíîé ìåðîé ñëîæíîñòè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 15.11. Ìèíèìàëüíûì ðàçáèåíèåì èçîáðàæåíèÿ A íàçûâàåòñÿ ðàç-
ëîæåíèå åãî íà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî áàçèñíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ' � (x; y) :

Ò å î ð å ì à 15.2 [92]. Ìèíèìàëüíîå ðàçáèåíèå èçîáðàæåíèÿ A ÿâëÿåòñÿ ïîäãðàôèêîì
åãî ñòðóêòóðíîãî ãðàôèêà GG;� (A) = fhn; mig ; ñîîòâåòñòâóþùèì ìèíèìàëüíîìó ïîëíîìó
ïîäñïåêòðó SP

� (A) = fhk (m) ; mig :

Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ èçîáðàæåíèÿ A; çàäàííîãî ïîòî÷å÷íî, íà
îñíîâå òåîðåìû 15.2 âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) ïîñòðîåíèå êîíòóðîâ èçîáðàæåíèÿ A ìåòîäîì îòñëåæèâàíèÿ ãðàíèö;
2) ïîñòðîåíèå ñòðóêòóðíîãî ãðàôèêà GG;� (A) èçîáðàæåíèÿ A;
3) ïîñòðîåíèå ìèíèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ èçîáðàæåíèÿ A ïî êðèòåðèÿì (15.1), (15.2).
Â ï. 2 âûøåîïèñàííîé ïðîöåäóðû èçîáðàæåíèå A ðàçáèâàåòñÿ íà ÷àñòè ïðîäîëæåíèÿìè

îòðåçêîâ åãî êîíòóðà, ïîñòðîåííûõ â ï. 1, à çàòåì âûäåëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïðÿìîóãîëüíûå
ýëåìåíòû, îáðàçóþùèå ñòðóêòóðíûé ãðàôèê èçîáðàæåíèÿ A:

Îòìå÷åíî [142], ÷òî âîïðîñ îá óíèâåðñàëüíîñòè àëãîðèòìà ðà çáèåíèÿ äëÿ êëàññà A èçîá-
ðàæåíèé ðåøàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâí à èëè íåò ÷àñòè÷íàÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ëþáîãî èçîáðàæåíèÿ A èç êëàññàA :

� A (z) =
�

0; åñëè òî÷êà z 2 A;
íå îïðåäåëåíà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Óêàçàííàÿ ÷àñòè÷íàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïîñòðîåí à êîíñòðóêòèâíî:

� A (z) = sg

 �
�
�
�
�

v� 1X

k=1

�  k (z)

�
�
�
�
�

_� �

!

; (15.3)
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ãäå �  k (z) =  k (z) �  k� 1 (z) åñòü ïðèðàùåíèå ôàçîâîãî óãëà ðàäèóñà-âåêòîðà â òî÷êå z è
êîíöîì â k -é âåðøèíå êîíòóðà èçîáðàæåíèÿ A; v � ÷èñëî âåðøèí êîíòóðà; sg(a) � çíàê
÷èñëà a:

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ � A (z) � âèäà (15.3) ÷àñòè÷íî ðåêóðñèâíà [119, 142], òî ïîñòðîåííû é
àëãîðèòì óíèâåðñàëåí äëÿ êëàññà A èçîáðàæåíèé.

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ èçîáðàæåíèé ìèíèìàëüíû ì ÷èñëîì ïðÿìîóãîëüíûõ
ýëåìåíòîâ ïîçâîëÿåò ñîêðàùàòü îáúåì ïàìÿòè ÖÂÌ äëÿ õðàíåíèÿ èçîáðàæåíèé.

Äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ïðåäñòàâëå íèÿ èçîáðàæåíèé â ¾íàòó-
ðàëüíîì áàçèñå¿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîòî÷å÷íûì ìåòîäîì è ïðåäñòà âëåíèåì â ñïåêòðå Óîëøà
ðåøàëàñü íà ÖÂÌ êîíòðîëüíàÿ çàäà÷à ¾Ðîáîò¿, â êîòîðîé èçîáðà æåíèå íà ðàñòðå 128� 128
òðåáîâàëî äëÿ îïèñàíèÿ ïîòî÷å÷íûì ìåòîäîì 15 736 ÿ÷ååê ïàìÿ òè, íåóñå÷åííîå ïðåäñòàâëåíèå
â ñïåêòðå Óîëøà çàíèìàåò 16 384 ÿ÷åéêè, à ïðåäëàãàåìûì ìåòîä îì � âñåãî 40 ÿ÷ååê ïàìÿòè
ÖÂÌ.

15.6. Àëãîðèòì ïàðàëëåëüíîé òðàññèðîâêè ìíîãîêîíòàêòíûõ öåïåé

Àâòîìàòè÷åñêàÿ òðàññèðîâêà ïå÷àòíûõ ñîåäèíåíèé ìåæäó ïàð àìè êîíòàêòîâ îáû÷íî îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âîëíîâîãî àëãîðèòìà Ëè [192] è åãî ýâð èñòè÷åñêèõ ìîäèôèêàöèé [189,
197]. Â äàííîé ðàáîòå ðàñøèðÿåòñÿ ïîíÿòèå ýâðèñòè÷åñêîãî à ëãîðèòìà äëÿ ïàðàëëåëüíîé òðàñ-
ñèðîâêè ìíîãîêîíòàêòíîé öåïè [93].

Ïóñòü f O1; O2; :::; Ok g � ìíîæåñòâî êîíòàêòîâ (èñòî÷íèêîâ) öåïè. Äëÿ ëþáîé ÿ÷åéêè i;
ëåæàùåé íà êðàò÷àéøåì ïóòè, êîòîðûé èñõîäèò èç èñòî÷íèêà Ot ; ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè f îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [197]:

f (i ) = q(i ) + ad(Ot ; i ) ; t = 1; k;

ãäå q(i ) � íåêîòîðàÿ èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè; a � çàäàííàÿ êîíñòàíòà; d (Ot ; i ) �
ðàññòîÿíèå îò èñòî÷íèêà Ot äî ÿ÷åéêè i ïî êðàò÷àéøåìó ïóòè.

Åñëè ÿ÷åéêà i ïðåäøåñòâóåò ÿ÷åéêå j ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíû îò íåêîòîðîãî èñòî÷-
íèêà Ot ; òî îáîçíà÷èì i � j:

Î ï ð å ä å ë å í è å 15.12. Ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè f íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé , åñëè äëÿ
ëþáûõ ÿ÷ååê i; j; ëåæàùèõ íà îäíîì ïóòè, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

[i � j ] ) [f (j ) > f (i )] :

Ââåäåì ñëåäóþùóþ ýâðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ e ñòîèìîñòè:

e(i t ) = f (i t ) + a
kX

p=1

c(i t ; ip) ; p 6= t; t = 1; k ; (15.4)

ãäå c(i t ; ip) � ðàññòîÿíèå Ìàíõýòòåíà (îöåíî÷íàÿ ôóíêöèÿ) ìåæäó áëèæàéøèìè ÿ÷åéêàìè
i t è ip ôðîíòîâ âîëí îò èñòî÷íèêîâ Ot è Op:

Ï ð å ä ë î æ å í è å 15.1. Åñëè q(i ) � ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, òî e(j t ) òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáûõ i t � j t ïîêàæåì, ÷òî e(j t ) > e(i t ) : Äåéñòâè-
òåëüíî, ïðè t 6= p èìååì

e(j t ) = q(j t ) + a

2

4d(Ot ; j t ) +
kX

p=1

c(j t ; ip)

3

5 = q(j t ) + a

2

4d(Ot ; i t ) +
kX

p=1

c(j t ; ip) + 1

3

5 >

> q(i t ) + a

2

4d(Ot ; i t ) +
kX

p=1

c(i t ; ip)

3

5 = e(i t ):

Ïðåäëîæåíèå 15.1 äîêàçàíî. �
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Î ï ð å ä å ë å í è å 15.13. Àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì , åñëè äëÿ ëþáîé ìîíî-
òîííîé ôóíêöèè ïóòè f (i ) îí íàõîäèò ïóòü ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîñë åä-
íèé ñóùåñòâóåò.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 15.2. Ïóñòü F � äîïóñòèìûé àëãîðèòì ïóòè, f (i ) � ìîíî-
òîííàÿ ôóíêöèÿ ñòîèìîñòè, E � ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì, ïîëó÷åííûé èç F -àëãîðèòìà
çàìåíîé ôóíêöèè f (i ) íà ôóíêöèþ e(j t ) âèäà (15:4): Òîãäà E -àëãîðèòì íàõîäèò ïóòü ñ
ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòüþ f (i ) :

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó E ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì àëãîðèòìîì, òî îí íà-
õîäèò ïóòü ñ ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòüþ e; åñëè òàêîé ïóòü ñóùåñòâóåò. Äëÿ ïîñëåäíåé ÿ÷åéêè
zt ïóòè, êîòîðóþ íàõîäèò E -àëãîðèòì, âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

e(zt ) = f (zt ) + a
kX

t=1

c(zt ; zt ) = f (zt ) ; t = 1; k:

Òàê êàê e(zt ) = f (zt ) ; òî íàéäåííûé ïóòü èìååò ìèíèìàëüíóþ ñòîèìîñòü f (i ) : Ïðåäëîæåíèå
15.2 äîêàçàíî. �

Î ï ð å ä å ë å í è å 15.14. Ïðîñòðàíñòâî ïîèñêà Uf äëÿ öåïè ñ êîíòàêòàìè
O1; O2; :::; Ok ; ïîñëåäíåé ÿ÷åéêîé z è ôóíêöèåé ñòîèìîñòè f åñòü ìíîæåñòâî ÿ÷ååê i òàêèõ,
÷òî f (i ) 6 f (z) íà ïóòÿõ ñ ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòüþ.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 15.3. Ïðîñòðàíñòâî ïîèñêà Uf äëÿ E -àëãîðèòìà åñòü ïîäìíî-
æåñòâî ïðîñòðàíñòâà ïîèñêà Uf äëÿ F -àëãîðèòìà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ëþáîé ÿ÷åéêè i 2 Ue èìååì e(i ) 6 e(z) : Ïîñêîëüêó
f (i ) 6 e(i ) 6 e(z) = f (z) ; òî ïî ïðåäëîæåíèþ 15.2 ÿ÷åéêà i íàõîäèòñÿ íà ïóòè ìèíèìàëüíîé
ñòîèìîñòè f (i ) : Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ 15.14 i 2 Uf ; ÷òî âëå÷åò Ue � Uf :

Ïðåäëîæåíèå 15.3 äîêàçàíî. �

15.7. Îïòèìèçàöèÿ íåêîòîðûõ ýòàïîâ àâòîìàòèçèðîâàííîãî ï ðîåêòèðîâàíèÿ
ïå÷àòíûõ ïëàò

Ïðèìåíåíèå èçâåñòíûõ ìåòîäîâ àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïðîåêò èðîâàíèÿ ïå÷àòíûõ ïëàò îãðà-
íè÷èâàåòñÿ áîëüøèì îáúåìîì ïàìÿòè ÝÂÌ äëÿ õðàíåíèÿ ãåîìåòðè ÷åñêèõ è òîïîëîãè÷åñêèõ
îïèñàíèé ïëàò è çíà÷èòåëüíûì ìàøèííûì âðåìåíåì äëÿ îáðàáîò êè óêàçàííûõ îïèñàíèé. Îò-
ìå÷åííûå îãðàíè÷åíèÿ âåñüìà ñóùåñòâåííû ïðè èñïîëüçîâàíè è â ïðîåêòèðîâàíèè ñðåäíèõ è
ïðàêòè÷åñêè èñêëþ÷àþò âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìàëûõ ÝÂÌ.

Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ìèíèìàëüíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî îïèñàíè ÿ îäíîñëîéíûõ ïå÷àòíûõ ïëàò,
íà îñíîâå êîòîðîãî ìåòîäàìè ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà îòû ñêèâàþòñÿ îïòèìàëüíûå â ñìûñ-
ëå çàòðàò ïàìÿòè è âðåìåíè ñ÷åòà ÝÂÌ ðåøåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ çàäà÷ êîìïîíîâêè ïëàò è
òðàññèðîâêè ñîåäèíåíèé ìåæäó êîìïîíåíòàìè [91].

Êàæäàÿ ïëàòà P ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîóãîëüíîãî ðàñòðà ðàçìåðàìè H � B ÿ÷å-
åê è ñîäåðæèò áàçèñA 
 f a(i; j )g âñåâîçìîæíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ a(i; j ); ãäå i =
= c(tx ; ty); j = c(x; y) ñîîòâåòñòâåííî êàíòîðîâñêèå íîìåðà îïîðíîé âåðøèíû (tx ; ty) è ðàç-
ìåðîâ ñòîðîí x; y ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðÿìîóãîëüíîãî ýëåìåíòà.

Ïðèìåíåíèå êàíòîðîâñêîé íóìåðàöèè c; îñóùåñòâëÿþùåé âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæå-
íèå ìíîæåñòâà ïàð N � N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â ìíîæåñòâå N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïîçâîëèëî
óìåíüøèòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ â ðåøàåìûõ çàäà÷àõ.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàþòñÿ äâå ïîñòàâëåííûå âûøå çàäà÷è.
1. Çàäà÷à îïòèìàëüíîé êîìïîíîâêè n ïëàò P íàáîðîì E � A èç m ìîäóëåé.

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ãåîìåòðè÷åñêîãî ñïåêòðà S(E) ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîãî íàáîðà E êîìïî-
íåíòîâ (ìîäóëåé)

S(E) 
 f < k j ; j > j(9i )[a(i; j ) 2 E]g; (15.5)
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ãäå j -ÿ ãàðìîíèêà ñïåêòðà åñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî

kj = jf i j(9j )[a(i; j ) 2 E]gj: (15.6)

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó íåêîòîðîãî îïòèìàëü íîãî ðàçáèåíèÿ ñïåêòðà S(E) íà
ïîäñïåêòðû S(Et ); ãäå t = 1 ; 2; : : :; n:

Ìíîæåñòâî M âñåâîçìîæíûõ âàðèàíòîâ êîìïîíîâêè ïëàò îïðåäåëÿåòñÿ íàáî ðàìè ïàðà-
ìåòðîâ (ôàêòîðîâ) Z0 = ( k1; k2; : : :; k` ; H; B; m; n ) è c ó÷åòîì î÷åâèäíîãî ñîîòíîøåíèÿ

m =
X̀

j =1

kj

ìîæíî îïèñàòü âåêòîðàìè Z(k1; k2; : : :; k` ; H; B; n ):
Êàæäûé âàðèàíò îöåíèâàåòñÿ ïî íåêîòîðûì êðèòåðèÿì îïòèìàë üíîñòè. Â êà÷åñòâå îäíîãî

òàêîãî êðèòåðèÿ ïðèíÿò ñóììàðíûé êîýôôèöèåíò çàïîëíåíèÿ ï ëàò êîìïîíåíòàìè

K (Z) =

nP

t=1

etP

j =1
x t;j yt;j kt;j

HBn
; (15.7)

ãäå et � ÷èñëî ãàðìîíèê ïîäñïåêòðà S(Et ):
Â êà÷åñòâå äðóãîãî êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè ïðåäëîæåíà õàðà êòåðèñòèêà, êîòîðàÿ ¾âçâå-

øåííî ïðîïîðöèîíàëüíà ¿ (â öåëÿõ ñãëàæèâàíèÿïîâåðõíîñòè îòêëèêà ) îáùåìó ÷èñëó m êîì-
ïîíåíòîâ

M (Z ) =
nX

t=1

etX

j =1

(x t;j + yt;j )kt;j : (15.8)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ m1 < m 2 (è ñîîòâåòñòâóþùèõ Z1; Z2 ) ñîõðàíÿåòñÿ îòíîøåíèå
ïîðÿäêà M (Z1) < M (Z2):

Îïòèìàëüíûé âàðèàíò êîìïîíîâêè ñîîòâåòñòâóåò ìàêñèìóìó ê ðèòåðèÿ (15.7) è ìèíèìóìó
êðèòåðèÿ (15.8), ïîýòîìó â êà÷åñòâå èíòåãðàëüíîãî êðèòåðè ÿ îïòèìèçàöèè ïðèíÿò

J (Z ) =
K (Z )
M (Z )

:

Îãðàíè÷åíèÿìè ïðè îïòèìèçàöèè ÿâëÿþòñÿ:
à) [8a(i1; j 1); a(i2; j 2) 2 Et ][a(i1; j 1) \ a(i2; j 2) = ? ];
á) S(Et ) � S(P); ãäå t = 1 ; 2; : : :; n:
Ïîëíûé ïåðåáîð âàðèàíòîâ Z óæå ïðè äåñÿòè óðîâíÿõ äèñêðåòíûõ ïàðàìåòðîâ ïðàêòè-

÷åñêè íå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èíòåã ðàëüíîãî êðèòåðèÿ J (Z ) äàæå
ïóòåì âû÷èñëåíèé íà áîëüøîé ÝÂÌ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êîìïîíîâêè ïðåäëîæåí ìåòîä ïëàíèðîâàíè ÿ ýêñïåðèìåíòà â äèñêðåò-
íîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, áëèçêèé ê ñïîñîáó ïîøàãîâîãî óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ ¾çíàíèé¿
îá îáëàñòÿõ ¾ïðèåìëåìûõ¿ è ¾íåïðèåìëåìûõ¿ âàðèàíòîâ Z; ÷òî ñîâìåñòíî ñ ïðèìåíåíèåì
ìèíèìàëüíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ïëàò ïîçâîëèëî ðåà ëèçîâàòü àëãîðèòì êîìïîíîâêè ñ
ïîëó÷åíèåì ñóáîïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ íà ìàëîé ÝÂÌ.

2. Çàäà÷à îïòèìàëüíîé òðàññèðîâêè ñîåäèíåíèé ìåæäó êîìïîí åíòàìè èç íàáîðà Et äëÿ
t = 1 ; 2; : : :; n:

Íà îñíîâå ðàññìîòðåííîãî âûøå ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà ê îï èñàíèþ ïå÷àòíûõ ïëàò ïðåä-
ëàãàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ èçâåñòíîãî âîëíîâîãî àëãîðèòìà, ïîç âîëÿþùàÿ ñîêðàòèòü îáúåì ïàìÿ-
òè è âðåìÿ ñ÷åòà ÝÂÌ ïðè àâòîìàòè÷åñêîé òðàññèðîâêå ñîåäèíåí èé íà êàæäîé ïëàòå:

à) ìåòîäîì îòñëåæèâàíèÿ ãðàíèö îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò ã ðîìîçäêèõ òî÷å÷íûõ îïè-
ñàíèé êîíòàêòíûõ ïëîùàäîê è çàïðåùåííûõ îáëàñòåé D i ; (i = 1 ; 2; : : :; r ) ïëàòû P ê èõ
êîíòóðíûì îïèñàíèÿì;

á) ðàçðåøåííàÿ îáëàñòü ñîåäèíåíèé îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèå ì
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R = Pn
r[

i =1

D i ;

â) ìíîæåñòâî M âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ ðàçáèåíèÿ îáëàñòè R íà ýëåìåíòû a(i; j ) áàçèñà
À ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ V = ( k1; k2; : : :; ks); ãäå k1; k2; . . . , ks � ãàðìîíèêè
ãåîìåòðè÷åñêîãî ñïåêòðà S(R) , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæ åíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè âûðàæå-
íèÿì (15.5), (15.6).

Ñ öåëüþ ñîêðàòèòü ÷èñëî ïåðåáîðîâ äëÿ ïîèñêà ñóáîïòèìàëüíî ãî âàðèàíòà ïî êðèòåðèþ
ìèíèìóìà M (V ) âèäà (15.8) ïðèìåíÿåòñÿ âûøåóïîìÿíóòûé ìåòîä ïëàíèðîâàíè ÿ ýêñïåðèìåí-
òà â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ:

ã) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a(i; j ) 2 A ñóáîïòèìàëüíîãî âàðèàíòà âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ
ìîäèôèöèðîâàííûõ ìàññ m[a(i; j )];

ä) ïî âû÷èñëåííûì ìàññàì ñòðîÿòñÿ ìèíèìàëüíûå íåïåðåñåêàþ ùèåñÿ ïóòè.
Â ñëó÷àå íåóäîâëåòâîðèòåëüíîé òðàññèðîâêè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåêîìïîíîâêà ïëàò ïî ï.1.
Â ðåçóëüòàòå óìåíüøåíèÿ òðåáóåìîãî îáúåìà ïàìÿòè è âðåìåíè ñ÷åòà âû÷èñëèòåëüíîé ìà-

øèíû ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû óäàëîñü ðåàëèçîâàòü íà ìàëîé Ý ÂÌ.

15.8. Àëãîðèòì òàêñîíîìèè ïî ñâÿçíûì îáëàñòÿì

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à òàêñîíîìèè, ãäå ðîëü ðàññòîÿíèÿ, à òî÷íåå ñâÿçóþùåãî çâåíà, ìåæ-
äó îáúåêòàìè, èãðàåò îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè � íà ìíîæåñòâå M [171].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìíîæåñòâî M 
 f a1; a2; :::; am g; h (X) � êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ îáëà-
ñòåé äëÿ ïîäìíîæåñòâà X � M:

Àëãîðèòì òàêñîíîìèè. Ïóñòü X = f a1; a2; :::; am g � M: Åñëè X = ? ; òî ïîëàãàåì
h(X) = 0 : Åñëè X = f ag; òî h(X) = 1 ; è ìû èìååì îäèí òàêñîí T1 = f ag:

Ïóñòü n > 2: Ïîëîæèì h(X) := 0 ; A0 = f a1g; B0 = f a1; :::; an g: Äëÿ êàæäîãî
b 2 B0; íà÷èíàÿ ñ a2; ïðîâåðÿåì îòíîøåíèå a2�b: Åñëè îòíîøåíèå âûïîëíÿëîñü äëÿ íåêîòî-
ðîãî b 2 B0; òî ïîëàãàåì A1 = A0 [ f bg; B1 = B0n f bg: Åñëè b1 åñòü ýëåìåíòû, òî ïðîâåðÿåì
êàæäûé ýëåìåíò èç B1 ïî îòíîøåíèþ òîëåðàíòíîñòè ñ ýëåìåíòàìè A1 è ñòðîèì àíàëîãè÷íî
ìíîæåñòâà A2 è B2: Åñëè íà i -ì øàãå òàêàÿ öåïü îáîðâàëàñü èç-çà îòñóòñòâèÿ ýëåìåíòîâ B i ;
òî ïîëàãàåì T1 = A i è h(X) := h(X) + 1 : Åñëè âñå ýëåìåíòû B i ïåðåáðàíû, à ñâÿçàííûõ
îòíîøåíèåì � ýëåìåíòîâ ñ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà A i íå îêàçàëîñü, òî ïîëàãàåì T1 = A i ; è
åñëè ïðè ýòîì B i = f ag; òî ïîëîæèì T2 = f ag; h(X) := h(X) + 2 : Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûáè-
ðàåì aj 1 � ïåðâûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà B i è ïîëàãàåì A0 = f aj 1 g; B0 = B i n f aj 1 g: Ïðîöåññ
âû÷èñëåíèÿ ïîâòîðÿåì.

Òàêèì îáðàçîì, ñîçäàåòñÿ ñâîåîáðàçíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëå íòíîñòè � � íà ìíîæåñòâå X;
ôàêòîð-ìíîæåñòâî êîòîðîãî Xj� � =

�
T1; T2; :::; Th(X)

	
:

15.9. Êëàññèôèêàòîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íà áàçå õàðàêòåðèñò è÷åñêèõ
ôóíêöèé

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ÷èñåë S 
 f 0; 1; :::; 2n � 1g è ` åãî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïîäìíîæåñòâ S1; S2; :::; S` � S:

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ýôôåêòèâíî ðåàëèçîâàòü ðåøàþùè å ôóíêöèè íà áàçå õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ìíîæåñòâ Si ; (i = 1; `) :

� i (x) = _
a2 Si

sgjx � aj; (i = 1; `);

ãäå sgjx � aj =
�

1; åñëèx = a;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî S1; S2; :::; S` ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü îáó÷àþùåé âûáîðêîé O:
Êëàññèôèêàòîð ÷èñåë ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ïðè ýòîì â âèäå ñï åöèàëèçèðîâàííîãî ðàñ-

ïîçíàþùåãî óñòðîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíî-ïàðàëëåëüíîãî äå éñòâèÿ, ñîäåðæàùåãî
P̀

i =1
jSi j ðåãè-
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ñòðîâ êîëüöåâîãî òèïà ñ çàïèñàííûìè â íèõ ÷èñëàìè a1i ; a2i ; :::; ajSi j i ; (i = 1; `): Ïðè ñäâèãå
ýòèõ ðåãèñòðîâ ïîðàçðÿäíî ïàðàëëåëüíî ïðîèçâîäèòñÿ ñðàâí åíèå ïîñëåäíèõ ñ íåèçâåñòíîé ðå-
àëèçàöèåé X: Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ñî ñõåì ñðàâíåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â ðåãè ñòðû ñðàâíåíèÿ,
ñîäåðæàùèå n äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ. Âûõîäû ýòèõ ðàçðÿäîâ ïîäàþòñÿ íà ñõåìó êî íúþíêöèè
(&), à âûõîä ñõåìû êîíúþíêöèè (&) çàíîñèòñÿ íà âõîä ñõåìû äèç úþíêöèè ( _); ñîáèðàþùåé
âñå âûõîäû, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëàì a 2 Si ; (i = 1; `): Òàêèì îáðàçîì, i -é âûõîä ñõåìû
äèçúþíêöèè _ ìîäåëèðóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ � i (x) [10].

Òàêîå òåõíè÷åñêîå ðåøåíèå ïðè ìîäåëèðîâàíèè õàðàêòåðèñòè ÷åñêèõ ôóíêöèé ïîçâîëÿåò
äîáèâàòüñÿ èíâàðèàíòíîñòè âðåìåíè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ê îáúå ìó îáó÷àþùåé èíôîðìàöèè.

15.10. Íåëèíåéíûå ïåðñåïòðîíû

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøàþùèå ïðàâèëà äëÿ íåëèíåéíûõ ïåðñåïòð îíîâ, êîòîðûå ðåàëèçóþò â
ñâîåé ñòðóêòóðåïåðñåïòðîíû Ãàìáû ñ ëèíåéíûìè ðåøàþùèìè ïðåäèêàòàìè, ñâÿçàííûå îïå-
ðàöèåé óìíîæåíèÿ [127, 143].

Ïîñêîëüêó â òàêèõ ïåðñåïòðîíàõ â îòëè÷èå îò ëèíåéíûõ ïåðñåï òðîíîâ èìååòñÿ âîçìîæ-
íîñòü ýêñòðàïîëÿöèè (ðàñøèðåíèÿ) îáëàñòè âëèÿíèÿ èíôîðìà òèâíûõ çîí íà ðàñïîçíàâàåìûå
èçîáðàæåíèÿ, íå âêëþ÷åííûå â îáó÷àþùóþ âûáîðêó, òî àêòóàëü íîñòü ðàññìîòðåííûõ âîïðîñîâ
íå âûçûâàåò ñîìíåíèé [78].

15.10.1. Ïîíÿòèå îáîáùåííîãî èçîáðàæåíèÿ

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå A çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê R = f a1; a2; :::; an g; A =
S̀

i =1
Xi ;

îáúåäèíÿþùåå íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èçîáðàæåíèé Xi ; i = 1; `:
Ïîä îáîáùåííûì èçîáðàæåíèåì X áóäåì ïîíèìàòü íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî òî÷åê ìíîæå-

ñòâà R; òî åñòü X � R: ×àñòíûé ïðåäèêàò ïðèíàäëåæíîñòè áóäåì êîíñòàòèðîâàòü òàê :

da 2 Xe =
�

1; åñëèa 2 X;
0; åñëèa =2 X:

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V 1
i ìíîæåñòâà Xi ; à ÷åðåçV `+1

i ; (i = 1; `) � èíäåêñíûå ïîäìíîæåñòâà
ìíîæåñòâà Xi ; êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ðåêóððåíòíîé ñõåìå:

V 1
i 
 Xi ; (i = 1; `);

V j +1
i =

(
V j

i nV 1
j ; åñëèV j

i nV 1
j 6= ? ; (j; i = 1; `);

V j
i ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü âñïîìîãàòåëüíàÿ ìàòðèöà q = k qij k ñòðîèòñÿ èç ýëåìåíòîâ qij ñëåäóþùèì îáðàçîì:

qij =
�

0; åñëèV j
i nV 1

j 6= ? ; (j; i = 1; `);
1; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

à ÷àñòíûé ðåøàòåëü (èäåíòèôèöèðóþùèé ïî èíôîðìàòèâíîìó ýë åìåíòó a ïðåäèêàò)

	 i (X) =

2

6
6
6
6

X

a2 V ` +1
i

da 2 Xe > 1

3

7
7
7
7

=
�

1; åñëè da 2 Xe = 1;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

15.10.2. Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ íåëèíåéíîãî ïå ðñåïòðîíà

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I ` 
 f 1; 2; :::; `g: Èìååò ìåñòî

Ò å î ð å ì à 15.3 (î ñóùåñòâîâàíèè íåëèíåéíîãî ïåðñåïòðîíà). Ïóñòü îáó÷àþùàÿ âû-
áîðêà O 
 f X1; X2; :::; X` g; (8i 2 I ` )[Xi 6= ? ] è (8i 6= j 2 I ` )[qij = 1 ) qj i = 0] : Òîãäà ïðå-

äèêàò èäåíòèôèêàöèè íåèçâåñòíîãî ìíîæåñòâà X : Qi (X) = 	 i (X)&

&
P̀

j =1
	 j (X)& qij > 1

'

îáðàùàåòñÿ â ¾åäèíèöó¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X = Xi ; ãäå X 2 O:
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå b òàêèõ, ÷òî b 2 V `+1
i :

Òîãäà 	 i (Xi ) =

2

6
6
6

P

b2 V ` +1
i

db 2 Xi e > 1

3

7
7
7

= 1 :

Ïîýòîìó åñëè óäàëîñü óçíàòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî b 2 V `+1
i ; òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

	 i (Xi ) = 1 : Íóæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðåäèêàòû 	 i (X) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ÷åðåç äèçúþíêöèþ
	 i (X) = _

a2 V ` +1
i

da 2 Xe: Òîãäà ïðåäèêàòû

Qi (X) = 	 i (X)& : [ _ 	 j
j 2 I ` nf i g

(X)& qij ]:

Çàäà÷à ñâîäèòñÿ òåïåðü ê òîìó, ÷òîáû ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû äî êàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò`
èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ a 2 V `+1

i òàêèõ, ÷òî ïðåäèêàò Qi (X) = dai 2 Xe&
&: [ _

j 2 I ` nf i g
daj 2 Xe&qij ] îáðàùàåòñÿ â ¾åäèíèöó¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X = Xi ; X 2 O:

Äàëåå, èñïîëüçóÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.12, ïîëó÷èì ñïð àâåäëèâîñòü òåîðåìû. �
Ïðåäèêàòû Qi (X); (i = 1; `) ðåàëèçóþò íåëèíåéíûé ïåðñåïòðîí â ñèëó òîãî, ÷òî îíè ñâÿ-

çûâàþò íåëèíåéíûå ïðåäèêàòû 	 i (X); ðåàëèçóåìûå ïåðñåïòðîíîì Ãàìáû, ïóòåì óìíîæåíèÿ
íà ëèíåéíóþ ÷àñòü ñ âåñàìè qij :

2

6
6
6

`X

j =1

	 j (X) & qij > 1

3

7
7
7

:

Ç à ì å ÷ à í è å 15.3 (î ÷óâñòâèòåëüíîñòè íåëèíåéíîãî ïåðñåïòðîíà). Ïîñêîëüêó èí-
ôîðìàòèâíûå òî÷êè a 2 V `+1

i âûáèðàþòñÿ ïðîèçâîëüíî, òî âñå òî÷êè èíôîðìàòèâíîé çîíû
V `+1

i ðàâíîïðàâíû è ñîáèðàþòñÿ â ïðåäèêàò 	 j (X); âû÷èñëÿåìûé ïåðñåïòðîíîì Ãàìáû. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ïðåäñòàâëåíà õîòÿ áû îäíà òî÷êà a 2 V `+1

i èíôîðìàòèâíîé çîíû èçîáðà-
æåíèÿ X; òî ïðåäèêàòû Qi (X) ãàðàíòèðóþò áåçîøèáî÷íîå ðåøåíèå.

Ç à ì å ÷ à í è å 15.4 (îá îáùíîñòè ðåøåíèé). Åñëè îáó÷àþùàÿ âûáîð êà O ðàçáèòà íà
t êëàññîâ ñ ïîìîùüþ êëàññèôèöèðóþùåé ôóíêöèè f : I ` ! I t ; òî îáùåå ðåøåíèå èùåì â
ñëåäóþùåì âèäå: Rk (X) = _

i 2 D k

Qi (X); ãäå Dk = f i jf (i ) = kg; (k = 1; t); � ìíîæåñòâî íîìåðîâ

ýòàëîííûõ îáúåêòîâ.

Ç à ì å ÷ à í è å 15.5 (îá èíòåðïðåòàöèè ïðåäèêàòîâ ). Ïîñêîëüêó èñõîäíîå ïðîñòðàí-
ñòâî A àáñòðàêòíîå , òî ÷àñòíûå ïðåäèêàòû da 2 Xe; ãäå a 2 R � A; X � R ìîæíî èíòåð-
ïðåòèðîâàòü íåéðîíàìè [127].

Ñôîðìóëèðîâàííûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ íåëèí åéíîãî ïåðñåïòðîíà äåìîí-
ñòðèðóþò âîçìîæíîñòü ýêñòðàïîëÿöèè (ðàñøèðåíèÿ) îáëàñòè âëèÿíèÿ èíôîðìàòèâíûõ çîí íà
èçîáðàæåíèÿ, íå âêëþ÷åííûå â îáó÷àþùóþ âûáîðêó.

15.10.3. Ðàñïîçíàþùèé àâòîìàò íà áàçå íåëèíåéíîãî ïåðñåïò ðîíà

Ïîñòðîåíèå ðàñïîçíàþùåãî àâòîìàòà, âðåìÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíè ÿ êîòîðîãî ðàâíî îäíîìó òàê-
òó ñðàâíåíèÿ íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèè, ïîäâåðãíóòîé øóìàì è ïîìåõàì, ñ ýòàëîíîì îáó÷àþùåé
âûáîðêè, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé [75, 78].

Ïóñòü íà îáó÷àþùåé âûáîðêå O = kuij k` � n ââåäåíî ðàññòîÿíèå � (x; y) è ëèíåéíûé ïîðÿ-
äîê 6 : Îáîçíà÷èì ÷åðåç V 1

i ;
�
i = 1; `

�
ìíîæåñòâà

V 1
i = f ui 1; ui 2; :::; uin g:

Êàê è ðàíåå, ââåäåì ðåêóððåíòíóþ ñõåìó:

V j +1
i =

(
V j

i nV 1
i ; åñëèV j

i nV 1
i 6= ? ;

�
i; j = 1; `

�
;

V j
i ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç � o ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòàëîíàìè îáó÷àþùåé âûáîðêè O;
íå ðàâíîå íóëþ.

Òàê êàê ïðåäèêàòû Qi (X) ; ñîãëàñíî òåîðåìå 15.3, ðåàëèçóþòñÿ íåëèíåéíûì ïåðñåïòðî-
íîì, òî äëÿ âûäåëåíèÿ ëèíåéíîé ÷àñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷í î, ÷òîáû ìàòðèöà kqij k áûëà
åäèíè÷íîé.

Îäíî èç óñëîâèé ëèíåàðèçàöèè ðåøàþùèõ ïðåäèêàòîâ äàåò

Ò å î ð å ì à 15.4 [16]. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ
1) (8i 2 I ` )

�
V 1

i 6= ?
�

(8i 6= j 2 I ` ) [ui 6= uj ] ; ãäåui = hui 1; ui 2; :::; uin i ; uj = huj 1; uj 2; :::; ujn i ;

2) (8i 2 I ` )

"

V 1
i n

S

j 2 I ` nf i g
V 1

j 6= ?

#

:

Òîãäà ñóùåñòâóåò ` ÷èñåë ai 2 V `+1
i òàêèõ, ÷òî ïðåäèêàò

Qi (x) =
�

1; åñëèai = x j ; x j 2 x = hx1; x2; :::; xn i ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

îáðàùàåòñÿ â ¾åäèíèöó¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = ui ; x 2 O: Èíäåêñ j âûáèðàåòñÿ
èç óñëîâèÿ ai = uij :

Äëÿ ó÷åòà øóìîâ è ïîìåõ ïðè ðàñïîçíàâàíèè íåîáõîäèìî ðàñøèð èòü îáëàñòü ðåøåíèé
ïðåäèêàòà Qi (x) â òåîðåìå 15.4.

Ïóñòü íà îáúåêòû x = hx1; x2; :::; xn i ; ïîäàâàåìûå ê ðàñïîçíàâàíèþ, äåéñòâóþò øóìû è

ïîìåõè òàê, ÷òî x 2 B i = Oi 1 � Oi 2 � Oi 3 � ::: � Oin ; ãäå Oij =
n

x j

�
�
� � (uij ; x j ) < 1

2� 0

o
; (i = 1; `;

j = 1; n):

Íà ìíîæåñòâå M 

S̀

i =1
B i ââåäåì îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè � ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x� ui ,
nX

j =1

� (uij ; x j ) <
1
2

n � � 0:

Òîãäà ñïðàâåäëèâà

Ò å î ð å ì à 15.5 [16]. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ
1) (8i 2 I ` )

�
V 1

i 6= ?
�

(8i 6= j 2 I ` ) [ui 6= uj ] ; ui = hui 1; ui 2; :::; uin i ; uj = huj 1; uj 2; :::; ujn i ;

2) (8i 2 I ` )

"

V j
i n

S

j 2 I ` nf i g
V 1

j 6= ?

#

:

Òîãäà ñóùåñòâóåò ` ÷èñåë ai 2 V `+1
i òàêèõ, ÷òî ïðåäèêàò

Qi (x) =
�

1; åñëè� (ai ; x j ) < 1
2 � 0;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

îáðàùàåòñÿ â ¾åäèíèöó¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x� ui ; x 2 M; èíäåêñ j âûáèðàåòñÿ èç
óñëîâèÿ ai = uij :

Áëàãîäàðÿ ïàðàëëåëüíîìó âû÷èñëåíèþ ïðåäèêàòîâ Qi (x) è ñðàâíåíèþ êàæäîãî ýòàëîíà
îáó÷àþùåé âûáîðêè ñ íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèåé ïî îäíîé èíôîð ìàòèâíîé òî÷êå äîñòèãàåòñÿ
ïðåäåëüíî áûñòðîå (îäíîòàêòíîå) äåéñòâèå ðàñïîçíàþùåãî à âòîìàòà òèïà íåëèíåéíîãî ïåðñåï-
òðîíà.
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15.10.4. Ñèñòåìà òèïà ¾ïåðñåïòðîí¿ äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ êîíå÷ íûõ ìíîæåñòâ

Ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàñïîçíà-
þùèõ óñòðîéñòâ ïåðñåïòðîííîãî òèïà ñ ñèìóëüòàííûì (îäíîòà êòíûì) ñïîñîáîì ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèÿ. Ïðèíöèïèàëüíî íîâûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå òàê îãî îïðåäåëåíèÿ, êàê ïñåâäî-
ñèãíàòóðà, ôàêòè÷åñêè ñîäåðæàùàÿ íàáîð íàçâàíèé ôóíêöèîí àëîâ, â îòëè÷èå îò ñèãíàòóðû â
òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðàÿ ñîäåðæèò íàçâàíèÿ ïðåäèêàòîâ èëè îïåðàöèé [36, 119].

Äëÿ èñõîäíîãî ñåìåéñòâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ M 2
Q

0; M 
 f X1; X2; :::; Xm g
íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ ai 2 Xi ; (i = 1; m) è íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèè X 2 M â ïåðñåïòðîí äëÿ
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ââîäèòñÿ m ïðåäèêàòîâ âèäà

	 i (X) =

2

6
6
6

X

a2 X i

' i (a) > 1

3

7
7
7

;

ãäå ' i (a) = d� (a; ai ) = 0 e; � � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå.
Èçó÷àåìûå â ðàáîòå êàíòîðîâñêèå àëãåáðû ïîçâîëÿþò ðàçâîäè òü ñëîæíî ñöåïëåííûå êëàñ-

ñû êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà è ñ ýòîé öåëüþ ìîã óò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ
ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë äëÿ êëàññèôèêàöèè ìíîæåñòâ.

Äëÿ ïîèñêà áûñòðûõ àëãîðèòìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ ââåäåì êëàññû ñëîæíîñòè (êàê è ðàíåå
ïðè ðàññìîòðåíèè êàíòîðîâñêèõ ðåøåòîê):

Y

0

 f Xi ; Xj 2 M j(8i 6= j 2 I m 
 f 1; 2; :::; mg; m > 2)[Xi \ Xj = ? ]g;

Y �

0

 f Xi ; Xj 2 M j(8i 6= j 2 I m 
 f 1; 2; :::; mg; m > 2)[C � (Xi ) \ C � (Xj ) = ? ]g:

ãäå C � � êàíòîðîâñêàÿ îïåðàöèÿ ñ ïñåâäîñèãíàòóðîé � (îïðåäåëåíèå 4.1).
Ïî òåîðåìå 4.10 ïðåäèêàò ðàâåíñòâà P(Xi ; X) = dXi = Xe ìîæíî çàìåíèòü ïðåäèêàòîì

ïðèíàäëåæíîñòè P(Xi ) = da 2 Xi e:
Îäíàêî ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà ïî òåîðåìå 4.10 íåäîñòàòî÷íî äë ÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ñèëüíî ñëè-

ïàþùèõñÿ ìíîæåñòâ X; ïîýòîìó ââåä¼ì áîëåå ñèëüíóþ ïðîöåäóðó � ïðåäèêàò èäåíòèôè êàöèè
íà îñíîâå êàíòîðîâñêîé îïåðàöèè.

Ò å î ð å ì à 15.6 [79]. Ïóñòü X 
 f a1; :::; aj ; :::; ar g � íåèçâåñòíàÿ ( ðàñïîçíàâàåìàÿ )
ðåàëèçàöèÿ íà âõîäå ïåðñåïòðîíà, Xi 
 f ai 1 ; ai 2 ; :::; ai r i

g � ýòàëîííûé êëàññ. Òîãäà P(Xi ; X) �
ïðåäèêàò èäåíòèôèêàöèè íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèè X ñ ýòàëîíîì Xi ïðåäñòàâèì â âèäå

P(Xi ; X) =
�

1; åñëèC � (Xi ) = C � (X);
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå C � (Xi ) = f c(bj ; aj )j(8aj 2 Xi ); j = 1; r g; bj = c(cn (x1; :::; xn ); aj ); C � (X) = f c(b; a)j
(8a 2 X); X 2 M g; b = c(cn (x1; :::; xn ); a):

Ïðåäëîæåííàÿ èåðàðõèÿ êëàññîâ ñëîæíîñòè (ï. 4.8) ïðè ñèìóë üòàííîì ïðèíÿòèè ðåøåíèÿ
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè ïîñòðîåíèè îäíîòàêòíûõ ïåðñåï òðîííûõ óñòðîéñòâ äëÿ ðàñïî-
çíàâàíèÿ êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ. Ïðè ýòîì ÷åì äëèííåå ïñå âäîñèãíàòóðà ðàçëè÷íûõ õà-
ðàêòåðèñòèê êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òåì ñë îæíåå ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ â
êàíòîðîâñêîé ðåøåòêå. Ýôôåêòèâíûé ðåøàòåëü èùåì â êëàññàõ ñ íàèáîëåå ïðîñòîé è èíôîð-
ìàòèâíîé ïñåâäîñèãíàòóðîé.

Äëÿ ñåìåéñòâà M 2
Q �

0 ìíîæåñòâ Xi ; (i = 1; m); m = jM j íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ
ai 2 C � (Xi ) è íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèè X 2 M ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðñåïòðîí èìååò m ðàñïî-
çíàþùèõ ïðåäèêàòîâ

	 i (X) =

2

6
6
6

X

a2 C � (X i )

' i (a) > 1

3

7
7
7

;

ãäå ' i (a) = d� (a; ai ) = 0 e; � � åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå.
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15.10.5. Ïåðñåïòðîí ñ ãðàíè÷íûì ìåæäó êëàññàìè âåêòîðîì-ýò àëîíîì

Ïóñòü çàäàíà îáó÷àþùàÿ âûáîðêà ñ áèíàðíûìè çíà÷åíèÿìè ïðèç íàêîâ uij 2 f 0; 1g :

O =


























u11 u12::: u1n

u21 u22::: u2n

� � � � � �
ui 1 ui 2::: uin

� � � � � �
u`1 u`2::: u`n


























:

Ïðè÷åì åñëè uij = 1 ; òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî j -é ïðèçíàê â i -ñòðîêå ïðèñóòñòâóåò. Ïóñòü
çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå íîìåðîâ êîðòåæåé îáó÷àþùåé âûáîðêè ï î äâóì êëàññàì k1 è k2 ñ
ïîìîùüþ ôóíêöèè f : I ` ! f 1; 2g; ãäå I ` 
 f 1; 2; :::; `g ; à ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîíîâ
îáîçíà÷èì ÷åðåç Dk = f i jf (i ) = kg;

�
k = 1; 2

�
;

�
i = 1; `

�
;

�
j = 1; n

�
:

Ïðèçíàêè �ui = hui 1; :::; uin i íåçàâèñèìûå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî j -é ïðèçíàê èíôîðìàòèâåí,

åñëè hj =

P

i 2 D k

uij

jDk j
� 100%> 50%:

Èìååò ìåñòî

Ò å î ð å ì à 15.7 [18]. Ïóñòü â îáó÷àþùåé âûáîðêå O âñå ïðèçíàêè íåçàâèñèìû è èí-
ôîðìàòèâíû. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãðàíè÷íûé âåêòîð-ýòàëîí ` = h̀ 1; `2; :::; `n i ; ` i 2 f 0; 1g òà-
êîé, ÷òî èìååò ìåñòî ðåøàòåëü

R (�x) =
�

1; åñëè� > � ;
2; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå íåèçâåñòíàÿ ðåàëèçàöèÿ � �x = hx1; x2; :::; xn i ; x j 2 f 0; 1g; � � íåêîòîðûé ïîðîã, � �
ìåðà áëèçîñòè ýòàëîíà è ðåàëèçàöèè:

� =
nX

j =1

hj � p (` j ; x j ); p (` j ; x j ) =
�

1; åñëè` j = x j ;
�
j = 1; n

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

15.10.6. Íåëèíåéíûé ïåðñåïòðîí äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ öèôðîâîé èíôîðìàöèè

Ïðîäåìîíñòðèðóåì âîçìîæíîñòè íåëèíåéíûõ ïåðñåïðòðîíîâ í à ïðèìåðå ðàñïîçíàâàíèÿ
öèôðîâûõ ñèìâîëîâ: 0; 1; 2; : : : ; 9 [89].

Öèôðîâûå ñèìâîëû, âûâîäèìûå íà áóìàæíûé íîñèòåëü êàêèì-ëè áî ïå÷àòàþùèì óñòðîé-
ñòâîì, íàïðèìåð ÀÖÏÓ ÝÂÌ ÑÌ-4, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòðîãî îïð åäåëåííûå íàáîðû ýëåìåí-
òîâ ìàòðèöû D = k dij k7� 5 (ðèñ. 15.3). Ïðîíóìåðóåì ýëåìåíòû ìàòðèöû D ñëåâà íàïðàâî è
ñâåðõó âíèç. Ïîëó÷èì ìíîæåñòâî M = f dij jdij = ( i � 1) � 5 + j; i = 1; 7; j = 1; 5; n = 1; 35g:
Ïîä èçîáðàæåíèåì X áóäåì ïîíèìàòü ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð îò 1 äî 35. Âûïè øåì
èçîáðàæåíèÿ ñèìâîëîâ-öèôð Xi ; (i = 0; 9) :

X0 = {2,3,4,6,10,11,14,15,16,18,20,21,22,25,26,30,32,33,34},
X1 = {3,7,8,13,18,23,28,32,33,34},
X2 = {2,3,4,6,10,15,18,19,22,25,26,31,32,33,34},
X3 = {1,2,3,4,5,10,14,18,19,25,26,30,32,33,34},
X4 = {4,8,9,12,14,16,19,22,23,25,29,34},
X5 = {1,2,3,4,6,11,12,13,14,20,25,26,30,32,33,34},
X6 = {3,4,5,7,11,16,17,18,19,25,26,30,32,33,34},
X7 = {1,2,3,4,5,10,14,18,22,27,32},
X8 = {2,3,4,6,10,11,15,17,18,19,25,26,30,32,33,34},
X9 = {2,3,4,6,10,11,15,17,18,19,20,25,29,31,32,33}.
Öåëü ðàáîòû � íàéòè èíôîðìàòèâíûå ýëåìåíòû êàæäîãî èçîáðàæ åíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ïî-

ñòðîèòü ðåøàþùèå ïðàâèëà äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ èçîáðàæåíèé Xi :
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Ïîñòðîèì ðåêóððåíòíóþ ñõåìó ïîèñêà èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíò îâ ðàññìàòðèâàåìûõ èçîá-
ðàæåíèé:

V 0
i = Xi ; (i = 0; 9);

V j +1
i =

(
V j

i nXj ; åñëèV j
i nXj 6= ? ; (i; j = 0; 9);

V j +1
i ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíóþ ìàòðèöó q èç ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ:

qij =
�

0; åñëèV j
i nXj 6= ? ;

1; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ðèñ.15.3.Öèôðîâûå ñèìâîëû ïå÷àòàþùåãî óñòðîéñòâà ÝÂÌ ÑÌ-4

Ñîãëàñíî ïðèíÿòûì îáîçíà÷åíèÿì ïîñòðîèì èíäåêñíûå ìíîæåñ òâà V 10
i ; (i = 0; 9) è ëîãè-

÷åñêóþ ìàòðèöó q = k qij k10� 10 :
Èìååì V 10

0 = f 21g; V 10
1 = f 28g; V 10

2 = f 26g; V 10
3 = f 1g; V 10

4 = f 9g; V 10
5 = f 12g;

V 10
6 = f 17g; V 10

7 = f 27g; V 10
8 = f 17g; V 10

9 = f 17g:
Ëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà q = k qij k ïðèìåò âèä

k qij k10� 10 =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0 1 0 1 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî I ` � 1 
 f 0; 1; 2; :::; ` � 1g: Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøàþùèõ ïðàâèë âîñ-
ïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 3.12.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî èñõîäíûå èçîáðàæåíèÿ Xi ; (i = 0; 9) íå ðàçëè÷èìû â ñìûñëå òåîðåìû
3.12, òàê êàê ëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà q; ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå ýòèõ èçîáðàæåíèé, ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ òåîðåìû, à èìåííî óñëîâèþ, ÷òî (8i 6= j 2 I ` � 1)[qij = 1 ) qj i = 0] :

Èç âñåãî ìíîæåñòâà èçîáðàæåíèé íåðàçëè÷èìûìè ÿâëÿþòñÿ X6; X8 è X9; òàê êàê
V 10

6 = V 10
8 = V 10

9 = f 17g:
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×òîáû ïðåîäîëåòü ýòó ñèòóàöèþ è ïîñòðîèòü ðåøàþùèå ïðàâèëà ðàñïîçíàâàíèÿ èçîáðà-
æåíèé, äîñòàòî÷íî äîïîëíèòü äâà ëþáûõ èçîáðàæåíèÿ èç X6; X8; X9 ýëåìåíòàìè {24} è {35}.
Ïóñòü ýòî áóäóò X6 è X9: Òîãäà èíäåêñíûå ìíîæåñòâà V 10

i ; (i = 0; 9) è ëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà
q áóäóò èìåòü âèä

V 10
0 = f 21g; V 10

1 = f 28g; V 10
2 = f 31g; V 10

3 = f 1g; V 10
4 = f 9g; V 10

5 = f 12g

V 10
6 = f 24g; V 10

7 = f 27g; V 10
8 = f 17g; V 10

9 = f 35g:

k qij k10� 10 =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

Ëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà q; ñîñòàâëåííàÿ ïî óòî÷íåííûì èñõîäíûì äàííûì, êàê âèäèì, óäî -
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû 3.12. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìû èìååì ïð àâî ñîñòàâèòü ïðåäèêàòû ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ :

Q0(X) = 	 0(X); Q1(X) = 	 1(X); Q2(X) = 	 2(X)& 	 9(X);
Q3(X) = 	 3(X)&( 	 5(X) _ 	 7(X)) ; Q4(X) = 	 4(X);
Q5(X) = 	 5(X)& 	 4(X); Q6(X) = 	 6(X); Q7(X) = 	 7(X);
Q8(X) = 	 8(X)&( 	 6(X) _ 	 9(X)) ; Q9(X) = 	 9(X);

ãäå 	 i (X) = dai 2 Xe; (i = 0; 9)

ai 2 V 10
i ; a0 = 21; a1 = 28; a2 = 31; a3 = 1 ; a4 = 9 ;

a5 = 12; a6 = 24; a7 = 27; a8 = 17; a9 = 35:

Ç à ì å ÷ à í è å 15.6. Äëÿ èñõîäíûõ ïå÷àòíûõ ñèìâîëîâ ñïðàâåäëèâ û òàêæå ñëåäóþ-
ùèå ïðîñòûå ðåøàþùèå ïðàâèëà:

� 0(X) = d2 2 Xe& d3 2 Xe& d4 2 Xe& d6 2 Xe&
& d10 2 Xe& d11 2 Xe& d14 2 Xe& d15 2 Xe& d16 2 Xe&
& d18 2 Xe& d20 2 Xe& d21 2 Xe& d22 2 Xe& d25 2 Xe&
& d26 2 Xe& d30 2 Xe& d32 2 Xe& d33 2 Xe& d34 2 Xe:

� 1(X) = d3 2 Xe& d7 2 Xe& d8 2 Xe& d13 2 Xe& d18 2 Xe&
& d23 2 Xe& d28 2 Xe& d32 2 Xe& d33 2 Xe& d34 2 Xe:
:::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::::
� 9(X) = d2 2 Xe& d3 2 Xe& d4 2 Xe& d6 2 Xe& d10 2 Xe&
& d11 2 Xe& d15 2 Xe& d17 2 Xe& d18 2 Xe& d19 2 Xe&
& d20 2 Xe& d25 2 Xe& d29 2 Xe& d31 2 Xe& d32 2 Xe&
& d33 2 Xe:

Îäíàêî ñîñòàâëåííûå ïðåäèêàòû Qi (X); (i = 0; 9) ãîðàçäî áîëåå âûãîäíû ñ âû÷èñëèòåëü-
íîé òî÷êè çðåíèÿ. Òàê, äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ Xi ïî ïðåäèêàòàì � i (X); (i = 0; 9)
ïîòðåáóåòñÿ êàê ìèíèìóì â 18 ðàç áîëüøå ýëåìåíòîâ, ÷åì ïî ïðå äèêàòàì Qi (X); (i = 0; 9):
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Ãëàâà 4. Ïðèêëàäíûå ðåçóëüòàòû

Ÿ 16. Êëàññèôèêàöèÿ (ðàñïîçíàâàíèå) òåêñòóðíûõ èçîáðàæåí èé

16.1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå àíàëèçà äâóìåðíûõ ïîëåé

Â ðàáîòå [101] îïèñàíà ñèñòåìà ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, ï ðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ èçìåðåíèÿ
ïàðàìåòðîâ ñëó÷àéíûõ ïîëåé ïî èõ ðåàëèçàöèÿì â öåëÿõ îïòèìà ëüíîé êëàññèôèêàöèè íàáëþ-
äàåìûõ ðåàëèçàöèé, âûÿâëåíèÿ çîí íåñòàöèîíàðíîñòè è îöåíè âàíèÿ âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ
èñòî÷íèêà.

Ìåòîä îáðàáîòêè îñíîâàí íà ìîäåëè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñ îãðàíè÷ åííûì ïðîñòðàíñòâåííûì
âëèÿíèåì (ìîäåëè OÏB). Â ìîäåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàí èå òàê íàçûâàåìûõ ýëåìåíòàð-
íûõ ïîëåé, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè ñòàöèîíàðíîñòè, ýðãîäè÷ íîñòè è îòñóòñòâèÿ ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ ñâÿçåé ìåæäó çíà÷åíèÿìè ðåàëèçàöèé â ñîâîêóïíîñòÿõ òî ÷åê, óäàëåííûõ íà ðàññòîÿíèå,
ïðåâûøàþùåå íåêîòîðûé êðèòè÷åñêèé ðàäèóñ (ðàäèóñ ïðîñòðà íñòâåííîãî âëèÿíèÿ). Äîïóñòè-
ìûå ìîäåëüþ ÎÏÂ ïîëÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ ñóùåñòâîâàíèåì ýëåìå íòàðíîãî ïîëÿ â äîñòàòî÷íî
ìàëîé îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè, çà èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâà ìå ðû íóëü. Îïðåäåëåííûå òàêèì
îáðàçîì ïîëÿ â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ íåñòàöèîíàðíûìè è íåýð ãîäè÷íûìè.

Äëÿ èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñëó÷àéíûõ ïîëåé èñïîëüçóþòñÿ èõ î äíîìåðíûå ñå÷åíèÿ. Â îá-
ùåì ñëó÷àå îöåíêà ïàðàìåòðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñðåäíåííî å ïî ñå÷åíèÿì ñðåäíåå çíà÷åíèå
íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà, îïðåäåëåííîãî íà ìàëîì èíòåðâàëå , ñêîëüçÿùåì âäîëü òðàññû ñå÷å-
íèÿ. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ïàðàìåòð îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñ òâóþùèì èíòåðâàëîì è çàäàí-
íûì íà íåì ôóíêöèîíàëîì. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ïîëåé ïàðàìåòðû îïèñàííîãî
òèïà ïîä÷èíÿþòñÿ íîðìàëüíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷òî ïî çâîëÿåò âû÷èñëèòü çíà÷åíèå
ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ è òåì ñàìûì îñóùåñòâèòü îïòèìàëüíóþ êëàññèôèêàöèþ. Äëÿ íåñòà-
öèîíàðíûõ ïîëåé ñå÷åíèÿ ãðóïïèðóþòñÿ ïî áëèçîñòè, âûÿâëÿþ òñÿ çîíû ñòàöèîíàðíîñòè (è
çíà÷åíèé ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ). Âíóòðåííå ïàðàìåòðû èñòî ÷íèêà îïðåäåëÿþòñÿ ïî ìåòîäó
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâåííî ãî âëèÿíèÿ ñå÷åíèé çàâèñèò îò ðà-
äèóñà ïðîñòðàíñòâåííîãî âëèÿíèÿ è õàðàêòåðà íåñòàöèîíàðí îñòåé, îòëè÷àþùèõñÿ â ðàçëè÷íûõ
ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè îïèñàííîãî ìåòîäà ìàòåìàòè÷ åñêîå îáåñïå÷åíèå äëÿ àíàëè-
çà äâóìåðíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðîãðàììíûå áë îêè, ðåàëèçóþùèå ñëåäóþùèå
âèäû îáðàáîòêè:

îáìåí ñ óñòðîéñòâàìè ââîäà èíôîðìàöèè;
óïðàâëåíèå ïðîöåññîì ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàçìåùåíèÿ ñå÷åí èé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ;
âûïîëíåíèå ðàñ÷åòîâ â öåëÿõ âû÷èñëåíèÿ çàäàííûõ ôóíêöèîíà ëîâ;
öåëåâîé àíàëèç âû÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ ñëó÷àéíûõ ïîëåé;
ïðèíÿòèå ðåøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé ïðàâäîïîäîáèÿ;
ðåàëèçàöèþ äèàëîãà ñ îïåðàòîðîì, óïðàâëÿþùèì ïðîöåññîì îá ðàáîòêè;
îðãàíèçàöèþ õðàíåíèÿ íåîáõîäèìîé èíôîðìàöèè íà ìàãíèòíûõ íîñèòåëÿõ;
îðãàíèçàöèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîãðàìì è óñòðîéñòâ ñèñòåìû.
Ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå ïîñòðîåíî ïî ìîäóëüíîìó ïðèíöèïó , ÷òî ïîçâîëÿåò â êðàò÷àé-

øèå ñðîêè âíîñèòü íåîáõîäèìûå èçìåíåíèÿ. Â ñîñòàâ ñèñòåìû â õîäÿò òåñòèðóþùèå ìîäóëè,
êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïåðàòèâíîé ïðîâåðêè åå ðàáîòîñï îñîáíîñòè.

Îïèñàííîå ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí î â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ïðè-
êëàäíûõ çàäà÷àõ èññëåäîâàíèÿ äâóìåðíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé. Î ïûò äâóõëåòíåé ýêñïëóàòàöèè
ñèñòåìû ïðèìåíèòåëüíî ê ðåøåíèþ ðÿäà êîíêðåòíûõ çàäà÷ ïîêà çàë êàê åå âûñîêóþ ýôôåê-
òèâíîñòü, òàê è ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïîëîæåííîãî â åå îñíîâó ì åòîäà.

16.2. Îá îäíîé ìîäåëè êëàññèôèêàöèè òåêñòóð íà îñíîâå ìåòîä à ãîëîñîâàíèÿ
ñ îòíîøåíèÿìè òîëåðàíòíîñòè

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì àâòîìàòè÷åñêèõ ðîáîòî òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì çàäà÷à
êëàññèôèêàöèè ñëîæíîñòðóêòóðèðîâàííîé èíôîðìàöèè ñòàíî âèòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé [72].
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè òåêñòóð ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü îòíîøåíèÿ òîëå-
ðàíòíîñòè, êîòîðûå íà ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå õîðîøî ñîãëàñ óþòñÿ ñ ïîíÿòèÿìè ¾áëèçîñòü¿,
¾ñõîäñòâî¿.

Ïóñòü èìååòñÿ M � ìíîæåñòâî òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé, ðàçáèòîå íà t êëàññîâ
K 1; K 2; :::; K t : Â ïðîñòðàíñòâå íàáëþäåíèé F îòîáðàæåíèÿ 
 : M ! F ýëåìåíòû � 2 M
âîñïðèíèìàþòñÿ êàê îáðàçû 
( � ) � F; òî åñòü êàê êîðòåæè èç 
( � ) : �x = hx1; :::; xn i 2
2 M = M 1 � M 2 � ::: � M n : Ha ìíîæåñòâàõ M j ;

�
j = 1; n

�
çàäàíû îòíîøåíèÿ òîëåðàíòíîñòè

� j ;
�
j = 1; n

�
: Êðîìå òîãî, èìååòñÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà O = h
( � 1); :::; 
( � l )i = [ uij ]l � n ðàç-

ìåðîì l � n è êëàññèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ f : I l ! I t ; ãäå I l 
 f 1; 2; :::; l g ; I t 
 f 1; 2; :::; tg;
n � ÷èñëî ïðèçíàêîâ, j = 1; n; l � ÷èñëî îáúåêòîâ êëàññèôèêàöèè, i = 1; l ; t � ÷èñëî êëàñ-
ñîâ òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé â ìíîæåñòâå M:

Ðàññìîòðèì ìîäåëü êëàññèôèêàöèè M 
 hM ; O ; f; � 1; :::; � n ; Ri îòíîñèòåëüíî îáó÷àþùåé
âûáîðêè O; êëàññèôèöèðóþùåé ôóíêöèè f; è îòíîøåíèé òîëåðàíòíîñòè � 1; :::; � n ñ îñíîâíûì
ìíîæåñòâîì M è ñèãíàòóðîé R = hR1 ; ::: ; Rt i ; ãäå ïðåäèêàòû Rk (�x) èíòåðïðåòèðóþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: Rk (�x) = _

i 2 D k

Qi (�x) ;
�
k = 1; t

�
; çäåñü Dk 
 f i jf (i ) = k g � ìíîæåñòâî

íîìåðîâ ýòàëîííûõ èçîáðàæåíèé; ÷àñòíûå ïðåäèêàòû (ðåøàþù èå ïðàâèëà) äëÿ i -ãî îáúåêòà
êëàññèôèêàöèè

Qi (�x) =

8
<

:
1; åñëèSi = S0;

�
i = 1; l

�
; Si =

nP

j =1
pj (x j ; uij ) ;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, S0 = max( S1; :::; Sl );

ãäå Si � ñóììà ñîâïàäåíèé ãîëîñîâ pj ïðè ñðàâíåíèè íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèè x j ñ ýòàëîíàìè
uij â îáó÷åíèè ïî îòíîøåíèÿì òîëåðàíòíîñòè � j ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè x j � j uij :

Ìåðà òîëåðàíòíîñòè (áëèçîñòè, ñõîäñòâà) çíà÷åíèé j -ãî ïðèçíàêà íåèçâåñòíîé ðåàëèçà-
öèè x j ñ ýòàëîííûì çíà÷åíèåì uij ýòîãî æå ïðèçíàêà äëÿ i -ãî îáúåêòà (êëàññà òåêñòóðû):

pi (x j ; uij ) =
�

1; åñëèx j � j uij ;
�
i = 1; l ; j = 1; n

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ìîäåëü M åñòü ìîäåëü ãîëîñîâàíèÿ ñ îòíîøåíèåì òîëåðàíòíîñòè. Äëÿ ÷è ñëîâûõ ìíîæåñòâ
M 1; :::; M n ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, òàêèå îòíîøåíèÿ òîëåðàíòíîñòè � j ; ÷òî (8x; y 2 M j )
[x� j y , j x � yj 6 " j > 0] :

16.3. Òàêñîíîìèÿ ïî ñâÿçíûì îáëàñòÿì êàê çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ïðèçíàêîâ äëÿ
òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé

Òðóäíîñòè, âîçíèêøèå ïðè êëàññèôèêàöèè òåêñòóð âèçóàëüíû ìè ìåòîäàìè, óäàåòñÿ ïðå-
îäîëåòü, ïðèìåíÿÿ äëÿ ýòîé çàäà÷è ÝÂÌ ñ ñîîòâåòñòâóþùèì óñòð îéñòâîì ââîäà òåêñòóðíûõ
èçîáðàæåíèé.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ýôôåêòèâíî ðåøàòü çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè òåêñ òóð íà ÝÂÌ, íåîáõîäèìî
ñôîðìèðîâàòü èíôîðìàòèâíûå ïðèçíàêè, à çàòåì, èñïîëüçóÿ î áó÷àþùóþ âûáîðêó, êëàññèôè-
öèðîâàòü ïðîèçâîëüíî çàäàííîå èçîáðàæåíèå ïîñðåäñòâîì íå êîòîðûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë.

Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ èíôîðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ ïðåäëàãàåòñÿ èñ ïîëüçîâàòü ïîíÿòèå ñâÿç-
íîé ïî îòíîøåíèþ òîëåðàíòíîñòè îáëàñòè.

Öåëüþ íàñòîÿùèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ñ âÿçíîãî ìíîæåñòâà E â
íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå P; íàäåëåííîì îòíîøåíèåì òîëåðàíòíîñòè �; à òàêæå èçó÷åíèå êîí-
ñòðóêòèâíûõ ïðèåìîâ âû÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòà ñâÿçíîñòè [12].

16.3.1. Ñâÿçíûå ìíîæåñòâà

Îáû÷íî ñâÿçíûå ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ïîäìíîæåñòâ à íåêîòîðîãî ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà T îáëàäàþùåãî ñâîéñòâàìè, êîòîðûå áóäóò ïåðå÷èñëåíû íèæå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 16.1. Ìíîæåñòâî T; ýëåìåíòû êîòîðîãî ìû áóäåì íàçûâàòü òî÷-
êàìè , åñòüìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî , åñëè ëþáûì äâóì òî÷êàì p è q ìíîæåñòâà T ñîîò-
âåòñòâóåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî d (p; q) ; íàçûâàåìîå ðàññòîÿíèåì îò p äî q òàêîå, ÷òî
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à) d (p; q) > 0; åñëèp 6= q; d(p; p) = 0;
á) d (p; q) = d(q; p) ;
â) ïðè ëþáîì r 2 T : d(p; q) 6 d(p; r) + d(r; q) [146].

Ï ð è ì å ð 16.1. Rk � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî � ìåòðè÷åñêîå ñ ìåòðèêîé

� (p; q) =
q

(p1 � q1)2 + ::: + ( pk � qk )2:

Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî êàæäîå ïîäìíîæåñòâî G � T â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 16.2 [146]. à) îêðåñòíîñòüþ òî÷êè p íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñî-
ñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê q òàêèõ, ÷òî d (p; q) < r ;

á) òî÷êà p íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà E; åñëè îíà èìååò îêðåñòíîñòü N
òàêóþ, ÷òî N � E ;

â) ìíîæåñòâî E îòêðûòî , åñëè êàæäàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ åãî âíóòðåííåé òî÷êî é.

Î ï ð å ä å ë å í è å 16.3 [146]. Ìíîæåñòâî E â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå T íàçûâà-
åòñÿñâÿçíûì , åñëè íå ñóùåñòâóåò äâóõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ A è B ïðîñòðàíñòâà T òàêèõ,
÷òî ïåðåñå÷åíèå A \ B = ? ; A \ E = ? è B \ E 6= ? ; E � A [ B:

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ñåò÷àòêó U òàêóþ, ÷òî U � R2 è U � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Î ï ð å ä å ë å í è å 16.4 [127]. Äâå òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå U íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè ,
åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè ñ îáùåé ñòîðîíîé.

Î ï ð å ä å ë å í è å 16.5 [127]. Ôèãóðà E ñâÿçíà, åñëè ëþáûå äâå åå òî÷êè (òî åñòü
¾êâàäðàòû¿) p1; p2 ìîæíî ñîåäèíèòü ïóòåì, ïðîõîäÿùèì ïî ñìåæíûì òî÷êàì.

Ïðèâåä¼ííûå îïðåäåëåíèÿ ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ îáëàäàþò òåìè íå äîñòàòêàìè, ÷òî, âî-ïåðâûõ,
îíè ïðèâÿçàíû ê êîíêðåòíîé ìåòðèêå è, âî-âòîðûõ, èç îïðåäåë åíèé íåïîñðåäñòâåííî íå âèäíû
êîíñòðóêòèâíûå ïðèåìû, ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ïð åäèêàòà ñâÿçíîñòè äëÿ ëþáîãî
E � T (U) :

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî P ñ îòíîøåíèåì òîëåðàíòíîñòè �; êîòîðîå îáëàäàåò äâóìÿ ñâîé-
ñòâàìè:

1) ðåôëåêcèâíîñòüþ a�a ;
2) ñèììåòðè÷íîñòüþ a�b ) b�a äëÿ ëþáûõ a; b2 P:
Äàäèì ðåêóðñèâíîå îïðåäåëåíèå ñâÿçíûõ ïî îòíîøåíèþ òîëåðà íòíîñòè � ìíîæåñòâ E � P

(äàëåå áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî ïî � ):

Î ï ð å ä å ë å í è å 16.6. à) âñå îäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà f ag � P ñâÿçàíû ïî îò-
íîøåíèþ òîëåðàíòíîñòè � ;

á) ïóñòü ìíîæåñòâî E � ñâÿçíîå ïî îòíîøåíèþ �; òîãäà E [ f ag; ãäå a 2 PnE ñâÿçíîå ïî
îòíîøåíèþ �; åñëè ñóùåñòâóåòb 2 E òàêîå, ÷òî a�b;

â) äðóãèõ ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ ïî îòíîøåíèþ � íåò.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (P) ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ P è ââåäåì íà P (P) ÷àñòè÷íûé
ïîðÿäîê 6 ñëåäóþùèì îáðàçîì: E1 6 E2 , E 1 � E 2:

Ò å î ð å ì à 16.1. Ïóñòü E 6= ? íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ïî îòíîøåíèþ òîëåðàíòíî-
ñòè � ïîäìíîæåñòâîì P: Òîãäà ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, äâà íåïóñòûõ ñâÿçíûõ ïî
îòíîøåíèþ òîëåðàíòíîñòè � ïîäìíîæåñòâà E1; E2 � E ìíîæåñòâà E:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê E 6= ? è íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ïî � ìíîæåñòâîì,
òî ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå äâà îäíîýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñ òâà f a0g; f a1g � E :

Ìíîæåñòâà E ñâÿçíûå ïî îòíîøåíèþ òîëåðàíòíîñòè �; èíà÷å E áûëî áû ñâÿçíûì ïî �
ìíîæåñòâîì. �
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Î ï ð å ä å ë å í è å 16.7. Ìàêñèìàëüíûå ñâÿçíûå ïî � ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà E
íàçîâåì îáëàñòÿìè ñâÿçíîñòè ïî � ìíîæåñòâà E:

Ïðèâåäåì ïðèìåðû íåêîòîðûõ îòíîøåíèé òîëåðàíòíîñòè.

Ï ð è ì å ð 16.2. Ïóñòü Jm 
 f 1; 2; :::; mg: Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå òîëå-
ðàíòíîñòè � a íà Jn

m äëÿ ëþáûõ a 2 f 1; 2g è a1 = hai 1 ; :::; ai n i ; a2 = haj 1 ; :::; aj n i : Òîãäà

a1� aa2 ,
� q

(ai 1 � aj 1 )2 + ::: + ( ai n � aj n )2
�

6 a:

Ç à ì å ÷ à í è å 16.1. Äëÿ n = 2 è a = 1 ïîíÿòèå ñâÿçíîñòè, êîòîðîå äàåòñÿ â [2],
ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì ñâÿçíûõ ïî � 1 ïîäìíîæåñòâ E ìíîæåñòâà J2

m = Jm � Jm :

Äðóãèì îòíîøåíèåì òîëåðàíòíîñòè [� a] íà Jm ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùåå îòíîøåíèå:

a1 [� a] a2 ,
� q

(ai 1 � aj 1 )2 + ::: + ( ai n � aj n )2
�

6 a; (äëÿ a = 1 ; 2; :::):

Çäåñü êâàäðàòíûå ñêîáêè [�] îçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà.

Ï ð è ì å ð 16.3. Ëþáîå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè � íà P åñòü â òî æå âðåìÿ îòíî-
øåíèå òîëåðàíòíîñòè íà P:

Ï ð è ì å ð 16.4. Ïóñòü P = f a1; :::; am g: Íà R (Pn f ? g) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü îò-
íîøåíèÿ òîëåðàíòíîñòè � \ è � [ ; îïðåäåë¼ííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáûõ A; B 2
2 R (P) n f ? g; A� \ B , A \ B 6= ? ; A� [ B , A [ B 6= ? .

16.3.2. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êîëè÷åñòâà ñâÿçíûõ îáëàñòåé

Ïóñòü íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå P = f a1; :::; am g çàäàíî îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè �; êîòî-
ðîå ìîæíî ýôôåêòèâíî ïðîâåðèòü äëÿ ha; bi 2 P2: Îáîçíà÷èì ÷åðåç h (E) êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ
îáëàñòåé äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà E � P: Ïðèâåäåì àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ h (E) äëÿ
ëþáîãî E � P:

Ïóñòü E fa1; :::; an g � P:
Åñëè E = ? ; òî ïîëàãàåì h (E) := 0 :
Åñëè E = f ag; òî h (E) := 1 :
Ïóñòü E = n > 2: Íà ïåðâîì øàãå áåð¼òñÿ h (E) = 0 è A0 = f a1g; B0 = f a2; a3; :::; an g

òàê, ÷òî A0 = 1 ; B 0 = n � 1: Äëÿ êàæäîãî b 2 B0 ïðîâåðÿåòñÿ îòíîøåíèå a1�b: Åñëè
îòíîøåíèå âûïîëíèëîñü äëÿ íåêîòîðîãî b 2 B0; òî ïîëàãàåì A1 := A0 [ f bg ; ãäå b � ïåðâûé
âñòðåòèâøèéñÿ ýëåìåíò B0; êîòîðûé íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ñ ýëåìåíòîì a1 2 A0: Åñëè æå
îòíîøåíèå a1�b íå âûïîëíÿåòñÿ íè äëÿ êàêîãî b 2 B0; òî h (E) := h (E) + 1 : Åñëè ïðè ýòîì
b1 = B0n f bg íå ñîäåðæèò áîëüøå ýëåìåíòîâ, òî âû÷èñëåíèå çàêàí÷èâàåì. Å ñëè B 1 = 1 ; òî
h (E) := h (E) + 2 : Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ âñåõ b 2 B1 ïðîâåðÿåòñÿ îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè
ñ ýëåìåíòàìè A1 è öèêë ïîâòîðÿåòñÿ. Ñòðîÿòñÿ ìíîæåñòâà A i è B i ; i > 2: Èñ÷åðïàâ âñå
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B0; ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ çàêàí÷èâàåì.

16.3.3. Ôîðìèðîâàíèå ïðèçíàêîâ äëÿ òåêñòóð ñ ïîìîùüþ ñâÿçí ûõ ïî îòíîøåíèþ
òîëåðàíòíîñòè îáëàñòåé

Ïóñòü òåêñòóðíûå èçîáðàæåíèÿ, çàäàííûå â âèäå ôóíêöèè f (x; y) íà äèñêðåòíîé îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ D = Jm � Jn ; ïðèíàäëåæàò t êëàññàì. Çäåñü Jm 
 f 1; 2; :::; mg; Jn 


 f 1; 2; :::; ng � äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ôóíêöèè [a; b] ðàçáèò íà � ãðàäàöèé. Êðîìå òîãî, íà D
çàäàíî îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè �:

Äëÿ òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé íàèáîëåå ïîäõîäÿùèìè ÿâëÿþòñÿ ïðèçíàêè H i ;
�
i = 1; r

�
;

âû÷èñëåííûå íà îáëàñòè D ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáîé òåêñòóðû f (x; y)

H i = h (fhx; y i 2 D jM i (x; y) = 1 g) ;
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ãäåM i (x; y) =

(
1; åñëèf (x; y) > a + � i ; � i =

b� a
r

;
�
i = 1; r

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

ÇäåñüH i � êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ ïî � îáëàñòåé i -ãî ñå÷åíèÿ.
Ãèñòîãðàììû ïðèçíàêîâ H i ;

�
i = 1; 10

�
; ñíÿòûå ñ 8 êëàññîâ òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé, ïî-

êàçàíû íà ðèñ. 16.1. Èñïîëüçóÿ äàííûå ïðèçíàêè, ìîæíî íàáðà òü ñòàòèñòè÷åñêèé ìàòåðèàë
äëÿ îáó÷àþùèõ âûáîðîê è çàòåì, âûáðàâ êàêîé-ëèáî êðèòåðèé ï ðèíÿòèÿ ðåøåíèé, íàïðèìåð
ìåòîä êîëëåêòèâíîãî ãîëîñîâàíèÿ, ìåòîä Ãóðâèöà, êðèòåðèé Ëàïëàñà, êðèòåðèé Ñýâèäæà èëè
ìåòîä ìèíèìóìà ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ, êëàññè ôèöèðîâàòü òåêñòóðíûå èçîáðà-
æåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííûõ ïðèçíàêîâ [70].

Ðèñ. 16.1. Ðàñïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà ñâÿçíûõ îáëàñòåé ïî 10ñå÷åíèÿì äëÿ 8 êëàññîâ èçîáðà-
æåíèé ( Y � êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ îáëàñòåé, X � êîëè÷åñòâî ñå÷åíèé)

Ïðèâåäåííîå ïîíÿòèå ñâÿçíûõ ïî îòíîøåíèþ òîëåðàíòíîñòè ìí îæåñòâ ïîçâîëÿåò ðåøàòü
çàäà÷ó êëàñòåðèçàöèè (òàêñîíîìèè), òî åñòü ðàçáèâàòü íà ñâÿçíûå ïî îòíîøåíèþ òîëåðàíòíî-
ñòè îáëàñòè è ïîäñ÷èòûâàòü êîëè÷åñòâî òàêèõ îáëàñòåé. Èñïîëüçóÿ ÷èñëî ñâÿçíûõ ïî îòíîøå-
íèþ òîëåðàíòíîñòè îáëàñòåé êàê ïðèçíàê, óäàåòñÿ ðåøàòü çàä à÷ó êëàññèôèêàöèè îáðàçîâ (â
÷àñòíîñòè, òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé).

16.4. Îáíàðóæåíèå êëàññèôèêàöèîííûõ çàêîíîìåðíîñòåé ìåò îäîì
àëüòåðíàòèâíûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë

Çàäà÷à îáíàðóæåíèÿ êëàññèôèêàöèîííûõ çàêîíîìåðíîñòåé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ, ñãðóïïèðîâàííûõ ïî êëàññàì â
ñîîòâåòñòâèè ñ âïîëíå îïðåäåëåííûì ïðèíöèïîì êëàññèôèêàö èè. Ñàìè îáúåêòû íåäîñòóïíû
íåïîñðåäñòâåííîìó àíàëèçó, à äîñòóïíû ëèøü ðåçóëüòàòû èõ í àáëþäåíèé (èçìåðåíèé), âûïîë-
íÿåìûõ ñ ïîìîùüþ êîíêðåòíûõ ïðèáîðîâ. Ñîâîêóïíîñòü âîçìîæ íûõ ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé
íàä îáúåêòàìè îáðàçóåò ïðîñòðàíñòâî íàáëþäåíèé. Íà îñíîâå ýìïèðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà �
ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà îá úåêòîâ, íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü,
ñóùåñòâóåò ëè êëàññèôèêàöèÿ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà íàáëþ äåíèé, àäåêâàòíàÿ (ñ òî÷íîñòüþ
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äî íåêîòîðîãî êðèòåðèÿ) èñõîäíîé êëàññèôèêàöèè îáúåêòîâ, è, â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îò-
âåòà, ïîñòðîèòü êëàññèôèöèðóþùèé àëãîðèòì.

Ôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è [33] ïðåäïîëàãàåò ñóùåñòâîâ àíèå àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé
Pi ; (i = 1 ; 2; :::; n) ïîÿâëåíèÿ îáúåêòîâ i -ãî êëàññà è ðàñïðåäåëåíèé f i (x) ýëåìåíòîâ i -ãî êëàñ-
ñà ïî ïðîñòðàíñòâó íàáëþäåíèé X: Â âèäå êðèòåðèÿ êà÷åñòâà êëàññèôèêàöèè èñïîëüçóåòñÿ
âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ îøèáî÷íûõ ðåøåíèé (â îáùåì ñëó÷àå � ñð åäíèé ðèñê). Ýìïèðè÷åñêèé
ìàòåðèàë (îáó÷àþùàÿ âûáîðêà) íåîáõîäèì äëÿ îöåíêè ðàñïðåä åëåíèé f i (x): Ïðè òàêîé ïîñòà-
íîâêå çàäà÷è ìèíèìèçàöèÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè (ñðåäíåãî ðèñêà) äîñòèãàåòñÿ ïðèìåíåí èåì
áàéåñîâûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë. Åñëè äîñòèãíóòîå êà÷åñòâî ðàñï îçíàâàíèÿ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàí-
ñòâà íàáëþäåíèé óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåííûì ïðàêòè÷åñêèì òðåáîâàíèÿì, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî
èñêîìàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñóùåñòâóåò; ïðè ýòîì àëãîðèòì êëàññ èôèêàöèè ðåàëèçóåò áàéåñîâî
ïðàâèëî.

Îïèñàííàÿ ìîäåëü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé îáëàäàåò äâóìÿ íåäîñòàò êàìè. Âî-ïåðâûõ, ôèçè÷å-
ñêàÿ ðåàëèçàöèÿ áàéåñîâûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë ìîæåò áûòü îñóùå ñòâëåíà ëèøü â ïðîñòåéøèõ
çàäà÷àõ îáíàðóæåíèÿ êëàññèôèêàöèè. Âî-âòîðûõ, ïðàêòè÷åñê èå çàäà÷è ïîèñêà êëàññèôèêà-
öèè íå âñåãäà ñîãëàñóþòñÿ ñ ýòîé ìîäåëüþ. Ïðè÷èíû òîìó ñëåäó þùèå:

1) äàëåêî íå âî âñåõ çàäà÷àõ óäàåòñÿ óñòàíîâèòü òî÷íûå çíà÷åíèÿ àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé
Pi ; ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ çíà÷åíèÿ Pi ìîãóò èçìåíÿòüñÿ äàæå â õîäå ðåøåíèÿ ôèêñè-
ðîâàííîé çàäà÷è. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âûíóæäàåò ïðèìåíÿòü ð åøàþùèå ïðàâèëà èíîãî òèïà
(ïðàâèëî ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ [110], ìèíèìàêñíûå è ñóáìèíèìàêñíûå ïðàâèëà [126]),
êîòîðûå, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè;

2) ìîùíîñòü îáó÷àþùåé âûáîðêè, íåîáõîäèìîé äëÿ îöåíêè ðàñï ðåäåëåíèé f i (x); ýêñïîòåí-
öèàëüíî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà íàáë þäåíèé X: Ïîýòîìó ïðàêòè÷å-
ñêàÿ ðåàëèçàöèÿ áàéåñîâà ìåòîäà âîçìîæíà ëèøü â ïðîñòðàíñò âàõ íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Â
íåêîòîðîé ñòåïåíè ýòó òðóäíîñòü ìîæíî îáîéòè [20], èñïîëüç óÿ ïðèçíàêè îòîáðàæåíèÿ X â
íåêîòîðûå ïðîñòðàíñòâà ìàëîé ðàçìåðíîñòè (â ÷àñòíîñòè îäí îìåðíûå), è ïðèíèìàÿ ÷àñòíûå
ðåøåíèÿ ïî êàæäîìó îòäåëüíîìó ïðèçíàêó. Îäíàêî ñóùåñòâóþù èå ìåòîäû âûäåëåíèÿ ïîëåç-
íûõ ïðèçíàêîâ îñíîâàíû íà ýâðèñòè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î õ àðàêòåðå ðåøàåìîé çàäà÷è.
Êðîìå òîãî, ïðè ñèíòåçå îáùåãî ðåøåíèÿ âûäâèãàþòñÿ î÷åíü æå ñòêèå òðåáîâàíèÿ ê ñîâîêóï-
íîñòè ïðèçíàêîâ [134], âûïîëíåíèå êîòîðûõ ñîïðÿæåíî ñ áîëü øèì îáúåìîì âû÷èñëèòåëüíûõ
ðàáîò;

3) âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ÷èñëî êëàññîâ n ëèáî î÷åíü âåëèêî, ëèáî ïîòåíöèàëüíî íåîãðàíè÷åí-
íî. Ïîñêîëüêó äèàïàçîíû çíà÷åíèé èçìåðÿåìûõ ïàðàìåòðîâ îã ðàíè÷åíû, âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ,
êîãäà äëÿ ìíîãèõ ýëåìåíòîâ x 2 X áàéåñîâî ïðàâèëî ïðè êëàññèôèêàöèè â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ áóäåò ïðèâîäèòü ê îøèáêàì;

4) íåðàâíîöåííîñòü ðàçëè÷íûõ òèïîâ îøèáîê êëàññèôèêàöèè â ûíóæäàåò îòêàçàòüñÿ îò
êðèòåðèÿ ìèíèìóìà âåðîÿòíîñòè îøèáêè è ïðèâîäèò ê ââåäåíèþ â çàäà÷ó ôóíêöèè ïîòåðü,
ïðèïèñûâàþùåé ðàçëè÷íûì òèïàì îøèáîê ðàçëè÷íûå âåñà [33]. Îäíàêî ôîðìèðîâàíèå ôóíê-
öèè ïîòåðü íîñèò ñóáúåêòèâíûé õàðàêòåð è îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ëüçîâàòåëåì ðåçóëüòàòîâ êëàññè-
ôèêàöèè â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîáñòâåííûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè î çí à÷èìîñòè ðàçëè÷íûõ òèïîâ îøè-
áîê. Íàëè÷èå íåñêîëüêèõ êàòåãîðèé ëèö, èñïîëüçóþùèõ ðåçóë üòàòû êëàññèôèêàöèè â ïðàê-
òè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, ñ ðàçëè÷íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè î ôóí êöèè äåëàåò òàêîé ïîäõîä íåñî-
ñòîÿòåëüíûì. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóþò çàäà÷è êëàññèôèêàöèè , â êîòîðûõ îøèáêè ñ÷èòàþòñÿ
íåäîïóñòèìûìè, íî äîïóñêàåòñÿ âîçìîæíîñòü óêàçàíèÿ íåñêî ëüêèõ âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ, åñëè
êîëè÷åñòâî ýòèõ âàðèàíòîâ ñóùåñòâåííî ìåíüøå n:

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îáíàðóæåíèÿ êëàññèôèêàöèîííûõ çàêîíîì åðíîñòåé â óñëîâèÿõ äåé-
ñòâèÿ óêàçàííûõ âûøå ôàêòîðîâ ïðåäëàãàåòñÿ ââåñòè â ðàññìî òðåíèå íåîäíîçíà÷íûå ðåøåíèÿ.
Îáëàñòè ðåøåíèé â ïðîñòðàíñòâå íàáëþäåíèé áóäóò ïðè ýòîì ïå ðåñåêàòüñÿ, îäíàêî òåðìèí
¾êëàññèôèêàöèÿ¿ ñîõðàíÿåò ñâîå çíà÷åíèå, åñëè âñå âîçìîæí ûå ïåðåñå÷åíèÿ îáëàñòåé ðåøå-
íèé ñ÷èòàòü êëàññàìè (òàê, êàê ýòî ïðåäëîæåíî â ðàáîòå [158] ).

Ôîðìàëüíî îáëàñòè ðåøåíèé x 2 X i ìîãóò áûòü îïèñàíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿ-
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ìè

� i (x) =
�

1; åñëèx 2 X i ;
0; åñëèx =2 X i :

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå äëÿ îáúåêòà x 2 X ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåêòîðîì àëüòåðíàòèâ

� (x) = ( � 1(x); � 2(x); :::; � n (x)) ; (16.1)

ïåðå÷èñëÿþùèì âîçìîæíûå àëüòåðíàòèâû ðåøåíèÿ. Ðåøàþùèå ï ðàâèëà âèäà (16.1) íàçâàíû
â ðàáîòå [106]àëüòåðíàòèâíûìè ðåøàþùèìè ïðàâèëàìè (ÀÐÏ).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òàêæå âåùåñòâåííóþ ôóíêöèþ

h(t) =
�

1; åñëèt > 0;
0; åñëèt 6 0:

Åñëè îøèáêàìè êëàññèôèêàöèè ñ÷èòàòü îòáðàñûâàíèå èñòèííî ãî âàðèàíòà ðåøåíèÿ â
(16.1), òî åñòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ � i (x) = 0 îáúåêòà x 2 X i -ãî òèïà, òî íåòðóäíî çà-
ìåòèòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü îøèáîê îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè âûïîëí åíèè óñëîâèé

� i (x) > h[f i (x)] (16.2)

äëÿ âñåõ x 2 X è i = 1 ; 2; :::; n: Ïîòîìó äëÿ ñëó÷àÿ èñïîëüçîâàíèÿ ÀÐÏ êðèòåðèè âåðîÿòíîñòè
îøèáêè è ñðåäíåãî ðèñêà ïðàêòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ íå èìåþò.

Îöåíêó êà÷åñòâà ÀÐÏ ìîæíî ïðîèçâåñòè ðàçëè÷íûì îáðàçîì. Ïð îñòåéøåé õàðàêòåðèñòè-
êîé ÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷èìîñòü � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðèíÿòèÿ îäíîçíà÷íûõ ðåøåíèé.
Äîâîëüíî î÷åâèäíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (16.2) ìàêñè ìóì ðàçëè÷èìîñòè äîñòèãàåòñÿ
â ñëó÷àå ðàâåíñòâà

� i (x) = h[f i (x)] (16.3)

ïðè âñåõ x 2 X è i = 1 ; 2; :::; n: Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ÀÐÏ (â îòëè÷èå îò
áàéåñîâîé çàäà÷è) íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìèçàöèîííîé è ðåøàåòñÿ í åïîñðåäñòâåííî íà îñíîâàíèè
ðàâåíñòâà (16.3). Ñ÷èòàÿ êîððåêòíî ïîñòðîåííûìè ëèøü òå ÀÐ Ï, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî
(16.3), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå, îïðåäåëÿþùåå ðàçëè÷èìîñòü

� =
Z

x

� � (x)
nX

i =1

Pi f i (x)dx ;

ãäå

� � (x) =

8
>><

>>:

1; åñëè
nP

i =1
� i (x) = 1;

0; åñëè
nP

i =1
� i (x) 6= 1 :

Íà ïðàêòèêå ðàçëè÷èìîñòü � ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ýêñïåðèìåíòàëüíî, êàê ïðîöåíò îä-
íîçíà÷íî êëàññèôèöèðîâàííûõ îáúåêòîâ.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü ñëåäóþùèå ñóùåñòâåííûå îñîáåííîñòè ì åòîäà ÀÐÏ. Ïðèìåíåíèå êîð-
ðåêòíî ïîñòðîåííûõ ÀÐÏ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñàìóþ ¾îñòîðîæí óþ¿ ñòðàòåãèþ ïðèíÿòèÿ êëàñ-
ñèôèêàöèîííûõ ðåøåíèé. Âåðîÿòíîñòü îøèáêè â ïðèíöèïå ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî
ìàëîé (ïî êðàéíåé ìåðå, òåîðåòè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé äëÿ ýòîã î íåò). Ìåòîä ÀÐÏ íåêðèòè÷åí
ïî îòíîøåíèþ ê êîëè÷åñòâó êëàññîâ n: Êîððåêòíûå ÀÐÏ âèäà (16.3) íå çàâèñÿò îò âåëè÷èíû
àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé Pi : Óêàçàííûå îáñòîÿòåëüñòâà ñâîäÿò çàäà÷ó îáíàðóæåíèÿ êëàññè-
ôèêàöèîííûõ çàêîíîìåðíîñòåé ê îöåíêå ðàñïðåäåëåíèé f i (x) íà îñíîâàíèè îáó÷àþùåé âûáîð-
êè, ïîñòðîåíèþ ÀÐÏ â ñîîòâåòñòâèè ñ (16.3) è ýêñïåðèìåíòàëü íîìó îöåíèâàíèþ ðàçëè÷èìîñòè
� . Åñëè çíà÷åíèå ðàçëè÷èìîñòè íåâåëèêî (íå óäîâëåòâîðÿåò ïð àêòè÷åñêèì òðåáîâàíèÿì), äå-
ëàåòñÿ âûâîä îá îòñóòñòâèè êëàññèôèêàöèîííûõ çàêîíîìåðíî ñòè â èñõîäíîì ýìïèðè÷åñêîì
ìàòåðèàëå (ñëó÷àé íåèíôîðìàòèâíîñòè ïðîñòðàíñòâà íàáëþä åíèé X ): Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
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íàéäåííàÿ êëàññèôèêàöèîííàÿ çàêîíîìåðíîñòü îïèñûâàåòñÿ ðåøàþùèì ïðàâèëîì (16.1) è ìî-
æåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ öåëåé ïîñëåäóþùåé êëàññèôèêàöèè îáúåêòîâ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåòîäèêè îáíàðóæåíèÿ êëàññèôèêàöèîííûõ çàê îíîìåðíîñòåé ìåòîäîì
ÀÐÏ íàèáîëåå ñåðüåçíóþ ïðîáëåìó ïðåäñòàâëÿåò àíàëèç îáó÷à þùåé âûáîðêè � îïðåäåëåíèå
ôóíêöèé h[f i (x)] â (16.3). Äîâîëüíî î÷åâèäíî, ÷òî íåïîñðåäñòâåííàÿ îöåíêà ð àñïðåäåëåíèé
f i (x) â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàáëþäåíèé X ïðàêòè÷åñêè íå ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà;
òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ áàéåñîâûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë, ìîùíîñòü îáó÷àþùåé âûáîð-
êè äîëæíà áûòü î÷åíü áîëüøîé. Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü ïîñòð îåíèÿ ÀÐÏ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïðèçíàêîâ.

Ïóñòü ' j (x) ( j = 1 ; 2; :::; m) � âåùåñòâåííûå ôóíêöèè (ïðèçíàêè). Òîãäà äëÿ êàæäîãî
j -ãî ïðèçíàêà ñóùåñòâóþò ðàñïðåäåëåíèÿ f ij (t); ãäå t � âåùåñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ðàñïðåäåëåíèÿì f i (x) â ïðîñòðàíñòâå íàáëþäåíèé X: Äëÿ îöåíêè ðàñïðåäåëåíèé
f ij (t) íåîáõîäèìà ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøàÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà. Ïðè ìåíÿÿ (16.3) ê êàæäîìó
ïðèçíàêó, ïîëó÷èì

� ij (t) = h[f ij (t)] ;

ãäå t = ' j (x):
ÀÐÏ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

� j (t) = ( � 1j (t); � 2j (t); :::; � nj (t)) : (16.4)

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáùåãî ÀÐÏ íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî îòáðîøåíí ûå àëüòåðíàòèâû ðåøåíèé
â (16.4) äîëæíû áûòü îòáðîøåíû òàêæå è â èòîãîâîì ÀÐÏ.

Ïîýòîìó îáùåå ÀÐÏ èìååò êîíúþíêòèâíûé âèä:

� m (x) = ( � m
1 (x)& � m

2 (x)& :::& � m
n (x)) ;

ãäå

� m
i (x) =

mY

j =1

� ij [' j (x)]:

Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ïðèçíàêîâ äîëæíû áûòü ñâÿçàíû ñî ñòðóêòó ðîé ðåøàåìûõ çàäà÷ è
ïîýòîìó âûõîäÿò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû. Ñóùåñòâåííûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìåòîä ìóëü-
òèïëèêàòèâíûõ ÀÐÏ, ïðèìåíÿåìûé äëÿ îáíàðóæåíèÿ êëàññèôèê àöèîííûõ çàêîíîìåðíîñòåé,
íåêðèòè÷åí ïî îòíîøåíèþ ê ñîñòàâó è ìîùíîñòè ñèñòåìû ïðèçíà êîâ.

Ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà îáíàðóæåíèÿ êëàññèôèêàöèîííûõ çà êîíîìåðíîñòåé íà îñíîâå èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ÀÐÏ ýêñïåðèìåíòàëüíî èññë åäîâàëàñü ïðè ðåøåíèè çàäà÷è
àâòîìàòè÷åñêîãî äåøèôðèðîâàíèÿ àýðîôîòîñíèìêîâ. Èíòåðåñ ê ýòîé çàäà÷å áûë îáóñëîâëåí
ñëåäóþùèìè åå îñîáåííîñòÿìè:

íåâîçìîæíîñòüþ òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé àïðèîðíûõ âå ðîÿòíîñòåé ïîÿâëåíèÿ îáú-
åêòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ;

ïîòåíöèàëüíîé íåîãðàíè÷åííîñòüþ êîëè÷åñòâà êëàññîâ;
âûñîêèìè òðåáîâàíèÿìè ê íàäåæíîñòè ðåçóëüòàòîâ äåøèôðèðî âàíèÿ, ïðåäíàçíà÷àåìûõ

íåñêîëüêèì êàòåãîðèÿì ïîëüçîâàòåëåé;
îòñóòñòâèåì ïîëíûõ ïðåäñòàâëåíèé îá èíôîðìàòèâíîñòè èñïî ëüçóåìûõ àýðîôîòîñíèìêîâ.
Îáúåêòàìè äåøèôðèðîâàíèÿ â ýêñïåðèìåíòàõ ÿâëÿëèñü â îñíîâ íîì ðàñòèòåëüíûå ïîêðîâû

ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Êîëè÷åñòâî êëàññîâ îáúåêòîâ èçìåíÿëîñü î ò 14 äî 22. Ñíèìêè ïîäâåðãàëèñü
ôîòîìåòðèðîâàíèþ ñ ïîñëåäóþùåé öèôðîâîé ðåãèñòðàöèåé; ðå çóëüòàòû ôîòîìåòðèðîâàíèÿ
îáðàáàòûâàëèñü íà ÝÂÌ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû ïðîãðàììíîã î îáåñïå÷åíèÿ àâòîìàòèçàöèè
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé. Âñåãî èññëåäîâàëîñü 45 ïð èçíàêîâ; èç íèõ áûëî îòîáðàíî
29 íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûõ. Âñå ïðèçíàêè ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ
(ñðåäíèå) çíà÷åíèé íåêîòîðûõ ôóíêöèîíàëüíûõ õàðàêòåðèñò èê, âû÷èñëåííûõ íà îòäåëüíûõ
ó÷àñòêàõ ôîòîìåòðè÷åñêîãî ñèãíàëà. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ïðèçíàê îïèñûâàë îïðåäåëåí-
íûå õàðàêòåðèñòèêè ñòðóêòóðû ñèãíàëà. Â îáó÷àþùåé âûáîðêå ïðèñóòñòâîâàëî îò 10 äî 60
îáúåêòîâ íà êàæäûé êëàññ.
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Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ñëåäóþùèå:
1) óñòàíîâëåíî íàëè÷èå îáúåêòèâíûõ ðàçëè÷èé ðåçóëüòàòîâ ô îòîìåòðèðîâàíèÿ äëÿ îáúåê-

òîâ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ è ïîñòðîåí àëãîðèòì èõ êëàññèôèêàöèè ;
2) âåðîÿòíîñòü îøèáêè (ñðåäíÿÿ) êëàññèôèêàöèè, îáóñëîâëå ííàÿ íåïîëíîòîé îáó÷àþùåé

âûáîðêè, ñîñòàâèëà âåëè÷èíó îêîëî 10%;
3) Ñðåäíÿÿ ðàçëè÷èìîñòü (äåøèôðèðóåìîñòü) êëàññèôèöèðóå ìûõ îáúåêòîâ ñîñòàâèëà âå-

ëè÷èíó îêîëî 80%.
Ïðîâåäåííîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî íå ò îëüêî ðàáîòîñïîñîáíîñòü ðàç-

ðàáîòàííîé ìåòîäèêè îáíàðóæåíèÿ êëàññèôèêàöèîííûõ çàêîí îìåðíîñòåé ñ èñïîëüçîâàíèåì
ÀÐÏ, íî è ïðîñòîòó åå ðåàëèçàöèè ñðåäñòâàìè âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè.

16.5. Òåîðåòèêî-èãðîâîé ïîäõîä ê êëàññèôèêàöèè òåêñòóðíû õ èçîáðàæåíèé

Ïîä òåêñòóðíûì èçîáðàæåíèåì [106] íà ïëîñêîñòè 
 = X � Y ïîíèìàåòñÿ òàêîå ñëó÷àéíîå
ïîëå îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòè D(x; y) : x 2 X; y 2 Y; äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî

(8" > 0)(9p > 0)(8! 2 
)( 8F (� ))[mes(! ) > p ) [
1

mes(! )

ZZ

!

Fd! � lim
� ! 


1
mes(� )

ZZ
Fd� ] 6 " ];

ãäå ! � âûïóêëîå, çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî 
; mes(! ) � ìåðà ìíîæåñòâà ! ; F (D (x; y); x; y) �
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ÷àñòü èçî áðàæåíèÿ äàåò îäíîçíà÷-
íîå ïðåäñòàâëåíèå î òåêñòóðå âñåãî èçîáðàæåíèÿ. Ïðè èññëåäîâàíèè äèñòàíöèîííûìè ìåòî-
äàìè òåêñòóðíûå èçîáðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïëîùàäíûì îáúåêòàì èçó÷àåìîé ïîâåðõíîñòè.
×èñëî òèïîâ îáúåêòîâ, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ èçîáðàæåíèÿìè, î öåíèâàåòñÿ, ïî äàííûì [97], âå-
ëè÷èíàìè ïîðÿäêà 3000 êëàññîâ, ÷òî ãîâîðèò î áîëüøîì çíà÷åí èè òåêñòóðíîãî àíàëèçà äëÿ
èíòåðïðåòàöèè äàííûõ äèñòàíöèîííûõ èññëåäîâàíèé.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è êëàññèôèêàöèè òåê ñòóð [100]. Ïóñòü êàæäàÿ ðå-
àëèçàöèÿ èëè ââîä èçîáðàæåíèÿ çàäàåòñÿ íàáîðîì ñòðóêòóðíî-ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ
[124] X = ( x1; :::; xn ): Ê ÷èñëó ïðèçíàêîâ îòíîñÿòñÿ êóìóëÿíòû îäíîìåðíîé ãèñòîãðàììû,
õàðàêòåðèñòèêèëèíåàðèçîâàííîé àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, ïðàâäîïîäîáèå ïî äâóìåðíîé
ãèñòîãðàììå è äðóãèå. Ïðèçíàêè ïîäáèðàëèñü ýêñïåðèìåíòàë üíî äëÿ èçîòðîïíûõ òåêñòóð. Äëÿ
ðåãóëÿðíûõ òåêñòóð íàèáîëåå ýôôåêòèâíûìè ïðèçíàêàìè ïðèç íàíû ñïåêòðàëüíûå [152]. Èç-
âåñòíà ñòàíäàðòíàÿ îáó÷àþùàÿ èíôîðìàöèÿ, òî åñòü ïåðå÷åíü îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ ñ óêàçàíèåì
èõ êëàññîâîé ïðèíàäëåæíîñòè. Åå îñîáåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ôðàãìåíòàðíîñòü âûáîðêè: êàæ-
äûé èç êëàññîâ E1; : : :; E` ïðåäñòàâëåí íàáîðîì èç K 1; :::; K ` ïîäêëàññîâ èëè äèôôåðåíöèàëü-
íûõ ýòàëîíîâ [125]. Ôðàãìåíòàöèÿ âûáîðêè âûçâàíà êàê èçìåí÷èâîñòüþ ñàì îãî îáúåêòà, òàê
è ðàçëè÷íûìè óñëîâèÿìè åãî âîñïðèÿòèÿ. Àïðèîðíûå âåðîÿòíî ñòè êëàññîâ P(E1); : : : ; P(E` )
íåèçâåñòíû. Àäåêâàòíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü îòñóòñòâóåò â ñèëó áîëüøèõ ñëîæíîñòåé
åå ïîñòðîåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðåøåíèå îòûñêèâàåòñÿ â ðàìêàõ íåïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà
[110, 113]. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâíûå ïëîòíîñòè ïîäêëàññîâ P(X=` i ); i = 1; N; ãäå ` i � íîìåð
ïîäêëàññà, N � îáùåå ÷èñëî ïîäêëàññîâ âî âñåõ êëàññàõ íå îïðåäåëåíû [24].

Òàêèì îáðàçîì, ñ îäíîé ñòîðîíû, åñòü ëèöî, ïðèíèìàþùåå ðåøåíèå (ËÏÐ), çàäà÷åé êîòî-
ðîãî ÿâëÿåòñÿ âûáîð àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè P(` i =X ); i = 1; N òàêîé, êîòîðàÿ áû ìè-
íèìèçèðîâàëà ýíòðîïèþ ñèñòåìû, ñ äðóãîé ñòîðîíû, åìó ïðîòèâîñòîèò 2-å ëèöî � ïðèðîäà ,
êîòîðàÿ, äåéñòâóÿ ñîãëàñíî âòîðîìó íà÷àëó òåðìîäèíàìèêè, ñòðåìèòñÿ óâåëè÷èòü ýíòðîïèþ
ñèñòåìû ïóòåì âûáîðà óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé ïîä êëàññîâ P(X=` i ) è àïðèîðíûõ
âåðîÿòíîñòåé ïîäêëàññîâ p(` i ): Âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè, âûñòóïàþùåé â êà÷åñòâå øòðàôà â
èãðå ËÏÐ ïðîòèâ ïðèðîäû, èìååò âèä [110]:

H = �
Z

x

p(x)
NX

i =1

p(` i =x) ln p(` i =x)dx; (16.5)

ãäå p(x) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íàáëþäåíèÿ âåêòîðà ïðèçíàêîâ X: Ïðåîáðàçóåì (16.5),
âûðàçèâ ïîäëîãàðèôìåííîå âûðàæåíèå èç ôîðìóëû Áàéåñà
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H = �
Z

x

p(x)
NX

i =1

p(` i =x) ln p(x=` i )dx �
Z

x

p(x)
NX

i =1

p(` i =x) ln p(` i )dx+

+
Z

x

p(x)
NX

i =1

p(` i =x) ln p(x)dx:

(16.6)

Èç âûðàæåíèÿ (16.6) âèäíî, ÷òî îáùàÿ ýíòðîïèÿ ñèñòåìû ñêëàä ûâàåòñÿ èç ýíòðîïèé, îáó-
ñëîâëåííûõ îòñóòñòâèåì èíôîðìàöèè î ïëîòíîñòÿõ óñëîâíûõ â åðîÿòíîñòåé, àïðèîðíûõ âåðî-
ÿòíîñòåé ïîäêëàññîâ è âîçìîæíîñòè ïîëó÷åíèÿ íàáëþäåíèÿ X: Ïîñëå âûïîëíåíèÿ î÷åâèäíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé (16.6) èìååì

H = �
Z

x

p(x)
NX

i =1

p(` i =x) ln p(x=` i )dx �
NX

i =1

p(` i ) ln p(` i ) +
Z

x

p(x) ln p(x)dx: (16.7)

Àíàëèç (16.7) ïîêàçûâàåò, ÷òî ýíòðîïèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ p(x) íå çàâèñèò îò ñòðàòåãèé èã-
ðàþùèõ è ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïîñòîÿííîé. Âûáîð àïðèîðíûõ âåð îÿòíîñòåé ïðèíàäëåæèò öå-
ëèêîì ïðèðîäå, è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà (16.7) î÷åâèäåí âûáîð p(`1) =
= p(`2) = : : : = p(`n ) = 1 =N: Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü (16.7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòåìàòè÷åñêî å
îæèäàíèå ðåçóëüòàòà èãðû. Ïîñêîëüêó èíôîðìàöèÿ î ðàñïðåäå ëåíèè ïðèçíàêîâ îòñóòñòâóåò,
ïîëàãàåì èõ íåçàâèñèìûìè.

Òîãäà

ln p(x=` i ) =
MX

j =1

ln p(x j =`i ):

Íåçàâèñèìîñòü ñòðàòåãèé ËÏÐ è ïðèðîäû ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâè òü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
(16.7) êàê ïðîèçâåäåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

H = �
NX

i =1

pi

MX

j =1

qj ln p(x j =`l ); (16.8)

ãäå pi = ( p1; : : :; pN ) � âåêòîð ñìåøàííîé ñòðàòåãèè ËÏÐ, òî åñòü pi � àïîñòåðèîðíàÿ âå-
ðîÿòíîñòü ïîäêëàññà ` i ; q = ( q1; : : : ; qM ) � âåêòîð ñìåøàííîé ñòðàòåãèè ïðèðîäû; qi èìååò
ñìûñë íîðìèðîâàííîãî âåñà ïðèçíàêà x j : Âåëè÷èíà ëîãàðèôìà ïëîòíîñòè îäíîìåðíîãî óñëîâ-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ áîëüøèíñòâà ðàñïðåäåëåíèé åñòü

� ln(x j =`i ) = f (x j ; ~mij ; ~� ij ); (16.9)

ãäå ~mij � îöåíêà ñðåäíåãî èëè ìåäèàíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèçíàêà x j ïîäêëàññà ` i ; ~� ij �
îöåíêà ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ. Âåëè÷èíû ~mij è ~� ij îöåíèâàþòñÿ ïî ñòàíäàðòíîé îáó÷àþ-
ùåé èíôîðìàöèè. Â êà÷åñòâå ôóíêöèè f (�) ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäîáðàíà â ðàáîòå [124]:

f (x; m; � ) =
jx � mj

�
:

Îáîçíà÷èâ f (x j ; ~mij ; ~� ij ) = � ij ïîñëå ïîäñòàíîâêè (16.9) â (16.8), èìååì

H =
NX

i =1

MX

J =1

pi qj � ij : (16.10)

Âûðàæåíèå (16.10) åñòü öåíàèãðû äâóõ ëèöñ íóëåâîé ñóììîé � = hP; Q; � i ; ãäå P � ñîâî-
êóïíîñòü ñòðàòåãèé ËÏÐ; Q � ñîâîêóïíîñòü ñòðàòåãèé ïðèðîäû; � = jj � ij jj � ìàòðèöà èãðû
ðàçìåðîì N � Ì.
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Èñïîëüçîâàíèå íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà ïðè ôîðìèðîâàíèè ìàòð èöû

P(� ij > t ) 6
1
t2 (16.11)

ïîçâîëèò ñîêðàòèòü åå ðàçìåðíîñòü. Ïðè âûáîðå t = 10 ôîðìóëà (16.10) ãàðàíòèðóåò, ÷òî 99%
ìàññû ðàñïðåäåëåíèÿ ïîäêëàññà ` i ïî ïðèçíàêó áóäåò ó÷àñòâîâàòü â èãðå � :

Äëÿ M ïðèçíàêîâ â îáùåì ñëó÷àå

Pf9 i = 1; M [� ij > t ]g <
M
t2 ; (16.12)

çíà÷èò, ïðè M = 20 ãàðàíòèðóåòñÿ, ÷òî òîëüêî 80% ðåàëèçàöèè ` i áóäåò ó÷àñòâîâàòü â èãðå
� : Îäíàêî ïðàêòè÷åñêè èç-çà óíèìîäàëüíîñòè è íåïðåðûâíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ýòà âåëè÷èíà
íå áûâàåò ìåíåå 97,5%.

Â ðåçóëüòàòå èãðû� ËÏÐ ïðîèãðûâàåò íå áîëåå ÷åì

hI = min
p2 P

max
q2 Q

p�qT ;

à ïðèðîäà âûèãðûâàåò íå áîëåå ÷åì

hII = max
q2 Q

min
p2 P

p�qT :

Â îáùåì ñëó÷àå ïî òåîðåìå ôîí Íåéìàíà�Ìîðãåíøòåðíà [164] ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ äîñòèãàåò-
ñÿ ïðè hI = hII = h: Òîãäà âåêòîð îïòèìàëüíûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé ËÏÐ p = ( p1; : : : ; pN )
îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíè ÿ

8
>><

>>:

NP

i =1
pi � ij 6 h; j = 1; M ; h ! min;

NP

i =1
pi = 1 ; 0 6 pi 6 1:

(16.13)

Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïðèðîäû îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ð åøåíèÿ çàäà÷è äâîéñòâåííîé
(16.13). Ïîñêîëüêó âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû � ïðàêòè÷åñêè ðàçëè÷íû, òî ñîãëàñíî èññëåäîâà-
íèþ [130] ÷èñëî îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîìïîíåíò â âåêòîðàõ p è q áóäåò îäèíàêîâûì.

Òàêèì îáðàçîì, êàê è â ñëó÷àå èçâåñòíûõ óñëîâèé âåðîÿòíîñòå é è çàäàííîé ìàòðèöû øòðà-
ôîâ [195], â ÿâíîì âèäå íàõîäèòñÿ âûðàæåíèå äëÿ àïîñòåðèîðí ûõ âåðîÿòíîñòåé.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â èãðå � ó÷àñòâóþò ïîäêëàññû, à íå ñàìè êëàññû, äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåêòîð à
àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé êëàññîâ p� = ( p�

1; ::; p�
L ) àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ïîäêëàññîâ

ñóììèðóþòñÿ:

p�
i =

� i + k iX

j = � i

pj ; (16.14)

ãäå � i =
i � 1P

j =1
K j ; � 1 = 1 :

Âåëè÷èíû àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé êëàññîâ ìîæíî èñïîëüç îâàòü íåïîñðåäñòâåííî äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê îáúåêòîâ ïî èõ òåêñòóðíûì èçîá-
ðàæåíèÿì. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî èç êëàññîâ E1; :::; EL çàäàí âåêòîð êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòå-
ðèñòèê t i = ( t1i ; :::; tmi ); i = 1; L; ãäå m � îáùåå ÷èñëî èññëåäóåìûõ êîëè÷åñòâåííûõ õà-
ðàêòåðèñòèê. Âñå âåêòîðû t i ñâåäåíû â ìàòðèöó êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê T = jj t ij jj
ðàçìåðîì L � m: Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ (16.13) ñ ó÷åòîì (16.14) èìååì âåêòîð à ïîñòåðèîðíûõ
âåðîÿòíîñòåé p� ; êîòîðûé ïðè óìíîæåíèè ñëåâà íà T äàåò èñêîìûé âåêòîð êîëè÷åñòâåííûõ
õàðàêòåðèñòèêR = ( r1; : : : ; rL ):

R = p� T:
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Î÷åâèäíî, ÷òî ìåòîä ïðèìåíèì ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ: âî-ïå ðâûõ, íåçíà÷èòåëüíîå èç-
ìåíåíèå âåêòîðà êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê âûçûâàåò íå çíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå âåêòî-
ðà ïðèçíàêîâ òåêñòóðû, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ñïðàâåäëèâî èç-çà èíòåãðàëüíîãî õàðàêòåðà
èçîáðàæåíèÿ; âî-âòîðûõ, â îáó÷åíèè äîëæíû áûòü ïðåäñòàâëå íû êðàéíèå çíà÷åíèÿ õàðàêòåðè-
ñòèê, ïîñêîëüêó ðåçóëüòèðóþùèé âåêòîð R åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåêòîðîâ îáó÷åíèÿ T:
Îáúåì îáó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ îøèáêîé îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåð èñòèê è äèàïàçîíîì ëèíåéíîñòè
èçìåíåíèÿ ïðèçíàêîâ ïðè âàðèàöèè õàðàêòåðèñòèê.

Â òðàäèöèîííîì ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ ïðèíÿòî äåëàòü îäíîç íà÷íûé âûâîä î ïðèíàäëåæ-
íîñòè îïîçíàâàåìîãî îáúåêòà îäíîìó èç êëàññîâ E1; :::; EL : Âåêòîð àëüòåðíàòèâ p� ; êàê
ïðàâèëî, óêàçûâàåò íà ìíîãîçíà÷íîå èëè àëüòåðíàòèâíîå ðåø åíèå, êîòîðîå íåîáõîäèìî ïðèâå-
ñòè ê îäíîçíà÷íîìó. Ìîæíî îòìåòèòü òðè ñïîñîáà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è: ïåðâûé � èñêëþ÷èòü
èç ðåøåíèÿ ÷àñòè àëüòåðíàòèâ, íà îñíîâàíèè èìåþùåéñÿ ó èññë åäîâàòåëÿ äðóãîé èíôîðìàöèè
ïîìèìî òåêñòóðû; âòîðîé � ïðèíÿòü ðåøåíèå ïî ìàêñèìóìó àïîñ òåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè (ïðèí-
öèï ìàêñèìóìà àðãóìåíòà [110]) (arg max(p�

1; : : :; p�
L ); õîòÿ èç-çà äåéñòâèÿ ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ

ýòî ðåøåíèå íåëüçÿ ñ÷èòàòü óäîâëåòâîðèòåëüíûì â ñëó÷àå áëèçêèõ çíà÷åíèé àïîñòåðèîðíûõ
âåðîÿòíîñòåé; òðåòèé � ïîâòîðíî ðàçûãðàòü ñ èñïîëüçîâàíèå ì ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíîãî àíà-
ëèçà [166, 195]. Êàê ïîêàçàíî â ñòàòüå [195], ïîñëåäîâàòåëüíîñò ü àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé
äëÿ îäíîãî èç êëàññîâ ñõîäèòñÿ ê åäèíèöå, à äëÿ îñòàëüíûõ � ê í óëþ. Ïîñêîëüêó ïðè âûâî-
äå (16.8) ïîêàçàíî, ÷òî ñòðàòåãèÿ ïðèðîäû îïòèìàëüíà ïðè ðà âíûõ àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòÿõ
ïîäêëàññîâ ` i ; òî ïî ôîðìóëå Áàéåñà èìååì

pi =
p(x=E i )

k=
i

LP

j =1
p(x=E i )=k=

j

; (16.15)

ãäå pi � àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü p(E i =x); p(x=E i ) � óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü êëàññà E i ;
k=

i ; k=
j � ÷èñëî äèôôåðåíöèàëüíûõ ýòàëîíîâ êëàññîâ E i è E j ; ïðåäñòàâëåííûõ â ìàòðèöå � .

Â ñèëó (16.15) îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò âèä

Z =
p(x=E i )
p(x=E j )

=
pi k

=
i

pj k
=
j

:

Â ñëó÷àå äâóõ êëàññîâ èçâåñòíî ðåøåíèå [166], îñíîâàííîå íà ïîñëåäîâàòåëüíîì êðèòåðèè
Âàëüäà,

Z =
p1k=

1

(1 � p1)k=
2

=

8
>>><

>>>:

> A =
1 � "1

"2
! x 2 E1;

6 B =
"1

1 � "2
! x 2 E2;

(16.16)

ãäå "1 � ïðåäåëüíî äîïóñòèìàÿ îøèáêà îòíåñåíèÿ îáúåêòà êëàññà E1 ê êëàññó E2; "2 �
ïðåäåëüíî äîïóñòèìàÿ îøèáêà îòíåñåíèÿ îáúåêòà êëàññà E2 ê êëàññó E1:

Â ñëó÷àå, åñëèB < Z < A è ïîâòîðíîå íàáëþäåíèå íåâîçìîæíî, ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå îá
îòêàçå îò êëàññèôèêàöèè. Åñëè ïîâòîðíûé ââîä âîçìîæåí, îòí îøåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ ïåðåâû-
÷èñëÿåòñÿ:

Z i +1 = Z i
p1i k

=
1i

(1 � p1i )k
=
2i

; i = 0 ; 1; : : :; Z0 = 1 ; (16.17)

ãäå p1i � çíà÷åíèå àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè êëàññà E1 ïîñëå i -ãî ðàçûãðûâàíèÿ;
k=

1i ; k=
2i � êîëè÷åñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ ýòàëîíîâ êëàññîâ E1 è E2 â ìàòðèöå � ïðè

i -ì ðàçûãðûâàíèè. Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå (16.17) ïîäñòàâëÿåò ñÿ â (16.16), è öèêë ïîâòîðÿåò-
ñÿ.
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Â ñëó÷àå L > 2 êëàññîâ çàäàåòñÿ ìàòðèöà ïðåäåëüíî äîïóñòèìûõ îøèáîê ` = jj " ij jj ðàç-
ìåðîì L � L; ãäå " ij � ïðåäåëüíî äîïóñòèìàÿ îøèáêà îòíåñåíèÿ îáúåêòà êëàññà E i ê êëàññó
E j :

Ïîëàãàåì " ii = 0 :

Ìàòðèöó ` íàçîâåì êîððåêòíîé , åñëè äëÿ ëþáîãî i = 1; L;
lP

j =1
" ij < 1: Â ýòîì ñëó÷àå

íåðàâåíñòâà Âàëüäà ïðèíèìàþò âèä
1X

k=1

Z

Zk > A i

p(x1; :::; xk =Ei )dx1; :::; dxk > A i

Z

Zk > A i

p(x1; :::; xk =E i )dx1; :::; dxk ; (16.18)

1X

k=1

Z

Zk 6 B i

p(x1; :::; xk=Ei )dx1; :::; dxk 6 B i

Z

Zk 6 B i

p(x1; :::; xk=E i )dx1; :::; dxk ;

ãäå x1; : : : ; xk � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáëþäåíèé îïîçíàâàåìîé òåêñòóðû; p(x1; :::; xk =E i ) �
ïëîòíîñòü óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüí îñòè íàáëþäåíèé x1; : : : ; xk ; ïðè
óñëîâèè èõ íåïðèíàäëåæíîñòè êëàññó E i : Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ ïîðîãîâ ïðèìåò âèä

A i =

1 �
LP

j =1
" ij

LP

j =1
p(E j )" j i

; (16.19)

B i =

LP

j =1
" ij

1 �
LP

j =1
p(E j )" j i

;

ãäå p(E i ) � àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü êëàññà E i :
Ïîñêîëüêó, âîîáùå ãîâîðÿ, àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè íåèçâåñò íû, ìîæíî äàòü îöåíêó ïîðîãîâ

(16.19), îöåíèâ ñóììó â çíàìåíàòåëå êàê

LX

j =1

p(E j )` j i > min " j i
j (j 6= i )

: (16.20)

Îäíàêî (16.20) äàåò ñëèøêîì æåñòêèå îãðàíè÷åíèÿ äëÿ ïîðîãî â A i è B i : Ñ ó÷åòîì äîïóùåíèé
îá àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòÿõ, ñäåëàííûõ ïðè ïåðåõîäå îò (16.7 ) ê (16.8), ïîëàãàåì p(E i ) =
= K =

i =N=; ãäå N = � ÷èñëî ñòðîê â ìàòðèöå �: Äëÿ êàæäîãî êëàññà E i ; i = 1; L âû÷èñëÿåòñÿ
îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ èç (16.18) êàê

Z i =
pi k

=
i

N l �
LP

j =1( j 6= i )
pj k

=
j

: (16.21)

Îòíîñèòåëüíî êàæäîãî êëàññà E i ðåøåíèå ïðèíèìàåòñÿ ïî ïðàâèëó (16.11) ñ ïîðîãàìè A i

è B i èç (16.19) è îòíîøåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ (16.21). Â ñëó÷àå, åñ ëè íå ïðèíÿòî ðåøåíèå î
çà÷èñëåíèè îïîçíàâàåìîãî îáúåêòà â îäèí èç êëàññîâ E i ; äëÿ òåõ êëàññîâ, êîòîðûå íå áûëè
èñêëþ÷åíû ïî (16.11), îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ ïåðåâû÷èñë ÿåòñÿ ïî (16.12).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ âñåõ i = 1; L; A i > B i ; ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü äîñòèãàåòñÿ äëÿ
ëþáîé êîððåêòíîé ìàòðèöû `; òî ðåøåíèå, äîñòàâëÿåìîå ïðàâèëîì, îñíîâàííûì íà ïîñëåäî-
âàòåëüíîì êðèòåðèè Âàëüäà, êîððåêòíî â ñìûñëå [38], òî åñòü ð åøåíèå îäíîâðåìåííî íå äàñò
êàê íè äâóõ è áîëåå ðàçëè÷íûõ êëàññîâ, òàê è íè îäíîãî èç êëàññ îâ.

Ïðèâåäåííûå àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû íà ÝÂÌ ÑÌ-4 ñî ñïåöèàëèçè ðîâàííûì óñòðîéñòâîì
ââîäà òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé. Çàäà÷à (16.13) äëÿ ìàòðèöû 100� 20 ðåøàåòñÿ íå áîëåå ÷åì
çà 10 ñåêóíä.
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Ÿ 17. Ïðåäñòàâëåíèå òåêñòóð äëÿ ìàøèííîãî àíàëèçà

Â ðàáîòàõ [51, 56, 58�60, 62] èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿïðîáëåìû ïðåäñòàâëåíèÿ
òåêñòóð äëÿ ìàøèííîãî àíàëèçà.

Âûáîð ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ òåêñòóðû ñóùåñòâåííî ïîâûøàåò êàê ýôôåêòèâíîñòü ïðî-
öåäóðû ìàøèííîãî àíàëèçà, òàê è ïîñëåäóþùåé àïïàðàòóðíîé ð åàëèçàöèè àëãîðèòìîâ ðàñïî-
çíàâàíèÿ.

17.1. Ïàðàìåòðèçàöèÿ òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé

Â ðàáîòå [52] ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïî ì àøèííûì ìåòîäàì îáíàðó-
æåíèÿ ñêðûòûõ çàêîíîìåðíîñòåé íà òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèÿõ , â ÷àñòíîñòè ðåøåíèå çàäà÷
êà÷åñòâåííîãî (òèïèçàöèÿ) è êîëè÷åñòâåííîãî ðàñïîçíàâàí èÿ (âû÷èñëåíèå íåêîòîðûõ õàðàê-
òåðèñòèê) îáúåêòîâ íà èçîáðàæåíèÿõ.

Êàê êà÷åñòâåííîå, òàê è êîëè÷åñòâåííîå ðàñïîçíàâàíèå îáúå êòîâ ñâîäèòñÿ ê èçìåðåíèþ è
îöåíêå çíà÷åíèé íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ òåêñòóðíîãî èçîáðàæ åíèÿ, òî åñòü ê çàäà÷å ïàðàìåò-
ðèçàöèè òåêñòóðíîãî èçîáðàæåíèÿ.

Â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííûõ ïîäõîäîâ ïàðàìåòðèçàöèÿ òåñíî ñâ ÿçûâàåòñÿ ñ âûáîðîì ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, àäåêâàòíûõ èçó÷àåìûì îáúåêòàì, è â ÷àñ òíîñòè, èññëåäóþòñÿ ïîäðîáíî
êðèòåðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ðàáîòàþùèå â óñëîâèÿõ íåïîëíûõ îáó÷àþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé äèñêðåòíîé èíôîðìàöèè. Êðèòåðèè äîïóñêàþò ìíîãîàëüò åðíàòèâíûå ðåøåíèÿ, à ñõåìà
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà 2 ýòàïà: ÷àñòíîå ðåøåíèå è î áùåå.

Ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè íàøëè ñîãëàñîâàííîå ïîäò âåðæäåíèå â ýêñïåðèìåíòàõ
íàä òåêñòóðíûìè èçîáðàæåíèÿìè [97].

Â ðàñïîçíàâàíèè òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñ ôîðìèðîâàëèñü äâà ïîäõî-
äà: ãåîìåòðè÷åñêèé è ëèíãâèñòè÷åñêèé.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä, íåñìîòðÿ íà îáùíîñòü è ïðîñòîòó, íå äàåò õîðîøèõ ðåçóëüòàòîâ
ïðè ðàñïîçíàâàíèè äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ èçîáðàæåíèé. Ýòî îáú ÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî êëàññû òàêèõ
èçîáðàæåíèé íå îáëàäàþò ¾õîðîøåé¿ êîìïàêòíîñòüþ â ïðîñòðà íñòâå ðåöåïòîðîâ, à îáðàçóþò
òàê íàçûâàåìóþ ¾ãóáêó ñ âîäîé¿. Ñàìè æå êëàññû ïîëó÷àþòñÿ â ð åçóëüòàòå ãðóïïèðîâêè áëèç-
êèõ îáëàñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ åñòü ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ í åêîòîðîãî ìíîæåñòâà ïðåîáðà-
çîâàíèé ê îòäåëüíîìó èçîáðàæåíèþ. Çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ àä äèòèâíîé ïîìåõè, î÷åâèäíî,
íåëüçÿ îæèäàòü êîìïàêòíîñòè òàêèõ îáëàñòåé, à äëÿ äðóãèõ òè ïîâ ïðåîáðàçîâàíèé ãåîìåòðè-
÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå ýôôåêòèâíû. Îäíàêî ãåîìåòðè÷åñê èé ïîäõîä ìîæíî âñå-òàêè ðàñ-
ïðîñòðàíèòü íà ãîðàçäî áîëåå øèðîêèé êëàññ çàäà÷, åñëè íàéò è ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå ýòèõ
çàäà÷.

Â ðàìêàõ ëèíãâèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðåøàòü ïðèíöèïèàëüíî íîâûå
çàäà÷è, êîòîðûå ïðè ãåîìåòðè÷åñêîì ïîäõîäå íå ìîãëè áûòü äà æå ïîñòàâëåíû, îäíàêî ïðè ýòîì
âîçíèêàåò òàêæå ïðîáëåìà ýôôåêòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îáúå êòà ðàñïîçíàâàíèÿ. Ïîêàçàíî,
÷òî íåçàâèñèìî îò ñóùåñòâóþùèõ ïîäõîäîâ ïðîáëåìà ïðåäñòàâ ëåíèÿ òåêñòóð ÿâëÿåòñÿ ïîêà
íåðåøåííîé.

Èç àíàëèçà ñóùåñòâóþùèõ ïîäõîäîâ â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ ò åêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé
ôîðìèðóåòñÿ îáîáùåííûé, òàê íàçûâàåìûé ñïåêòðàëüíî-ëîãè ÷åñêèé ïîäõîä, ñî÷åòàþùèé èäåé-
íûå óñòàíîâêè ãåîìåòðè÷åñêîãî è ëèíãâèñòè÷åñêîãî ïîäõîäî â [103, 104].

Ôîðìàëèçàöèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ â ðàì êàõ ïðåäëîæåííîãî ñïåêò-
ðàëüíî-ëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñïåêòðàë üíî-ëîãè÷åñêóþ ìîäåëü ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ òåêñòóðû è èçó÷èòü åå îñíîâíûå ñâîéñòâà.

Ñóùåñòâóþùèå â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ çàäà ÷ ðàñïîçíàâàíèÿ ôóíê-
öèîíàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ òåêñòóð äîïóñêàþò íåïîñðåäñòâå ííîå ïðèìåíåíèå ñïåêòðàëüíî-
ëîãè÷åñêîé ìîäåëè ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêö èîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé â
ñïåêòðû.

Ñïåêòðàëüíî-ëîãè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå òåêñòóð ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü êëàññ ðåøàåìûõ òðà-
äèöèîííî òðóäíûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ òåêñòóðíûõ èçîáðàæå íèé.
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17.2. Êðèòåðèé òåêñòóðíîñòè ôðàãìåíòà ïîëóòîíîâîãî èçîáð àæåíèÿ

Â ðÿäå ïðèëîæåíèé çàäà÷à íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ èçäåëèÿ ñ âîäèòñÿ ê àíàëèçó êà÷åñòâà
åãî ïîâåðõíîñòè. Äëÿ òåêñòóðíûõ ïîâåðõíîñòåé ýòî, â ñâîþ î÷ åðåäü, ïðèâîäèò ê çàäà÷å êëàññè-
ôèêàöèè òåêñòóð [54]. Îäíàêî âõîäíîå èçîáðàæåíèå ïîâåðõíî ñòè íå âñåãäà áûâàåò òåêñòóðíûì,
òî åñòü íå âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé òåêñòóðíîñòè. Ëþáàÿ åãî êîí å÷íàÿ ïëîùàäü èçîáðàæåíèÿ,
ïðåâîñõîäÿùàÿ S0; íåñåò ñ îøèáêîé " (S0) ( " ! 0 ïðè S0 ! S; ãäå S � âñÿ ïîâåðõíîñòü
èçîáðàæåíèÿ) èíôîðìàöèþ î âñåé òåêñòóðå. Ñëåäîâàòåëüíî, ä ëÿ ëþáîãî ïðèçíàêà ' (S) èìå-
åì j' (S) � ' (S0)j 6 " (S0) : Ïîñêîëüêó ïåðâè÷íûì ïðèçíàêîì èçîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ åãî îï -
òè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü D (S) ; òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îöåíêå âåëè÷èíû Dmax = jD1 (S) � D2 (S)j ;
êîòîðàÿ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Êîëìîãîðîâà�Ñìèðíîâà.

Ïðàêòè÷åñêè ýòî ðåàëèçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñ ôðàãìåíò à èçîáðàæåíèÿ ñíèìàþòñÿ
äâå ïàðàëëåëüíûå òðàññû ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè, äîñòàòî÷ íûì äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ
íåçàâèñèìîñòè îòñ÷åòîâ. Òîãäà äëÿ ãèñòîãðàìì g1 (i ) è g2 (i ) óñëîâèå òåêñòóðíîñòè åñòü

max
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�
�
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0

@
jX

j =1

g1(i ) �
jX

i =1

g2(i )

1

A

�
�
�
�
�
�

6 K N;� ; j = 1; n; (17.1)

ãäå N � êîëè÷åñòâî îòñ÷åòîâ â êàæäîé èç òðàññ; n � ðàçðÿäíîñòü óñòðîéñòâà ââîäà; � = 0 ; 9 �
óðîâåíü çíà÷èìîñòè; K N;� � ôóíêöèÿ Ñìèðíîâà, F (i ) = 0 ; 5 [F (i � 1) + 2F (i ) + F (i + 1)] �
ñãëàæèâàþùàÿ ôóíêöèÿ, ââåäåíèå êîòîðîé íåîáõîäèìî äëÿ ïðå îäîëåíèÿ ýôôåêòà êîíå÷íîé
ðàçðÿäíîñòè ãèñòîãðàììû.

Íàðóøåíèå (17.1) â íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè ñâèäåòåëüñòâóåò î íàëè÷èè àíîìàëèé â ýòîì
íàïðàâëåíèè íà ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíîì ôîíå èëè î íàëè÷èè êðóïíîé ñòðóêòóðû èçîáðà-
æåíèÿ. Ñïîñîáîì àíàëîãè÷íûì (17.1) ïðîâåðÿåòñÿ òàêæå èçîò ðîïíîñòü èçîáðàæåíèÿ, ïîçâîëÿ-
þùàÿ â äàëüíåéøåì óñðåäíÿòü çíà÷åíèÿ ïðèçíàêîâ ïî íàïðàâëå íèÿì.

Ïóñòü Gk (i ) =
1
2

 
iP

j
gk

1 (i ) +
iP

j
gk

2 (i )

!

� ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ â íàïðàâëåíèè k: Òîãäà

êðèòåðèåì àíèçîòðîïèè íàïðàâëåíèé k1 è k2 áóäåò ñîîòíîøåíèå

max jF (Gk1 (i ) � Gk2 (i )) j 6 K 2N;� 1; (17.2)

ãäå � 1 = k m
p

�; L =
km (km + 1)

2
; ãäå km � îáùåå êîëè÷åñòâî íàïðàâëåíèé. Íàðÿäó ñ îï-

òè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ â (17.1), (17.2) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ãè ñòîãðàììó êîíòðàñòíîñòè íà ëþ-
áîì îòðåçêå l : C (L; l ) = g [D (j ) � D (j + l)] èëè ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
S (i ) = F (D) : Îäíàêî ïðàêòè÷åñêèå ýêñïåðèìåíòû íå ïîêàçàëè èõ çíà÷èìîãî ïðåèìóùåñòâà
ïî ñðàâíåíèþ ñ îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ.

17.3. Ñåãìåíòàöèÿ òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé

Çàäà÷è àâòîìàòèçàöèè îáðàáîòêè òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé ÿâ ëÿþòñÿ ñîñòàâíûìè ÷àñòÿìè
îáùåé ïðîáëåìàòèêè ÀÑÎÈÇ (àâòîìàòèçàöèÿ ñèñòåì îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé).

Íà ïåðâîì ýòàïå àâòîìàòè÷åñêîãî àíàëèçà òåêñòóð � îòáîðå ïð åäñòàâèòåëüíîé âûáîðêè
ðåàëèçàöèé òåêñòóð äëÿ ïîñëåäóþùåãî îáó÷åíèÿ ÝÂÌ (â ñëó÷àå ð àñïîçíàâàíèÿ ñ ó÷èòåëåì)�
âîçíèêàåò çàäà÷à ñåãìåíòàöèè òåêñòóð, òî åñòü âûäåëåíèÿ òàêèõ ñîñòàâíûõ ÷àñòåé (ôðàã-
ìåíòîâ) òåêñòóð, êîòîðûå, ñ îäíîé ñòîðîíû, äîñòàòî÷íî ïðåä ñòàâèòåëüíî îòîáðàæàþò îáùèå
ñâîéñòâà èçó÷àåìûõ òåêñòóð, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäñòàâëÿþò ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìîå ïî
ðåàëèçàöèè ïîëå äëÿ ìàøèííîãî àíàëèçà. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòå ëüñòâî ÿâëÿåòñÿ îñîáåííî ñóùå-
ñòâåííûì, òàê êàê ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü âðåìÿ ââîäà â ÝÂÌ ôðàãì åíòà òåêñòóðíîãî ôîòîèçîá-
ðàæåíèÿ è ïîñëåäóþùåãî âû÷èñëåíèÿ ñòðóêòóðíî-ñòàòèñòè÷å ñêèõ õàðàêòåðèñòèê èññëåäóåìûõ
òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé.

Â ðàáîòå [100] èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïî ñåãìåíòàöèè òåêñòóðíûõ èçîáðàæå-
íèé ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåòèêî-èãðîâîãî ïîäõîäà. Ñôîðìóë èðóåì îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ ïðè
âûïîëíåíèè îïåðàöèè ñåãìåíòàöèè òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé. Ñåãìåíòèðîâàííûé â òåêñòóðíîì
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èçîáðàæåíèè ôðàãìåíò äîëæåí ñîõðàíÿòü ãîìîìîðôèçì òåêñòóð, òî åñòü ñâîéñòâà, ïðèñóùèå
âñåìó òåêñòóðíîìó èçîáðàæåíèþ, ïðîÿâëÿþòñÿ â åãî êîíå÷íîé ÷àñòè è, íàîáîðîò, êàêàÿ-ëèáî
êîíå÷íàÿ ÷àñòü (ôðàãìåíò) îòîáðàæàåò ñâîéñòâà âñåé òåêñòóðû.

Ïîìèìî ãîìîìîðôèçìà ñåãìåíòèðîâàííûé ôðàãìåíò äîëæåí îáë àäàòü ñâîéñòâàìè èçî-
òðîïíîñòè (íåçàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ) â ïðåäåëàõ äîïóñòèìûõ äåôî ðìàöèé èñõîäíîãî
êëàññà òåêñòóð èòîïîëîãè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè ê ìåñòîïîëîæåíèþ.

Ïðîöåäóðà ñåãìåíòàöèè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èñõ îäíîå ìíîæåñòâî òåêñòóð
T = f T1; :::; Tkg ïðåäâàðèòåëüíî ðàçáèâàåòñÿ íà îñíîâíûå òèïû: ðåãóëÿðíûå è íåðåãóëÿðíûå.
Äëÿ êàæäîãî êëàññà òåêñòóð âíóòðè òèïà ââîäèòñÿ ïðîöåäóðà î áó÷åíèÿ ÝÂÌ ïóòåì âû÷èñ-
ëåíèÿ íàáîðà ñòðóêòóðíî-ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ íà ïðîè çâîëüíî çàäàííîì ôðàãìåíòå äëÿ
çàäàíèÿ ýòàëîíîâ òåêñòóð. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ðàçìåðà ô ðàãìåíòà (ÿäðà èòåðàöèè) áå-
ðåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òèïà òåêñòóðû è äîïóñòèìûõ äåôîðìàöè é ðåàëüíîãî èçîáðàæåíèÿ.
Çàòåì ïðîâåðÿþòñÿ ñâîéñòâà èçîòðîïíîñòè è òîïîëîãè÷åñêîé èíâàðèàíòíîñòè ê ìåñòîïîëîæå-
íèþ ôðàãìåíòà íà òåêñòóðå. Äàëåå ñòðîèòñÿ èòåðàöèîííûé ïðî öåññ ðàñøèðåíèÿ ÿäðà èòåðàöèè
çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ" � îêðåñòíîñòè ôðàãìåíòà:

� o
i

Ti
= pi 0 ) Si 0 ;

� 1
i = � o

i + "
Ti

= pi 1 ) Si 1 ; : : : ;

� k� 1
i = � k� 2

i + "
Ti

= pi k � 1 ) Si k � 1 ;
� k

i = � k� 1
i + "

Ti
= pi k ) Si k ;

ãäå Si k � íàäåæíîñòü ðàñïîçíàâàíèÿ âûáðàííîãî êëàññà òåêñòóð, " � îòíîñèòåëüíîå óâåëè-
÷åíèå ôðàãìåíòà òåêñòóðû.

Ïðîöåññ èòåðàöèè ñõîäèòñÿ, êîãäà â ïðåäåëàõ çàäàííîé íàäåæ íîñòè ðàñïîçíàâàíèÿ äîñòè-
ãàþòñÿ óñòîé÷èâûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ýòàëîíîâ èññëåäóåìûõ êëàññîâ òåêñòóð.

Ïðîâåäåííûå òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâà íèÿ ïî ñåãìåíòàöèè òåêñòóð-
íûõ èçîáðàæåíèé íà àïïàðàòóðíî-ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå îáð àáîòêè èçîáðàæåíèé, ïîñòðîåí-
íîì íà áàçå ÝÂÌ ÑÌ-4, ïîêàçàëè âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ïðîöåäó ðû ñåãìåíòàöèè íà ïðåä-
âàðèòåëüíîì ýòàïå îáðàáîòêè òåêñòóðíîé èíôîðìàöèè.

17.4. Ïðåäñòàâëåíèå äâóìåðíûõ äèñêðåòíûõ èçîáðàæåíèé ñ ïî ìîùüþ
íóìåðàöèè â âèäå îäíîìåñòíîãî îòíîøåíèÿ

Äëÿ òîãî ÷òîáû ýêîíîìíî èñïîëüçîâàòü îïåðàòèâíóþ ïàìÿòü ÝÂÌ ïðè çàïèñè â íåå äèñ-
êðåòíûõ äâóìåðíûõ èçîáðàæåíèé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè, ïîñëå äíèå óäîáíî ¾ëèíåàðèçîâû-
âàòü¿ ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé íóìåðàöèè îñíîâíîãî ìíîæåñòâà M 
 I m � I n � I r ; ãäå
I m 
 f 1; 2; :::; mg; I n 
 f 1; 2; :::; ng ; I r 
 f 1; 2; :::; r g ; m; n; r 2 N 
 f 0; 1; 2; :::g � ìíî-
æåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿåò áî ëåå êîìïàêòíî óïàêîâûâàòü èñ-
õîäíóþ èíôîðìàöèþ [60, 64].

Äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f : I m � I n ! I r ïîä òåðíàðíûì îòíîøåíèåì F (f ) ; òàêèì, ÷òî
F (f ) 
 fhx; y; f (x; y)i jhx; y i 2 I m � I n g; áóäåì ïîíèìàòü äâóìåðíîå äèñêðåòíîå èçîáðàæå-
íèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ôóíêöèè f:

Ïðè áîëüøèõ m è n èçîáðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ôóíêöèè f â âèäå îòíîøåíèÿ F (f ) ;
õðàíèòü â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè íåâûãîäíî.

Èñïîëüçóÿ íóìåðàöèþ 
 (i; j; k ) îñíîâíîãî ìíîæåñòâà M òàêóþ, ÷òî 
 (i; j; k ) = i +( j � 1)�
m + ( k � 1) � m � n; ¾ëèíåàðèçóåì¿ îòíîøåíèå F (f ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F 0(f ) 

�

x
�
�Qf (x) = è

	
; ãäå

�
x = 1; m � n � r

�
;

Qf (x) =
�

è, åñëèx = 
 (i; j; k ) & f (i; j ) = k; è � ¾èñòèíà¿;
ë, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ë � ¾ëîæü¿.

Êîëè÷åñòâî çàïèñåé â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè óìåíüøèëîñü âòðîå .
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Ïóñòü 
 (i; j; k ) = p: Îáîçíà÷èì ÷åðåç 
 1 (p) = i; 
 2 (p) = j; 
 3 (p) = k îáðàòíûå ôóíê-
öèè íóìåðàöèè 
 (i; j; k ) : Ýòè ôóíêöèè ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:


 3 (p) = �y
�
y >

� p
m�n

��
� 1;


 2 (p) = �y
�

y >
h

p� (
 3 (p)� 1)mn
m

i�
� 1;


 1 (p) = p � (
 2 (p) � 1) � m � (
 3 (p) � 1) � mn:

Çäåñü � � îïåðàòîð ìèíèìèçàöèè, [�] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà. Ïî íîìåðó p 2 F 0(f ) îäíî-
çíà÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ êîîðäèíàòû îòíîøåíèÿ F (f ) ; ÷òî ñóùåñòâåííî äëÿ äàëüíåéøåé
îáðàáîòêè óêàçàííîãî èçîáðàæåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, èçîáðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ôóíêöèè f; ýêîíîìè÷íåå õðàíèòü â ïàìÿòè
ÝÂÌ â âèäå îäíîìåñòíîãî îòíîøåíèÿ F 0(f ) :

17.5. Îá îäíîì ìåòîäå ðàñïîçíàâàíèÿ òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíè é

Àâòîìàòè÷åñêèé àíàëèç òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé ïðèìåíÿåòñ ÿ â ïîñëåäíèå ãîäû ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè òàêèõ îáúåêòîâ, êàê ìåòàëëîãðàôè÷åñêèå øëèôû, áèîëîãè÷åñêèå ïðåïàðàòû, àýðî-
êîñìè÷åñêèå ñíèìêè îáëà÷íîãî ïîêðîâà è çåìíîé ïîâåðõíîñòè è ò.ï. [152].

Îäíàêî ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû àíàëèçà òåêñòóð [52, 57, 172] îá ëàäàþò äâóìÿ íåäîñòàòêàìè.
Ïåðâûé � íåñîãëàñîâàííîñòü ýòàïîâ ôîðìèðîâàíèÿ ïðèçíàêîâ è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé; ïðè ýòîì
îáû÷íî ðåøàåòñÿ çàäà÷à ñîçäàíèÿ ñèñòåìû ïðèçíàêîâ, äîñòàò î÷íî ïîëíî îïèñûâàþùèõ òåêñòó-
ðû, ÷òî íå ãàðàíòèðóåò îïòèìàëüíîñòè ðåøàþùèõ ïðàâèë. Âòîðî é � ñëîæíîñòü àïïàðàòóðíîé
ðåàëèçàöèè, îáóñëîâëåííàÿ íåîáõîäèìîñòüþ ââîäà â ÝÂÌ âñåãî èçîáðàæåíèÿ ñ äîñòàòî÷íî âû-
ñîêèì ðàçðåøåíèåì. Äëÿ îäíîâðåìåííîãî óñòðàíåíèÿ ýòèõ íåä îñòàòêîâ áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä
àâòîìàòè÷åñêîãî ðàñïîçíàâàíèÿ òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé.

Ìåòîä ïðåäïîëàãàåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ äåéñòâèé:
1) ñêàíèðîâàíèå èçîáðàæåíèé;
2) âû÷èñëåíèå ïåðâè÷íûõ ïðèçíàêîâ ñêàíîãðàìì;
3) âû÷èñëåíèå âòîðè÷íûõ ïðèçíàêîâ ñêàíîãðàìì;
4) ôîðìèðîâàíèå êëàññèôèêàöèîííîãî ðåøåíèÿ.
Ñêàíèðîâàíèå èçîáðàæåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàç îì. Ïî ïîëþ èçîáðàæåíèÿ

ñëó÷àéíî (ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì) ðàçìåùàþòñÿ n ïðÿ ìîëèíåéíûõ ïðîôèëåé, îðè-

åíòèðîâàííûõ ïîä óãëàìè
2� � i

n
(i = 1 ; 2; :::; n) ñîîòâåòñòâåííî ê ïðîèçâîëüíî âûáðàííîìó

íàïðàâëåíèþ. Óêàçàííàÿ ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ m ðàç. Ñå÷åíèÿ èçîáðàæåíèé ïðè ïðîôèëè-
ðîâàíèè (ñêàíîãðàììû) äèñêðåòèçèðóþòñÿ ñ äîñòàòî÷íî âûñî êîé ÷àñòîòîé ñ òåì, ÷òîáû îáåñïå-
÷èòü èõ îáðàáîòêó ñðåäñòâàìè öèôðîâîé òåõíèêè; êîëè÷åñòâî îòñ÷åòîâ êàæäîé ñêàíîãðàììû
l îïðåäåëÿåò äëèíó ïðîôèëÿ. Ñîâîêóïíîñòü ïîëó÷åííûõ ñêàíîã ðàìì x i;j (k) ( i = 1 ; 2; : : :; n;
j = 1 ; 2; : : :; m; k = 1 ; 2; : : :; l ) ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûì ìàòåðèàëîì äëÿ äàëüíåéøåé îáðàáîòêè.

Ïåðâè÷íûå ïðèçíàêè õàðàêòåðèçóþò ñâîéñòâà òåêñòóðû ïî êàæ äîìó âûáðàííîìó íàïðàâëå-
íèþ è âû÷èñëÿþòñÿ îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî i . Âñå îíè ñòðîÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì

gr (i ) =
1
m

mX

j =1

1
` � � r + 1

` � � r +1X

k=1

Gr [yij (k)];

ãäå r � íîìåð ïðèçíàêà yij (k) =
�
x ij (k); x ij (k + 1) ; :::; x ij (k + � r � 1)

�
; Gr � íåêîòîðûé

ôóíêöèîíàë îò âåêòîðà yij (k):
Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ïåðâè÷íûé ïðèçíàê åñòü ñðåäíåå çíà÷å íèå ôóíêöèîíàëà Gr ïðè

¾ñêîëüæåíèè¿ èíòåðâàëà äëèíîé � r ïî ñêàíîãðàììå, óñðåäíåííîå ïî âñåì êîëëèíåàðíûì ïðî-
ôèëÿì. Ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèîíàëîâ Gr îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñèñòåìó ïåðâè÷íûõ ïðèçíà-
êîâ.

Âòîðè÷íûå ïðèçíàêè õàðàêòåðèçóþò èíòåãðàëüíûå ñâîéñòâà òå êñòóðû, èíâàðèàíòíûå ïî
îòíîøåíèþ ê îðèåíòàöèè èçîáðàæåíèé, è âû÷èñëÿþòñÿ ïî çíà÷å íèÿì ïåðâè÷íûõ ïðèçíàêîâ.
Ñõåìà âû÷èñëåíèé ñëåäóþùàÿ:

hs(gr ) = H s
�
gr (1); gr (2); :::; gr (n)

�
;
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ãäå s � íîìåð ïðèçíàêà; H s � íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë, èíâàðèàíòíûé ê öèêëè÷åñêîé ïåðåñò à-
íîâêå ïåðåìåííûõ. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé âòîðè÷íûé ïðèçíàê õàðàêòåðèçóåò ôîðìó ¾ðîçû
âåòðîâ¿ çíà÷åíèé ïåðâè÷íîãî ïðèçíàêà áåçîòíîñèòåëüíîé îð èåíòàöèè èçîáðàæåíèÿ. Ñîâîêóï-
íîñòü ôóíêöèîíàëîâ H s îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñèñòåìó âòîðè÷íûõ ïðèçíàêîâ, à ñîâî êóï-
íîñòü hs(gr ) ïðè âñåõ èñïîëüçóåìûõ s è r îáðàçóåò îêîí÷àòåëüíóþ ñèñòåìó ïðèçíàêîâ äëÿ
ðàñïîçíàâàíèÿ òåêñòóð.

Äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ àëüòåðíàòèâíûå ðåøàþùèå ïð àâèëà (ÀÐÏ), ïîçâîëÿþ-
ùèå ïîëó÷èòü ñêîëü óãîäíî ìàëóþ îøèáêó ðàñïîçíàâàíèÿ ïðè äî ñòèæåíèè ìèíèìóìà âîç-
ìîæíûõ àëüòåðíàòèâ ðåøåíèé. Ôîðìèðóþòñÿ ñíà÷àëà ÷àñòíûå ð åøåíèÿ ïî êàæäîìó ïðèçíà-
êó hs(gr ); çàòåì îáùåå ðåøåíèå � â âèäå ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ÀÐÏ. Ñïîñîá ðàñïîçíàâàíèÿ
íà îñíîâå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ÀÐÏ îïèñàí â ðàáîòå [102].

Ïîñêîëüêó â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ ñâîéñòâà òåêñòóðíûõ èçîáðàæ åíèé ðàçëè÷íû, íåîáõîäèìî
ýêñïåðèìåíòàëüíîå îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìåòîäà: êîëè÷å ñòâà õàðàêòåðèçóåìûõ íàïðàâëå-
íèé n; êðàòíîñòè ñêàíèðîâàíèÿ m; äëèí ïðîôèëåé l; äëèí ñêîëüçÿùèõ èíòåðâàëîâ � r ; íà-
áîðîâ ôóíêöèîíàëîâ Gr è H s: Â ïëàíå ìåòîäèêè ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïîäñòðîéêè ìåòîäà ê
êîíêðåòíîé ðåøàåìîé çàäà÷å ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåêîìåíäàö èè.

Ïåðâîíà÷àëüíî (íà ýòàïå îáó÷åíèÿ) ïàðàìåòðû n; m; l ñëåäóåò âûáðàòü íàñòîëüêî áîëü-
øèìè, íàñêîëüêî ýòî äîïóñêàåò èñïîëüçóåìîå òåõíè÷åñêîå îñ íàùåíèå; àíàëîãè÷íî íàáîðû
ôóíêöèîíàëîâ ñëåäóåò âûáðàòü ïî âîçìîæíîñòè áîëåå ðàçíîîá ðàçíûìè (ïðè ðàçíîîáðàçíûõ
çíà÷åíèÿõ � r ): Çàòåì ïóòåì îòáîðà íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ hs(gr ) (ïî êðèòåðèþ
ìèíèìóìà àëüòåðíàòèâ ðåøåíèé [102]) è îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìà ëüíîé äëèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ
èíòåðâàëîâ óòî÷íÿåòñÿ çíà÷åíèå ` = � r max : Äàëåå êðàòíîñòü ñêàíèðîâàíèÿ m óìåíüøàåò-
ñÿ äî äîñòèæåíèÿ ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ gr : Íàêîíåö, çíà÷åíèå êîëè÷å-
ñòâà ïðîôèëåé n ñíèæàåòñÿ äî òàêîé âåëè÷èíû, äàëüíåéøåå óìåíüøåíèå êîòîðî é ïðèâîäèò ê
íåóñòîé÷èâîñòè ïðèçíàêîâ hs:

Îòìåòèì îñíîâíûå îñîáåííîñòè îïèñàííîãî ìåòîäà. Âî-ïåðâûõ , ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ íà-
ñòðîéêà ìåòîäà îñóùåñòâëÿåòñÿ òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ïî âîç ìîæíîñòè áîëåå áëèçêîå ê îï-
òèìàëüíîìó ðåøåíèå êëàññèôèêàöèîííîé çàäà÷è. Ñîãëàñîâàí íîñòü ñ ýòàïîì ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèé îïðåäåëÿåò êàê ñèñòåìó ïðèçíàêîâ, òàê è ïàðàìåòðû ñêàíè ðîâàíèÿ. Âî-âòîðûõ, ìåòîä
äîïóñêàåò ïðîñòóþ àïïàðàòóðíóþ ðåàëèçàöèþ, òàê êàê èñïîëü çóåòñÿ ðàíäîìèçèðîâàííîå ñêà-
íèðîâàíèå, íå òðåáóþùåå âûñîêîé òî÷íîñòè. Â ÷àñòíîñòè, îòï àäàåò íåîáõîäèìîñòü ïðèìåíåíèÿ
äîðîãîñòîÿùèõ ïðåöèçèîííûõ óñòðîéñòâ ââîäà èçîáðàæåíèé.

Ìåòîä áûë ïðèìåíåí äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ àýðîôîòîèçîáðàæåíèé çåìíîé
ïîâåðõíîñòè. Ïðè ðàñïîçíàâàíèè èçîáðàæåíèé ÷åòûðíàäöàòè òèïîâ ðàñòèòåëüíîãî ïîêðîâà
äîñòèãíóòà âåðîÿòíîñòü ðàçëè÷åíèÿ îáúåêòîâ 76%. Êðàòíîñò ü ñêàíèðîâàíèÿ â ýêñïåðèìåíòàõ
ñîñòàâëÿëà åäèíèöó, êîëè÷åñòâî íàïðàâëåíèé ïðîôèëåé ðàâí ÿëîñü äåâÿòè. Ñèñòåìà ïåðâè÷-
íûõ ïðèçíàêîâ ñîäåðæàëà 25 õàðàêòåðèñòèê, à âòîðè÷íûìè ïðè çíàêàìè ÿâëÿëèñü ñðåäíåå ïî
íàïðàâëåíèÿì è êîýôôèöèåíò àíèçîòðîïèè (ðàçáðîñ çíà÷åíèé ïåðâè÷íîãî ïðèçíàêà ïî íà-
ïðàâëåíèÿì). Áûëî îòîáðàíî 28 íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûõ ïðèçí àêîâ ñ ìàêñèìàëüíîé äëèíîé
ñêîëüçÿùåãî èíòåðâàëà 32 îòñ÷åòà (ïðè 256 îòñ÷åòàõ íà âñåì ï ðîôèëå). Ðåçóëüòàòû ýêñïåðè-
ìåíòîâ ïîêàçàëè ýôôåêòèâíîñòü ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà ðàñï îçíàâàíèÿ òåêñòóð ïðè îòíîñè-
òåëüíîé ïðîñòîòå åãî ðåàëèçàöèè [97].

17.6. Àëãîðèòìè÷åñêèå è òåõíè÷åñêèå àñïåêòû ïðè àâòîìàòè÷ åñêîì àíàëèçå
òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé

Â îáùåì ïîòîêå èññëåäîâàíèé ïî ðàñïîçíàâàíèþ îáðàçîâ àíàëè ç òåêñòóðíûõ èçîáðàæå-
íèé çàíèìàåò îñîáîå ìåñòî â ñèëó ñëåäóþùèõ äâóõ îáñòîÿòåëüñ òâ: âî-ïåðâûõ, íàèáîëåå ÷àñòàÿ
âñòðå÷àåìîñòü òåêñòóð â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ àâòîìàòèçàöèè ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ (íà-
ïðèìåð, â çàäà÷àõ ìåäèöèíñêîé äèàãíîñòèêè, ìàòåðèàëîâåäå íèÿ, áèîôèçèêè, äèñòàíöèîííîãî
èññëåäîâàíèÿ ïðèðîäíûõ ðåñóðñîâ è ò.ï.); âî-âòîðûõ, òåêñò óðíûå èçîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñî-
ñòàâíûìè ÷àñòÿìè ëþáûõ èçîáðàæåíèé [3].

Ñðåäè ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ àíàëèçà òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé îñ îáîå ìåñòî ïðèíàäëåæèò
àâòîìàòè÷åñêîìó (ìàøèííîìó) àíàëèçó, òåîðåòè÷åñêîé áàçî é êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíî-
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ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, à ïðàêòè÷åñ êèå âîïðîñû ðåøàþòñÿ â ðàìêàõ
ñîçäàíèÿ ðàñïîçíàþùèõ óñòðîéñòâ è êîìïëåêñîâ [52, 97, 165, 166, 170, 172]. Àëãîðèòìè÷åñêèé
àñïåêò ñâÿçàí ñ ôîðìàëèçàöèåé îïèñàíèÿ òåêñòóðíûõ èçîáðàæ åíèé, ïðèåìàìè èçâëå÷åíèÿ (èç-
ìåðåíèÿ) ïîëåçíîé èíôîðìàöèè èç òåêñòóðíîãî èçîáðàæåíèÿ, âûáîðîì ýôôåêòèâíîé ñèñòåìû
ïðèçíàêîâ, àäåêâàòíîé ñòðóêòóðå òåêñòóðíîãî èçîáðàæåíèÿ , âûáîðîì ðåøàþùèõ ïðàâèë, ñî-
çäàíèåì áàíêà ýòàëîííîãî îïèñàíèÿ òåêñòóð, ìåõàíèçìîì ôîð ìèðîâàíèÿ òåêñòóðíûõ èçîáðà-
æåíèé.

Â òåõíè÷åñêîì àñïåêòå àêòóàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ âîïðîñû ïîñòðî åíèÿ àïïàðàòóðíî-ïðî-
ãðàììíûõ êîìïëåêñîâ äëÿ ââîäà, îáðàáîòêè è âûâîäà èíôîðìàö èè î òåêñòóðíîì ôîòîèçîáðà-
æåíèè; ïîñòðîåíèÿ ïîäñèñòåìû îïòèìàëüíîãî ñêàíèðîâàíèÿ ( èçâëå÷åíèÿ) èíôîðìàöèè î òåê-
ñòóðå; âûáîðà ôóíêöèîíàëüíîé ñòðóêòóðû è ýëåìåíòíîé áàçû, à òàêæå òåõíèêî-ýêîíîìè÷åñêîé
ýôôåêòèâíîñòè ñîçäàíèÿ àïïàðàòóðíî-ïðîãðàììíûõ êîìïëåê ñîâ äëÿ àíàëèçà òåêñòóð. Ââèäó
îòñóòñòâèÿ óíèâåðñàëüíûõ àëãîðèòìîâ àíàëèçà òåêñòóð öåëåñîîáðàçíî âûäåëÿòü ìíîæåñòâî
òåêñòóð çàäàííîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû è ðàññìàòðèâàòü ñîîòâ åòñòâóþùèå ñïîñîáû èõ ìàøèí-
íîãî àíàëèçà.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî íåêîòîðûå ñîñòàâëÿþùèå àñïåêòî â. Ôîðìàëèçàöèÿ îïèñàíèÿ
òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ ñîñòàâíûìè ÷àñòÿìè ëþ áûõ èçîáðàæåíèé, ñâÿçàíà ñ
âûáîðîì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, àäåêâàòíûõ èçó÷àåìûì îáú åêòàì.

Ïîäîáíî áîëüøèíñòâó ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷, ìàøèííûé àíàëè ç òåêñòóð òðåáóåò, ÷òîáû
äàííûå î òåêñòóðàõ, ïðåæäå âñåãî, áûëè ïðåäñòàâëåíû êàêèì- ëèáî îïðåäåëåííûì îáðàçîì.
Â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâëåííûå äëÿ àíàëèçà òåêñòóðíûå èçîáðà æåíèÿ îáúåêòîâ äîëæíû áûòü
îïèñàíû êàêîé-ëèáî ñîâîêóïíîñòüþ ÷èñåë èëè äðóãèõ ýëåìåíò îâ-çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ, õàðàê-
òåðèñòèê îáúåêòîâ. Îáû÷íî îáúåêòû ïðåäñòàâëÿþòñÿ âåêòîðà ìè â ÷èñëîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ
ïðèçíàêîâ èëè ñëîâàìè, ïîðîæäåííûìè â íåêîòîðîì ôîðìàëüíî ì àëôàâèòå, êàê, íàïðèìåð,
â ñòðóêòóðíûõ ìåòîäàõ ðàñïîçíàâàíèÿ [165]. Ïðåäñòàâèòü ðå àëüíûå òåêñòóðíûå èçîáðàæåíèÿ
îáúåêòîâ ñîâîêóïíîñòüþ õàðàêòåðèñòèê � ýòî ñàìîñòîÿòåëüí àÿ çàäà÷à ñî âñåìè ïðèñóùèìè
ýòîìó êëàññó çàäà÷ òðóäíîñòÿìè [31].

Íàèáîëüøèé èíòåðåñ êàê òåîðåòè÷åñêèé, òàê è ïðàêòè÷åñêèé ïðåäñòàâëÿåò îïèñàíèå ðåàëü-
íûõ òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé êàê ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ îïòè ÷åñêîé ïëîòíîñòè, àïïðîêñè-
ìèðóåìûõ êàêèì-ëèáî îáðàçîì â ïðîñòðàíñòâå äèñêðåòíîãî àð ãóìåíòà (íàáîðîì ðåøåò÷àòûõ
ôóíêöèé, ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèÿ è ò.ï.) [3]. Ôîðìàëèçàöèÿ î ïèñàíèÿ òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé
òåñíî ñâÿçàíà ñ ìåõàíèçìîì èõ ôîðìèðîâàíèÿ.

Çíàíèå çàêîíîâ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè îá îáúåêòå íà êàêîé-ëèá î ðåãèñòðàòîð (ôîòîíîñè-
òåëü) ïîçâîëÿåò áîëåå ïîëíî îïèñàòü è ó÷åñòü âñå äåòàëè òåêñ òóðíîãî èçîáðàæåíèÿ êàê íåêîòî-
ðîãî ãîìîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ ïðîåêòèðóåìîé îïòè÷åñêîé ï îâåðõíîñòè îáúåêòà íà ïîâåðõ-
íîñòü ðåãèñòðàòîðà. Åñëè â êà÷åñòâå ðåãèñòðàòîðà èñïîëüçóåòñÿ êàêîé-ëèáî ôîòîíîñèòåëü, òî
ïîëó÷åííûå òåêñòóðíûå ôîòîèçîáðàæåíèÿ íåñóò â ñåáå âñå òå ï îãðåøíîñòè â ïåðåäà÷å èí-
ôîðìàöèè, êîòîðûå ïðèñóùè ôîòîïðîöåññó. Â ÷àñòíîñòè, òàê ê àê ôîòîãðàôè÷åñêèå ñèñòåìû
íå ÿâëÿþòñÿ òåõíè÷åñêè èäåàëüíûìè, òî òåêñòóðíûå ôîòîèçîá ðàæåíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìî-
ùüþ òåõíè÷åñêèõ ôîòîãðàôè÷åñêèõ ñèñòåì, ñîäåðæàò ïðàêòè÷ åñêè êàê ëèíåéíûå (÷àñòîòíûå)
èñêàæåíèÿ, òàê è íåëèíåéíûå (ãðàäàöèîííûå) [56]. ×àñòîòíû å èñêàæåíèÿ ñâÿçàíû ñ íåðàâ-
íîìåðíîé ïåðåäà÷åé ïðîñòðàíñòâåííûõ ÷àñòîò â êàíàëå ïåðåä à÷è èíôîðìàöèè, ÷òî ïðèâîäèò
ê óõóäøåíèþ ðåçêîñòè èçîáðàæåíèÿ, òî åñòü ïîòåðå â êîíå÷íîì ñ÷åòå èíôîðìàöèè î òåêñòó-
ðå. Ãðàäàöèîííûå èñêàæåíèÿ âûçûâàþòñÿ íåëèíåéíûì ïðåîáðà çîâàíèåì ÿðêîñòè îáúåêòà â
îïòè÷åñêóþ ïëîòíîñòü íà ôîòîíîñèòåëå.

Ó÷åò è êîððåêöèÿ ãðàäàöèîííûõ è ÷àñòîòíûõ èñêàæåíèé òåêñòó ðíûõ ôîòîèçîáðàæåíèé
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñàìîñòîÿòåëüíóþ íàó÷íî-òåõíè÷åñêóþ ï ðîáëåìó [56]. Àëãîðèòìèçàöèÿ
àíàëèçà òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé ïðåæäå âñåãî ñâÿçàíà ñ ðàçðåøèìîñòüþ ïðîáëåìû ðàñïî-
çíàâàíèÿ è êëàññèôèêàöèè, òî åñòü äîêàçàòåëüñòâîì ñóùåñòâîâàíèÿ àëãîðèòìîâ, ãàðàíòèðó-
þùèõ ðåøåíèå ïðîáëåìû (ïî àíàëîãèè òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ è å äèíñòâåííîñòè ðåøåíèé â
êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòèêå) [9].

Àëãîðèòìèçàöèÿ â äàííîì ñëó÷àå âîçìîæíà íà íåêîòîðîé åäèíî é ìåòîäîëîãè÷åñêîé îñíîâå,
â ÷àñòíîñòè íà òåîðèè íóìåðàöèé � îäíîãî èç ðàçäåëîâ òåîðèè à ëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùåé
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ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèè ðàçðåøèìîñòè ðàñïîçíàâàíèÿ è êëà ññèôèêàöèè [9, 67, 68].
Ïðèâåäåì îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ êîäèðîâàíèÿ òåêñòóð êà ê êîíñòðóêòèâíûõ îáú-

åêòîâ. Êàæäûé ýëåìåíò èñõîäíîãî ìíîæåñòâà òåêñòóðíûõ èçîá ðàæåíèé èëè ïðîñòî òåêñòóð
îáîçíà÷èì ôóíêöèåé f (ex; ey) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ M è îáëàñòüþ èçìåðåíèÿ çíà÷åíèé
îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòè D; � f � [a; b]; ãäå D � R2

g; [a; b] � Rg; Rg � ìíîæåñòâî äåéñòâè-
òåëüíûõ ÷èñåë. Îáëàñòè D è [a; b] êâàíòóþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â ïðîñòðàíñòâå íàáëþ-
äåíèé F ìîæíî áûëî áû ââåñòè ôóíêöèþ f (x; y) : I m � I n ! I r ; ãäå I m 
 f 1; 2; :::; mg;
I n 
 f 1; 2; :::; ng ; I r 
 f 1; 2; :::; r g ; n; m; r 2 N 
 f 0; 1; 2; :::g � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ
÷èñåë. Êàæäîé òåêñòóðåf 2 M ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îòíîøåíèå Ff � I m � I n � I r òàêîå,
÷òî Ff =

�

x; y; f (x; y)

�
jhx; y i 2 I m � I n

	
:

Äàííîå îòíîøåíèå Ff ñ ïîìîùüþ êàíòîðîâñêîé íóìåðóþùåé òðîéêè c3 (x; y; z) ; ãäå

c3 (x; y; z) 
 c(c(x; c (y; z))) ; c(x; y) =
(x + y)2 + 3x + y

2
; ïåðåâîäèòñÿ âî ìíîæåñòâî íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë
c(Ff ) 


�
c3 �

x; y; f (x; y)
�

jhx; y i 2 I m � I n
	

:

Äàëåå ñ ïîìîùüþ ñòàíäàðòíîé íóìåðàöèè 
 : N ! � ; ãäå � � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷-
íûõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òàêîé, ÷òî 
 (0) = ? è äëÿ ëþáîãî n > 0; åñëè
n = 2 n0 + 2 n1 + ::: + 2 nk ; n0 < n 1 < n 2 < ::: < n k ; òî 
 (n) = f n0; n1; :::; nkg; è ìíîæåñòâó c(Ff )
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íàòóðàëüíîå ÷èñëî d = 
 � 1 (c(Ff )) :

Òàêèì îáðàçîì, äèñêðåòíàÿ òåêñòóðà F; çàäàííàÿ â òî÷êàõ â âèäå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, åñòü
êîíñòðóêòèâíûé îáúåêò, à ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíèìû ê ðàáîò å ñ íèì âñå ïðèåìû è ìåòîäû
êîíñòðóêòèâíîé ìàòåìàòèêè [67, 68, 115]. Ïðè òàêîì ïîäõîäå â ïðîñòðàíñòâå íàáëþäåíèé F
èñõîäíîå ìíîæåñòâî íàáëþäàåìûõ îáúåêòîâ M ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî êëàññîâ M i ;�
i = 1; t

�
; à îòîáðàæåíèå ' : M ! F äàåò ïîêðûòèå îáðàçà A = ' (M ) ïîäîáðàçàìè ' (M i ) :

Òîãäà ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ òðîéêè hM; R; ' i ; ãäå R = f M 1; :::; M t g � íåêîòîðîå
êîíå÷íîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ hM; ' i ; ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ äëÿ
ëþáîãî îáúåêòà � 2 M âñåõ íîìåðîâ ïîäîáðàçîâ ïðîñòðàíñòâà íàáëþäåíèé, â êîòîðû å ýëåìåíò
� ïîïàäàåò ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ ':

×àñòíûì ñëó÷àåì ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ: äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî êîíå÷íîãî îáúåêòà � 2 F îïðåäåëèòü ïðèíàäëåæíîñòü � ìíîæåñòâó A 2 F: Â
ñëó÷àå, êîãäà â êà÷åñòâåF âçÿò íàòóðàëüíûé ðÿä N äàííàÿ ïðîáëåìà â òåîðèè àëãîðèòìîâ
èçâåñòíà êàê ïðîáëåìà âõîæäåíèÿ [119].

Ìû ðàññìàòðèâàåì êîíñòðóêòèâíûå ìíîæåñòâà îáúåêòîâ, òî åñ òü ìíîæåñòâà, êîòîðûå äî-
ïóñêàþò êîäèðîâàíèå ñâîèõ ýëåìåíòîâ êîíå÷íûìè îáúåêòàìè: ñëîâàìè, ìàòðèöàìè, êîíå÷íûìè
ìíîæåñòâàìè èëè êîðòåæàìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äðóãèìè ñëîâ àìè, êîíñòðóêòèâíûå ìíîæå-
ñòâà � ýòî ìíîæåñòâà ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèõ îáúåêòîâ, êîòîðû å â ïðîñòðàíñòâå íàáëþäåíèé
âîñïðèíèìàþòñÿ êàê êîíå÷íûå îáúåêòû. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé êî íå÷íûé îáúåêò ìîæíî çàêî-
äèðîâàòü íàòóðàëüíûì ÷èñëîì, à â êà÷åñòâå óíèâåðñóìà F êîíå÷íûõ îáúåêòîâ âçÿòü íàòó-
ðàëüíûé ðÿä ÷èñåë N: Òîãäà àëãîðèòìè÷åñêóþ ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåì ðàñïîçíàâàíè ÿ è êëàñ-
ñèôèêàöèè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü íà ÿçûêå òåîðèè ðåêóðñèâíû õ ôóíêöèé â âèäå êðèòåðèåâ
ðàçðåøèìîñòè äëÿ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà, à äëÿ ñëó÷ àÿ ëþáîãî äðóãîãî óíèâåðñóìà
êîíå÷íûõ îáúåêòîâ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðà çðåøèìîñòè ïðîáëåìû êëàññè-
ôèêàöèè ìîæíî ïåðåíåñòè ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùèõ íóìåðàöèé ýòè õ óíèâåðñóìîâ [119].

Óêàçàííûå âûøå ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ è êëàññèôèêàöèè îïè ðàþòñÿ íà çíàíèå àïðèîð-
íîé èíôîðìàöèè î êëàññàõ îáúåêòîâ. Íà ïðàêòèêå, êàê ïðàâèëî , òàêàÿ èíôîðìàöèÿ îòñóòñòâó-
åò, ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ïðèõîäèòñÿ èñ ïîëüçîâàòü îáó÷åíèå. Îáó÷åíèå
ìîæåò áûòü ïîëíûì è íåïîëíûì.

Ïóñòü èñõîäíîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ M îòîáðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ 
 â ïðîñòðàíñòâî
êîíå÷íûõ îáúåêòîâ F: Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìû íàáëþäàåì êîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíî ñòü
O 
 h
 ( � 1) ; :::; 
 ( � l )i : Àïðèîðíî èçâåñòíà êëàññèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ f : I l ! I t ;
I l 
 f 1; 2; :::; l g ; I t 
 f 1; 2; :::; tg ; ãäå l; t 2 N 
 f 0; 1; 2; :::g � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, ðàñïðåäåëÿþùàÿ ýëåìåíòû îáó÷àþùåé âûáîðêè O ïî êëàñ ñàì M 1; :::; M t :

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A i (O) ìíîæåñòâà A i (O) 
 O \ 
 ( M i ) ;
�
i = 1; t

�
: Òîãäà åñëè (8i 2 I t )
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[A i (O) = 
 ( M i )]; òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáó÷àþùàÿ âûáîðêà O ïîëíà; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå -
íåïîëíà.

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî ëþáîìó � 2 M îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî íîìåðîâ òåõ ïîäî-
áðàçîâ 
 ( M i ) ; äëÿ êîòîðûõ 
( � ) 2 
( M i ):

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà â êà÷åñòâåF âçÿò íàòóðàëüíûé ðÿä N è îáó÷àþùàÿ âûáîðêà ïîëíà,
ýòó çàäà÷ó ðåøàþò èñïîëüçóÿ ïðåäèêàòû ñëåäóþùåãî âèäà:

Pi (� ) =
�

1; åñëè� A i (O) (
 ( � )) = 0 ;
�
i = 1; t

�
;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå � A i (O) (x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà A i (O):
Ìèíèìèçàöèÿ îáó÷àþùåé èíôîðìàöèè ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü âûá îð íàèáîëåå èíôîðìàòèâ-

íûõ ïðèçíàêîâ è ïîñòðîåíèå àäåêâàòíûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë [118 ].
Òàêèì îáðàçîì, âûäåëÿÿ àëãîðèòìè÷åñêèå è òåõíè÷åñêèå àñïå êòû ïðè àâòîìàòè÷åñêîì àíà-

ëèçå òåêñòóðíûõ èçîáðàæåíèé êîíêðåòíîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîä û, ìîæíî óêàçàòü êðèòåðèè ðàç-
ðåøèìîñòè çàäà÷è êëàññèôèêàöèè è êîíñòðóêòèâíûå ïðèåìû åå íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî ðå-
øåíèÿ.

17.7. Êîìïëåêñ àâòîìàòèçèðîâàííîãî äåøèôðèðîâàíèÿ êðóïí îìàñøòàáíûõ
êîñìè÷åñêèõ ôîòîñíèìêîâ

Â ñèñòåìå êàðòîáåñïå÷åíèÿ ðàöèîíàëüíîãî ïðèðîäîïîëüçîâà íèÿ îäíî èç âåäóùèõ ìåñò ïðè-
íàäëåæèò ìàòåðèàëàì êîñìè÷åñêèõ ñúåìîê, îáåñïå÷èâàþùèì ï îëó÷åíèå äîñòîâåðíîé èíôîð-
ìàöèè î áîëüøèõ ïëîùàäÿõ çåìíîé ïîâåðõíîñòè. Îáëàäàÿ î÷åâè äíûìè ïðåèìóùåñòâàìè, êîñ-
ìè÷åñêèå ôîòîñíèìêè (ÊÔÑ) èìåþò ðÿä îñîáåííîñòåé ïîëó÷åíè ÿ èíôîðìàöèè îá îáúåêòàõ
ìåñòíîñòè, êîòîðûå äîëæíû ó÷èòûâàòüñÿ ïðè îáðàáîòêå. Ïðåæ äå âñåãî ýòî ìåëêèé ìàñøòàá
è ìàëûé êîíòðàñò èçîáðàæåíèÿ, íå ïîçâîëÿþùèå íàäåæíî èñïîë üçîâàòü ïðè äåøèôðèðîâà-
íèè òðàäèöèîííûå äåøèôðîâî÷íûå ïðèçíàêè îáúåêòîâ èññëåäî âàíèÿ (ôîðìà, ðàçìåð, òåíè,
îñîáåííîñòè ñòðóêòóðû è ò.ï.).

Â ñâÿçè ñ ýòèì íàäåæíîñòü âèçóàëüíîãî äåøèôðèðîâàíèÿ ÊÔÑ ïî âñåì êëàññàì îáúåêòîâ
íå ïðåâîñõîäèò 35�40%, à ïî îäíîìó èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííû õ êëàññîâ � ðàñòèòåëüíûì
ïîêðîâàì è ãðóíòàì (ÐÏèÃ) � 20�30%, ÷òî íå îáåñïå÷èâàåò ïîëí îòó ñîäåðæàíèÿ ìíîãèõ òå-
ìàòè÷åñêèõ è òîïîãðàôè÷åñêèõ êàðò, ñîñòàâëÿåìûõ (îáíîâëÿ åìûõ) ïî ÊÔÑ. Âîçíèêàåò íåîá-
õîäèìîñòü ïðîâåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ êàìåðàëüíûõ è ïîëåâû õ ðàáîò. Â ðåçóëüòàòå îäíî èç
îñíîâíûõ ïðåèìóùåñòâ êîñìè÷åñêîé ñúåìêè � îïåðàòèâíîñòü ï îëó÷åíèÿ èíôîðìàöèè � íå
ìîæåò áûòü â ïîëíîé ìåðå ðåàëèçîâàíî. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðå øåíèÿ çàäà÷è ðàöèîíàëüíîãî
ïðèðîäîïîëüçîâàíèÿ ïî ìàòåðèàëàì êîñìè÷åñêîé ñúåìêè íåîá õîäèìà ðàçðàáîòêà âûñîêîïðî-
èçâîäèòåëüíûõ è íàäåæíûõ ñðåäñòâ è ìåòîäîâ îïåðàòèâíîé îáð àáîòêè ÊÔÑ.

Îäíèì èç òàêèõ ñðåäñòâ ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñ àïïàðàòíî-ïðîãðà ììíûõ ñðåäñòâ äëÿ àâòî-
ìàòèçèðîâàííîãî äåøèôðèðîâàíèÿ èíòåãðàëüíûõ ÷åðíî-áåëû õ êðóïíîìàñøòàáíûõ (êðóïíåå
1:200000) êîñìè÷åñêèõ ôîòîñíèìêîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ ïîëó÷ åíèå èíôîðìàöèè î ïëîùàäíûõ
îáúåêòàõ (ÐÏèÃ) åñòåñòâåííûõ è àíòðîïîãåííûõ ëàíäøàôòîâ, à òàêæå èçìåðåíèå øèðèíû
ëèíåéíûõ îáúåêòîâ (ËÎ).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ àïïàðàòíî-ïðîãðàììíû é êîìïëåêñ ÀÐÌ-Ä (àâòîìà-
òèçèðîâàííîå ðàáî÷åå ìåñòî äåøèôðîâùèêà), êîòîðûé ïðåäíà çíà÷åí äëÿ àâòîìàòèçèðîâàííîãî
äåøèôðèðîâàíèÿ ïî ÊÔÑ îáúåêòîâ ÐÏèÃ è îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðîâ ËÎ (øèðèíà äîðîã, ðåê,
òàëüâåãîâ è ò. ä.) ïðè ñîñòàâëåíèè è îáíîâëåíèè òîïîãðàôè÷å ñêèõ è òåìàòè÷åñêèõ êàðò [97].

Ðàçðàáîòêà ìåòîäèêè àâòîìàòèçèðîâàííîãî äåøèôðèðîâàíèÿ ÊÔÑ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ
äâóõ ïðèíöèïèàëüíûõ çàäà÷:

ðàçðàáîòêà ìåòîäèêè îáúåêòèâíîãî àíàëèçà àìïëèòóäíûõ è ñò ðóêòóðíûõ îñîáåííîñòåé ôî-
òîèçîáðàæåíèé (òåêñòóð) ðàçëè÷íûõ êëàññîâ îáúåêòîâ è èõ ñî ÷åòàíèé;

íàõîæäåíèå âçàèìîñâÿçè ìåæäó îïðåäåëÿåìûìè ïî ÊÔÑ îáúåêòà ìè è (èëè) èõ ýëåìåíòàìè
è îáúåêòàìè è õàðàêòåðèñòèêàìè, íå èìåþùèìè ïðÿìîãî îòîáðà æåíèÿ íà ÊÔÑ, òî åñòü ïîèñê
ñâÿçè ìåæäó èíäèêàòîðàìè è èíäèöèðóåìûìè îáúåêòàìè [3, 54, 101].
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Ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ 1�3 òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòà òû ïîñëóæèëè îñíîâîé äëÿ
êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è íà ðàçðàáîòêó ïðàêòè÷åñêèõ à ëãîðèòìîâ êëàññèôèêàöèè (äå-
øèôðèðîâàíèÿ) è ïðèêëàäíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ êîì ïëåêñà ÀÐÌ-Ä.

Âûïîëíÿåòñÿ ëàíäøàôòíîå ðàéîíèðîâàíèå êàðòîãðàôèðóåìûõ ò åððèòîðèé ñ âûäåëåíèåì
ëàíäøàôòîâ-àíàëîãîâ. Çàòåì â ëàíäøàôòàõ, äîñòóïíûõ äëÿ ïð îèçâîäñòâà ïîëåâûõ ðàáîò, ñî-
ñòàâëÿþòñÿ ýòàëîíû äåøèôðèðîâàíèÿ äëÿ êàæäîãî òèïà êàðòîã ðàôèðóåìûõ îáúåêòîâ ñ ïîë-
íûì îïèñàíèåì èõ êà÷åñòâåííûõ è êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñ òèê â îáúåìå òðåáîâàíèé, ïðåäú-
ÿâëÿåìûõ ê ñîñòàâëÿåìûì (îáíîâëÿåìûì) êàðòàì. Èçîáðàæåíè ÿ ýòàëîíîâ ôîòîñíèìêîâ ââî-
äÿòñÿ â ÝÂÌ, âû÷èñëÿþòñÿ èõ ïðèçíàêè è çàíîñÿòñÿ â ïàìÿòü ÝÂÌ âì åñòå ñ êà÷åñòâåííûìè
è êîëè÷åñòâåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, òî åñòü ïî êàæäîìó ëàí äøàôòó ôîðìèðóåòñÿ áàíê
àíàëèòè÷åñêèõ ýòàëîíîâ. Ïî äàííûì ëàíäøàôòíîé ïðèâÿçêè ðå àëüíûõ ÊÔÑ ïðîèçâîäèòñÿ
àâòîìàòèçèðîâàííîå äåøèôðèðîâàíèå ó÷àñòêîâ èçîáðàæåíèé ÐÏèÃ ïóòåì àíàëèòè÷åñêîãî ñî-
ïîñòàâëåíèÿ âû÷èñëåííûõ ïðèçíàêîâ òåêóùåãî èçîáðàæåíèÿ ñ ýòàëîííûì è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé
ïî ñîâïàäåíèþ ïðèçíàêîâ ýòàëîííîãî è èçó÷àåìîãî èçîáðàæåí èé [100].

Â êîìïëåêñå ÀÐÌ-Ä ôîðìèðóþòñÿ äâà îñíîâíûõ ðåæèìà ðàáîòû: ý òàëîíèðîâàíèå è äå-
øèôðèðîâàíèå.

Â ïðîöåññå ýòàëîíèðîâàíèÿ â ÝÂÌ ñ ïîìîùüþ äèññåêòîðíîãî óñòð îéñòâà ââîäà ÄÈÏ-14
(äèññåêòîðíûé èçìåðèòåëü ïëîòíîñòåé) ââîäèòñÿ èíôîðìàöè ÿ î òåêñòóðå èçîáðàæåíèÿ, êîòî-
ðóþ îïåðàòîð-ôîòîãðàììåòðèñò äîïîëíÿåò ïîëåâûìè äàííûìè . Ôîðìèðóåòñÿ áàíê àíàëèòè-
÷åñêèõ (ìàøèííûõ) ýòàëîíîâ íà ðàéîí äåøèôðèðîâàíèÿ.

Ê ïðèçíàêàì, îïèñûâàþùèì òåêñòóðó, ìîæíî îòíåñòè õàðàêòåð èñòèêè ãèñòîãðàììû îï-
òè÷åñêîé ïëîòíîñòè (ñðåäíåå çíà÷åíèå, ñòàíäàðòíîå îòêëîí åíèå, êîýôôèöèåíòû àñèììåòðèè
è ýêñöåññà è äð.); àíàëîãè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè ãèñòîãðàìì ï åðåõîäîâ íà ðàññòîÿíèÿõ 2, 8 è
20 ì íà ìåñòíîñòè (ñîîòâåòñòâóþùèå ïîíÿòèÿì ìåëêàÿ , ñðåäíÿÿ è êðóïíàÿ òåêñòóðû); íåêî-
òîðûå õàðàêòåðèñòèêè äâóìåðíîé ãèñòîãðàììû; ïàðàìåòðû êó ñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè
àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè [101, 124].

Â ñëó÷àå, åñëè èçâåñòíû ïîëåâûå äàííûå äëÿ ââîäèìîãî èçîáðà æåíèÿ, â ðåçóëüòàòå ââî-
äà êîíòóðà, ñîäåðæàùåãî 20�30 òåêñòóðíûõ ôðàãìåíòîâ, ôîðì èðóåòñÿ àíàëèòè÷åñêèé ýòàëîí
äåøèôðèðîâàíèÿ òèïà ÐÏèÃ (íàïðèìåð, ëåñ ìåçîôèòíûé, ëóã ãè ãðîôèòíûé, áîëîòî ãðÿäîâî-
ìî÷àæèííîå è ò. ä.). Ôèçè÷åñêèé ýòàëîí èíòåðïðåòèðóåòñÿ âå êòîðîì

! i j = ( mi j
1 ; � i j

1 ; :::; mi j
R ; � i j

R ; :::; mi j
r ; � i j

r );

ãäå mi j
R ; � i j

R � óñòîé÷èâûå (ðîáàñòíûå) çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî (ïàðàìåòð ïîëî æåíèÿ) è ñòàíäàðò-
íîãî (ïàðàìåòð ìàñøòàáà) îòêëîíåíèé äëÿ ïðèçíàêà ýòàëîííî ãî ôðàãìåíòà.

Â ðåçóëüòàòå ýòàëîíèðîâàíèÿ ôîðìèðóåòñÿ áàíê èç àíàëèòè÷å ñêèõ ýòàëîíîâ äåøèôðèðî-
âàíèÿ


 = ( ! 11; :::; ! 1m1 ; :::; ! 21; :::; ! 2m2 ; :::; ! tm t );

ãäå t � ÷èñëî äåøèôðèðóåìûõ òèïîâ îáúåêòîâ; mi ; (i = 1; t) � ÷èñëî ýòàëîíîâ òèïà 
 i :
Îáû÷íî â ðåçóëüòàòå ïðåäâàðèòåëüíîãî ðàéîíèðîâàíèÿ äëÿ âû äåëåíèÿ ðàéîíîâ-àíàëîãîâ

âûáèðàåòñÿ 5�200 ýòàëîíîâ íà ðàéîí. ×èñëî ýòàëîíîâ êàæäîãî òèïà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò
ñòåïåíè ðàçíîîáðàçèÿ ôàöèé äàííîãî òèïà â ïðåäåëàõ ðàññìàò ðèâàåìîãî ôèçèêî-ãåîãðàôè÷åñ-
êîãî êîìïëåêñà (ïîäðàéîíà) è ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà 3�30 ýòàëî íîâ íà òèï [125].

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîöåññ äåøèôðèðîâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê ñðàâíå íèþ íåîïîçíàííîãî îáúåêòà,
îïèñàííîãî âåêòîðîì ïðèçíàêîâ X; ñ áàíêîì ýòàëîíîâ 
 ; â ðåçóëüòàòå ÷åãî óñòàíàâëèâàþòñÿ
òèï îáúåêòà X è êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè, ïðèñóùèå äàííîìó òèïó.

Îñîáåííîñòüþ òàêîãî ñðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ýêñòðàïîëÿöèîííû é õàðàêòåð àëãîðèòìà, îáó-
ñëîâëåííûé òåì, ÷òî äåøèôðèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ â ðàéîíå-à íàëîãå. Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõî-
äèìî ó÷èòûâàòü èçìåíåíèÿ íà èçîáðàæåíèè, âûçûâàåìûå åñòåñ òâåííûìè ïðè÷èíàìè â ïðåäå-
ëàõ òèïà îáúåêòà (âàðèàöèè óñëîâèé âûïîëíåíèÿ ñúåìêè, ôèçè êî-ãåîãðàôè÷åñêèõ óñëîâèé è
ò. ä.). Äëÿ ó÷åòà ýòèõ èçìåíåíèé ðàçðàáîòàí ñïåöèàëüíûé òåî ðåòèêî-èãðîâîé àëãîðèòì (ÒÈ-
ÐÀ), äåéñòâèå êîòîðîãî ñâîäèòñÿ íà ïåðâîì ýòàïå ê ïîñòðîåíè þ ìàòðèöû ðàçìåðîì m � n;
êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîé õàðàêòåðèçóåò îòêëîíåíèå ïî ïðèçíà êó i äåøèôðèðóåìîãî îáúåêòà

203



îò ýòàëîíà j: Íà âòîðîì ýòàïå ñ ïîìîùüþ ýòîé ìàòðèöû îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîð â åðîÿòíîñòåé
ïðèíàäëåæíîñòè îáúåêòà X ýòàëîíàì ! 1; :::; ! m è òèïàì ÐÏèÃ 
 1; :::; 
 t : Ñ ïîìîùüþ ñïåöè-
àëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîöåäóðû ïðèíèìàåòñÿ îäíîçíà÷í îå ðåøåíèå î òèïå îáúåêòà. Êî-
ëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè îáúåêòîâ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå PT; ãäå
P � âåêòîð âåðîÿòíîñòåé, T � ìàòðèöà ïàðàìåòðîâ ýòàëîíîâ.

Â ñîñòàâ ïàêåòà ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì äåøèôðèðîâàíèÿ ÐÏèÃ, ê ðîìå îñíîâíûõ ìîäóëåé
äåøèôðèðîâàíèÿ è ýòàëîíèðîâàíèÿ, âõîäÿò òàêæå:

ïîäñèñòåìà ôîòîìåòðè÷åñêîé êîððåêöèè, ïîçâîëÿþùàÿ êîððå êòèðîâàòü çíà÷åíèÿ ñðåäíåé
îïòè÷åñêîé ïëîòíîñòè è ñðåäíåé êîíòðàñòíîñòè â çàâèñèìîñò è îò óñëîâèé ôîòîõèìè÷åñêîé
îáðàáîòêè è õàðàêòåðèñòèê ôîòîìàòåðèàëîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ó ìåíüøèòü çàâèñèìîñòü êà÷åñòâà
èçîáðàæåíèÿ îò ôîòîïðîöåññà;

ïîäñèñòåìà îïòèìèçàöèè äåøèôðèðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ äàòü ãðàôè÷åñêóþ èíòåðïðåòà-
öèþ ñèñòåìå ýòàëîíîâ, îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûé ñîñòàâ ýòàëî íîâ è ïðèçíàêîâ è ïðîâåñòè êîì-
ïëåêñíóþ äèàãíîñòèêó îøèáîê êëàññèôèêàòîðà;

ïîäñèñòåìà âûáîðà îïòèìàëüíîãî ñîñòàâà ñòðóêòóðíî-ñòàòè ñòè÷åñêèõ ïðèçíàêîâ;
ìîäóëü îïðåäåëåíèÿ ìåñò äîîáó÷åíèÿ è ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàë èçà ñèñòåìû îïðåäåëåíèÿ êî-

ëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê;
ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ áàçîé äàííûõ ýòàëîíîâ.
Ïàêåò ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì èçìåðåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðîôèëÿ ëè íåéíîãî îáúåêòà îñíîâàí

íà ìîäåëèðîâàíèè ïðîôèëÿ íàáîðîì ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ñâåðíó òûõ ñ íåêîòîðîé ðàññåèâàþùåé
ôóíêöèåé. Èçìåðåíèå ïàðàìåòðîâ ËÎ ðåàëèçóåòñÿ ñïåêòðàëüí î-ëîãè÷åñêèì ìåòîäîì, îñíîâàí-
íûì íà òåîðèè ñâåðõðàçðåøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèì â ÿâíîì âèäå îïð åäåëÿòü ïàðàìåòðû øèðèíû
ñòóïåíåé â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè.

Êà÷åñòâî ðàáîòû êîìïëåêñà ÀÐÌ-Ä îöåíèâàëîñü ïî ðåçóëüòàòà ì äåøèôðèðîâàíèÿ êîí-
òðîëüíûõ ó÷àñòêîâ â ðàçëè÷íûõ ëàíäøàôòàõ (ðàâíèíû ïëîñêèå è õîëìèñòûå ñî ñòåïíîé, ïîëó-
ñòåïíîé èëè ëåñíîé ðàñòèòåëüíîñòüþ; ðàâíèíû ïåñ÷àíî-áóãð èñòûå, áóãðèñòî-ãðÿäîâûå ñ ïîëó-
ïóñòûííîé ðàñòèòåëüíîñòüþ; ïðåäãîðüÿ è ãîðû ñðåäíåé âûñîò û ñ ãîðíî-ëåñíîé è ãîðíî-ñòåïíîé
ðàñòèòåëüíîñòüþ è äðóãèå òèïû ëàíäøàôòîâ).

Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ðàáîòû êîìïëåêñà ÀÐÌ-Ä ðàññìîòðåíî 47 ò èïîâ ÐÏèÃ íà 39 ÊÔÑ,
â ïðåäåëàõ êîòîðûõ âûäåëåíî 236 êîíòóðîâ, ðàññìîòðåíî 528 ô ðàãìåíòîâ òåêñòóðíûõ èçîáðà-
æåíèé ÐÏèÃ. Íàäåæíîñòü èõ äåøèôðèðîâàíèÿ ñîñòàâèëà â ñðåäí åì 77,4 � 1,7%, â òîì ÷èñëå
äëÿ ðàéîíîâ-àíàëîãîâ � 77,2 � 4,2%.

Çíà÷åíèÿ äîñòîâåðíîñòè äåøèôðèðîâàíèÿ íà êîìïëåêñå ÀÐÌ-Ä ïðèâåäåíû â òàáë. 17.1.

Òàáëèöà 17.1

Îáúåêò èññëåäîâàíèé ×èñëî ôðàãìåíòîâ Äîñòîâåðíîñòü, %
Êëàññ (òèï ÐÏèÃ) 125 91
Ïîðîäíûé ñîñòàâ ëåñîâ 111 65
Êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ðàñòèòåëüíîñòè 245 77
Ëèòîëîãè÷åñêèé ñîñòàâ ãðóíòà (äî 3 ìåòðîâ) 220 70
Óðîâåíü ãðóíòîâûõ âîä â 3-ìåòðîâîé òîëùå 125 88

Äîñòèãíóòûé óðîâåíü ðåçóëüòàòîâ äåøèôðèðîâàíèÿ ñîîòâåòñ òâóåò òðåáîâàíèÿì, ïðåäúÿâ-
ëÿåìûì ê êîìïëåêñàì àâòîìàòèçèðîâàííîãî äåøèôðèðîâàíèÿ ê îñìè÷åñêèõ ôîòîñíèìêîâ ïðè
îáíîâëåíèè è ñîñòàâëåíèè êàðò òîïîãðàôè÷åñêèõ è äðóãèõ âèä îâ.

Óíèâåðñàëüíîñòü êîìïëåêñà ÀÐÌ-Ä ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü åãî ò àêæå äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêî-
ãî êðóãà íåòîïîãðàôè÷åñêèõ çàäà÷ ôîòîãðàììåòðèè â ìåäèöèí å, áèîëîãèè, ôèçèêå, êîñìè÷å-
ñêèõ èññëåäîâàíèÿõ.
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Ÿ 18. Ïðèìåðû èç êîìïüþòåðèçàöèè ìåäèöèíñêèõ òåõíîëîãèé

Â ðàáîòå [98] ïîêàçàí âîçìîæíûé ïîäõîä ê êîìïüþòåðèçàöèè ìå äèöèíñêèõ òåõíîëîãèé, êî-
òîðûé ó÷èòûâàåò âîçðàñòàþùóþ ðîëü è òåíäåíöèè ïðèìåíåíèÿ ï åðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ â
ìåäèöèíñêîé ïðàêòèêå íå òîëüêî â ïëàíå êîíòðîëÿ ôèçèîëîãè÷ åñêèõ ôóíêöèé ïàöèåíòà, ñëå-
æåíèÿ (ìîíèòîðèðîâàíèÿ) çà íèìè, íî è â ïëàíå ïðîãíîñòè÷åñê èõ ôóíêöèé, îðãàíèçàöèîííîé
ñòàòèñòèêè ëå÷åáíî-ïðîôèëàêòè÷åñêèõ ó÷ðåæäåíèé è èõ îòäåëüíûõ ñëóæá.

Âû÷èñëèòåëüíûå è ñåðâèñíûå âîçìîæíîñòè ñîâðåìåííûõ ïåðñîí àëüíûõ êîìïüþòåðîâ, íà-
ðàñòàþùèå òåíäåíöèè èõ ðàçâèòèÿ, à òàêæå âûñîêàÿ òðóäîåìêî ñòü, îòñóòñòâèå óíèôèêàöèè â
ñîïðîâîæäåíèè ìåäèöèíû òðàäèöèîííîé áóìàæíîé èíôîðìàöèå é ñòàâÿò çàäà÷ó êîìïüþòåðè-
çàöèè ìåäèöèíñêèõ òåõíîëîãèé â ÷èñëî âàæíåéøèõ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðàáîòàõ [85, 86] îïðåäåëÿåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü îáùàÿ êîíöåïöèÿ êîìïüþ-
òåðèçàöèè â ìåäèöèíå è ýòàïû åå ðåàëèçàöèè.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ òåîðåòè÷åñêèõ ðåç óëüòàòîâ â îòäåëüíûõ êîì-
ïîíåíòàõ êîìïüþòåðíûõ ìåäèöèíñêèõ òåõíîëîãèé.

18.1. Àëãåáðî-ëîãè÷åñêèå àëãîðèòìû â ðàñïîçíàâàíèè, èäåí òèôèêàöèè
è êëàññèôèêàöèè ìåäèöèíñêèõ îáúåêòîâ

Ïðè ïîñòðîåíèè êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðòíûõ ñèñòåì àêòóàëüíû ç àäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ, èäåí-
òèôèêàöèè è êëàññèôèêàöèè îáúåêòîâ. Ïðåäëàãàåòñÿ êîíñòðó êòèâíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ óêà-
çàííûõ çàäà÷.

Â ñîâðåìåííûõ ìåäèöèíñêèõ êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèÿõ (ÌÊÒ) ÷àñòî âîçíèêàåò çàäà-
÷à âûáîðà: íàéòè ïî íåñêîëüêèì êëþ÷åâûì ñëîâàì íåîáõîäèìûé äîêóìåíò èëè åãî íàçâàíèå,
êîãäà èìååòñÿ áîëüøîé îáúåì ðåòðîñïåêòèâíîé ðàçíîðîäíîé è íôîðìàöèè, ñîáðàííîé â îáó÷à-
þùóþ âûáîðêó ìåäèöèíñêèõ ýêñïåðòíûõ ñèñòåì (ÌÝÑ).

Ïîðÿäîê ïîäà÷è êëþ÷åâûõ ñëîâ â ÌÝÑ íà âõîäå, êàê ïðàâèëî, íå ô èêñèðîâàí. Ïîýòîìó,
ôîðìàëèçóÿ ïðîöåññ âûáîðà ïóòåì êîäèðîâàíèÿ ðåòðîñïåêòèâ íîé èíôîðìàöèè è èíôîðìà-
öèè, ïîäàâàåìîé íà ðàñïîçíàâàíèå â ÌÝÑ, ïðèõîäÿò ê îáùèì äëÿ âñåõ ýêñïåðòíûõ ñèñòåì
êàòåãîðèÿì (èëè ïîíÿòèÿì).

Êîäèðîâàíèå.
Ïóñòü M � îñíîâíîå ìíîæåñòâî ìåäèöèíñêèõ îáúåêòîâ (â ÷àñòíîñòè, íå êîòîðûå èìåíà,

ïàñïîðòà è ò.ï.), K � ìíîæåñòâî êîíñòðóêòèâíûõ (èëè êîíå÷íûõ) îáúåêòîâ.
Òîãäà ââåäåì îòîáðàæåíèå ' : M ! K êàê ôóíêöèþ êîäèðîâàíèÿ ìåäèöèíñêèõ îáúåêòîâ

êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè.
Îáó÷àþùàÿ âûáîðêà O 
 f X1; X2; : : : ; Xm g � ñåìåéñòâî èçâåñòíûõ ìíîæåñòâ Xi ; i = 1; m:
Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà O íà êëàññû-ýòàëîíû N j ; j 2 I t 
 f 1; : : : ; tg; S 
 f N1; : : : ; N t g:
Çàêðåïëåíèå íîìåðîâ i 2 I m 
 f 1; 2; : : :; mg ýëåìåíòîâ îáó÷àþùåé âûáîðêè Xi 2 O çà

íîìåðàìè j 2 I t 
 f 1; 2; : : :; tg êëàññîâ N j 2 S ñ ïîìîùüþ êëàññèôèöèðóþùåé ôóíêöèè
f : I m ! I t ; t � êîëè÷åñòâî êëàññîâ-ýòàëîíîâ N j :

Ìíîæåñòâî X � íåèçâåñòíàÿ ðåàëèçàöèÿ (îïèñàíèå) îáúåêòà x íà âõîäå ÌÝÑ.
Öåëåâûå ôóíêöèè, èçâåñòíûå â ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ êàê çàä à÷è ðàñïîçíàâàíèÿ, èäåí-

òèôèêàöèè, êëàññèôèêàöèè, ôîðìóëèðóþòñÿ â äàííîé ðàáîòå í à ÿçûêå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ôóíêöèé.

1. Ðàñïîçíàâàíèå � îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ïðèíàäë åæíîñòè
îáúåêòà x ìíîæåñòâó X :

( 8x 2 M ) dx 2 Xe =
�

1, åñëèx 2 X;
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

2. Èäåíòèôèêàöèÿ � îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàâåíñò âà ìíî-
æåñòâ: X � íåèçâåñòíàÿ ðåàëèçàöèÿ îáúåêòà x; Xi � îïèñàíèå îáúåêòà x â îáó÷àþùåé
âûáîðêå O:

( 8X 2 O) dX = Xi e =
�

1, åñëèX = Xi ; i 2 I m ;
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

3. Êëàññèôèêàöèÿ � îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ïðèíàäë åæíîñòè
íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèè X îäíîìó èç êëàññîâ ðàçáèåíèé:
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( 8X 2 O) dX 2 N j e =
�

1, åñëèX 2 N j ; j 2 I t ;
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Î÷åâèäíî, çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ÿâëÿþòñÿ áîëåå îáùèì ñëó÷à åì çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ è
èäåíòèôèêàöèè.

Îòõîäÿ îò êîìáèíàòîðíîãî (ïåðåáîðíîãî) ðåøåíèÿ çàäà÷ êëàñ ñèôèêàöèè, óêàæåì ðÿä óñëî-
âèé, íàëîæåííûõ íà èñõîäíûå äàííûå, ñ òåì, ÷òîáû ñ ìèíèìàëüí ûìè âû÷èñëèòåëüíûìè çà-
òðàòàìè îïðåäåëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè Pi (X) = dX 2 N i e; i 2 I t ïóòåì ýòàëîíè-
ðîâàíèÿ è òàêñîíîìèè â ÌÝÑ, ðàáîòàþùèõ ñ ñèëüíî ñëèïàþùèìèñ ÿ ìíîæåñòâàìè.

Â èçâåñòíûõ ðàáîòàõ ïî ìåäèöèíñêîé äèàãíîñòèêå îäíîé èç çàä à÷ ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåíèå
îïèñàíèÿ ìàññèâîâ îáó÷àþùèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ [140]. Ïîèñê êðèòåðèåâ îòáîðà ïðè-
çíàêîâ è ñîêðàùåíèÿ èñõîäíîãî îïèñàíèÿ ìåäèöèíñêèõ îáúåêò îâ äîëæåí ïðîõîäèòü ñ ó÷åòîì
ñòðóêòóðû (ìîðôîëîãèè) îïèñàíèÿ îáúåêòà è êà÷åñòâà äèàãíî ñòèêè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå òàêàÿ çàäà÷à ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ýòàëîíèðîâ àíèÿ ñèëüíî ñëèïàþùèõñÿ
ìíîæåñòâ â îáó÷åíèè.

1. Îïðåäåëåíèå ñèëüíî ñëèïàþùèõñÿ ìíîæåñòâ. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ìíîæåñòâà M
âîçüìåì ñåìåéñòâî êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ M 
 f X1; X2; : : : ; Xm ; g; ãäå Xi � � ; äîïóñêàþùèõ
ïåðåñå÷åíèå (ñöåïëåíèå) ýëåìåíòîâ ýòèõ ïîäìíîæåñòâ â êàæä îì èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè;
çäåñü � � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà N 
 f 0; 1; 2; : : :g:

Êîäèðîâàíèå (ðåäóêöèÿ) ' : M ! � òàêîâî, ÷òî ' (M ) = O è K = � :

Î ï ð å ä å ë å í è å 18.1. Äâà ìíîæåñòâà Xi ; Xj 2 M; i 6= j íàçûâàþòñÿ ñèëüíî
ñëèïàþùèìèñÿ , åñëè:

1) Xi \ Xj 6= ? ;
2) Xi nXj 6= ? ;
3) Xj nXi 6= ? ; òî åñòü äâà ìíîæåñòâà Xi ; Xj îòëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé õîòÿ áû íà îäèí

ýëåìåíò.

Ïóñòü S 
 f N1; N2; : : : ; N t g � ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà M; ãäå N i � êëàññ, ñîäåðæàùèé
íå ìåíåå îäíîãî ìíîæåñòâà èç M: Â ÌÝÑ, ðàáîòàþùåé ñ ìíîæåñòâàìè, òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè âèäà

(8X 2 M )dX 2 N ke =
�

1; åñëèX 2 N k ; k 2 I t ;
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü Ei � ýòàëîííûå ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííûå ïî àëãîðèòìó ýòàëîíèðîâ àíèÿ [79].
Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûé ïðåäèêàò ïåðåñå÷åíèÿ (ñöåïëåíèÿ) í åèçâåñòíîãî ìíîæåñòâà X ñ

îäíèì èç ýòàëîííûì ìíîæåñòâ Ei :

Ri (X) =
�

1, åñëèEi \ X 6= ? ; i = 1; t;
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðåäèêàò ïðèíàäëåæíîñòè íåèçâåñòíîãî ìíîæåñòâà X êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè N i :

Pi (X) =
�

1, åñëèX 2 N i ; i 2 I t ;
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ëîãè÷åñêóþ ìàòðèöó Q = kQij k; ó÷èòûâàþùóþ ïåðåñå÷åíèå (¾ñöåïëåíèå¿) ýòàëîíà Ei ñ
êàêèì-ëèáî èç ìíîæåñòâ îáó÷åíèÿ Xk 2 M; ïîñòðîèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Qij =

(
1, åñëèEi \ [

k2 D j

Xk 6= ? ;

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ � D j = f i jf (i ) = j g; i; j; k 2 I t :
Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

Ë å ì ì à 18.1 [79]. (8i 2 I t )dPi (X) ) Ri (X)e:
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Ò å î ð å ì à 18.1 [79]. Åñëè (8i 6= j 2 I t )dQj i = 1 ) Qij = 0e; òî (8Xi 2 M )(8i 2 I t )�
Pi (X) = Ri (X)& :

�
_

j 2 I t nf i g
Rj (X)& Qik

��
:

Îáùåå ðåøåíèå ñ ó÷åòîì êëàññèôèöèðóþùåé ôóíêöèè f ïðèìåò âèä: Rk (X) = _
j 2 D k

Pj (X);

ãäå Dk = f i jf (i ) = kg; k 2 I t � ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ.
Ïðèìåíèì àëãîðèòì ýòàëîíèðîâàíèÿ [79] ê ïðåäîáðàáîòàííûì äàííûì X0

i ; ãäå Xi â N j

çàìåíåíî íà X0
i ; à X0

i = Xi n [
j 2 I t nf i g

[
k2 D j

Xk ; i 2 I m :

Ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà ýòàëîíèðîâàíèÿ [79] ê X0
i ; i 2 I m íàçîâåì ïðîöåäóðîé ñïåöèàëèçè-

ðîâàííîãî ýòàëîíèðîâàíèÿ .

2. Ïðîöåäóðà ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ýòàëîíèðîâàíèÿ. Ïóñòü X0
i 6= ? ; i 2 I m :

Âîçüìåì i := 1 ; E0
i = ? è ìàðêåð h3i := 0 :

Ìåòêà Ì0. Çàïèñûâàåì N 0
1 â ïåðâûé ñïèñîê H1 è áåðåì âòîðîé ñïèñîê H2 = ? : Ýòè äâà

ñïèñêà ñîïðîâîæäàþò åùå äâà ìàðêåðà h1 := H 1 è h2 := H 2; òî åñòü h2 := 0 :
Ìåòêà Ì1. Åñëè h1 = 1, òî áåðåì äëÿ ýòàëîííîãî ìíîæåñòâà Ei ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç

ìíîæåñòâà X 2 N 0
1; h3i := h3i + 1 :

Îáíóëÿåì ïåðâûé ñïèñîê H1 := ? è èäåì íà ìåòêó Ì3.
Åñëè h1 = 2, òî åñòü N 0

1 = f X1; X2 }, òî îáðàçóåì ïåðåñå÷åíèå Ï 1 = X1 \ X2:

Åñëè Ï 1 6= ? ; òî áåðåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò a 2 Ï 1 è çàíîñèì åãî â ýòàëîííîå ìíîæå-
ñòâî E0

i , ìàðêåð h3i := h3i + 1 è èäåì íà ìåòêó Ì3.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â Ei çàïèñûâàåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò a1 2 X1 è âòîðîé ýëåìåíò

a2 2 X2 ìàðêåð h3i := h3i + 2 :
Îáíóëÿåì ïåðâûé ñïèñîê H1; ìàðêåð h1 := 0 è ïåðåõîäèì íà ìåòêó Ì3. Èíà÷å ïåðåõîäèì

íà ìåòêó Ì4.
Ìåòêà Ì4. Åñëè h1 > 3; òî áåðåì ïåðâûé ýëåìåíò � ìíîæåñòâî èç ñïèñêà H1 è íà÷èíàåì

ïåðåñåêàòü åãî ñî âòîðûì ýëåìåíòîì � ìíîæåñòâîì èç ñïèñêà H1:

Åñëè òàêîå ïåðåñå÷åíèå íå ïóñòî, òî âòîðîå ìíîæåñòâî âûáðàñ ûâàåòñÿ.
Ìåòêà Ì5. h1 := h 1 � 1: Åñëè h1 = 2 ; òî èäåì íà ìåòêó Ì6. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñàìî

ïåðåñå÷åíèå ïåðåñåêàåòñÿ ñî ñëåäóþùèì ìíîæåñòâîì ñïèñêà H1:

Åñëè ïåðåñå÷åíèå îêàçàëîñü ïóñòûì, òî îñòàâëÿåì ïðåäûäóùå å ïåðåñå÷åíèå áåç êîððåêòè-
ðîâîê, à ýëåìåíò-ìíîæåñòâî, ñ êîòîðûì ïîëó÷èëîñü ïóñòîå ïå ðåñå÷åíèå, çàïèñûâàåì âî âòîðîé
ñïèñîê H2; h2 := h2 + 1 : Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ìíîæåñòâî âûáðàñûâàåòñÿ è èäåì íà ìåò êó
Ì5.

Ìåòêà Ì6. Èñ÷åðïàâ âñå ýëåìåíòû ïåðâîãî ñïèñêà H1; ñòðîèì ýòàëîííîå ìíîæåñòâî E0
i ;

ìàðêåð h3i := h3i + 1 ; â êîòîðîì áåðåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç ïåðåñå÷åíèÿ.
Çàìåíÿåì ïåðâûé ñïèñîê H1 âòîðûì H2; òî åñòü H1 := H2; h1 := h2; à âòîðîé ñïèñîê

îáíóëÿåì h2 := 0 : Åñëè h1 = 0 ; òî èäåì íà ìåòêó Ì3. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èäåì íà ìåòêó Ì1.
Ìåòêà Ì3. i := i + 1 :
Åñëè i 6 t; òî èäåì íà ìåòêó Ì0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èäåì íà ìåòêó Ì2.
Ìåòêà Ì2. Êîíåö ýòàëîíèðîâàíèÿ.
Âûõîäíûìè ïàðàìåòðàìè àëãîðèòìà ÿâëÿþòñÿ ýòàëîííûå ïðåäñò àâëåíèÿ îáúåêòîâ â âèäå

ìíîæåñòâ E0
i ; (i = 1; t); ãäå t � ÷èñëî êëàñcîâ.

Ïóñòü P0
i (X) =

�
1, åñëèE0

i \ X 6= ? ; i 2 I t ;
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Ò å î ð å ì à 18.2 [79]. Ïóñòü (8i 2 I t )(8Xi 2 M 0)[X0
i 6= ? ]: Òîãäà (8Xi 2 M ) (8X 2 M )

[dX = Xi e ) P0
i (X)]:

Êîãäà îñâîáîæäàþòñÿ èíôîðìàòèâíûå çîíû â èñõîäíûõ ìíîæåñò âàõ Xi ïðè ïåðåõîäå ê X0
i

îò ïðèñóòñòâèÿ ýëåìåíòîâ ¾÷óæèõ¿ êëàññîâ j 2 I t nf ig; ñïåöèàëèçèðîâàííîå ýòàëîíèðîâàíèå
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ïîçâîëÿåò âûÿâèòü ÷óâñòâèòåëüíûå èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåë üíî êëàññà N j ýòàëîíû, âçÿòûå
èç ýòèõ èíôîðìàòèâíûõ çîí.

Ïîä èíâàðèàíòíîñòüþ îïèñàíèÿ ýòàëîíîâ ïîíèìàåòñÿ íåçàâèñèìàÿ îò ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ
èñõîäíûõ ìíîæåñòâ â êàæäîì êëàññå N j ïðîöåäóðà âûáîðà ýòàëîíîâ.

Ïîä ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ýòàëîíà ïîíèìàåòñÿ âîçìîæíîñòü îáíàðóæåíèÿ ïî ýòîìó ýòàëî-
íó íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèè â êàêîì-ëèáî êëàññå, áåç íàðóøåí èÿ çîíû ïåðåêðûòèÿ ¾÷óæèõ¿
êëàññîâ.

Ïðèâåäåííàÿ ïðîöåäóðà ýòàëîíèðîâàíèÿ ñèëüíî ñëèïàþùèõñÿ ìíîæåñòâ íîñèò ýìïèðè÷å-
ñêèé õàðàêòåð è â öåëîì íå äàåò îïòèìàëüíîãî (íàèìåíüøåãî) ê îëè÷åñòâà ýòàëîíîâ. Ýòîò
íåäîñòàòîê êîìïåíñèðóåòñÿ àëãîðèòìàìè îïòèìàëüíîãî ïîñò ðîåíèÿ ýòàëîííûõ ìíîæåñòâ äëÿ
ðåòðîñïåêòèâíîé èíôîðìàöèè ñ ïðèâëå÷åíèåì äëÿ ýòîãî áèíàð íîãî îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïî-
ðÿäêà íà ìíîæåñòâàõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

3. Îá îïòèìàëüíîì ðàñïîçíàâàíèè ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë . Ðàññìîòðèì
êëàññ A âñåõ êîíå÷íûõ ñåìåéñòâ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ íàòóðàëüíîãî ðÿäà N 
 f 0; 1; 2; : : :g;
ó êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ðàçáèåíèÿ, ñîäåðæàùèå íå ìåíåå äâóõ ýë åìåíòîâ.

Ïîñêîëüêó ëþáîå M 2 A êîíå÷íî, òî è âñÿêîå åãî ðàçáèåíèå S êîíå÷íî.
Ñ êàæäûì ðàçáèåíèåì S 
 f N1; N2; : : :; N t g; (t > 2) ñåìåéñòâà M 
 f X1; X2; : : : ; Xm g;

(m > 2) ñâÿæåì ïñåâäîìîäåëü Mod = hM ; � i ñ îñíîâíûì ìíîæåñòâîì M è ïñåâäîñèãíàòóðîé
� 
 hR1; R2; : : :; Rt i ; ñîäåðæàùåé t ôóíêöèîíàëîâ � òî÷å÷íûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé:

Ri (X) =
�

1; åñëèX 2 N i ; i 2 I t ;
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà B ÷åðåç P(B ) áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíî-
æåñòâà B: Êàê è ðàíåå (ñì. ôîðìóëû (4.1), (4.2)), äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà C = f X } ââåäåì
îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ O(C) è ïåðåñå÷åíèÿ Ï(Ñ) ñëåäóþùèì îáð àçîì:

Î(Ñ) =

8
><

>:

? , åñëè card C = 0;
X, åñëè card C = 1;
[

X2Ñ
X, åñëè card C > 2

; Ï(Ñ) =

8
><

>:

? , åñëè card C = 0;
X, åñëè card C = 1;
\

X2Ñ
X, åñëè card C > 2

(çäåñü card îçíà÷àåò êàðäèíàë ìíîæåñòâà).
Ïóñòü M 2 A íà ìíîæåñòâå P(O(M )) :
Ââåäåì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê: G1 6 G2 , G1 � G2:

Ñòàâèòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: äëÿ ðàçáèåíèÿ S 
 f N1; N2; : : : ; N tg ñåìåéñòâà M íàéòè
t ìèíèìàëüíûõ ýòàëîíîâ Ei ; (i = 1; t); êîòîðûå áû ïîçâîëÿëè èíâàðèàíòíî îïèñûâàòü ïðåä-
ñòàâèòåëåéi -ãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè N i ðàçáèåíèÿ S ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì èõ â
ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïñåâäîñèãíàòóðû �:

Èíâàðèàíòíîñòü çäåñü ïîíèìàåòñÿ êàê íåçàâèñèìîñòü (èëè óñòîé÷èâîñòü ) èíôîðìàöèîí-
íûõ îáëàñòåé (çîí) îò íîìåðîâ ñëåäîâàíèÿ ìíîæåñòâ â îáó÷åíè è.

Äëÿ ðåøåíèÿ âûøåóêàçàííîé çàäà÷è ââåäåì ñëåäóþùèå äîïîëíè òåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ.
Ïóñòü Ci 
 f GjG 2 P(N i )& Ï (G) 6= ? g; (i = 1; t):
Ïóñòü â C i íàøëîñü t i ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ-ìíîæåñòâ Gi

1; Gi
2; :::; Gi

t i
: Òîãäà, âûáèðàÿ

ïî ýëåìåíòó èç êàæäîãî ìíîæåñòâà Ï( Gi
j ); (j = 1; t); ñôîðìèðóåì ýòàëîííûå ìíîæåñòâà

Ei ; (i = 1; t):
Äàëåå ïîñòðîèì ëîãè÷åñêóþ ìàòðèöó q = jjqij jj t � t ; òàêóþ, ÷òî

qij =
�

1, åñëèEi \ O(N j ) 6= ? ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

è äëÿ 8X 2 O(C) ïîëîæèì P(X) =
�

1, åñëèX \ E i 6= ? ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

ãäå i; j 2 I t 
 f 1; 2; : : :; tg:

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå
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Ë å ì ì à 18.2 [79]. Åñëè (8i 2 I m )[Xi 6= ? ]; òî (8X 2 M )dRi (X) ) Pi (X)e:

Ò å î ð å ì à 18.3 [79]. Äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ S 
 f N1; N2; : : :; N t g ñåìåéñòâà M =
= O(S) 2 A; åñëè (8i 6= j 2 I t )[qij = 1 ) qj i = 0] ; òî

(8X 2 M )[Ri (X) = Pi (X)& :d _
k2 I t nf i g

Pk (X)& qik e]:

Ïóñòü èñõîäíîå ìíîæåñòâî M 
 f X1; X2; : : :; Xm g è íåêîòîðîå ðàçáèåíèå åãî
S 
 f N1; N2; : : :; N t g ñâÿçàíû êëàññèôèöèðóþùåé ôóíêöèåé f : I m ! I t ; I m 
 f 1; 2: : :; mg;
I t 
 f 1; 2: : :; tg; (m; t > 2):

Ïîëîæèì X0
i 
 Xi n [

j 2 I t nf i g
[

k2 D j

Xk ; M 0 
 f X0
1; X0

2; :::; X0
m g; S0 
 f N0

1; N0
2; :::; N0

t g; ãäå M 0�

ìíîæåñòâî îñòàòêîâ(¾îñêîëêîâ¿) � ¾÷èñòûõ¿ ïðåäñòàâèòåëå é X0
i (ýëåìåíòîâ) ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ îäíîèìåíûõ ìíîæåñòâ i ïîñëå âû÷èòàíèÿ èç ìíîæåñòâà Xi îáúåäèíåíèÿ ïðåäñòàâèòåëåé
îáó÷àþùåé âûáîðêè Xk ; òî åñòü èìååì

M 0 
 f X0
i = Xi n [

j 2 I t nf i g
[

k2 D j

Xkg; i 2 I m :

Ïóñòü C0
i 
 f G0jG0 2 P(N0

i )& Ï (G0) 6= ? g; i 2 I t :
Ïóñòü â C0

i íàøëîñü t0
i ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòà ìíîæåñòâà C0i

1; C0i
2; : : :; C0i

t0
i
:

Òîãäà, âûáèðàÿ ïî ýëåìåíòó èç êàæäîãî ìíîæåñòâà Ï (G0i
j ); j 2 1; t0

i ; ïîñòðîèì ýòàëîííûå
ìíîæåñòâà E0

i ; (i = 1; t):

Ïîëîæèì q0 = jjq0
ij jj t � t , ãäåq0

ij =
�

1; åñëèE0
i \ O(N0

j ) 6= ? ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

è äëÿ êàæäîãî X 2 O(C)

ïîëîæèì P0
i (X) =

�
1; åñëèE0

i \ X 6= ? ; i 2 I t ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäñòâèå 18.1 òåîðåìû 18.3.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 18.1.Åñëè äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ S 
 f N1; N2; : : : ; N t g ñåìåéñòâà
M = O(C)[dX = Xi e ) X0

i 6= ? ]; òî Ri (X) = P0
i (X); i 2 I t :

Ââåäåííûé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê G1 6 G2 , G1 � G2 íà ñåìåéñòâàõ ïîäìíîæåñòâ êëàññîâ
èç P(N i ) ïîçâîëÿåò âûäåëèòü ìàêñèìàëüíûå ïîäñåìåéñòâà ñ íåïóñòûìè çîíàìè ýòàëîííûõ
ñèìïòîìîâ â ïåðåêðûòèè òàê, ÷òîáû êîëè÷åñòâî ýòèõ ýòàëîíîâ -ñèìïòîìîâ áûëî ìèíèìàëüíûì.

4. Òàêñîíîìèÿ êàê ïîäçàäà÷à çàäà÷è êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ î áúåêòîâ. Ïóñòü
K 
 f a1; a2; : : : ; apg � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîíñòðóêòèâíûõ îáúåêòîâ è íà ìíîæåñòâ å K çàäàíî
íåêîòîðîå îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè � è m ïîäìíîæåñòâ X1; X2; . . . , Xm � K:

Òðåáóåòñÿ âûäåëèòü ïðîñòîé ïðèçíàê, ïî êîòîðîìó ìîæíî áûëî áû ðåøàòü çàäà÷ó êëàññè-
ôèêàöèè äëÿ ñåìåéñòâà S 
 f N1; N2; : : : ; N t g:

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ âçÿòü h(X) � êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ ïî îò-
íîøåíèþ òîëåðàíòíîñòè � îáëàñòåé ìíîæåñòâà X � K è ïîñòðîèòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì
òàêñîíîìèè [12].

Àëãîðèòì òàêñîíîìèè. Ïóñòü X 
 f a1; a2; : : : ; aqg; X � K:
Ìåòêà Ì 0 . Åñëè X = ? ; òî ïîëàãàåì h(X) := 0 : Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èäòè íà ìåòêó M 2:
Ìåòêà Ì 2 . Åñëè X = f ag; òî h(X) := 1 è ìû èìååì îäèí òàêñîí T1 = f ag: Èäòè íà ìåòêó

M 1: Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èäòè íà ìåòêó M 3:
Ìåòêà Ì 3 . Åñëè q > 2. Ïîëîæèì A0 : = f a1g; B0 := f a2; a3; : : :; aqg:
Äëÿ êàæäîãî b 2 B0; íà÷èíàÿ ñ a2; ïðîâåðÿåì îòíîøåíèå a1�b:
Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî b 2 B0 îòíîøåíèå òîëåðàíòíîñòè � âûïîëíèëîñü a1�b; òî ïîëàãàåì

A1 := A0 [ f bg; B1 := B0nf bg:
Åñëè â B1 åñòü ýëåìåíòû, òî ïðîâåðÿåì êàæäûé ýëåìåíò èç B1 ïî îòíîøåíèþ òîëåðàíò-

íîñòè � ñ ýëåìåíòàìè A1 è ñòðîèì àíàëîãè÷íî ìíîæåñòâà A2 è B2: Åñëè íà i-ì øàãå òàêàÿ
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öåïü îáîðâàëàñü èç-çà îòñóòñòâèÿ ýëåìåíòîâ â B i ; òî ïîëàãàåì T1 := A i è h(X) := h(X) + 1 :
Èäòè íà ìåòêó M 1: Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íà M 4:

Ìåòêà Ì 4 . A0 := f aj g; aj � ïåðâûé ýëåìåíò, B0 = B i nf aj g:
Èäòè íà ìåòêó Ì 6: Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èäòè íà ìåòêó Ì 5:
Ìåòêà Ì 5 . Åñëè âñå ýëåìåíòû B i ïåðåáðàíû, à ñâÿçàííûõ îòíîøåíèåì òîëåðàíòíîñòè �

ýëåìåíòîâ ñ ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà A i íå îêàçàëîñü, òî T1 = A i ; è åñëè ïðè ýòîì T2 = f ag;
òî ïîëó÷àåì h(X) := h(X) + 2 : Èäòè íà ìåòêó M 1: Èíà÷å èäòè íà ìåòêó M 4:

Ìåòêà Ì 1 . Êîíåö òàêñîíîìèè.
Òàêèì îáðàçîì, ñîçäàåòñÿ ñâîåîáðàçíîå îòíîøåíèå ýêâèâàëå íòíîñòè � � íà ìíîæåñòâå X;

ôàêòîð-ìíîæåñòâî êîòîðîãî åñòü òàêñîíû � X / � � = { T1; T2; . . . , Th(X) }.
Åñëè âçÿòü h(X) â êà÷åñòâå ïðèçíàêà äëÿ ìíîæåñòâà X; òî ÷àñòíîå ðåøåíèå ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: � i (X) = dh(X) = h(Xi )e; i = 1; m è îáùåå ðåøåíèå èñïîëüçóåò
êëàññèôèöèðóþùóþ ôóíêöèþ f : I m ! I t è èìååò âèä Rk (X) = _

j 2 D k

� j (X); (k = 1; t); ãäå

Dk = f i jf (i ) = kg; (k = 1; t):
Çäåñü ÷àñòíîå ðåøåíèå � j (X) íàõîäèòñÿ â ðàìêàõ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè, à îáùåå Rk (X) �

â ðàìêàõ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè.
Ñâåäåíèå çàäà÷ êëàññèôèêàöèè ê ðåøåíèþ çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì âûáîðà

ïðîñòûõ ïðèçíàêîâ � ýòàëîíîâ è êîëè÷åñòâà ñâÿçíûõ îáðàçîâà íèé â ñèëüíî ñëèïàþùèõñÿ
ìíîæåñòâàõ ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû äë ÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â ÌÝÑ.

18.2. Ê âîïðîñó ïîñòðîåíèÿ ìåäèöèíñêèõ ýêñïåðòíûõ ñèñòåì

Ïðè ïîñòðîåíèè êîìïüþòåðíûõ ìåäèöèíñêèõ ýêñïåðòíûõ ñèñòå ì (ÌÝÑ) ðàçëè÷íîãî íàçíà-
÷åíèÿ è óðîâíÿ ñëîæíîñòè âîçíèêàåò ïåðâîî÷åðåäíàÿ çàäà÷à ê îäèðîâàíèÿ èíôîðìàöèè äëÿ
ñîçäàíèÿ áàç äàííûõ, áàç çíàíèé è ìàøèíû âûâîäà.

Ðåàëèçóåìîñòü ñëîæíûõ ¾âûñîêîèíòåëëåêòóàëüíûõ¿ ÌÝÑ ïðè á îëüøîì ÷èñëå ïðèçíàêîâ
(ñèìïòîìîâ) äîñòèãàåòñÿ ¾ëèíåàðèçàöèåé¿ áèíàðíîé èíôîðì àöèè êàê ðåòðîñïåêòèâíîé (îáó-
÷àþùåé), òàê è ïîäàâàåìîé íà âõîä ÌÝÑ.

Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ïðîáëåìû êîäèðîâàíèÿ èíôîðìàöèè â ÌÝÑ âû çâàíà åå ñïåöèôè÷íî-
ñòüþ � îãðîìíûå îáúåìû, íåïîëíîòà, ðàçìûòîñòü, (ïîä÷àñ) ïð îòèâîðå÷èâîñòü è íåêîððåêò-
íîñòü îïèñàíèé [135, 137, 161, 178, 179]. Ðàçíîîáðàçèå èñòî ÷íèêîâ ôîðìèðîâàíèÿ èíôîðìàöèè
â ÌÝÑ:

ñèãíàëüíàÿ , ñíèìàåìàÿ â ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìåíè ñ ïàöèåíòà, äëÿ äèàã íîñòèêè, ìîíè-
òîðèíãà è ïðîãíîçà åãî ñîñòîÿíèÿ;

òåêñòîâàÿ (ñìûñëîâàÿ) äëÿ îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ äèàãíîçîâ, ïîêàçàòåëå é, íîðìàòèâîâ, èñ-
òîðèé áîëåçíè, ñïðàâî÷íèêîâ è ò.ï.

Â òîæå âðåìÿ äëÿ óêàçàíèÿ êîíñòðóêòèâíûõ ïóòåé ñîçäàíèÿ ÌÝÑ àíàëèç âõîäíîé èíôîð-
ìàöèè, â ïåðâóþ î÷åðåäü, äîëæåí äàòü îòâåòû íà ñëåäóþùèå âîï ðîñû:

1) ðàçðåøèìîñòü çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ, êëàññèôèêàöèè, èäåí òèôèêàöèè ìåäèöèíñêèõ îáú-
åêòîâ ñ ó÷åòîì ðàçíîîáðàçèÿ èñòî÷íèêîâ èíôîðìàöèè;

2) äîñòèæèìîñòü (ðåàëèçóåìîñòü) ìåäèêî-òåõíè÷åñêèõ òðåá îâàíèé ïðè ïîñòðîåíèè ÌÝÑ.
Ïðåäëàãàåìûé â ðàáîòå íîâûé ìåòîäîëîãè÷åñêèé ïîäõîä â êîäè ðîâàíèè âõîäíîé èíôîð-

ìàöèè äëÿ ÌÝÑ ñ èñïîëüçîâàíèåì èäåé òåîðèè íóìåðàöèè ïîçâîë ÿåò óêàçàòü ïóòè ðåøåíèÿ
ïîñòàâëåííûõ âîïðîñîâ [86].

18.2.1. Î êîäèðîâàíèè è ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåì ðàñïîçíàâàíè ÿ, êëàññèôèêàöèè
è èäåíòèôèêàöèè â ÌÝÑ

Â ñòàíäàðòíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ðàññìàòðèâ àåòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
îáúåêòîâ M; îáÿçàòåëüíî ðàçáèòîå íà t êëàññîâ M 1; M 2; : : : ; M t òàê, ÷òî M i \ M j = ? äëÿ
i 6= j:

Ñîçäàåòñÿ êîíå÷íàÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà O � M èç ïðåäñòàâèòåëåé âñåõt êëàññîâ
M 1; M 2; : : : ; M t : Èñïîëüçóÿ âûáîðêó O; îòûñêèâàþò ðåøàþùèå ïðàâèëà R1; R2; : : : ; Rt ; êî-
òîðûå áû ïîçâîëÿëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x 2 M ñóäèòü î ïðèíàäëåæíîñòè åãî ê îäíîìó èç
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êëàññîâ M 1; M 2; : : : ; M t :
Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ýëåìåíòû îñíîâíîãî ìíîæåñòâà M êîäèðîâàòü (ïåðåâîäèòü)

ñ ïîìîùüþ ðåäóêöèè ' : M ! K â ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íûõ îáúåêòîâ K: Ïðè ýòîì, åñëè
K n' (M ) 6= ? ; òî äëÿ âñåõ ' (M i ); i 2 I t 
 f 1; 2; : : : ; tg âîçíèêàåò ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè
äëÿ ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ S = f ' (M 1); : : : ; ' (M t )g; à òàêæå ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè òàêîé
çàäà÷è, êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíè ÿ äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà ' (M i );
i 2 I t :

Ïóñòü K = N 
 f 0; 1; 2; : : :g:
Åñëè âñå ' (M i ); i 2 I t � ðåêóðñèâíû, òî ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ S ðàçðåøèìà; â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåðàçðåøèìà [9].
Ïóñòü T 
 ' (M ); ãäå T � òåîðèÿ, òî åñòü ìíîæåñòâî êàêèõ-òî ïðàâèëüíî ïîñòðîåííûõ

êîíñòðóêöèé (óòâåðæäåíèé èëè êîíå÷íûõ îáúåêòîâ).
Îòñþäà âûòåêàåò âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ïðåäèêàòà RT (x) :

(8x 2 K )RT (x) = dx 2 Te =
�

è, åñëèx 2 T;è � ¾èñòèíà¿ ;
ë, åñëèx 2 K nT;ë � ¾ëîæü¿ ;

êîòîðûé èíòåðïðåòèðóþò êàê ïðîáëåìó ðàñïîçíàâàíèÿ .
Òàêàÿ æå ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ è äëÿ êàæäîã î êëàññà M i � M;

i 2 I t 
 f 1; 2; : : : ; tg :
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî åñëèK åñòü ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N 
 f 0; 1; 2; : : :g ; òî

ýòà ïðîáëåìà â òåîðèè àëãîðèòìîâ èçâåñòíà ïîä íàçâàíèåì ¾ïð îáëåìà âõîæäåíèÿ¿ [119].
Â îáùåì ñëó÷àå ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ òåîðèè T ( T � K ) ñâîäèòñÿ ê ïðîáëåìå

âû÷èñëèìîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè da 2 Te; ãäå (8 a 2 K )

da 2 Te =
�

1; åñëèa 2 T ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå .

Ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ òåîðèè T � N ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà T �
ðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî [36, 119].

Ïóñòü K 
 N; T2 � íåêîòîðàÿ àïðèîðíî âçÿòàÿ òåîðèÿ, äëÿ êîòîðîé äîêàçàíà ðà çðåøè-
ìîñòü ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ.

Ò å î ð å ì à 18.4 [36]. Ïóñòü èìåþòñÿ äâå òåîðèè T1 è T2; ïðè÷åì äëÿ òåîðèè T2

ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ðàçðåøèìà è T1 6 m T2 ( 6 m � çíàê m -ñâîäèìîñòè). Òîãäà ïðîáëåìà
ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ òåîðèè T1 òàêæå ðàçðåøèìà.

Åñëè çàäàíî t òåîðèé (êëàññîâ) T1 = ' (M 1) ; : : : ; Tt = ' (M t ) ; òî ãîâîðÿò î ïðîáëå-
ìå êëàññèôèêàöèè, à èìåííî: ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëèë áû äëÿ ëþáîãî
îáúåêòà x 2 M âû÷èñëèòü âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèèd' (x) 2 Ti e; i 2 I t :

Ìíîæåñòâî êëàññîâ T1; T2; : : : ; Tt îáîçíà÷èì ÷åðåç S 
 f T1; T2; : : : ; Tt }.
Äëÿ ÌÝÑ òèïà S 
 f T1; T2; : : : ; Tt g ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ( 8 A 2 S) [ A � ðåêóðñèâíîå ìíîæåñòâî].
Ïóñòü èìåþòñÿ ÌÝÑ: S1 
 f T11; T12; : : : ; T1t1 g è S2 
 f T21; T22; : : : ; T2t2 g: Òîãäà äëÿ

ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè ÌÝÑ òèïà S1 è S2 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñðàâíåíèÿ.

Ò å î ð å ì à 18.5 [83]. Ïóñòü S1 è S2 � äâà ñåìåéñòâà, ïðè÷åì äëÿ ñåìåéñòâà S2

ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè ðàçðåøèìà. Òîãäà åñëè (8 A 2 S1) (9B 2 S2) [A 6 m B ]; òî äëÿ
ñåìåéñòâà S1 ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè òàêæå ðàçðåøèìà.

Ïðîáëåìó èäåíòèôèêàöèè íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèè �u îòíîñèòåëüíî îáó÷àþùåé âûáîðêè
O = h�u1; �u2; : : : ; �um i ñôîðìóëèðóåì òàê: ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàâåíñòâà d�u = �ui e; i 2 I m ?
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Ò å î ð å ì à 18.6 [79]. Ïðîáëåìà èäåíòèôèêàöèè �u îòíîñèòåëüíî îáó÷àþùåé âûáîðêè
O ðàçðåøèìà, åñëè ðàçðåøèìà ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè äëÿ ñåìå éñòâà S = ff �u1g; f �u2g; : : : ;
f �um gg:

Ïðèâåäåì â 18.2.2 ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè â óñë îâèÿõ áîëüøîãî ÷èñëà
ñèìïòîìîâ (ïðèçíàêîâ) íà âõîäå ÌÝÑ.

18.2.2. Ïðåäåëüíî áûñòðîå ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ â ÌÝÑ

Ðàññìîòðèì ÌÝÑ, íà âõîä êîòîðîé ïîäàåòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâ î n ñèìïòîìîâ (ïðèçíàêîâ):

�x = hx1; x2; : : : ; xn i òàêèõ, ÷òî x i =
�

1, åñëèi -é ïðèçíàê ïðèñóòñòâóåò, i = 1; n;
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå .

Â áàçó äàííûõ òàêîé ÌÝÑ âíîñèòñÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà

O =


















x11 x12 : : : x1n

x21 x22 : : : x2n

: : : : : : : : : : : :
xm1 xm2 : : : xmn


















;

êîòîðàÿ ñîçäàåòñÿ èç áîëüøîãî ÷èñëà m êîðòåæåé �x i = hx i 1; x i 2; : : : ; x in i ðåòðîñïåêòèâíîé èí-
ôîðìàöèè, ñîäåðæàùåé ïðåäñòàâèòåëåé èç t êëàññîâ (ñèíäðîìîâ) K j ; j 2 I t 
 f 1; 2; : : : ; tg;
m; t 2 N 
 f 0; 1; 2; : : :g:

Ñâÿæåì íîìåðà êîðòåæåé â îáó÷àþùåé ìàòðèöå O ñ íîìåðàìè êëàññîâ K j ; j 2 I t êëàñ-
ñèôèöèðóþùåé ôóíêöèåé f : I m ! I t ; ãäå I m 
 f 1; 2; : : : ; mg � ìíîæåñòâî îáúåêòîâ â
îáó÷åíèè, I t 
 f 1; 2; : : : ; tg � ìíîæåñòâî êëàññîâ (ñèíäðîìîâ), m; t 2 N 
 f 0; 1; 2; : : :g [90].

Ïîäàâàÿ íà âõîä ÌÝÑ êîðòåæ ñèìïòîìîâ �x = hx1; x2; : : : ; xn i ; íåîáõîäèìî íàéòè åãî (óêà-
çàòü íîìåð i ) ñðåäè êîðòåæåé èç O; à òàêæå, èñïîëüçóÿ êëàññèôèöèðóþùóþ ôóíêöèþ f;
óêàçàòü íîìåð ñèíäðîìà j èç K j òàêîé, ÷òî f (i ) = j; òî åñòü ðåøèòü çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè
è êëàññèôèêàöèè â ÌÝÑ.

Ðåøàÿ çàäà÷ó ¾â ëîá¿, ñëåäóåò íàéòè çíà÷åíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè d�x = �x i e; ãäå

d�x = �x i e =
�

1, åñëè�x = �x i ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ,

ïóòåì ïîëíîãî ïåðåáîðà è ïîêîìïîíåíòíîãî ñðàâíåíèÿ,

òî åñòü âû÷èñëèòü ôóíêöèþ d�x = �x i e òàê: d�x = �x i e = &
i 2 I m

dx j = x ij e:

Îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä: Rk (�x) = _
j 2 D k

d�x = �x j e; ãäå Dk = f i j f (i ) = kg; k 2 I t �

ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ.
Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé êîìáèíàòîðíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ ÌÝ Ñ, ïðè êîòîðîì ïðåäú-

ÿâëåíèå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ íà âõîäå è ï îýëåìåíòíîå ñðàâíåíèå ñ ðå-
òðîñïåêòèâíîé èíôîðìàöèåé â îáó÷àþùåé âûáîðêå O ïîòðåáóåò îãðîìíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ðåñóðñîâ. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî îêàçûâàåòñÿ ñåðüåçíû ì îãðàíè÷åíèåì ïðè ïðîåêòèðîâà-
íèè äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ¾ âûñîêîèíòåëëåêòóàëüíûõ ¿ ÌÝÑ.

×òîáû ñíÿòü ýòî îãðàíè÷åíèå, íåîáõîäèìî íàéòè óñëîâèÿ, êîã äà ìîæíî ðåøèòü çàäà÷è
èäåíòèôèêàöèè è êëàññèôèêàöèè â ÌÝÑ, èñïîëüçóÿ ïðåäîáðàáî òêó èñõîäíûõ è ðåòðîñïåêòèâ-
íûõ äàííûõ ñ ïîìîùüþ àïïàðàòíûõ ñðåäñòâ â ïðåäåëüíî êîðîòêî ì öèêëå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ.
Òàêóþ ïðåäîáðàáîòêó íàçîâåì ¾ëèíåàðèçàöèåé¿.

Öåëü ¾ëèíåàðèçàöèè¿ � ðàçâåñòè ¾ñëèïàþùèåñÿ¿ ýëåìåíòû x i 2 f 0; 1g ïóòåì ïåðåâîäà
èõ èç êîðòåæà �x âî ìíîæåñòâî X; êîòîðîå áóäåò ó÷èòûâàòü íîìåð ïðèçíàêà ñ ïîñëåäóþùèì
ïîëó÷åíèåì ýòàëîíîâ â èíôîðìàòèâíûõ çîíàõ ìíîæåñòâ Xi â îáó÷åíèè.

Ïóñòü �u = hu1; u2; : : : ; un i ; ãäå uj = x j + 2 � j; j 2 I n ; �ui = hui 1; ui 2; : : : ; uin i ;
uij = x ij + 2 � j; i 2 I m ; j 2 I n ; X = f u1; u2; : : : ; ung; Xi = f ui 1; ui 2; : : : ; uin g:

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V 1
i ìíîæåñòâà Xi ; i 2 I m ; à ÷åðåç V m+1

i � èíôîðìàòèâíûå çîíû ìíî-
æåñòâàXi ; êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

V j +1
i =

(
V j

i nV 1
j ; åñëèV j

i nV 1
j 6= ? ;

V j
i ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ;

qij =
�

1; åñëèV j
i nV 1

j = ? ; i; j 2 I m ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå :
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Èìååì èíäåêñíûå ìíîæåñòâà V m+1
i äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà Xi è ëîãè÷åñêóþ ìàòðèöó

kqij k ðàçìåðîì m � m: Óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ìíîæåñòâà Xi ; ïðè êîòîðûõ âîçìîæíî
ñèìóëüòàííîå (îäíîìîìåíòíîå) ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ ïðè êëàññè ôèêàöèè, äàþòñÿ â òåîðåìå 18.8
è ñëåäñòâèè 18.2.

Áàçîâîé òåîðåìîé äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà ñèìóëüòàííîñòè (ó ÷åòà ñóùåñòâåííûõ óñëîâèé
äëÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè â ÌÝÑ) ÿâëÿåòñÿ

Ò å î ð å ì à 18.7 [73]. Ïóñòü (8 i 2 I m ) [Xi 6= ? ] (8 i 6= j 2 I m ) [qij = 1 )
) qj i = 0] : Òîãäà ñóùåñòâóåò m èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ ai 2 V m+1

i òàêèõ, ÷òî ïðåäè-

êàò Qi (X) = dai 2 Xe &:
�

_
j 2 I m nf i g

daj 2 Xe & qij

�
îáðàùàåòñÿ â ¾åäèíèöó¿ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà X = Xi ; X 2 O:

Ò å î ð å ì à 18.8 [79]. Ëîãè÷åñêàÿ ìàòðèöà q = k qij km� m � åäèíè÷íà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà (8i 2 I m )[Xi n

S

j 2 I m nf i g
Xj 6= ? ]:

Ñ ë å ä ñ ò â è å 18.2.Åñëè k qij km� m = E m� m ; ãäå Em� m � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàç-
ìåðîì m � m; òî ñóùåñòâóåò m ýëåìåíòîâ èç V m+1

i ; i 2 I m òàêèõ, ÷òî ai 2 V m+1
i ;

è Qi ( �X) îáðàùàåòñÿ â ¾åäèíèöó¿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà �x = �x i : Çäåñü Qi (X) =

=
�

1; åñëèai = uij i ; uij i = x ij i + 2 � j i ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, i 2 I m ;

èíäåêñ j i = � j [ai = uij ]; � � îïåðàòîð ìèíèìè-

çàöèè [119].

Ñèìóëüòàííîñòü â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 18.2 äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ïàðàëëåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ
èíôîðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ ëîãè÷åñêîé ìàòðèöû q ïóòåì ñðàâíåíèÿ íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöèè
�x; ïîäâåðãíóòîé íà âõîäå ¾ëèíåàðèçàöèè¿, ïî îäíîé êîìïîíåíòå ñ ýòàëîííîé êîìïîíåíòîé
ai 2 V m+1

i :

18.2.3. Ñèíäðîìàëüíî-ëîãè÷åñêàÿ ÌÝÑ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîñòðîåíèÿ ÌÝÑ ðàññìîòðèì ñëîæíóþ äèíàì è÷åñêóþ ñèñòåìó x(t):
Ïóòåì äèñêðåòèçàöèè è âûáîðà îáëàñòè èíòåðåñà ïîëó÷àþò ìàò ðèöû ñ ðåòðîñïåêòèâíîé èí-
ôîðìàöèåé (îáó÷àþùåé âûáîðêîé). Ñíÿòàÿ èíôîðìàöèÿ â îáëàñ òè èíòåðåñà èìååò âèä ìàòðè-
öû, ïîäàâàåìîé íà âõîä ÌÝÑ â êà÷åñòâå íåèçâåñòíîé ðåàëèçàöè è. Äàëåå îöåíèâàþò ôóíêöèî-
íàëüíóþ áëèçîñòü, èíòåðïðåòèðóåìóþ â ðàìêàõ êëàññà èãðîâû õ ðåøàþùèõ ïðàâèë ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ìèíèìàêñíûõ êðèòåðèåâ [18].

Ïóñòü ñëîæíàÿ ÌÝÑ x(t) îïèñûâàåòñÿ n ñèìïòîìàìè (ïàðàìåòðàìè) x = hx1; x2; : : : ; xn i ;
ãäå èçâåñòåí äèàïàçîí âàðüèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ x i : [x i min ; x i max ]; ( i = 1; n) è øàã êâàí-
òîâàíèÿ � x i :

Ïîëó÷èì ui max =
�

x i max � x i min

� x i

�
; çäåñü [� ] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà. Òîãäà ui =

�
x i � x i min

� x i

�
:

Ïóñòü A = k uij ku1 max � n � íåèçâåñòíàÿ ðåàëèçàöèÿ, îïèñàííàÿ n ñèìïòîìàìè ñèñòåìû
x(t); âçÿòàÿ èç îáëàñòè èíòåðåñà â òî÷êàõ îòñ÷åòà âðåìåíè t ( t = 1 ; 2; : : : ; u1 max); òî åñòü
ÌÝÑ x(t) îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé A; êîòîðàÿ ïîäàåòñÿ íà âõîä ðàñïîçíàþùåé ñèñòåìû, ãäå
çàðàíåå âûáðàíà îáó÷àþùàÿ âûáîðêà O :

O = f A1; A2; : : : ; Am g; Ak = jjuk
ij jju1m� n ; k 2 I m 
 f 1; 2; : : : ; mg èç ïðåäñòàâèòåëåé �

ìàòðèö, âçÿòûõ èç f êëàññîâ.
Ïóñòü f � êëàññèôèöèðóþùàÿ ôóíêöèÿ f : I m ! I s; ãäå I m 
 f 1; 2; : : : ; mg;

I s 
 f 1; 2; : : : ; sg; ñâÿçûâàåò íîìåðà ìàòðèö èç îáó÷àþùåé âûáîðêè O ñ íîìåðàìè êëàññîâ
èç I s:

c(A; A i ) � ôóíêöèîíàë áëèçîñòè ìåæäó ìàòðèöàìè A i è A:
Ïðèìåì Ti = c(A; A i ); i 2 I m ; T0 = min

i
Ti :

Ïðè ýòîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè � i (A) :

� i (A) =
�

1, åñëèTi = T0; (i 2 I m ) ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
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èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ÷àñòíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöè è â ÌÝÑ.
Îáùåå ðåøåíèå, èìåþùåå âèä Rj (A) = _

k2 D j

� k(A), ãäå D j = f i j f (i ) = j g; j 2 I s;

ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å êëàññèôèêàöèè â ÌÝÑ.

18.3. Åäèíûé ìåòîäîëîãè÷åñêèé ïîäõîä ïðè àëãîðèòìèçàöèè è ïîñòðîåíèè
ýêñïåðòíûõ ñèñòåì òèïà ¾íîðìà�ïàòîëîãèÿ¿ â ìåäèöèíå

Èññëåäóþòñÿ îáùèå àëãîðèòìè÷åñêèå ïðèåìû, ïîçâîëÿþùèå óï ðîñòèòü ïîñòðîåíèå ýêñ-
ïåðòíûõ ñèñòåì òèïà ¾íîðìà�ïàòîëîãèÿ¿ äëÿ ëþáûõ êîìïîíåíò îâ îðãàíèçìà, íà÷èíàÿ îò êëå-
òîê êðîâè, îòäåëüíîãî îðãàíà è âêëþ÷àÿ îïèñàíèå ñîñòîÿíèÿ â ñåãî îðãàíèçìà ïî ñèñòåìå ôóíê-
öèîíàëüíûõ ïàðàìåòðîâ (äàâëåíèå, òåìïåðàòóðà, ÷àñòîòà ñå ðäå÷íûõ ñîêðàùåíèé è ò.ä.) [84, 85,
86, 135, 178].

Äèàãíîñòèðîâàíèå â îáëàñòè ïàòîëîãèè � ýòî áîëåå ñëîæíàÿ çà äà÷à, ÷åì ðàçäåëåíèå íà
íîðìó è ïàòîëîãèþ. Â ðÿäå ñëó÷àåâ óäàåòñÿ ðåøèòü ýòè çàäà÷è ï ðè ïîñòðîåíèè ýêñïåðòíûõ
ñèñòåì òèïà ¾íîðìà�ïàòîëîãèÿ¿ [90].

18.3.1. Òàêñîíîìèÿ èçîáðàæåíèé êðîâÿíûõ êëåòîê

Èçâåñòíî, ÷òî èçîáðàæåíèÿ ðàçíûõ êðîâÿíûõ êëåòîê íà ñïåöèà ëüíî ïðèãîòîâëåííîì ïðå-
ïàðàòå ïîä íåêîòîðûì óâåëè÷åíèåì ñ ïîìîùüþ îïòè÷åñêîãî ìèê ðîñêîïà ìîæíî îòëè÷àòü äðóã
îò äðóãà ïîëíîñòüþ èëè ÷àñòè÷íî ïî öâåòó.

Èçîáðàæåíèÿ êðîâÿíûõ êëåòîê áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâàìè � Cr, L, J . Åñëè òðåáóåòñÿ óêà-
çàòü êîîðäèíàòû hx; y i ; ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ èçîáðàæåíèåCr, òî ýòîò ôàêò áóäåì îáîçíà÷àòü
êàê Cr (x; y) : Â ÝÂÌ ïèêñåë èçîáðàæåíèÿ ñ êîîðäèíàòàìè hx; yi ïðåäñòàâëÿåòñÿ òðîéêîé
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë hR; Cr; B i ; ãäå R � êðàñíûé öâåò, Cr � çåëåíûé, B � ãîëóáîé.

Îáó÷èì ÝÂÌ ðàçëè÷àòü n öâåòîâ: hR1; Cr1; B1i ; :::; hRn ; Crn ; Bn i ñ íåêîòîðûì äîïóñêîì
íà øóì ":

Îáîçíà÷èì íà èçîáðàæåíèè Cr çîíó èíòåðåñà M � N:
Äëÿ êàæäîãî i = 1; n; hx; y i 2 M � N âû÷èñëèì ïðåäèêàò:

Pi (x; y) = d� (Ri ; R) 6 "e& d� (Cr i ; Cr ) 6 "e& d� (B i ; B ) 6 "e;

ãäå

d� (Ci ; C) 6 "e =
�

1; åñëè� (Ci ; C) 6 " ; Ci 2 f Ri ; Cr i ; B i g; C 2 f R; Cr; B g;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì n áèíàðíûõ îòíîøåíèé, ê êîòîðûì ìîæíî ïðèìåíèòü òàêñîíîìèþ
ïî ñâÿçíûì îáëàñòÿì è ïîëó÷èòü îïèñàíèå èçîáðàæåíèé êëåòîê â ìàøèííîì âèäå n -ìíîæåñòâ
ñâÿçíûõ îáðàçîâàíèé. ( Òàêñîíîìèÿ � ïîñòðîåíèå ñâÿçíûõ îáðàçîâàíèé èëè êëàñòåðîâ.)

Åñëè i � îòíîøåíèå íóëåâîå, òî êðîâÿíûõ êëåòîê äàííîãî i -ãî öâåòà íåò. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå îòûñêèâàþòñÿ ñâÿçíûå îáðàçîâàíèÿ è ïîäñ÷èòûâàþòñÿ èõ ìîùíîñòè (ïëîùàäè). Ïî-
ñòàâèâ ¾ãðåáåíêó¿ ïî ïëîùàäè, ìîæíî ðàññîðòèðîâàòü èçîáðà æåíèÿ êëåòîê ïî çàïîëíÿåìîñòè
èëè îáúåìó (ïëîùàäÿì).

Íîðìà è ïàòîëîãèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî íåêîòîðîìó ïîðîãó ñ ïîìîù üþ ïðåäèêàòà

P (Cr ) =
�

1; åñëè� 1 6 n 6 � 2;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäåCr � èçîáðàæåíèå ìàçêà êðîâè; n � ÷èñëî òàêñîíîâ; � 1; � 2 - ïîðîãè � êîðèäîð íîðìû.

18.3.2. Âûÿâëåíèå íîðìû èëè ïàòîëîãèè íà ïðèìåðå îòäåëüíîãî îðãàíà
(ùèòîâèäíîé æåëåçû)

Ïóñòü çàäàíà îáó÷àþùàÿ âûáîðêà O = kuij kl � n ñ áèíàðíûìè çíà÷åíèÿìè ïðèçíàêîâ uij 2
2 f 0; 1g; i 2 1; l; j 2 1; n:

Åñëè uij = 1 ; òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî j -é ïðèçíàê â i -é ñòðîêå ïðèñóòñòâóåò.
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Ïóñòü çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå íîìåðîâ êîðòåæåé îáó÷àþùåé âûá îðêè ïî äâóì êëàññàì
K 1 è K 2 ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè f : I l ! f 1; 2g; ãäå I l 
 f 1; 2; :::; l g îáîçíà÷èì ÷åðåç
Dk =

�
i
�
� f (i ) = k; k = 1; 2

	
� ìíîæåñòâî íîìåðîâ ýòàëîííûõ îáúåêòîâ.

Ïðèçíàêè �uj = huj 1 ; :::; uj n i � íåçàâèñèìûå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî j -é ïðèçíàê èíôîðìàòè-
âåí, åñëè

hj =

2

6
4

0

B
@

P

i 2 D k

uij

jDk j

1

C
A

3

7
5 � 100%> 50%:

Ó ò â å ð æ ä å í è å 18.1 [18].Ïóñòü â îáó÷àþùåé âûáîðêå O âñå ïðèçíàêè íåçàâè-
ñèìû è èíôîðìàòèâíû. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãðàíè÷íûé âåêòîð-ýò àëîí l = hl1; l2; :::; ln i ; ãäå
l i 2 f 0; 1g òàêîé, ÷òî èìååò ìåñòî ðåøàòåëü

R (�x) =
�

1; åñëèS > � ; � � íåêîòîðûé ïîðîã;
2; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäå �x = hx1; x2; :::; xn i ; x j 2 f 0; 1g � íåèçâåñòíàÿ ðåàëèçàöèÿ, S � ìåðà áëèçîñòè ýòàëîíà
è ðåàëèçàöèè:

S =
nX

j =1

hj � p (l j ; x j ) ; p (l j ; x j ) =
�

1; åñëèl j = x j ; j = 1; n;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïðèâåäåííûé â óòâåðæäåíèè 18.1 ðåøàòåëü ïðîâåðÿëñÿ íà äâóõ êëàññàõ áîëüíûõ è çäî-
ðîâûõ ëþäåé ïî 40 ïðèçíàêàì îíêîëîãè÷åñêèõ çàáîëåâàíèé íà ï ðèìåðå ùèòîâèäíîé æåëåçû.
Õîòÿ áûëà íå 100%-ÿ íàäåæíîñòü ðàñïîçíàâàíèÿ íà îáó÷àþùåé â ûáîðêå, íî ýòîò ðåøàòåëü
õîðîøî çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ íà êîíòðîëüíîé âûáîðêå, äàâ 90% -å êà÷åñòâî ðàñïîçíàâàíèÿ.

18.3.3. Èíâàðèàíòíîñòü íîðìû â óñëîâèÿõ K âàðüèðóþùèõñÿ ïàðàìåòðîâ

Àëãîðèòì îñíîâûâàåòñÿ íà òîì, ÷òî èìååòñÿ K ïàðàìåòðîâ, âàðüèðóþùèõñÿ â ïðåäåëàõ
[ai ; bi ] ñ íîðìîé â òî÷êå Ci :

Pi = f i (x) =

8
<

:

+1 ; åñëèx > C i + " i ;
0; åñëèCi � " i 6 x 6 Ci + " i ; ãäå" i > 0;

�
i = 1; n

�
;

� 1; åñëèx < C i � " i :
Äëÿ òåêóùåãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà x õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f äàåò 3 çíà÷åíèÿ

ïàðàìåòðà P :
1) 0 � íîðìà;
2) +1 � îòêëîíåíèå â áîëüøóþ îáëàñòü;
3) � 1 � îòêëîíåíèå â ìåíüøóþ îáëàñòü.
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â íîðìå, åñëè âàðüèðóåòñÿ äî K ïàðàìåòðîâ, à îñòàëü-

íûå ïàðàìåòðû â íîðìå. Âîçüìåì êîðòåæ, �u = h0; 0; :::; 0i ñîñòîÿùèé èç íîðìû Pi = 0 ;�
i = 1; n

�
; è ñðàâíèì åãî ñ òåêóùèì çíà÷åíèåì ñèñòåìû ïàðàìåòðîâ �x = hP1; P2; :::; Pn i ;

Pi 2 f 0; +1 ; � 1g:
Âû÷èñëèì ïðåäèêàò:

Q (�x) =

8
<

:
1; åñëèS > � ; ãäåS =

nP

j =1
P(uj ; x j ); � = n � K ;

0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

P(uj ; x j ) =
�

1; åñëèuj = x j ;
0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â íîðìå, åñëè ïðåäèêàò Q (x) ðàâåí 1, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïàòîëîãèè.

Òàêèì îáðàçîì, êîíòðîëü çà ñîõðàíåíèåì íîðìû â óñëîâèÿõ âàð üèðóþùèõñÿ ïàðàìåòðîâ
ìîæíî ñ ïîìîùüþ ýêñïåðòíîé ñèñòåìû ïðîâîäèòü â óñëîâèÿõ, êî ãäà ïàðàìåòðû íå âàðüèðóþòñÿ
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(ñëó÷àé K = 0), òî åñòü êîãäà îòêëîíåíèå õîòÿ áû îäíîãî ïàðàìåòðà ïðèâî äèò ê ïàòîëîãèè, èëè
ïðè K âàðüèðóþùèõñÿ ïàðàìåòðàõ èç n; (K 6 n) ; òî åñòü êîãäà âàðüèðîâàíèå ïàðàìåòðîâ
íå íàðóøàåò íîðìû.

Ðàññìîòðåííûå òðè çàäà÷è íà ëþáîé ñòåïåíè ïîäðîáíîñòè îïèñ àíèÿ îðãàíèçìà ÷åëîâåêà
ïîçâîëÿþò ãîâîðèòü î ïðîñòîòå ðåàëèçàöèè ýêñïåðòíîé ñèñòå ìû òèïà ¾íîðìà�ïàòîëîãèÿ¿.

18.4. Ïðèìåíåíèå ñïåêòðàëüíî-ëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà â ðàñïî çíàâàíèè
ïàòîëîãè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòîé ñèñòåìû

Ïðè ðàçðàáîòêå ìåòîäèêè îïåðàòèâíîãî îáñëåäîâàíèÿ ñîñòîÿ íèÿ ñèñòåìû êðîâîîáðàùåíèÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì äåíñîãðàìì âàæíåéøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ âûáîð ìåòîäîâ àíàëèçà ðåãèñòðè-
ðóåìîé äåíñîãðàììû [44].

Êàê ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìèêè äåíñîãðàììû ïàöèåíòà â òå÷åí èå äëèòåëüíîãî âðåìåíè,
òàê è ïðè ðàññìîòðåíèè áîëüøèõ ìàññèâîâ äåíñîãðàìì âîçíèêà þò äâå çàäà÷è:

1) êëàññèôèêàöèÿ äåíñîãðàìì ïî ãðóïïàì, ñîîòâåòñòâóþùèì õ àðàêòåðíûì ïàòîëîãè÷åñêèì
ñîñòîÿíèÿì ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòîé ñèñòåìû;

2) ïîèñê ðåøàþùåãî ïðàâèëà, ïî êîòîðîìó ëþáóþ âíîâü ïîëó÷åí íóþ äåíñîãðàììó ìîæíî
îòíåñòè ê òîé èëè èíîé êëàññèôèêàöèîííîé ãðóïïå.

Â òàêîé ïîñòàíîâêå óêàçàííûå çàäà÷è àíàëèçà äåíñîãðàìì ìîæ íî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ è ðåøàòü èõ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìåòîäàìè [140].

Â äàííîé ðàáîòå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ñïåêòðàë üíî-ëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà
[104] ê ðàñïîçíàâàíèþ ïàòîëîãè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé â ôóíêöèîí èðîâàíèè ñèñòåìû êðîâîîáðà-
ùåíèÿ.

Èññëåäóåìûå äåíñîãðàììû ðàññìàòðèâàëèñü êàê îòîáðàæåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ
[155] â ãèëüáåðòîâîå ïðîñòðàíñòâî L 2[a; b]; îáëàäàþùåå ñòðóêòóðîé, íåîáõîäèìîé äëÿ ïðè-
ìåíåíèÿ ñïåêòðàëüíî-ëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà.

Ëþáàÿ ôóíêöèÿ f (t) 2 L 2[a; b] ïðåäñòàâèìà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ôóíê-
öèé ' i (t)

f (t) =
1X

i =0

a i ' i (t):

Â êà÷åñòâå áàçèñà íàèáîëåå óäîáíîé ñ òî÷êè çðåíèÿ îáúåìà âû÷ èñëåíèé è ïðîñòîòû ðåà-
ëèçàöèè íà ÖÂÌ áûëà âûáðàíà ïîëíàÿ îðòîíîðìàëüíàÿ ñèñòåìà ôó íêöèé Óîëøà f W i (t)g;
ãäå

Wi (t) = ( � 1)(i;t ) ; i = 0 ; 1; 2; :::; t 2 [0; 1):

Ñïåêòð ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f (t) â ýòîì áàçèñå SW f f (t)g = ( a0; a1; :::; ai ) ÿâëÿåòñÿ èçîá-
ðàæåíèåì ðàñïîçíàâàåìîé ôóíêöèè âî âõîäíîì ïðîñòðàíñòâå ð àñïîçíàþùåé ñèñòåìû. Îòîá-
ðàæåíèå Sm

W f f (t)g = ( a0; a1; :::; am� 1) ÿâëÿåòñÿ âõîäíûì ñïåêòðàëüíûì îòîáðàæåíèåì, à ïðî-
ñòðàíñòâî E [Sm

W ] � âõîäíûì ñïåêòðàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì ñ ýâêëèäîâîé ìåòðèêîé. Ðàç-
ìåðíîñòü ( m) âõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåòñÿ ïðè àíàëèçå ôóíêöèè íà ãëàäêîñòü. Ïðè
ñïåêòðàëüíî-ëîãè÷åñêîì ïîäõîäå ê ðàñïîçíàâàíèþ îáðàçîâ [ 104] çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ äåíñî-
ãðàìì ðåøàåòñÿ â íåêîòîðîì ðàçäåëÿþùåì ïîäïðîñòðàíñòâå E [Sm

W ]i 1 ;i 2 ;:::;i K âõîäíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà E [Sm

W ] : Ðàçäåëÿþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî E [Sm
W ]i 1 ;i 2 ;:::;i K îòûñêèâàåòñÿ ïåðåáîðîì

âñåõ âîçìîæíûõ
mP

i =1
C i

m ïîäïðîñòðàíñòâ âõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà E [Sm
W ] ; ïðè÷åì ñîâîêóïíîñòü

ïîäïðîñòðàíñòâ óïîðÿäî÷èâàþò äëÿ ñîêðàùåíèÿ ïåðåáîðà. Ïå ðåä íà÷àëîì ðàñïîçíàâàíèÿ óñòà-
íàâëèâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü ïðîöåäóðû ðàñïîçíàâàíèÿ. Ñóùåñ òâîâàíèå ðàñïîçíàþùåé ïðîöåäó-
ðû äëÿ ñèñòåìû îáðàçîâ U = f M 1; M 2g â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L 2[0; 1) îïðåäåëÿåòñÿ
ñóùåñòâîâàíèåì â êàêîì-òî ïîäïðîñòðàíñòâå E [Sm

W ]i 1 ;i 2 ;:::;i K ãèïåðïëîñêîñòè , ðàçäåëÿþùåé
ìíîæåñòâà M 1 è M 2:

Èç ìàññèâà èññëåäóåìûõ äåíñîãðàìì áûëè âûäåëåíû îáó÷àþùèå âûáîðêè (ïî 30 äåíñî-
ãðàìì â êàæäîé):

1) R 1 = f x1 1 ; x2 1 ; : : : ; xk 1 g; x j 1 2 A; j = 1 ; 2; :::; k; ãäå A � ìíîæåñòâî äåíñîãðàìì
áîëüíûõ àòåðîñêëåðîçîì;
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2) R 2 = f x1 2 ; x2 2 ; : : : ; xk 2 g; x j 2 2 H; j = 1 ; 2; :::; k; ãäå H � ìíîæåñòâî äåíñîãðàìì
áîëüíûõ ãèïåðòîíè÷åñêîé áîëåçíüþ;

3) R 3 = f x1 3 ; x2 3 ; : : : ; xk 3 g; x j 3 2 N; j = 1 ; 2; :::; k; ãäå N � ìíîæåñòâî äåíñîãðàìì
ïðàêòè÷åñêè çäîðîâûõ ëþäåé.

Äåíñîãðàììû x j i = f i (t); i � 2 f 1; 2; 3g ïåðåä îáðàáîòêîé íîðìèðîâàëèñü â öåëÿõ èñêëþ-
÷åíèÿ èç ðàññìîòðåíèÿ ïîñòîÿííîé ñîñòàâëÿþùåé f c; àìïëèòóäû f m è ïåðèîäà T êðèâîé
f (t); çàâèñÿùèõ îò î÷åíü ìíîãèõ ôàêòîðîâ, â òîì ÷èñëå è óñëîâèé ðåã èñòðàöèè ñ ïîìîùüþ
ïðåîáðàçîâàíèÿ

' j (t) =
f j (T � t + a) � f c

f m
;

ãäå a � ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ñèñòîëè÷åñêîãî ó÷àñòêà äåíñîãðàììû; f j (t) �
èñõîäíàÿ äåíñîãðàììà; ' j (t) � ïðèâåäåííàÿ äåíñîãðàììà; t 2 [0; 1); ïðè÷åì

' j (t) 2 L 2[0; 1); max ' j (t) = 1 :

Êàæäàÿ èç ïðèâåäåííûõ äåíñîãðàìì ïðåäñòàâëÿëàñü ñîâîêóïí îñòüþ âõîäíûõ ïðèçíàêîâ
f p( i )g;

p( i ) [f (t)] = S(i )
W f ' (t)g;

ãäå i -é ñïåêòðàëüíûé êîýôôèöèåíò â ðàçëîæåíèè ïî Óîëøó S(i )
W f ' (t)g îïðåäåëÿëñÿ êàê

S(i )
W f ' (t)g =

1Z

0

Wi (t) ' (t) dt:

Ïðè àíàëèçå ïåðâûõ 32 êîýôôèöèåíòîâ Óîëøà, ïðåäñòàâëÿþùèõ ôóíêöèþ, áûëî îáíà-
ðóæåíî, ÷òî ïîñëåäíèå 16 êîýôôèöèåíòîâ ïðåíåáðåæèìî ìàëû, âëèÿþò ëèøü íà ãëàäêîñòü
ôóíêöèè è ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿþò åå ôîðìó. Îíè áûëè îòáðîøå íû, è â êà÷åñòâå âõîäíîãî
ñïåêòðàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ áûë âçÿò íàáîð

pm = p16 = ( p(0) ; p(45) ; p15):

Ñôîðìèðîâàííîå âõîäíîå ïðîñòðàíñòâî E [p(m) ] îáëàäàëî ðàçìåðíîñòüþ m =16. Ñ ïîìî-
ùüþ ÝÂÌ áûëè âû÷èñëåíû ñïåêòðû Óîëøà äëÿ âñåõ äåíñîãðàìì âî âõ îäíîì ïðîñòðàíñòâå
E [p(16) ] è ïðîèçâåäåíà ïðîöåäóðà ïåðåáîðà ïîäïðîñòðàíñòâ.

Ïðè àíàëèçå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ óñòàíîâëåíî, ÷òî íè îäíî è ç îäíîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ
E [p(16) ] i , i =0,1,2,. . . , 15 íå ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì.

Ïðè ïåðåáîðå äâóìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ E [p(16) ] i 1 ; i 2 áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî
[p0; pi ]; ãäå pi = p(i ) [f (t)]; ÿâëÿåòñÿ îòäåëÿþùèì äëÿ êëàññà A; à ïðîñòðàíñòâî [p1; p7] �
îòäåëÿþùèì äëÿ êëàññà N:

Â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ A; H è N ñóùåñòâóåò ðàçäåëÿþ-
ùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, è ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ðàññòîÿí èå äî ðàçäåëÿþùåé ïëîñêîñòè, â
ïåðâîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

VA / H
= [ f (t)] = 33p(0) [f (t)] + 36p(45) [f (t)] � 22;

âî âòîðîì ñëó÷àå êàê

VN / AV H
= [ f (t)] = 13p(45) [f (t)] � 46p(51) [f (t)] � 7:

Ðåøàþùåå ïðàâèëî, îïðåäåëÿþùåå ïðèíàäëåæíîñòü èññëåäóåì îé äåíñîãðàììû ê îäíîìó
èç êëàññîâ:

f (t) 2 N � VN > 0; (18.1)

f (t) 2 A � VN < 0&VA > 0; (18.2)
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f (t) 2 H � VN < 0&VA < 0: (18.3)

Ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (18.1)�(18.3) äëÿ êàæäîé äåíñ îãðàììû ïîçâîëÿåò îòíåñòè
åå ê òîìó èëè èíîìó êëàññó A; H è N ñîîòâåòñòâåííî.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåäóðà êëàññèôèêàöèè äåíñîãðàìì ðàçðå øèìà. Ñäåëàåì âûâîäû.
1. Ñïåêòðàëüíî-ëîãè÷åñêèé ïîäõîä ìîæåò áûòü óñïåøíî ïðèìå íåí ê ðåøåíèþ ìíîãîìåðíûõ

çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ.
2. Ðàñïîçíàâàíèå äåíñîãðàìì â ðàìêàõ ñïåêòðàëüíî-ëîãè÷åñ êîãî ïîäõîäà ïîçâîëÿåò âû-

ÿâèòü íàëè÷èå è õàðàêòåð ïàòîëîãè÷åñêèõ èçìåíåíèé â ñèñòåì å êðîâîîáðàùåíèÿ.
3. Äåíñîãðàììû ÷åëîâåêà ÿâëÿþòñÿ èíôîðìàòèâíûìè õàðàêòåð èñòèêàìè äèíàìè÷åñêèõ

ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â åãî îðãàíèçìå, è îáúåêòèâíî îòðàæ àþò ôóíêöèîíàëüíîå ñîñòîÿ-
íèå ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòîé ñèñòåìû.

18.5. Äèàãíîñòèêà ýïèëåïñèè â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå ñ èñïîë üçîâàíèåì
êîìïüþòåðíîé òåõíîëîãèè

Âàæíåéøèìè çàäà÷àìè íåâðîïàòîëîãîâ è ïñèõèàòðîâ ÿâëÿþòñÿ ï ðîãíîçèðîâàíèå çàáîëå-
âàíèÿ, ïîñòàíîâêà ïðàâèëüíîãî äèàãíîçà è îáåñïå÷åíèå îïòè ìàëüíîé òåðàïèè. Â ñòðóêòóðå
íåðâíî-ïñèõè÷åñêèõ çàáîëåâàíèé ýïèëåïñèÿ çàíèìàåò îäíî è ç öåíòðàëüíûõ ìåñò. Ðàçðàáîòêà
âîïðîñîâ ðàííåé äèàãíîñòèêè, ëå÷åíèÿ è ðåàáèëèòàöèè ýïèëå ïñèè òðåáóåò êîðåííîãî ïåðåñìîò-
ðà îðãàíèçàöèè âíåáîëüíè÷íîé ïñèõèàòðè÷åñêîé ïîìîùè.

Âíåäðåíèå â ïñèõèàòðè÷åñêóþ ïðàêòèêó ¾èíòåëëåêòóàëüíûõ¿ âîçìîæíîñòåé ñîâðåìåííûõ
êîìïüþòåðîâ è êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü â ûñîêîýôôåêòèâíûå äèàãíîñòè-
÷åñêèå è îáó÷àþùèå ïðîãðàììû [94].

Ðåàëèçàöèÿ ýòèõ çàäà÷ â îòíîøåíèè ýïèëåïñèè íåñêîëüêî îáëå ã÷àåòñÿ áëàãîäàðÿ âûñîêîé
ñòåïåíè ôîðìàëèçàöèè ñèìïòîìàòèêè â ñðàâíåíèè ñ äðóãèìè ôîðìàìè ïñèõè÷åñêèõ çàáîëå-
âàíèé.

Ïðîãðàììíàÿ ïîäñèñòåìà ÝÄÈÒÀ, ðåàëèçóþùàÿ êîìïüþòåðíóþ ò åõíîëîãèþ äèàãíîñòèðî-
âàíèÿ ýïèëåïñèè, áàçèðóåòñÿ íà êëàññèôèêàòîðå (ñèñòåìå èí äèâèäóàëüíûõ ïðèçíàêîâ ïàöèåí-
òà). Ïîñëåäíèé ðàçðàáîòàí â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññèôèêàöèåé ýïèëåïñèè, ïðèíÿòîé Ìåæäóíà-
ðîäíîé ëèãîé ïî áîðüáå ñ ýïèëåïñèåé (Êèîòî, 1981 ã.), íà îñíî âàíèè ìíîãîëåòíåãî êëèíè÷åñêîãî
îïûòà äèàãíîñòèðîâàíèÿ è ëå÷åíèÿ ýïèëåïñèè â Óäìóðòèè.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïàöèåíòà õàðàêòåðåí êîíå÷íûé íàá îð èíäèâèäóàëüíûõ êëàññè-
ôèêàöèîííûõ ïðèçíàêîâ, ñîâîêóïíîñòü êîòîðûõ ïîçâîëÿåò âð à÷ó íåâðîïàòîëîãó è ïñèõèàòðó
äîñòàòî÷íî îäíîçíà÷íî ïðåäñêàçàòü îäíó èç âîçìîæíûõ ôîðì ý ïèëåïñèè, â òîì ÷èñëå è íà
ýòàïå ðàííåé äèàãíîñòèêè. Êîìïüþòåðíàÿ òåõíîëîãèÿ äàåò âî çìîæíîñòü óìåíüøèòü èëè äàæå
èñêëþ÷èòü îøèáêè äèàãíîñòèðîâàíèÿ â ìàññîâîé âðà÷åáíîé ïð àêòèêå, ÷òî îñîáåííî âàæíî â
ñâÿçè ñ øèðîêèì ðàñïðîñòðàíåíèåì çàáîëåâàíèÿ è òÿæåëûìè åã î ïîñëåäñòâèÿìè.

Äëÿ ÝÂÌ ¾ðåøàþùèì ïðàâèëîì¿ ïðè äèàãíîñòèðîâàíèè ÿâëÿåòñÿ í å òîëüêî âðà÷åáíûé
îïûò (êîòîðûé â ìàññîâîé ïðàêòèêå íå âñåãäà äîñòàòî÷åí), íî è ôîðìàëèçîâàííàÿ ñèñòåìà
âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ, ñîñòàâëÿþùàÿ íåîòúåìëåìóþ ÷àñòü ì àøèííîãî êëàññèôèêàòîðà.

Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ äâóõñòóïåí÷àòûé ïðèíöèï âçâåøèâàíè ÿ (ñòåïåíü èíôîðìàòèâíî-
ñòè) â öåëîì ïî ðàçäåëàì êëàññèôèêàòîðà è âíóòðè êàæäîé ôîðì û ýïèëåïñèè ïî îòäåëüíûì
ïðèçíàêàì. Ïîäîáíûé àëãîðèòì ôîðìóëèðóåòñÿ êàê ¾ìåòîä ãîë îñîâàíèÿ¿ ñ çàäàííûìè íà îñ-
íîâå ýêñïåðòíûõ îöåíîê âåñàìè. Ýêñïåðòàìè ÿâëÿëèñü âåäóùè å ñïåöèàëèñòû Óäìóðòèè ïî
äàííîìó çàáîëåâàíèþ.

Òðåíèðîâêà (îöåíêà äîñòîâåðíîñòè âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ) îñóùåñòâëÿëàñü íà ðåïðåçåí-
òàòèâíîé îáó÷àþùåé âûáîðêå (260 áîëüíûõ ñ èçâåñòíûìè ôîðìà ìè ýïèëåïñèè). Ïî ðåçóëüòà-
òàì ìàøèííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîòðåáîâàëàñü ëèøü íåçíà÷èòåë üíàÿ êîððåêöèÿ âåñîâûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ, ÷òî ãîâîðèò î èõ âûñîêîé äîñòîâåðíîñòè.

Íà ýòàïå ïðîâåðêè êëàññèôèêàòîðà è íàäåæíîñòè êîìïüþòåðíî é äèàãíîñòèêè ýïèëåïñèè
áûë ðåàëèçîâàí ñòàòèñòè÷åñêèé ìåòîä íà îñíîâå áàéåñîâñêîã î ïîäõîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì òîé
æå îáó÷àþùåé âûáîðêè [23]. Êîíòðîëüíàÿ íåçàâèñèìàÿ âûáîðê à äëÿ îáîèõ ìåòîäîâ áûëà îá-
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ùåé è âêëþ÷àëà 60 áîëüíûõ. Ðåçóëüòàòîì ýêñïåðèìåíòà ñòàëî ï ðàêòè÷åñêè ïîëíîå ñîâïàäåíèå
ìàøèííîãî ïðåäñêàçàíèÿ ôîðìû ýïèëåïñèè ýêñïåðòíîãî è ñòàò èñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ.

18.6. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ìåäèöèíñêîé èíôîðìàöèè ïî îíê îëîãè÷åñêèì
çàáîëåâàíèÿì

Ïðîáëåìà êîëè÷åñòâåííîãî è êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà äàííûõ ï î îíêîëîãè÷åñêèì çàáîëåâà-
íèÿì, ñòîÿùèì íà îäíîì èç ïåðâûõ ìåñò ïî çàáîëåâàåìîñòè è ñìå ðòíîñòè â ðÿäó âñåõ áîëåçíåé,
èìååò áîëüøóþ íàó÷íóþ è îáùåñòâåííóþ çíà÷èìîñòü. Â ðàáîòå [ 48] îïèñàíû ìåòîäû è ïðèâå-
äåíû ðåçóëüòàòû, ïîçâîëÿþùèå íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêèõ äàí íûõ ïðîãíîçèðîâàòü ïîêàçàòåëè
ìåäèöèíñêîé ñòàòèñòèêè íà ðàçëè÷íûå ïåðèîäû, óñòàíàâëèâà òü ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà ïîêà-
çàòåëè çàáîëåâàåìîñòè, è ñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè ëîêàëèçàö èÿìè.

Ïðè èññëåäîâàíèè ñòàòèñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà, ñâÿçàííîãî ñ àíàëèçîì äàííûõ è ïðîãíîçè-
ðîâàíèåì ìåäèöèíñêèõ ïîêàçàòåëåé, âîçíèêàþò ïðîáëåìû êàê òðàäèöèîííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
õàðàêòåðà (âûáîð ìîäåëè è ìåòîäà îïòèìèçàöèè âíóòðè ìîäåëè ), òàê è âûçâàííûå íåîáõîäè-
ìîñòüþ îáðàáîòêè áîëüøèõ ìàññèâîâ ðàçíîðîäíîé èíôîðìàöèè .

Èñõîäíûìè äàííûìè ïîñëóæèëè ñëåäóþùèå ìàòåðèàëû:
1) äàííûå îôèöèàëüíîé ñòàòèñòèêè ïî çàáîëåâàåìîñòè, ñìåðò íîñòè è êîíòèíãåíòàì îíêî-

áîëüíûõ, à òàêæå äàííûå èç ìåäèöèíñêèõ êàðò, õðàíÿùèõñÿ â àð õèâå Óäìóðòñêîãî ðåñïóá-
ëèêàíñêîãî îíêîäèñïàíñåðà ñ 1946 ã. Ó÷èòûâàëèñü ìåñòî æèòå ëüñòâà, ïîë, âîçðàñò áîëüíûõ è
ò.ä.;

2) äàííûå î ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ Óäìóðòèè è åå òåððèòîðèàë üíûõ åäèíèö. Ñòàíäàðòû
íàñåëåíèÿ, èñïîëüçóåìûå â îíêîñòàòèñòèêå.

Èñõîäíûå ìåäèöèíñêèå äàííûå áûëè ïîäâåðãíóòû ñèñòåìàòèçà öèè è îáðàáîòêå, ÷òîáû äëÿ
àíàëèçà è ïðîãíîçà ìîæíî áûëî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ïîêàç àòåëè: àáñîëþòíûå, îáû÷íûå
íà 100 òûñ. íàñåëåíèÿ, ñòàíäàðòèçîâàííûå ïîêàçàòåëè íà 100 òûñ. íàñåëåíèÿ (äëÿ ðàçëè÷íûõ
âèäîâ ñòàíäàðòîâ íàñåëåíèÿ: ìèðîâîãî, åâðîïåéñêîãî è ò.ä. ).

Ýòè ïîêàçàòåëè ìîãóò ðàññ÷èòûâàòüñÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè: ïð ÿìûì, êîñâåííûì, îáðàòíûì
[171]. Â äàííîì ñëó÷àå áûë èñïîëüçîâàí íàèáîëåå íàäåæíûé ïð ÿìîé ñïîñîá. Äëÿ ðÿäà ïîêàçà-
òåëåé èç-çà ìàëîãî îáúåìà âûáîðîê ïðèìåíÿëîñü óñðåäíåíèå ï î íåñêîëüêèì ãîäàì íàáëþäåíèé.

Äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ äî 2015 ã. ïîêàçàòåëåé çàáîëåâàåìîñòè , ñìåðòíîñòè è êîíòèíãåíòà èñ-
ïîëüçîâàëèñü ðåãðåññèîííûå è àâòîðåãðåññèîííûå ìîäåëè. Ñ îâîêóïíîñòü ðåãðåññèîííûõ ìîäå-
ëåé ñîäåðæàëà ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé è âòîðîé ñòåïåíè, ýêñïîíåí òû, ëîãàðèôìè÷åñêèå ïàðàáîëû,
ëîãàðèôìè÷åñêèå êðèâûå. Ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü ââîäà â ìîäåëü îáîáùåííûõ ýêñïîíåíò,
êðèâûõ Ãîìïåðöà, ëîãèñòè÷åñêèõ êðèâûõ. Äëÿ ðàñøèðåíèÿ âîç ìîæíîñòåé ñèñòåìû èñïîëüçî-
âàëèñü òàêæå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïàð ôóíêöèé f 1; f 2 :

f =
� 2

� 1 + � 2
f 1 +

� 1

� 1 + � 2
f 2 ;

ãäå � 1; � 2 � ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ ôóíêöèé f 1; f 2 ñîîòâåòñòâåííî.
Äëÿ êàæäîé êðèâîé, êðîìå òîãî, îïðåäåëÿëñÿ äîâåðèòåëüíûé è íòåðâàë ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ

ïðîãíîçà è èíòåðâàë, ó÷èòûâàþùèé ðàññåÿíèå âîêðóã ñðåäíåã î [23, 171].
Íàðÿäó ñ ïðÿìûì ìåòîäîì ïðîãíîçà ýêñòðàïîëÿöèåé èñõîäíûõ ä àííûõ ïðèìåíÿëñÿ êîñ-

âåííûé ìåòîä, èñïîëüçóþùèé òåêóùèå è ïðîãíîçíûå äàííûå ïî í àñåëåíèþ. Çäåñü ïðîãíîç ïî
îòíîñèòåëüíûì ïîêàçàòåëÿì â ðàñ÷åòå íà 100 000 íàñåëåíèÿ ñò ðîèòñÿ òàê æå, êàê è â ïåðâîì
ìåòîäå, à ðàñ÷åò äëÿ ïðîãíîçà àáñîëþòíûõ ïîêàçàòåëåé îñóùå ñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Óàáñ(i ) = Óîòí (i ) �
N i

105 ;

ãäå Óàáñ(i ); Óîòí (i ) � çíà÷åíèÿ àáñîëþòíîãî è îòíîñèòåëüíîãî ïîêàçàòåëåé çà i -é ãîä; N i �
÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ çà i -é ãîä.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîãî ñïîñîáà áûëè èñïîëüçîâàíû äàííûå ïðîã íîçà íàñåëåíèÿ Óäìóð-
òèè, âûïîëíåííîãî ôèðìîé ¾Ïðîãíîç¿ (Ïåðìñêèé ãîñóäàðñòâå ííûé óíèâåðñèòåò). Ðåçóëüòàòû,
ïîëó÷åííûå ïðÿìûì è êîñâåííûì ñïîñîáàìè ïðîãíîçèðîâàíèÿ ï îêàçàòåëåé çàáîëåâàåìîñòè,
ñìåðòíîñòè è êîíòèíãåíòîâ îíêîáîëüíûõ, îêàçàëèñü áëèçêèì è.
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Ïàêåò àâòîðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé, ðàññìàòðèâàþùèõ èñõîäí ûå äàííûå êàê âðåìåííûå ðÿ-
äû, ñîäåðæèò 5 ëèíåéíûõ ìîäåëåé àâòîðåãðåññèè ñ ðàçíûì ÷èñë îì ïàðàìåòðîâ. Äëÿ îïòè-
ìàëüíîãî âûáîðà ìîäåëåé èñïîëüçîâàíû êðèòåðèè íàèëó÷øåãî âûáîðà ÷èñëà íåèçâåñòíûõ ïà-
ðàìåòðîâ. Ïðîâåäåííûé ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåãðåññèîííû õ è àâòîðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé
ïîêàçàë, ÷òî äëÿ îñíîâíîé ÷àñòè äàííûõ ðåçóëüòàòû îáîèõ ìåò îäîâ îêàçûâàþòñÿ áëèçêèìè.
Â òî æå âðåìÿ ñóùåñòâóþò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè ïðè ïðîãíîç èðîâàíèè ñ ïîìîùüþ ðåãðåñ-
ñèîííûõ ìîäåëåé, íàïðèìåð ïðè íåïîëíîòå èíôîðìàöèè, áîëüø îé âàðèàòèâíîñòè èñõîäíûõ
äàííûõ è äð. Äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ ìåòîäû àâòîðåãðåññèîííûõ ìîäå ëåé îáëàäàþò ïðåèìóùåñòâà-
ìè.

Íàëè÷èå çàâèñèìîñòåé ìåæäó ðàçëè÷íûìè ëîêàëèçàöèÿìè çàáî ëåâàíèé èçó÷àëîñü ñðåä-
ñòâàìè êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà. Äàííûå ðàññìàòðèâàëèñü ê àê ÷èñëîâûå ñîâîêóïíîñòè, ðàñ-
ïðåäåëåííûå ïî ëîêàëèçàöèÿì, ãîäàì è ðàéîíàì. Âû÷èñëÿëèñü ê îýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè
ìåæäó ÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè çàáîëåâàåìîñòè è ñìåðòíîñòè, à òàêæå ðàíãîâûå êîððåëÿöèè
Ñïèðìåíà è Êýíäåëà ïî ìåñòàì, çàíèìàåìûì ýëåìåíòàìè âûáîðê è (íàïðèìåð, ðàéîíàì).

Çíà÷èìîñòü íàéäåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðîâåðÿëàñü ïî êðèòåð èþ Ñòüþäåíòà. Ïîëó÷åííûå
çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ä ëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñâÿçåé ïî âû-
äåëåííîé ãðóïïå ëîêàëèçàöèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ãðóïï íàñåëåíèÿ .

Äëÿ âûÿñíåíèÿ íåêîòîðûõ çàêîíîìåðíîñòåé è îáùèõ ïðè÷èí, âë èÿþùèõ íà ïîêàçàòåëè
çàáîëåâàåìîñòè, ïðèìåíÿëñÿ ôàêòîðíûé (äèñïåðñèîííûé) àí àëèç. Â êà÷åñòâå ôàêòîðîâ ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü ãðóïïèðîâêè ðàéîíîâ ïî íåêîòîðûì êðèòåðèÿì ( ãåîãðàôè÷åñêèå, ïî òåíäåíöèÿì
ðîñòà çàáîëåâàåìîñòè, ïî ïðèçíàêó ãîðîä�ñåëî è ò.ä.). Ïðîâ åðÿëîñü âëèÿíèå ôàêòîðà ãðóïïè-
ðîâêè. Åñëè ýòî âëèÿíèå çíà÷èòåëüíî, òî ìîæíî ðàññìàòðèâàò ü âîïðîñ îá îáùåé ïðè÷èíå,
ïîðîæäàþùåé äàííóþ ãðóïïèðîâêó, è åå âëèÿíèè íà çàáîëåâàåì îñòü ïî äàííîé ëîêàëèçàöèè.
Òàê, íàïðèìåð, ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ëîêàëèç àöèè ¾ðàê ìîëî÷íîé æåëåçû¿
ñóùåñòâåííûì ôàêòîðîì (êîýôôèöèåíò âëèÿíèÿ íà óðîâíå 70%) ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàê ãîðîä�ñåëî.
Çíà÷èìîñòü ïîëó÷àåìûõ êîýôôèöèåíòîâ âëèÿíèÿ ïðîâåðÿëàñü ïî êðèòåðèþ Ôèøåðà.

Îïèñàííûå ìåòîäû áûëè ðåàëèçîâàíû â êîìïüþòåðíîé èíôîðìàö èîííî-àíàëèòè÷åñêîé ñè-
ñòåìå ÎÍÊÎ, ðàçðàáîòàííîé â ÍÏÔ ÍÈÎÒÊ (Èæåâñê) è âûïîëíåííî é íà îñíîâå IBM PC
[169].

18.7. Àíàëèç ñèãíàëà ÝÊÃ â êîìïüþòåðíîì ìîíèòîðíîì êîìïëåê ñå

Ñðåäè ìíîãî÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, íàáëþäåíèÿ è ê îíòðîëÿ ñîñòîÿíèÿ ïàöèåí-
òà âåäóùåå ìåñòî ïðèíàäëåæèò ýëåêòðîêàðäèîãðàôèè. Íåîáõî äèìîñòü ìîíèòîðèíãà âî âðåìÿ
àíåñòåçèîëîãè÷åñêîãî ïîñîáèÿ, ðåàíèìàöèè è èíòåíñèâíîé ò åðàïèè íå ïîäëåæèò ñîìíåíèþ.
Ýëåêòðîêàðäèîãðàôè÷åñêèé ñèãíàë íåñåò áîëüøîé îáúåì èíôî ðìàöèè, è äåòàëüíûé àâòîìàòè-
÷åñêèé àíàëèç ñèãíàëà ÝÊÃ ïàöèåíòà ïîçâîëÿåò ñâîåâðåìåííî âûðàáàòûâàòü ñèãíàëû òðåâîãè,
ïðåäîòâðàùàþùèå ëåòàëüíûé èñõîä [95].

Ïðè àíàëèçå ñèãíàëà ÝÊÃ â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî ïðîèçâî äèòü ôèëüòðàöèþ ïîìåõ,
âûäåëÿòü íà íåì êàðäèîöèêëû è ïîäñ÷èòûâàòü ÷àñòîòó ñåðäå÷í ûõ ñîêðàùåíèé (×ÑÑ), ó÷è-
òûâàòü àðòåôàêòû.

Êðîìå òîãî, â ñîâðåìåííûõ ìîíèòîðíûõ ñðåäñòâàõ äîïîëíèòåë üíî çàëîæåíû íåêîòîðûå äè-
àãíîñòè÷åñêèå ìåòîäèêè îáðàáîòêè ñèãíàëà ÝÊÃ. Â äàííîì ìîí èòîðíîì êîìïëåêñå ðåàëèçîâàí
àíàëèç ôîðìû êàðäèîöèêëà, ñ âûäåëåíèåì õàðàêòåðíûõ çóáöîâ (P; Q; R; S; T) è àíàëèç âàðè-
àáåëüíîñòè ñåðäå÷íîãî ðèòìà, à òàêæå ðàñ÷åò íåîáõîäèìûõ ïà ðàìåòðîâ ïî ýòèì ìåòîäèêàì.

Àâòîìàòè÷åñêàÿ îáðàáîòêà ñèãíàëà ÝÊÃ âûïîëíÿåòñÿ ïðîãðàì ìíûì îáåñïå÷åíèåì íà ïåð-
ñîíàëüíîì êîìïüþòåðå. Èñõîäíûé ñèãíàë ÝÊÃ ïðåäñòàâëåí äèñ êðåòíûìè îòñ÷åòàìè ðàçðÿä-
íîñòüþ 10 áèò ñ ÷àñòîòîé 200 Ãö.

Îáðàáîòêà ñèãíàëà ÝÊÃ ïàöèåíòà â ìîíèòîðå ïðîèçâîäèòñÿ â ðå àëüíîì ìàñøòàáå âðåìå-
íè ñ îñóùåñòâëåíèåì ôèëüòðàöèè ñèãíàëà (ðåæåêòîðíûé ôèëüò ð íà 50 Ãö è ÔÍ× ñ ÷àñòîòîé
ñðåçà 75 Ãö), âûäåëåíèåì êàðäèîöèêëîâ, ãåíåðàöèåé çâóêîâî ãî ñèãíàëà ïî êàæäîìó êàðäèîöèê-
ëó. Ïåðèîäè÷åñêè (êàæäûå 2 ñåêóíäû) ïðîèçâîäèòñÿ àíàëèç âí îâü ïðèøåäøåãî êàðäèîöèêëà,
ðàñ÷åò ôóíêöèè êîððåëÿöèè åãî ôîðìû ñ äðóãèìè êàðäèîöèêëàì è, ðàñ÷åò ÷àñòîòû ñåðäå÷íûõ
ñîêðàùåíèé (×ÑÑ).
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Ïðè àíàëèçå âàðèàáåëüíîñòè ñåðäå÷íîãî ðèòìà çà 5 ìèíóò (ðèò ìîãðàôèÿ) ïðîèçâîäèòñÿ
ïîñòðîåíèå êàðäèîèíòåðâàëîãðàììû, ãèñòîãðàììû, ñêàòòåð îãðàììû, ñïåêòðîãðàììû ïî äëè-
òåëüíîñòÿì êàðäèîöèêëîâ ( RR -èíòåðâàëàì) è ñ ðàñ÷åòîì íåîáõîäèìûõ ïàðàìåòðîâ ïî âñåì
ïîëó÷åííûì ãðàôèêàì.

Ïðè àíàëèçå ôîðìû êàðäèîöèêëà ( ST -ñåãìåíò) ïðîèçâîäèòñÿ îòáðàêîâêà íåêà÷åñòâåííûõ
êàðäèîöèêëîâ ïî êîððåëÿöèè èõ ôîðì äðóã ñ äðóãîì, ïîñòðîåíè å ýòàëîííîãî êàðäèîöèêëà,
âûäåëåíèå õàðàêòåðíûõ çóáöîâ, èõ âåðøèíû, íà÷àëà è êîíöà, ð àñ÷åò âñåõ íåîáõîäèìûõ ïàðà-
ìåòðîâ.

Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè (âñå ïîñòðîåííûå ãðàôè êè è ðàññ÷èòàííûå ïàðàìåò-
ðû) âûâîäÿòñÿ äëÿ ìåäïåðñîíàëà íà ýêðàí äèñïëåÿ, à òàêæå çàï èñûâàþòñÿ íà æåñòêèé äèñê
êîìïüþòåðà äëÿ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà.

Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû àâòîìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ñèãíàëà ÝÊÃ ïðîãðàììíî ðåàëèçîâà-
íû â êîìïüþòåðíîì ìîíèòîðíîì êîìïëåêñå, ïðîøëè íåîáõîäèìû å ýòàïû èñïûòàíèé, îòëè÷à-
þòñÿ ïðîñòîòîé, íåòðåáîâàòåëüíîñòüþ ê ðåñóðñàì êîìïüþòåð à, íàäåæíîñòüþ è óñòîé÷èâîñòüþ
â ðàáîòå [95].

à) á)

â)
Ðèñ. 18.1. Ñèãíàë ÝÊÃ:

à) èñõîäíûé ñèãíàë ÝÊÃ; á) ôîðìà êàðäèîöèêëà; â) êàðäèîèíòå ðâàëîãðàììà
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Âûâîäû

1. Ðàññìîòðåíû ïðîáëåìû ðàçðåøèìîñòè è âû÷èñëèìîñòè ìîäåë åé êëàññèôèêàöèè êîíå÷-
íûõ îáúåêòîâ êàê ïåðâîî÷åðåäíûå ïðè êîíñòðóêòèâèçàöèè.

2. Â îñíîâó ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ î áúåêòîâ ïîëîæåí òåçèñ
×¼ð÷à.

3. Ïðåäëîæåííûé ïåðåõîä (êîäèðîâàíèå) îò ðåàëüíûõ îáúåêòî â ê íàòóðàëüíûì ÷èñëàì ïîç-
âîëÿåò àëãîðèòìè÷åñêè ñôîðìóëèðîâàòü êðèòåðèè ðàçðåøèìî ñòè íà ìîäåëÿõ ñ ÷àñòè÷-
íî ðåêóðñèâíûì îñíîâíûì ìíîæåñòâîì è ñèãíàòóðàìè ìíîãîàëü òåðíàòèâíûõ ðåøàþùèõ
ïðåäèêàòîâ.

4. Êîíñòðóêòèâèçàöèÿ îñíîâíûõ ïîíÿòèé ìîäåëåé êëàññèôèêà öèè âûïîëíÿåòñÿ â ðàìêàõ
m -ñâîäèìîñòè íóìåðîâàííûõ ñåìåéñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ê ïðî èçâîëüíîìó ìíîæåñòâó
êîíå÷íûõ îáúåêòîâ êëàññèôèêàöèè.

5. Äîêàçàííûå êðèòåðèè ðàçðåøèìîñòè íà ìîäåëÿõ êëàññèôèêà öèè ïîçâîëÿþò îòâåòèòü íà
âîïðîñû ýôôåêòèâíîé âû÷èñëèìîñòè êîíñòðóêòèâèçèðóåìûõ î áúåêòîâ ñ ïîìîùüþ ïîä-
õîäÿùåé íóìåðàöèè.

6. Ïðè íåðàçðåøèìîñòè ìîäåëè êëàññèôèêàöèè m -ñâîäèìîñòü ïðåäîïðåäåëÿåò êðèòåðèé
ðåãóëÿðèçàöèèâ ñìûñëå ýôôåêòèâíîé âû÷èñëèìîñòè äëÿ óêàçàíèÿ ïóòåé ðàñøè ðåíèÿ
ñâîéñòâ êîíñòðóêòèâèçèðóåìûõ îáúåêòîâ èëè óñèëåíèÿ ðåêóðñèâíîñòè àëãîðèòìîâ êëàñ-
ñèôèêàöèè.

7. Îïòèìàëüíîñòü âûáîðà êîíñòðóêòèâíûõ ìîäåëåé êëàññèôèê àöèè äîñòèãàåòñÿ ñ ó÷å-
òîì äîïîëíèòåëüíûõ êðèòåðèåâ ýôôåêòèâíîñòè âû÷èñëåíèé ïð åäèêàòîâ êëàññèôèêàöèè
(êîìïàêòíîñòü, ïàðàëëåëèçì, ñèìóëüòàííîñòü).

8. Ïðîëîíãàöèÿ ÿçûêîâ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ íà ÿçûêè òåîðè è êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ äîëæ-
íà ó÷èòûâàòü îñîáåííîñòè îïèñàíèé êîíå÷íûõ îáúåêòîâ è òðåá îâàíèÿ ê ñèíòåçó ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ðàñïîçíàþùåãî àâòîìàòà (ÿçûêè ÔÀË, ôóíêöèè Óîëø à).

9. Ïîëó÷åííûå ïðèêëàäíûå ðåçóëüòàòû ïî êëàññèôèêàöèè íàèá îëåå òðóäíûõ è øèðîêî ðàñ-
ïðîñòðàíåííûõ â ïðèðîäå îáúåêòîâ ïîäòâåðäèëè ïðàâèëüíîñò ü êîíñòðóêòèâèçàöèè ìîäå-
ëåé êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ îáúåêòîâ.
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