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Abstract. Sufficient conditions of catching were derived in two problems

of group pursuit.

Введение

В работе рассматривается линейный нестационарный конф-
ликтно управляемый процесс с равными динамическими и инер-
ционными возможностями участников в предположении, что фун-
даментальная матрица системы является почти периодической и
ее первая производная равномерно ограничена на [t0,∞). В пер-
вой части работы получены достаточные условия поимки груп-
пой преследователей одного убегающего при дискриминации по-
следнего. Во второй части получены достаточные условия поим-
ки заданного числа убегающих, при условии, что первоначально
убегающие выбирают свои управления на [t0,∞), а каждый пре-
следователь ловит не более одного убегающего.

Работа примыкает к исследованиям [1-5].

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 06-01-00258).
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§ 1. Групповое преследование одного убегающего

В пространстве Rν (ν > 2) рассматривается дифференциаль-
ная игра Γ n + 1 лиц: n преследователей P1, P2, . . . , Pn и убе-
гающего E . Движение каждого преследователя Pi описывается
системой

ẋi = A(t)xi + ui, ui ∈ V, (1.1)

закон движения убегающего E имеет вид

ẏ = A(t)y + v, v ∈ V. (1.2)

Здесь и далее xi, y, ui, v ∈ Rν , i ∈ I = {1, 2, . . . , n}, A(t) — непре-
рывная на [t0,∞) квадратная матрица порядка ν, V — строго
выпуклый компакт Rν такой, что IntV 6= ∅. При t = t0 заданы
начальные условия

xi(t0) = X0

i , y(t0) = Y 0, причем X0

i 6= Y 0 для всех i. (1.3)

Вместо (1.1), (1.2), (1.3) рассмотрим систему с начальными
условиями

żi = A(t)zi + ui − v, ui, v ∈ V, zi(t0) = Z0

i = X0

i − Y 0. (1.4)

Отметим, что Z0

i 6= 0.

О п р е д е л е н и е 1.1. Управления ui(t), v(t) из класса из-
меримых функций, удовлетворяющие соответственно ограничени-
ям из (1.1), (1.2), называются допустимыми.

О п р е д е л е н и е 1.2. В игре Γ возможна поимка, если су-
ществует момент T0 = T0(Z

0

i ), при котором для любого допусти-
мого управления v(t) найдутся такие допустимые управления

ui(t) = ui

(

t, Z0

i , v(s), s ∈ [0, t]
)

,

что для некоторых τ ∈ [t0, T0] и α ∈ I выполнено zα(τ) = 0.
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Пусть Φ — фундаментальная матрица системы

ω̇ = A(t)ω

такая, что Φ(t0) совпадает с единичной матрицей.

П р е д п о л о ж е н и е 1.1. Матрица Φ(t) является почти
периодической в смысле Бора и ее первая производная равномер-
но ограничена на [t0,∞).

Отметим, что предположение 1.1 выполнено, если матрица A(t)
постоянна, а все ее собственные числа являются простыми и чисто
мнимыми.

У с л о в и е 1.1. Начальные позиции участников таковы, что

0 ∈ Intco{Z0

i }.

Построены допустимые управления преследователей, на кото-
рых доказана следующая

Т е о р е м а 1.1. Пусть выполнены предположение 1.1 и усло-

вие 1.1. Тогда в игре Γ возможна поимка.

П р и м е р 1.1. В пространстве Rν (ν = 2p, p > 1) рассмот-
рим дифференциальную игру Γ n + 1 лиц: n преследователей
P1, P2, . . . , Pn и убегающего E . Пусть система (1.4) имеет вид

żi = Azi + ui − v, где A =























0 −a1 0 0 · · · 0 0
a1 0 0 0 · · · 0 0
0 0 0 −a2 · · · 0 0
0 0 a2 0 · · · 0 0
...

...
...

...
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...

0 0 0 0 · · · 0 −ap

0 0 0 0 · · · ap 0
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a1, a2, . . . , ap — некоторые отличные от нуля и не совпадающие
друг с другом по абсолютной величине числа. Корни характери-
стического уравнения

det(A − λI) = (λ2 + a2

1)(λ
2 + a2

2) . . . (λ2 + a2

p) = 0

равны ±a1ι, ±a2ι, . . . ,±apι и предположение 1.1 выполнено.

У т в е р ж д е н и е 1.1. Пусть 0 ∈ Intco{Z0

i }. Тогда в иг-

ре Γ возможна поимка.

П р и м е р 1.2. В пространстве R2 рассмотрим дифференци-
альную игру Γ четырех лиц: трех преследователей P1, P2, P3 и
убегающего E . Пусть система (1.4) имеет вид

żi = A(t)zi + ui − v, zi(0) = Z0

i , где

A(t) =

(

sin t 0
cos t sin t

)

,

Z0

1 =

(

1
−1

)

, Z0

2 =

(

−1
−1

)

, Z0

3 =

(

0
1

)

.

Тогда

Φ(t) =

(

e1−cos t 0
e1−cos t sin t e1−cos t

)

и все условия теоремы 1.1 выполнены.

У т в е р ж д е н и е 1.2. В игре Γ возможна поимка.

§ 2. Поимка заданного числа убегающих

В Rν (ν > 2) рассматривается игра Γ n + m лиц: n пресле-
дователей P1, P2, . . . , Pn и m убегающих E1, E2, . . . , Em. Движе-
ние каждого преследователя Pi описывается системой (1.1), закон
движения каждого убегающего Ej имеет вид

ẏj = A(t)yj + vj , vj ∈ V. (2.1)
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Здесь и далее yj, vj ∈ Rν , j ∈ J = {1, 2, . . . ,m}. При t = t0
заданы начальные условия

xi(t0) = X0

i , yj(t0) = Y 0

j , причем X0

i 6= Y 0

j для всех i, j. (2.2)

Цель группы преследователей — «поймать» не менее r убега-
ющих (1 6 r 6 m), при условии, что сначала убегающие выбира-
ют свои управления сразу на [t0,∞), а затем преследователи, на
основе информации о выборе убегающих, выбирают свои управ-
ления, и, кроме того, каждый преследователь может «поймать»
не более одного убегающего. Считаем, что n > r.

Вместо (1.1), (2.1), (2.2) рассмотрим систему с начальными
условиями

żij = A(t)zij + ui − vj , ui, vj ∈ V, zij(t0) = Z0

ij = X0

i − Y 0

j . (2.3)

О п р е д е л е н и е 2.1. В игре Γ возможна поимка r убе-

гающих, если существует момент T0 = T0(Z
0

ij), при котором для
любой совокупности допустимых управлений vj(t) найдутся до-
пустимые управления

ui(t) = ui

(

t, Z0

ij, vj(s), s ∈ [t0,∞)
)

обладающие следующим свойством: существуют множества
N ⊂ I, M ⊂ J, |N | = |M | = r такие, что каждый убегающий
Eβ, β ∈ M ловится не позднее момента T0 некоторым преследо-
вателем Pα, α ∈ N, причем если преследователь Pα ловит убе-
гающего Eβ , то остальные убегающие считаются им не пойман-
ными. Выражение «преследователь Pα ловит убегающего Eβ »
означает, что для некоторого τ ∈ [t0, T0] выполнено zαβ(τ) = 0.

У с л о в и е 2.1. Для каждого k ∈ {0, 1, . . . , r − 1} верно сле-
дующее: для любого множества N ⊂ I, |N | = n − k найдется
такое множество M ⊂ J, |M | = r − k, что для всех β ∈ M

0 ∈ Intco{Z0

αβ , α ∈ N}.
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Т е о р е м а 2.1. Пусть выполнены предположение 1.1 и усло-

вие 2.1. Тогда в игре Γ возможна поимка r убегающих.

П р и м е р 2.1. В пространстве R2 рассмотрим дифференци-
альную игру Γ шести лиц: четырех преследователей P1, P2, P3, P4

и двух убегающих E1, E2. Цель преследователей — «поймать»
всех убегающих (r = 2). Пусть система (2.3) имеет вид

żij = A(t)zij + ui − vj , zij(0) = Z0

ij = X0

i − Y 0

j , где

A(t)=

(

cos t sin t − cos t

2 cos t − cos3 t − cos t sin t

)

, Y 0

1 =

(

1
0

)

, Y 0

2 =

(

−1
0

)

,

X0

1 =

(

2
2

)

, X0

2 =

(

2
−2

)

, X0

3 =

(

−2
−2

)

, X0

4 =

(

−2
2

)

.

Тогда

Φ(t) =

(

1 − sin t

sin t cos2 t

)

и предположение 1.1 выполнено. Проверяя, получаем, что, при
указанных начальных позициях игроков, условие 2.1 имеет место.

У т в е р ж д е н и е 2.1. В игре Γ возможна поимка всех

убегающих.
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