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Abstract. The stable algorithm of numerical differentiation approximately

assigned function not used difference quotient is proposed.

Рассматривается задача численного дифференцирования
{

x′(t) = v(t)
x(0) = x0

t ∈ [0, T ], x(t) ∈ R, v(t) ∈ [a, b] (1)

Пусть в моменты ti i ∈ 0, n − 1 ( ti+1 − ti = ∆ > 0, t0 = 0,
tn = T ) поступает неточная информация ξ(ti) о x(ti) : |x(ti) −
−ξ(ti)| 6 h. Требуется построить алгоритм нахождения прибли-
жения производной u(·) в режиме реального времени ( по мере
поступления информации о ξ(·) ). Эта некорректно поставленная
задача [1] является частным случаем проблемы восстановления
неизвестного возмущения v(·) в динамической системе

x′(t) = f1(t, x(t)) + f2(t, x(t))v(t), x(0) = x0,

поставленной в [2]. Предложенный в этой работе алгоритм состоял
в выборе u(t) = ui+1 , постоянной на промежутке [ti, ti+1), из
условия удерживания вблизи нуля функционала

(w(ti) − ξ(ti)) f2(t, x(t))v(t) + α(h)
‖v‖2

2
(2)
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Здесь w(t) – траектория системы-модели

w(t) = w(ti) + ui+1(t − ti) t ∈ [ti, ti+1),

используемой в теории дифференциальных игр [3]. Доказано для:

u(t) = ui+1 =
ξ(ti) − w(ti)

α
f2(ti, ξ(ti)), t ∈ [ti, ti+1) (3)

и согласованных параметров h , α и ∆ :

α(h) → 0, ∆(h) → 0,
h

α(h)
→ 0, h → 0, (4)

‖u(·) − v(·)‖L2[0, T ] → 0

Использование (3) для задачи (1) с заменой ξ(·) на x(·) дает
формулу

u(t) =
x(t) − w(t)

α
, (5)

и отличие в точности порядка - h
α

. Удерживание около нуля функ-
ционала (2) может осуществляться по правилу

u(t) =
1

α

∫ t

0
e−

t−τ

α v(τ)dτ. (6)

Отметим, что 1
α

t
∫

0

e−
t−τ

α v(τ)dτ = e−
t−τ

α

∣

∣

∣

t

0
= 1 − e−

t

α → 1 при

h → 0 , то есть интеграл, стоящий в правой части, относится к
разряду сингулярных, часто встречающихся в задачах восстанов-
ления. Действуя по аналогии, построим метод нахождения произ-
водной с помощью сингулярного интеграла следующего вида

u(t) =
2

π α

t
∫

0

v(τ)

1 +
(

t−τ
α

)2 dτ. (7)
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Заметим, что формулы (6, 7) непосредственно неприменимы, так
как v(·) неизвестна. Поэтому требуется осуществить действия
аналогичные обратному переходу от (6) к (5). Для этого проин-
тегрируем уравнение (7) и затем, сменив порядок интегрирова-

ния, получаем: w(t) = 2
π α

t
∫

0

s
∫

0

v(τ)

1+( s−τ

α
)
2 dτds = 2

π α

t
∫

0

t
∫

τ

v(τ)

1+( s−τ

α
)
2 ds dτ.

Так как
t
∫

τ

1

1+( s−τ

α
)
2 ds = α

(

π
2 − arcctg t−τ

α

)

, то w(t) = 2
π α

t
∫

0

α
(

π
2−

−arcctg t−τ
α

)

v(τ)dτ =
t
∫

0

v(τ)dτ − π
2

t
∫

0

arcctg t−τ
α

v(τ)dτ = x(t)−

−α
t
∫

0

arcctg t−τ
α

dτ и x(t) − w(t) = α
t
∫

0

arcctg t−τ
α

(1+

+
(

t−τ
α

)2
)

2
π α

v(τ)

1+( t−τ

α
)
2 dτ = α

(

arcctg t−τ
α

(

1 +
(

t−τ
α

)2
)

2
π α

×

×
τ
∫

0

v(s)

1+( t−s

α
)
2 ds

∣

∣

∣

∣

t

0

− 2
π α

t
∫

0

τ
∫

0

v(s)

1+( t−s

α
)
2 ds

(

1
α
− 2

α

(

t−τ
α

)

arcctg t−τ
α

)

)

dτ =

= α π
2 u(t) − 2

π

t
∫

0

(

x(τ)

1+( t−τ

α
)
2 − x(0)

1+( t

α
)
2 − 2

α2

τ
∫

0

(t−s)x(s)
(

1+( t−s

α
)
2
)

2 ds
)(

1
α
−

− 2
α

(

t−τ
α

)

arcctg t−τ
α

)

dτ.

Окончательно:

u(t) =
2

α π

(

x(t) − w(t) +
2

απ

∫ t

0

x(τ)

1 +
(

t−τ
α

)2

(

1−

−π

(

t − τ

α

)

1

1 +
(

t−τ
α

)2

)

dτ −
x(0)

1 +
(

t
α

)2 +
2

π
x(0)arcctg

t

α

)

.

Т е о р е м а 1. Пусть v(·) - функция ограниченной вариации,
поэтому непрерывна слева почти всюду при t ∈ (0, T ] , выпол-

нены условия (4) и u(t) = 2
απ

(

ξ(t) − w(t) + 2
απ

t
∫

0

ξ(τ)

1+( t−τ

α
)
2

(

1 −

π
(

t−τ
α

)

1

1+( t−s

α
)
2

)

dτ − x(0)

1+( t

α
)
2 + 2

π
x(0)arcctg t

α

)

.

Тогда limh→0 u(t)
п.в.

= v(t) на (0, T ]
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Д о к а з а т е л ь с т в о.
Пусть t - точка непрерывности слева v(·) , тогда для любого

ε > 0 найдется δ > 0 такое, что t−τ < δ влечет |v(τ)−v(t)|< ε .
Рассмотрим разность:

|u(t) − v(t)| 6

∣

∣

∣

∣

2
π α

t
∫

0

v(τ)

1+( t−τ

α
)
2 dτ − v(t) 2

πα

t
∫

0

1

1+( t−τ

α
)
2 dτ

∣

∣

∣

∣

=

=

∣

∣

∣

∣

2
πα

t
∫

0

v(τ)−v(t)

1+( t−τ

α
)
2 dτ

∣

∣

∣

∣

= |rα| Разобьем интеграл на два :

1)

∣

∣

∣

∣

2
π α

∫ t−δ

0
v(τ)−v(t)

1+( t−τ

α
)
2 dτ

∣

∣

∣

∣

6
2

π α
1

1+( δ

α
)
2 V t−δ

0 v(t) ,

2)

∣

∣

∣

∣

∣

2
π α

t
∫

t−δ

v(τ)−v(t)

1+( t−τ

α
)
2 dτ

∣

∣

∣

∣

∣

6
2
π
ε

t
∫

t−δ

dτ

1+( t−τ

α
)
2 = 2

π
ε

δ

α
∫

0

dz
1+z2 6

2
π
ε

∞
∫

0

dτ
1+z2 =

= ε.

Тогда |rα| 6
2α

π(α2+δ2)V
t−δ
0 v(t) + ε . Легко видеть, что выбирая

δ = αp, где 0 < p < 1
2 , оба слагаемых стремятся к нулю при

h → 0 Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 1. Результаты работы описанного метода по
сравнению с алгоритмом из [2], при предложенном там согласова-
нии параметров, оказались по крайне мере не хуже.
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