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Abstract. We construct a new space of generalized functions where

correct operation of multiplication of generalized function on a regulated

(in general discontinuous) function is defined. An ordinary differential

equation with new generalized functions as coefficients is considered.

Здесь вводится пространство обобщенных функций, допуска-
ющих умножение на правильные (в общем случае разрывные)
функции. Это пространство, отличное от построенного в [1], поз-
воляет корректно поставить задачу Коши для линейной систе-
мы дифференциальных уравнений первого порядка, содержащих
в качестве коэффициентов обобщенные функции.

Пусть I = (a, b) — открытый интервал, возможно бесконеч-
ный. Через G обозначим банахову алгебру классов эквивалент-
ных правильных функций, отличающихся лишь значениями в
точках разрыва, с нормой ‖f‖ = sup

t∈I

max{|f(t+)|, |f(t−)|} [1], че-

рез C ⊂ G — подпространство непрерывных на I функций.
Назовем полной вариацией f ∈ G величину (или символ +∞ )

b
∨

a

(f)
.
= sup

τ

∑n
k=1 |f(tk−) − f(tk−1+)| , где τ = {ti}

n
i=0, a < to <

t1 < ..., tn < b . Банахову алгебру элементов f ∈ G , для которых
b
∨

a

(f) < +∞ с нормой ‖f‖ = |f(a+)| +
b
∨

a

(f) обозначим BV .
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Множество функций, имеющих конечную вариацию на каж-
дом [a′, b′] ⊂ I обозначим BV l . Полагаем также CBV

.
= C∩BV ;

Через H обозначим множество элементов f ∈ BV , принимающих
не более чем счетное множество значений с f(a+) = 0 .

Пусть HC
.
= C ⊕ H , Hl = H ∩ BV l, HCl

.
= C ⊕ Hl .

§ 1. Основные и обобщенные функции

1.1. Пусть X — одно из пространств G , или HCl , или BV l ;
в первом и втором случаях Y = BV l, Z = C , в третьем — Y =
HCl, Z = CBV .

Через X обозначим множество финитных элементов из X ,
то есть таких ϕ ∈ X , что существует отрезок [a′, b′] ⊂ I , содер-
жащий носитель supp ϕ ; следующим образом введем в X схо-
димость: скажем, что последовательность {ϕn}

∞
n=1 ⊂ X сходит-

ся к ϕ ∈ X , если существует такой отрезок [a′, b′] ⊂ I , что
supp ϕn ⊂ [a′, b′] (n = 1, 2, . . . ) и ϕn → ϕ в X (n → ∞) . Эта
сходимость влечет равномерную сходимость односторонних пре-
делов ϕn(t±) → ϕ(t±) (n → ∞) на любом [a′, b′] ⊂ I .

Пусть D — пространство финитных на I функций из Z в
котором сходимость вводится так же, как выше в X . Cходимость
в D влечет равномерную сходимость на любом [a′, b′] ⊂ I .

Пространства X и D , наделенные такой сходимостью, яв-
ляются топологическими векторными пространствами. Очевид-
но, что D — подпространство X и сходимость в X индуциру-
ет сходимость в D . Кроме того, D (X ) — идеал в алгеб-
ре Z (X) . Если {gn}

∞
n=1 ⊂ X , {ϕn}

∞
n=1 ⊂ X , gn → g в X ,

ϕn → ϕ в X , то gnϕn → gϕ в X (n → ∞) .
Элементы X и D называются основными функциями.
1.2.Рассмотрим сначала пространство D′ линейных непре-

рывных функционалов на D (обобщенных функций). В D′ обыч-
ным путем вводятся операции сложения и умножения на веще-
ственные числа, а также сходимость, которые превращают D′

в топологическое векторное пространство, полное относитель-
но введенной сходимости в следующем смысле: если для любой
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ϕ ∈ D числовая последовательность {(fn, ϕ)} ({fn} ⊂ D′) схо-
дится к некоторому числу, зависящему от ϕ , то определяемый
этим числом функционал f ∈ D′ .

П р и м е р 1.1. Дельта-функция Дирака δs , сосредоточенная
в точке s ∈ I и определяемая равенством (δs, ϕ) = ϕ(s) (ϕ ∈ D)
представляет собой элемент D′ .

Элементы D′ допускают умножение на функции из Z по пра-
вилу: (gf, ϕ) = (fg, ϕ)

.
= (f, gϕ) , где f ∈ D′, ϕ ∈ D , а g ∈ Z ,

причем это умножение непрерывно.
Производную на D′ определим только для регулярных функ-

ционалов, порожденных элементами Y . Полагаем:

(f ′, ϕ) =

b
∫

a

ϕ(t) df(t)
(

ϕ(·) ∈ D, f(·) ∈ Y
)

(1.1)

(интеграл в (1.1) — модификация интеграла RS [2]).

П р и м е р 1.2. Пусть θs(t) = 0 при t < s, θs(t) = 1 при
t > s (s ∈ I) . Согласно (1.1)

(θ′s, ϕ) =

b
∫

a

ϕ(t) dθs(t) = ϕ(s) (ϕ ∈ D), то есть θ′s = δs.

1.3 Множество X ′ линейных непрерывных функционалов на
X представляет собой линейное пространство относительно сло-
жения линейных функционалов и умножения их на вещественные
числа. Сходимость в X ′ вводится как обычно: скажем, что по-
следовательность {fn} ⊂ X ′ сходится к f ∈ X ′ , если для любого
элемента ϕ ∈ X имеет место сходимость lim

n→∞
(f,ϕ) = (f, ϕ) .

Элементы X ′ называтся обобщенными функциями.
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Т е о р е м а 1.1. Пусть последовательность {fn}
∞
n=1 такова,

что для ϕ ∈ X последовательность {(fn, ϕ)}∞n=1 сходится при
n → ∞ . Тогда функционал f на X , определенный равенством
(f, ϕ) = lim

n→∞
(fn, ϕ) , является линейным непрерывным, то есть

f ∈ X ′ (теорема о полноте X ′) .

П р и м е р 1.3. Регулярные функционалы. Пусть f(·) ∈ Y,

ϕ ∈ X ; полагаем (f, ϕ) =
b
∫

a

ϕ(t)f(t) dt .

П р и м е р 1.4. Правую δ+
s и левую δ−s дельта-функции опре-

делим равенствами

(δ+
s , ϕ) = ϕ(s+), (δ−s , ϕ) = ϕ(s−) (ϕ ∈ X , s ∈ I).

Функционалы δ+
s , δ−s линейны, непрерывны и представляют

собой продолжения дельта-функции δs с D на X , так как для
ϕ ∈ D (δ+

s , ϕ) = (δ−s , ϕ) = (δs, ϕ) .
Положим δα

s = αδ+
s + (1 − α)δ−s (α ∈ R) .Согласно определе-

нию, (δα
s , ϕ) = αϕ(s+) + (1 − α)ϕ(s−) . Дельта-функция δα

s тоже
является продолжением δs с D на X .

П р и м е р 1.5. Пусть α ∈ Z, g ∈ Y, ϕ ∈ X . Определим f
равенством (f, ϕ) = (α)

∫

ϕ(t)dg(t) .

Линейность функционала f и его непрерывность следуют
из свойств альфа-интеграла [2]. Положим g(t) = θs(t) . Тогда

(f, ϕ) = (δ
α(s)
s , ϕ) , то есть f = δ

α(s)
s .

§ 2. Умножение на правильные функции

2.1. Введем в X ′ операцию умножения на функции из X (ко-
торые могут быть разрывными). Так как для g ∈ X и ϕ ∈ X
gϕ ∈ X , то полагаем (gf, ϕ) = (fg, ϕ)

.
= (f, gϕ) (f ∈ X ′) .

Т е о р е м а 2.1. Пусть fn → f в X ′ , gn → g в X (n → ∞) .
Тогда gnfn → gf в X ′ (n → ∞) (непрерывность умножения).
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П р и м е р 2.1. Произведение θsδ
α
s .

Для ϕ ∈ X (θsδ
α
s , ϕ) = (δα

s , θsϕ) = α(s)ϕ(s+) = (αδ+
s , ϕ) ; в

частности (θsδ
+
s , ϕ) = ϕ(s+), (θsδ

−
s , ϕ) = 0 . Это значит, θsδ

α
s =

α(s)δ+
s , θsδ

+
s = δ+

s , θsδ
−
s = 0 . На основных функциях из D

получаем “привычное” равенство θsδs = α(s)δs .
2.2. Обобщенные функции из X ′ можно рассматривать как

некоторое множество продолжений линейных непрерывных функ-
ционалов с D на X .

Пусть Γ : X ′ → D′ — оператор сужения, который каждо-
му функционалу f ∈ X ′ ставит в соответствие его сужение f |D
на D . Оператор Γ линеен, непрерывен и сюръективен; его ядро
Ker Γ 6= {0} — линейное (замкнутое) подпространство X ′ .

Т е о р е м а 2.2. Для каждого f ∈ ker Γ найдется функция
β(·, ·) : I2 → R , обладающая свойствами:

1) β(·, s) ∈ C при каждом s ∈ I ;
2) β(t, ·) ∈ X при каждом t ∈ I ;

3)
b
∫

a

| β(s, s | ds < +∞ , что

f(t) =

b
∫

a

β(t, s)
(

δ+
s (t) − δ−s (t)

)

ds. (2.1)

Обозначим через P : D′ → X ′ (многозначный) оператор про-
должения линейных непрерывных функционалов с D на X : для
f ∈ D′ P(f) представляет собой множество всех продолжений
f с D на X .

Т е о р е м а 2.3. Для любого f ∈ D′ P(f) ∈ X ′/Ker Γ .

2.3. На регулярных элементах X ′ , порожденных элемента-
ми Y определим операцию дифференцирования аналогично (1.1).
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Пусть α ∈ Z и f — регулярная обобщенная функция, порожден-
ная функцией f(·) ∈ Y . Полагаем

(f ′, ϕ) = (α)

∫

ϕ(t) df(t) (ϕ ∈ X ). (2.2)

Равенство (2.2) определяет линейный непрерывный функцио-
нал на X , то есть f ′ ∈ X ′ .

2.4 Рассмотрим n × n -матричное дифференциальное уравне-
ние с начальным условием в точке t0 ∈ I .

X ′ = M ′(t)X + F ′(t), X(t0−) = X0, (2.3)

где элементы F и M принадлежат Y . Решение X ∈ BV n по-
нимается в смысле операций и равенства в пространстве X ′ : для
любой ϕ ∈ X выполняется равенство

(X ′, ϕ) = (M ′X,ϕ) + (F ′, ϕ). (2.4)

(BV n – пространство вектор-функций с компонентами из BV.)

Т е о р е м а 2.4. Всякое решение задачи Коши (2.3) удовле-
творяет уравнению

X(t−) = (α)

∫

(t0,t)
(dM(s))X(s) + X0 + F (t−) − F (t0−) (t ∈ I).

* * *
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