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Abstract. We received conditions of solveness and found evaluations

for maximum interval of existing a solution of functional-differential

equation.

Введение

Большое значение в теории обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, нелинейных интегральных уравнений Вольтерра,
теории управления, численных методах имеют оценки максималь-
ного промежутка сушествования решения. Например, область
определения непрерывного решения уравнения Рикатти является
промежутком неосцилляции решений соответствующего линейно-
го дифференциального уравнения второго порядка [1, с. 42]. При
численном решении дифференциальных уравнений, как прави-
ло, предварительно оценивается промежуток существования ре-
шений, иначе будет построено лишенное смысла решение за гра-
ницами этого промежутка.

Здесь исследуется разрешимость и предлагаются оценки про-
межутка существования решения функционально-дифференци-
ального уравнения.
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§ 1. Основные понятия

Пусть L — пространство суммируемых функций y : [a,b] → R
m

с нормой ‖y‖L =

∫ b

a

|y(s)| ds; AC — пространство абсолютно

непрерывных функций x : [a, b] → R
m, ‖x‖AC = ‖x′‖L + |x(a)|;

ACα = {x ∈ AC : x(a) = α }. Пусть оператор F : AC → L

является вольтерровым (по А.Н. Тихонову). Рассмотрим задачу
Коши для функционально-дифференциального уравнения

x′ = Fx, x(a) = α. (1.1)

О п р е д е л е н и е 1.1. Глобальным решением функциональ-
но-дифференциального уравнения называем абсолютно непрерыв-
ную функцию z : [a, b] → R

m, удовлетворяющую этому уравне-
нию почти всюду на [a, b]. Локальным решением называем абсо-
лютно непрерывную функцию zµ(·), определенную на [a, a + µ],
µ ∈ (0, b − a), и удовлетворяющую почти всюду на этом отрезке
функционально-дифференциальному уравнению. Предельно про-

долженным решением называем функцию zη : [a, a + η) → R
m,

сужение которой на любой отрезок [a, a+µ], µ ∈ (0, η), является

локальным решением и lim
µ→η−0

∫ a+µ

a

|z′η(s)| ds = ∞.

§ 2. Максимальный промежуток
существования решения

В случае, когда задача Коши (1.1) имеет бесконечное множе-
ство {zη} предельно продолженных решений, интерес представ-
ляют оценки нижней грани η0 длин η интервалов [a, a+η), на ко-
торых определены предельно продолженные решения. Для урав-
нений и включений в пространстве непрерывных функций такую
задачу поставил А.И. Булгаков. В [2] он доказал, что η0 > 0 .
Здесь рассматриваются оценки длины максимального промежут-
ка существования решения задачи Коши (1.1).
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Т е о р е м а 2.1. Пусть существуют такие числа q < 1,
τ > 0, что:

1) для всех γ ∈ (0, τ) и всех x, x̂ ∈ ACα

∫ a+γ

a

|(Fx)(s) − (Fx̂)(s)| ds 6 q ·

∫ a+γ

a

|x′(s) − x̂′(s)| ds;

2) для всех ξ, γ ∈ (0, b − a], ξ < γ < ξ + τ и всех x, x̂ ∈ ACα

таких, что x(t) = x̂(t), t ∈ [a, a+ξ] выполнено неравенство

∫ a+γ

a+ξ

|(Fx)(s) − (Fx̂)(s)| ds 6 q ·

∫ a+γ

a+ξ

|x′(s) − x̂′(s)| ds .

Тогда существует единственное глобальное решение zα за-

дачи (1.1), а всякое локальное решение является его частью.

Т е о р е м а 2.2. Пусть для всех ̺ > 0, ε > 0 найдётся такое

τ > 0, что для любого x ∈ ACα, удовлетворяющего неравенству

‖x‖ 6 ̺, и всех ξ, γ ∈ [0, b − a] таких, что ξ < γ < ξ + τ,

выполнено неравенство

∫ a+γ

a+ξ

|(Fx)(s)| ds < ε. (2.1)

Тогда для любого ̺0 существует такое σ > 0, что если на от-

резке [a, a + µ] определено некоторое локальное решение zα µ за-

дачи (1.1), удовлетворяющее неравенству

∫ a+µ

a

|zα µ(s)| ds > ̺0,

то µ > σ. В частном случае, существует такое положитель-

ное β, что для области определения [a, a+η) любого предельно

продолженного решения zα η задачи (1.1) выполнено η > β.

Отметим, что если оператор F : AC → L является вполне
непрерывным, то условие (2.1) выполнено.

Пусть τ(ε, ̺) — точная верхняя грань всевозможных чисел
τ > 0, удовлетворяющих условию (2.1).
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Т е о р е м а 2.3. Пусть выполнены условия теоремы 2.2. То-

гда утверждение теоремы имеет место при любом β > 0, та-

ком что

β < lim
ε→0

∫
∞

2

τA(ε, tε)dt.

В частном случае, если

lim
ε→0

∫
∞

2

τA(ε, tε)dt > b − a,

то задача Коши (1.1) не имеет предельно продолженных реше-

ний, то есть каждое локальное решение продолжаемо до гло-

бального.

* * *
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