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Abstract. The theorem about continuous dependence of initial point and

parameters for solutions of linear impulse system in adjoint Riemann-

Stieltjes distributions form are proved.

1◦. Пусть K =̇ [a, b] . Банахово пространство n-мерных векто-
ров z с элементами zi ∈ G=̇ G[a, b] обозначаем Gn =̇ Gn[a, b]
и применяем норму ‖z‖ =̇ max

i
|| zi || , где ||x || =̇ sup

t∈K

|x(t)| — норма

в пространстве прерывистых функций G (то есть в простран-
стве таких функций x : K → C , что для всех t ∈ K суще-
ствуют пределы x(t − 0) и x(t + 0) ). Через BV =̇ BV[a, b] обо-
значаем пространство функций ограниченной вариации, через
CBV =̇ CBV[a, b] — его подпространство, состоящее из непре-
рывных функций, а через C =̇ C[a, b] — пространство непрерыв-
ных функций (очевидно, C ⊂ G ). Пространство Γ =̇ Γ[a, b] такое,
что BV ⊂ Γ ⊂ G , состоит из функций x , представимых в виде
x = y + h , где y ∈ C , а h ∈ H=̇ H[a, b] — функция скачков.

Если матрицы A,B,C таковы, что Aik, Cℓj ∈ G , Bkℓ ∈ CBV
и определено произведение ABC , то матричный интеграл — это

матрица
β
∫

α

A · dB ·C =̇
(

∑

k,ℓ

β
∫

α

Aik · dBkℓ ·Cℓj

)

i,j
соответствующего

строения. В традиционной («привычной») записи элементы мат-
ричного интеграла — это суммы интегралов Римана–Стилтьеса

87



∑

k,ℓ

β
∫

α

(

AikCℓj

)

dBkℓ . Если A = E — единичная матрица (или

C = E ), то пишем
β
∫

α

dB · C (соответственно
β
∫

α

A · dB ).

2◦. Квадратная матрица Q порядка n , состоящая из непре-
рывных функций ограниченной вариации (то есть Qij ∈ CBV ),
вектор-столбец f ∈ Gn и точка α ∈ K порождают уравнение

x(t) −
t
∫

α

dQ · x = f(t), t ∈ K , (1)

и последовательность матриц
{

Cm(t, τ), (t, τ) ∈ K2
}

∞

m=0
таких,

что C0(t, τ) =̇ E , а прочие элементы определяются рекурсивно:

Cm(t, τ) =̇
t
∫

τ

Cm−1(t, s) · dQ(s) . Согласно [1] функциональный ряд

C(t, τ) =̇ CQ(t, τ) =̇ C(Q; t, τ) =̇
∑

m

Cm(t, τ) равномерно сходится в

квадрате (t, τ) ∈ K2 , а его сумма называется матрицей Коши
уравнения (1). Функция C : K2 → C

n×n непрерывна, каждое из
сечений Cij(·, τ) , Cij(t, ·) принадлежит CBV и справедливо

C(t, τ)−
t
∫

τ

dQ(s)· C(s, τ)=E, C(t, τ)−
t
∫

τ

C(t, s)· dQ(s)=E,

C(t, s)C(s, τ) = C(t, τ) , где t, s, τ ∈ K . Единственное решение

уравнения (1) имеет вид x(t) = f(t) −
t
∫

α

dsC(t, s) · f(s) .

Пусть квадратные матрицы Q и R порядка n таковы, что
Qij, Rij ∈ CBV(K) . Если CQ(t, τ) — матрица Коши уравнения

(1), а CR(t, τ) — матрица Коши уравнения x(t)−
t
∫

α

dR · x = f(t) ,

то при всех t, τ ∈ K справедливо тождество

CR(t, τ) − CQ(t, τ) =
t
∫

τ

CQ(t, s) · d [R(s)−Q(s) ] · CR(s, τ).

Прямое произведение [a, b]2×CBV n×n[a, b]×Cn[a, b] обозначим
через Ω =̇ Ω [a, b] . Всякий элемент ω = (t, α,Q, f) ∈ Ω порожда-

ет в C
n вектор x(ω) = x(t, α,Q, f) =̇ f(t) −

t
∫

α

dsCQ(t, s) · f(s) ,
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причем при фиксированных значениях параметров α,Q, f функ-
ция x = x(t, α,Q, f) , t ∈ [a, b] , является единственным реше-
нием уравнения (1). Соответствие ω → x(ω) порождает опера-
тор Φ : (Ω, ̺ ) → ( C

n, | · |C n) , действующий в полных метри-
ческих пространствах с метриками |x1−x2|C n =̇ max

i
|x1

i −x2
i | и

̺(ω1, ω2) =̇ max
{

|t1− t2|, |α1− α2|, max
i, j

||Q1
ij − Q2

ij ||BV
, ‖f1−f2‖

}

.

Т е о р е м а 1. Пусть x = x(t, α,Q, f), t ∈ K , — единствен-

ное решение уравнения (1). Оператор Φ : (Ω, ̺ ) → ( C
n, | · |C n)

такой, что (t, α,Q, f) → x(t, α,Q, f) , непрерывен.

3◦. Пусть K =̇ (a, b) — интервал (возможно, неограниченный).
Пространство D =̇ D(K) , состоящее из финитных функций про-
странства CBVloc(K) , называется пространством основных фун-
кций. В нем определено понятие сходящейся последовательно-
сти: говорим, что последовательность {ϕn} , ϕn ∈ D , сходит-

ся к ϕ ∈ D (и пишем ϕn
D
−→ϕ ), если у всех функций ϕn и

ϕ есть общий носитель [α, β] ⊂ K и Var
[α,β]

(ϕn − ϕ) →
n

0 . Ес-

ли x ∈ Γloc =̇ Γloc(K) , то определены линейные непрерывные

функционалы (x, ϕ) =̇
∫

K

ϕ(t)x(t) dt (
◦

x, ϕ) =̇
∫

K

ϕ ◦ dx , где вто-

рой функционал задан через присоединенный интеграл Римана–
Стилтьеса и называется присоединенной обобщенной производ-

ной. Напомним [2], что
β
∫

α

x◦dy =̇
β
∫

α

xcdyc −
β
∫

α

xcdyc , где функции

xc, yc ∈ C =̇ C(K) , xc, yc ∈ Hloc =̇ Hloc(K) являются компонен-
тами разложения функций x, y ∈ Γloc в суммы x = xc + xc и
y = yc +yc . Пусть X ⊆ Γloc — произвольное подмножество в про-
странстве прерывистых функций. Оператор V : X → Γloc и про-
извольная функция x ∈ X порождают в D линейный непрерыв-

ный функционал (
◦

Vx, ϕ) =̇
∫

K

ϕ◦dVx , а V и произвольная правая

часть f ∈Γloc порождают импульсное уравнение (
◦

Vx, ϕ) ≡ (
◦

f , ϕ) .
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Т е о р е м а 2. 1. Пусть α ∈ K , Q — квадратная матрица

порядка n с элементами Qij ∈BVloc , X=̇ {x ∈ Γloc
n : для любых

β ∈ K существует интеграл
β
∫

α

dQ ·x } . Для оператора V : X →

Γloc
n , где (Vx)(t) =̇ x(t) −

t
∫

α

dQ · x , и для любого столбца f ∈Γloc
n

семейство всех решений уравнения (
◦

Vx, ϕ) ≡ (
◦

f, ϕ) представимо

в виде

x(t) = C(Qc; t, α)h(t) +
t
∫

α

C(Qc; t, s) · df c(s), h ∈ Hloc
n ∩ X .

2. Совокупность x(t) = C(Qc; t, α)
[

c +
t
∫

α

C(Qc;α, s) · df c(s)
]

,

c ∈ C
n , является семейством всех непрерывных решений урав-

нения, а функция x(t) = C(Qc; t, α)
[

f(α) +
t
∫

α

C(Qc;α, s) · df(s)
]

является единственным непрерывным решением начальной за-

дачи (
◦

Vx, ϕ) ≡ (
◦

f, ϕ) , x(α) = f(α) , в которой f ∈ Cn .

3. Пусть x = x(t, α,Q, f), t ∈ [a, b] , — единственное непре-

рывное решение задачи (
◦

Vx, ϕ) ≡ (
◦

f, ϕ) , x(α) = f(α) , t ∈ [a, b] ,
где α ∈ [a, b] , f ∈ Cn[a, b] . Оператор Φ : (Ω, ̺ ) → ( C

n, | · |C n)
такой, что (t, α,Q, f) → x(t, α,Q, f) , непрерывен.

* * *
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