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СПЕКТРА
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Abstract. We consider the one-dimensional Schrödinger operator Hn

with the non-local perturbed step potential. We prove that there exists

the unique level (i.e. eigenvalue or resonance of the operator Hn ) in

the neighborhood of the boundary of the essential spectrum of the

operator Hn .

Введение

Рассмотрим уравнение Шредингера

Hnψ = Eψ, (0.1)

где Hn = − d2

dx2
+ V0θ(x) +

n∑

j=1

λj(·, ϕj)ϕj , а E ∈ C . Здесь V0 =

const < 0 (случай V0 > 0 аналогичен), θ(x) функция Хевисайда,

λj ∈ R (j = 1, . . . , n) , (ψ,ϕj) =

∫

R

ψ ·ϕj dx . Функции ϕj : R → C

(j = 1, . . . , n) линейно независимы и удовлетворяют для любого
j неравенству вида |ϕj(x)| 6 Cje

−αj |x| , где αj > 2
√

|V0| .
С физической точки зрения V = V0θ(x) +

n∑
j=1

λj(·, ϕj)ϕj пред-

ставляет собой потенциал, отвечающий поверхности; здесь
λj(·, ϕj)ϕj — это (нелокальные) сепарабельные потенциалы.
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§ 1. Основные результаты

Уравнение (0.1) рассматриваем в классе функций ψ таких,
что

ψ · ϕj ∈ L1(R), j = 1, . . . , n. (1.1)

Положим H = − d2

dx2
+ V0θ(x) , тогда

(H − E)ψ = −
n∑

j=1

λj(ψ,ϕj)ϕj . (1.2)

Вид функции Грина G(x, y,E, V0) оператора H (ядро резоль-
венты) приведен в работе [1].

Спектр σ(H) оператора H совпадает с существенным спек-
тром σess(Hn) оператора Hn и равен [V0,+∞) .

Пусть E /∈ [V0,+∞) . В этом случае уравнение (1.2) можно
привести к интегральному виду

ψ = −
n∑

j=1

λj(ψ,ϕj)

∫

R

G(x, y,E, V0)ϕj(y) dy. (1.3)

Под резонансом оператора Hn будем понимать такое E ∈ C

с Im
√
E − V0 < 0 , для которого существует решение уравне-

ния (1.3), удовлетворяющее условию (1.1).
Уровнем E оператора Hn будем называть собственное значе-

ние или резонанс оператора (а также соответствующее E число
κ =

√
E − V0 ).

Обозначим k =
√
E , тогда k =

√
κ

2 + V0 . Вместо G(x, y,E, V0)
будем писать G(x, y,κ) . Определим функцию

Fj(x,κ) =

∫

R

κG(x, y,κ)ϕj(y) dy.

Л е м м а 1.1. Функции

F1(x,κ), F2(x,κ), . . . , Fn(x,κ)

линейно независимы.
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Л е м м а 1.2. Для любых j, l = 1, . . . , n функция

Fjl(κ) =

∫∫

R2

κG(x, y,κ)ϕj(y)ϕl(x) dydx

является аналитической функцией в некоторой достаточно ма-

лой окрестности точки κ = 0 , причем Fjl(0) = 0 .

Запишем уравнение (1.3) в виде

ψ = − 1

κ

n∑

j=1

λj(ψ,ϕj)Fj(x,κ).

Отсюда

ψ = − 1

κ

n∑

j=1

λjCjFj(x,κ), Cj = const.

Следовательно,

n∑

j=1

λjCjFj(x,κ) = − 1

κ

n∑

l=1

n∑

j=1

λjλlClFjl(κ)Fj(x,κ).

Вследствие леммы 1.1 получаем систему линейных уравнений





−κC1 =
∑n

j=1
λjCjFj1(κ),

−κC2 =
∑n

j=1
λjCjFj2(κ),

...
−κCn =

∑n
j=1

λjCjFjn(κ)

относительно C1, C2, . . . , Cn . Определитель этой системы имеет
вид

∆(λ,κ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

κ + λ1F11(κ) λ2F21(κ) · · · λnFn1(κ)
λ1F12(κ) κ + λ2F22(κ) · · · λnFn2(κ)

...
...

. . .
...

λ1F1n(κ) λ2F2n(κ) · · · κ + λnFnn(κ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,
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где λ = (λ1, λ2, . . . , λn) .

Положим Vjl(κ) = F ′
jl(0) +

1

2
F ′′

jl(0)κ + o(κ) . Раскладывая

функцию Fjl(κ) в ряд Тейлора (учитываем, что Fjl(0) = 0 ), по-
лучим

∆(λ,κ) = κ
n∆0(λ,κ) =

= κ
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + λ1V11(κ) λ2V21(κ) · · · λnVn1(κ)
λ1V12(κ) 1 + λ2V22(κ) · · · λnVn2(κ)

...
...

. . .
...

λ1V1n(κ) λ2V2n(κ) · · · 1 + λnVnn(κ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Заметим, что существование уровня оператора Hn эквива-
лентно выполнению равенства ∆0(λ,κ) = 0 (κ 6= 0) .

Т е о р е м а 1.1. Пусть вектор λ̃ удовлетворяет условиям

∆0(λ̃, 0) = 0 и
∂

∂κ

∆0(λ̃, 0) 6= 0 . Тогда для всех λ из малой

окрестности точки λ̃ ∈ R
n существует единственный уровень

κ = κ(λ) оператора Hn , аналитически зависящий от λ и та-

кой, что lim
λ→λ̃

κ(λ) = 0 .
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