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Abstract. An overview of a large family of iterative methods of solving

operator equations with smooth operators. The common characteristic of

these methods is the possibility of using approximate inversion of Frechet

derivatives.

1. Итерационные методы решения систем линейных алгебраи-
ческих уравнений давно и прочно заняли свое место рядом с пря-
мыми методами, и их достоинства хорошо известны. Что касается
итерационного обращения матриц, то пионером в этом был, по-
видимому, G. Schulz [28], предложивший для вычисления матрицы
A

−1 по заданной вещественной матрице A устраивать процесс
получения приближений Uk при k = 0, 1, 2, . . . по формулам

Ψk = E − AUk, Uk+1 = Uk(E + Ψk) (1)

(здесь и далее E — единичная матрица). Если начальная матри-
ца U0 такова, что собственные числа ее невязки Ψ0 по модулю
меньше единицы, то можно утверждать существование матрицы
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A
−1 и сходимость к ней последовательности матриц Uk, причем

с точным представлением ошибки k -го приближения равенством

A
−1 − Uk = U0(E −Ψ0)

−1
Ψ0

2k

, (2)

характеризующим (1) как метод второго порядка. Идею Шуль-
ца развили в своих работах H. Hotelling [23] и E. Bodewig [21],
рассмотрев метод (иногда называемый методом Hobo)

Ψk = E − AUk, Uk+1 = Uk(E + Ψk + . . . + Ψ
m
k ) (3)

(m+1) -го порядка c натуральным параметром m > 1 и обобща-
ющим (2) равенством

A
−1 −Uk = U0(E − Ψ0)

−1
Ψ

(m+1)k

0 .

M. Altman [20] и W.V. Petryshyn [26] «без потерь» распростра-
нили метод (3) на задачу приближенного обращения линейных
операторов в банаховых пространствах.

Независимо от указанных исследований по итерационному об-
ращению матриц и операторов, З.Б. Цалюк и В.М. Вержбиц-
кий [9] рассмотрели подобный (3) процесс применительно к на-
хождению резольвенты — разрешающего оператора для уравне-
ния второго рода x − Ax = y . Построение последовательности
приближений Rk к искомой резольвенте R в [9] начинается с
начального приближения R0 такого, что спектральный радиус
невязки ψ0 = R0 −A−AR0 меньше единицы, и продолжается по
формулам

Rk+1 = Rk + (I +Rk)

m
∑

i=1

(−1)iψi
k, ψk+1 = (−1)mψm+1

k , (4)

из которых сразу виден (m+ 1) -й порядок метода (4). Показано
применение этого метода к интегральному уравнению Вольтерры

x(t) =
t
∫

a

Q(t, s)x(s) ds + f(t), a 6 t 6 b.
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2. Активное изучение итерационных методов решения нели-
нейных операторных уравнений начинается с известной рабо-
ты [13] академика Л.В. Канторовича (в будущем, лауреата но-
белевской премии в области экономики). Для решения уравне-
ний вида P (x) = 0 с оператором P , действующим из открытого
множества M банахова пространства X в нормированное про-
странство Y, с помощью построения мажорирующего скалярного
уравнения им была исследована сходимость к искомому решению
последовательности приближений (xk) , поставляемой итерацион-
ным процессом

xk+1 = xk − TkP (xk), где Tk :=
[

P ′(xk)
]

−1
(5)

(этот процесс называют методом Ньютона, Ньютона–Рафсона,
Ньютона–Канторовича). В разных условиях разными методика-
ми метод (5) изучался И.П. Мысовских [15], Б.А. Вертгеймом
[12] и многими другими российскими и зарубежными учеными.

Вслед за методом второго порядка, к каковым относится ме-
тод Ньютона, начали заниматься обобщениями известных и по-
строениями новых методов более высоких порядков. В частности,
М.И. Нечепуренко [17], М.А. Мертвецова [16] были, наверное,
первыми, кто в банаховых пространствах исследовал так назы-
ваемый метод касательных парабол (иначе, Чебышева–Шрёдера
третьего порядка)

xk+1 = xk − TkP (xk) −
1

2
TkP

′′(xk)TkP (xk), (6)

скалярный прототип которого частным случаем содержится в се-
мействе методов, описанном в давней работе E. Schröder [27]. Изу-
чались и другие методы третьего порядка, особый интерес среди
которых вызывают методы, не содержащие производных Фреше
порядка, выше первого. Например, H.Kleinmichel [24] вывел (пере-
ходом к дифференциальным уравнениям) и показал кубическую
сходимость итерационного процесса вида

xk+1 = xk −TkP (xk)+
(

P ′
(

xk −
1

2
TkP (xk)

)

−P ′(xk)
)

TkP (xk), (7)
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а М.Я. Бартиш [1] обосновал кубическую сходимость метода

xk+1 = xk − TkP
′
(

xk +
1

2
TkP (xk)

)

TkP (xk), (8)

весьма привлекательного своей лаконичностью.
Одно из наиболее широких семейств итерационных методов

решения нелинейных операторных уравнений с гладкими опера-
торами в суперметрических пространствах рассмотрел Л.Кол-
латц [14]. Это семейство, названное им усиленным методом Нью-
тона, определяется формулой

xk+1 = g(xk, Tk, Pk, P
′

k, . . . , P
(m)
k ), (9)

(

где g— некоторый полином, а P
(i)
k := P (i)(xk)

)

и изучается с
помощью аппарата оценочных функций.

3. Чтобы избавиться от необходимости в методе Ньютона–
Канторовича (5) на каждом итерационном шаге точно обращать
обратный к производной Фреше оператор, эстонским математи-
ком С.Ю. Ульмом [19] было предложено использовать в роли опе-
ратора Tk := [P ′(xk)]

−1 оператор Ak , получаемый одним шагом
итерационного процесса типа (1), начинающегося с некоторого
A0 :≈ [P ′(x0)]

−1. Так появился метод Ньютона с последователь-
ной аппроксимацией обратного оператора

xk+1 =xk −AkP (xk), Ak+1 =Ak +AkΨk, Ψk =I−P ′(xk+1)Ak (10)

(здесь и далее I — единичный оператор), и впервые была показана
квадратичность его сходимости. Несколькими годами позже к та-
кому же методу пришел J. Mozer [25], и в зарубежной литературе
подобный (10) метод часто называют методом Мозера. Из много-
численных публикаций, последовавших за работой С.Ю. Ульма,
отметим статьи его ученика О.М. Ваарманна [2] и днепропетров-
ских математиков В.М. Чернышенко и В.А. Огневой [18].

Еще не зная работ эстонских математиков в описываемом на-
правлении, З.Б. Цалюк и В.М. Вержбицкий [10; 11], пользуясь
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методикой Л. Коллатца, расширили изучаемое им в [14] семейство
методов (9) и включили туда методы с аппроксимацией обратных
операторов. А именно, ими рассматривались методы вида

xk+1 = Q(xk, Ak), (11)

где Q— некоторый определяемый дальнейшими условиями опе-
ратор, действующий из X × [Y → X] в X (X и Y — банаховы
пространства). Важную роль при изучении методов (11) здесь иг-
рает оператор Bk := I − P ′(xk)Ak — невязка оператора Ak по
отношению к точному обратному оператору Tk . Выставляются
типичные требования к производной ( ∀x ∈M ⊆ D(P ) ) :
1) ∃α ∈ [0, 1] : ‖P ′(x) − P ′(y)‖ 6 L‖x− y‖α — условие Гёльдера;

2) ∃C > 0 : sup
∥

∥

∥

[

P ′(x)
]

−1
∥

∥

∥
6 C — ограниченность обратного

оператора.
Далее предполагается, что удается найти такие неубывающие

оценочные функции Gi(a, b, p) и число q > 1, что выполняются
неравенства

‖Q(xk, Ak)‖ 6 G1(‖Ak‖, ‖Bk‖, ‖P (xk)‖) · ‖P (xk)‖,

‖P (xk+1)‖ 6 ‖Bk‖ · ‖P (xk)‖ ·G2(‖Ak‖, ‖Bk‖, ‖P (xk)‖)+

‖P (xk)‖q ·G3(‖Ak‖, ‖Bk‖, ‖P (xk)‖).

Тогда остальные условия сходимости метода (11) с порядком
µ ∈ [1, q] накладываются на начальные приближения x0 и A0

посредством констант p0 := ‖P (x0)‖ , b0 > ‖B0‖ , a0 := C(1 + b0)

при некотором η >
µ(µ− 1)

min{α, µ− 1}
, (если µ = 1 , считаем η > 1 ):

ν := b0G2(a0, b0, p0) + p
q−1
0 G3(a0, b0, p0) < 1,

(

b0 + La0p
α
0G

α
1 (a0, b0, p0)

)η

6 b0ν
µ−1,

S

(

x0, r := p0G1(a0, b0, p0)
(

1 +
ν

1 − νµ

)

)

⊂M.

(12)

Получаемая при этом априорная оценка погрешности имеет вид

‖x∗ − xk‖ 6
p0G1(a0, b0, p0)

1 − νµk
· ν1+µ+...+µk−1

.
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4. Зафиксировав в (11) рассмотренный в п.1 способ получения
аппроксимирующих Tk операторов Ak, приходим к процессу

xk+1 = Q(xk, Ak), Ψk = I − P ′(xk+1)Ak,

Ak+1 = Ak

(

I + Ψk + . . . + Ψm
k

)

, (m > 1),
(13)

для которого величина η в (12) приобретает значение m+ 1.
В фигурирующих выше предположениях исследовались раз-

ные частные случаи метода (13). Так, при Q(xk, Ak) = xk −
AkP (xk) показана сходимость (xk) с «плавающим» порядком
µ = 1 + α при любом m > 1. При Q(xk, Ak) = xk − AkP (xk) −
1
2AkP

′′(xk)AkP (xk) (см. (6)) утверждается сходимость процесса
с порядком µ = 2 + α ; причем интересен факт, что максималь-
ный порядок сходимости µ = 3 при α = 1 в условии Гёльдера
может достигаться здесь только при µ > 5 в (13). Показано так-
же, что и для аналогов методов (7) и (8), то есть полагая в (13)

Q(xk, Ak) = xk −AkP (xk)+
(

P ′
(

xk −
1
2AkP (xk)

)

−P ′(xk)
)

AkP (xk)

и Q(xk, Ak) = xk −AkP
′
(

xk + 1
2AkP (xk)

)

AkP (xk), можно достиг-
нуть кубической сходимости.

В работе [3] автором статьи более детально рассмотрен ме-
тод (10) при условии Липшица ‖P ′(x) − P ′(y)‖ 6 L‖x − y‖, но
без явного требования ограниченности обратного к производной
оператора. Сходимость (xk) к решению x∗ в таком случае уста-
навливается проверкой совокупности условий:
1) ∃λ > 0 : ‖I − P ′(x0)A0‖ 6 Lλ2p0;
2) ν := 4Lλ2p0 6 (1 − ‖A0‖)

/(

2λ− ‖A‖0

)

;

3) S
(

x0, r := λp0

∞
∑

i=0
ν2i

−1
)

⊂M,

а оценка погрешности имеет вид ‖x∗−xk‖ 6 λp0 ·ν
2k

−1
/(

1−ν2k)

.

Там же конкретизируются значения параметров из тех или иных
оптимизационных соображений. Применение другой техники ис-
следования этого метода, не опирающейся на общие утвержде-
ния, позволило другим авторам уточнить эти значения (Chen Wei-
xiong [22]).
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Уже вскорости после появления упомянутой выше основопо-
лагающей статьи Л.В. Канторовича был проявлен интерес к че-
редованию шагов основного и модифицированного (упрощенно-
го) методов Ньютона, при котором производные вычисляются че-
рез шаг. Впоследствии такие методы стали называть блочными,
ступенчатыми, рекурсивными (с глубиной рекурсии l ∈ N, ес-
ли на l подшагах используется одно и то же значение производ-
ной). Учитывая их достаточно высокую эффективность, автор [4]
предложил применить к ним вышеописанную последовательную
аппроксимацию обратного к производной оператора и исследовал
сходимость последовательности (xk), генерируемой следующим
l -ступенчатым процессом:

x1,0 := x0, xi+1,k = xi,k −AkP (xi,k) (i = 1, . . . , l),
xk+1 = x1,k+1 = xl+1,k.

(14)

Как оказалось, скорость убывания величин ‖x∗−xk‖ здесь тако-
ва, что позволяет отнести (14) к методам l+1 -го порядка, причем
при менее ограничительных требованиях к порядку применяемо-
го процесса построения операторов Ak.

5. Анализ многих типичных утверждений о сходимости ите-
рационных методов решения нелинейных операторных уравне-
ний привел автора [5] к тому, что есть смысл выделить неко-
торую общую заключительную часть, присущую всем теоремам
сходимости (являющихся, как правило, одновременно и локаль-
ными теоремами существования) и сформулировать такие утвер-
ждения, которые позволяли бы ссылаться на них при исследова-
нии новых методов. Суть одного из подобных утверждений состо-
ит в том, что для порождаемой неким итерационным процессом
xk+1 = Qk(xk) последовательности (xk) должны быть найдены
законы убывания поправок ‖xk+1 − xk‖ 6 Hk · ‖P (xk)‖ и невязок
‖P (xk+1)‖ 6 Gk · ‖P (xk)‖

µ (по отношению к заданному операто-
ру P (x) ), где µ > 1, а Hk 6 H0, Gk 6 G0. Тогда, если ν :=

G0p
µ−1
0 < 1 (с p0 :> ‖P (x0)‖ ) и шар S

(

x0, r := H0p0

∞
∑

i=0
ν

µi
−1

µ−1

)
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содержится в области M задания оператора P (x), то при любом
k ∈ N элементы xk принадлежат S, в S существует элемент
x∗ — нуль P (x), имеет место сходимость (xk) к x∗ с оценкой

‖x∗ − xk‖ 6 H0p0 · ν
µk
−1

µ−1

/

(1 − νµk
).

Конечномерные варианты этих утверждений включены авто-
ром в учебники [6; 7] и использованы для анализа сходимости
некоторых известных методов (в том числе, с аппроксимацией об-
ратных матриц). Кроме того, опираясь на такие общие утвержде-
ния, В.М. Вержбицкий и М.Ю. Петров [8] исследовали сходи-
мость нового итерационного процесса — так называемого полюс-
ного метода Ньютона.
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