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Abstract. There are offered to select the coefficients of one Runge–

Kutta method generalization with regard to the value of relative error

for linearized system of ordinary differential equations. Unlike the known

versions of Runge-Kutta methods it is lead to Pade approximation not in

zero, but in point nearest the spectrum of multiplied to mesh width the

Jacobi matrix in the current mesh point.

Рассмотрим задачу Коши для системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений

y(0) = y0, y′(t) = f(t, y(t)), t ∈ [0,∆]. (1)

Здесь y : [0,∆] → Cm есть абсолютно непрерывная вектор-
функция, f : [0,∆]×Cm → Cm удовлетворяет условию существо-
вания и единственности решения рассматриваемой задачи, C —
поле комплексных чисел.

Равномерной сетке tn = nτ, τ = ∆/N, n = 0, . . . ,N отвечает
последовательность значений yn = y(tn) решения задачи (1).

В качестве приближения к этой последовательности возьмём
последовательность векторов zn , формируемую по правилу

z0 = y0, zn+1 = a0zn + τ

s
∑

i=1

biki,

ki = f(tn + cih, aizn + τ
s

∑

j=1

dijkj), i = 1, . . . , s,

(2)
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Если ai = 1, i = 0, . . . , s, то получим s –этапный одношаговый
метод Рунге-Кутты, рассмотренный в монографии ([1], с. 69).

Числовые параметры bi, ci, ai, dij , i, j = 1, . . . , s выбираются из
условия однозначной разрешимости задачи (2) относительно неиз-
вестных векторов ki, i = 1, . . . , s и выполнения условий численной
устойчивости и сходимости последовательности {zn = zn(h)}N

0

к {yn}
N
0 при h → 0. В этой заметке правило выбора указан-

ных параметров будет формулироваться для линейных однород-
ных систем большой размерности, возникающих при дискретиза-
ции дифференциальных операторов по пространственным пере-
менным при численном решении уравнений математической фи-
зики.

Пусть сначала
f(t, y) = λy, (3)

где λ есть комплексный параметр. Тогда решение задачи (1) да-
ётся формулой y(t) = eλty0 и, следовательно, yn = enξy0, где
ξ = λτ — комплексный параметр. В предположении (3) итераци-
онный процесс (2) принимает вид

zn+1 = a0zn + τ
s

∑

i=1

biki, ki = λ(aizn + τ
s

∑

j=1

dijkj), i = 1, . . . , s.

(4)

Если ввести столбцы b = (b1, . . . , bs)
T , a = (a1, . . . , as)

T и мат-
рицы k = (k1, . . . , ks),D = (dij)

s
i,j=1, то в векторно-матричных

обозначениях (4) запишется в виде

zn+1 = a0zn + τk · b, k = λzn · aT + kξDT . (5)

Ограничиваясь такими значениями ξ = λτ, для которых об-
ратная матрица (E−ξDT )−1 существует, можно из второго урав-
нения выразить матрицу k = λznaT (E − ξDT )−1 и исключить её
из первого уравнения

zn+1 = (a0 + ξaT (E − ξDT )−1b)zn = R(ξ)zn, z0 = y0,
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где R(ξ) = a0 + ξaT (E − ξDT )−1b = a0 + ξbT (E − ξD)−1a. Так как
для b̃ = b/a0

R

(

1

t

)

= a0(1 + b̃T (tE − D)−1a) = a0 det(E + (tE − D)−1ab̃T )

и
tE − (D − ab̃T ) = (tE − D)(E + (tE − D)−1ab̃T ),

то R

(

1

t

)

= a0W (t) , где

W (t) =
det(tE − (D − ab̃T ))

det(tE − D)

есть функция Вайнштейна-Ароншайна (см. [2]) аргумента t , от-
вечающая одноранговому возмущению D−ab̃T матрицы D. Как
известно (см. [3]), все собственные значения матрицы D, геомет-
рическая кратность которых больше единицы, обязательно будут
собственными значениями однорангового возмущения D − ab̃T .
Это следует учитывать при выборе матрицы D итерационного
процесса (2). Далее, из того, что

zn = [R(ξ)]ny0 =

(

R(ξ)

eξ

)n

yn,

получаем величину относительной погрешности результата

‖yn − zn‖

‖yn‖
= |1 −

(

R(ξ)

eξ

)n

| < δ, n = 1, . . . ,N, (6)

где δ есть верхняя граница относительной погрешности.
Пусть теперь f(x, y) = Λ · y, где Λ — постоянная матрица

m × m . Обобщим полученный результат на этот случай. Второе
из соотношений (5) примет тогда вид

k = ΛznaT + τΛkDT . (7)
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Если подставить во второе слагаемое в (7) вместо k его выра-
жение из этого же соотношения и повторять эту операцию, то
получим

k = ΛznaT + τΛ2znaT DT + τ2Λ2k(DT )2 = . . . =
p

∑

j=0

τ jΛj+1znaT (DT )j + τp+1Λp+1kaT (DT )p+1.

Если

|τ |‖Λ‖‖DT ‖ < 1, (8)

то приведенные выше рассуждения показывают, что единствен-
ным решением относительно k уравнения (7) является

k =

∞
∑

j=0

τ jΛj+1znaT (DT )j (9)

(то что k является решением (7) проверяется непосредственно).
Подставляя (9) в первое из соотношений (5), получим

zn+1 = a0zn +

∞
∑

j=0

τ j+1Λj+1znaT (DT )jb.

Обозначим скалярную величину aT (DT )jb через pj+1, j = 0, 1, . . .

и заметим, что R(ζ) = a0+

∞
∑

j=1

pjζ
j, ζ ∈ C. Тогда, при условии (8),

zn = [R(τΛ)]ny0. Так как решение задачи (1) даётся формулой
y(t) = eΛt, то yn = eτΛny0 и

‖yn − zn‖

‖yn‖
=

‖(eτΛn − [R(τΛ)]n)y0‖

‖yn‖
≤ ‖E − [R(τΛ)e−τΛ]n‖.

(мы воспользовались тем, что R(τΛ) и eτΛ коммутируют). По
теореме об отображении спектра функции от оператора (см. [4]),
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спектр матрицы E− [R(τΛ)e−τΛ]n представляет собой множество

значений функции 1 −

(

R(ξ)

eξ

)n

, когда ξ ∈ τσ(Λ), где σ(λ) —

множество собственных значений матрицы Λ. Таким образом,
выполнение неравенства (6) для всех собственных значений λ
матрицы Λ обеспечивает заданную относительную погрешность
δ метода Рунге-Кутты, если норма в Cm выбрана так, что норма
матрицы E− [R(τΛ)e−τΛ]n сколь угодно близка к спектральному
радиусу этой матрицы (см.[5]).

Неравенство (6) указывает на целесообразность выбора в каче-
стве R(ξ) аппроксимации Паде (см.[6]) экспоненциальной функ-
ции eξ в некоторой точке ξ∗, в которой достигается минимум
относительно ξ величины max

λ∈σ(Λ)
|ξ − τλ| . Нетрудно видеть, что

ξ∗ не может отклониться от центра масс системы точек τσ(Λ) на
расстояние большее чем величина упомянутого минимума. По-
этому, при вычислениях можно брать ξ∗ = trace(τΛ)/m . Следует
отметить, что многочлены числителя и знаменателя аппроксима-
ции Паде R(ξ) = P (ξ)/Q(ξ) функции eξ имеют простые корни.
Так как функция Вайнштейна-Ароншайна W (t) имеет вид от-
ношения P (1/t)/(a0Q(1/t)), то матрицы D и D − ab̃T должны
быть матрицами простой структуры с различными собственными
значениями. В качестве матрицы D можно взять, например, мат-
рицу Фробениуса многочлена tsQ(1/t). Далее, tsP (1/t)/a0 есть
характеристический многочлен возмущенной матрицы D − ab̃T .

Укажем одно из правил выбора столбцов a и b = a0b̃ метода

(2). Запишем спектральное разложение матрицы D =
s

∑

i=1

µiuiv
T
i ,

где ui и vT
i соответственно правый и левый собственные векто-

ры, отвечающие собственному значению µi матрицы D, причём
vT
i ui = 1. Заметим, что µ1, . . . , µs есть система различных корней

многочлена tsQ(1/t). Пусть ν1, . . . , νs есть система различных
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корней многочлена tsP (1/t)/a0. Тогда

W (t) =

s
∏

j=1

(t − νj)

(t − µj)
= 1 + b̃T (tE − D)−1a =

1 +

s
∑

i=1

1

t − µj

b̃T uiv
T
i a = 1 +

s
∑

i=1

1

t − µj

vT
i ab̃T ui.

Отсюда получаем систему для определения столбцов a и b̃ :

vT
i ab̃T ui =

∏s
j=1(µi − νj)

∏s
j=1,j 6=i(µi − µj)

, i = 1, . . . , s.
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