
�������� �	����
�� ��������� � �	��������� ������ ����� ������

��� �����	


�© ���� �����	
�
������ �� �

Ǳ������� ��Ǳ��������
Ǳ�������� ��������� � ����������
���������������� ����� ���������
���

�������� ��	�
� �����������	
��� ���� ������������� �����

��������� ���������� �� ���� ����������� �����	�����

�������� � �������	
� 
�� � ��
	�	���� 
������	�
 	� � �	������	��

���� � 
������ ���
��
 	
 ���
��������

�� ���� � �	�
����	 �	�
�

� ��� ��������� k � � ������� ��������� �������� i ���
����� � �!���" �"��#�" Ui $ i ∈ K % {�, . . . k}. � &��'����
���(#��� ���)*� ���� �* ���� �������� ! ������ "�����
���� ��������$ � ��!�#+���� ���� ��#�)*�����, �� �� ��������

w % -u�, . . . , uk.,

�����*� ��!*�����, ����'��� ��������� ���/ ����'� ,�#,�
���, )�������*" &��!��)���" "������� Ui $ i ∈ K  � �!���
�����, �"��#�"

W % U� × · · · × Uk.

0���������������+ ������ � ����',/ &��,�#,���, � ��"$
��� ���)�"� ����� i ∈ K � #� �� ����' w ∈ W &�&�*���
���, ��#�$ �*�����1�� ���&��+ �)��#�������, ��� ��������
� 2��� ����' -��" ��� "��+3�$ ��" ���&��+ �)��#�������,
�*3�.� 4�� ��#� � �!���" �"��#�" Ii-w..
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6�#� Ii-w. ��!*�����, &#���� ����� i � ����' w $ �
(���', Ii 7 W → R� 8 (���'�� &#��* 2���� ������

9��" � ��!�"$ �&����*� ���(#�� &��)����#,���, �����
���

: % {K, {Ui, i ∈ K}, {Ii, i ∈ K}}.
��&�#���#+�� &��"����,$ ��� ���)*� ! ������ �� !���

��������� � !�����#+��" �*��*3� �������# � ! ���/ &���
������$ ���� � ��"$ ��� * (���', &#��* �������# � �����
���!�#��+ ���+"� "�#��� ���!����� &��)&�#�����$ ��&�"��$
)�������� &� �* ���/ � &��)������#+�*� ����� �#���� ���
�)*� ���� -&�#������, &���,. !����������� &�#���+ "���
�"�#+��� ��#� �* ���*/ "���$ �� &� 2��" �� �&������,$ ���
����,�# � )����, &���, �� ���� � ��#�����  �#+3����� � ���
���� �#���  �"���� )������+ ���� ��#� ����#+�*" &���,"�
� 2��" &�"��� !� (���'� &#��* ����� �#�)��� &��,�+ ��#�
�*�����*/ ������������1�� &����� "��� �� !����" ;"���<�

�#, ��* : ���)�" &��,�� ��"&��"������ �� ��� �������
���

= & � � ) � # � �  � ���� Ǳ���+

S∗ % -S�∗, . . . , Sk∗., S∗ % -S∗
� , . . . , S

∗
k., Si∗ � S∗

i , i ∈ K.

?���',
w % -u����� , . . . , u����j , . . . u����k . ∈ W

��!*�����, ��"&��"����� �������#+�� �������� S∗, S∗ ∈ Rk,
��# )#, ���/ i ∈ K �*&�#�,���, �����������

Si∗ � @AB
ui∈Ui

Ii-u
����
� , . . . , ui, . . . u

����
k . �

� Ii-u
����
� , . . . , u����i , . . . u����k . � S∗

i .
-���.

C! &���)������ �&��)�#��, �#�)���$ ��� )#, ��"&��"�����
�� �� ��� �������� !������ &#��* i ��� ����� #��� � &��"��
����� DSi∗, Si∗E, i ∈ K,  ������ �)��#���� ��#����� �����
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�� �������$ &��)&�*���"�� ��"&��"���*" �� ���"$ �� &��
!��#,�� �"� &�#���+ !������ &#��* #��3� -"��+3�. �����
��"&��"����� �'����

0�"��"$ ��� &� S∗ % S∗ �&��)�#��� ��"&��"������ �� ��
�� �������� &���/�)� � �&��)�#��� ��������, &� G23�� ��"�
&��"���*� �� �� �������� ��/���,�� �������� ���������� &�
����3��� � ����� ��#����� -� ��#� #����" �������.� Ǳ�
2��" ���) ��"&��"���*/ �� ���� �������� "���� ��)��+
��1��������� ������ �� ���$ )#, �������� �&����)#�* �����
������� -)#, ���/ i ∈ K .

Ii-Hu
����
� , . . . , Hu����i , . . . , Hu����k . < Ii-u

�
�, . . . , u

�
i , . . . , u

�
k., -���.

�)� u��, . . . , u
�
i−�, u

�
i , u

�
i��, . . . , u

�
k 8 ���������*� &� G23� �� ��

���������

�� ���������������� ����

Ǳ�������� ��"&��"������ �&���#��, � �#���� &�!'���*/
�������� ���1����" )#, )((����'�#+��� ��* �#�)��1��
�� �)�� ���"�� ��* �&�*�����, � *�������*" �������*"
��#����*" )((����'�#+�*" ��������"

Ix % f�-t, x. J A-t, x. ·
k∑

i��

ui. -���.

0)��+ t ∈ R� 8 ����1�� ���",$ x ∈ Rn 8 (�!��*� ������
��*$ ui ∈ Rm 8 ������ �&���#,�1/ &���"����� i ��� �����$
i ∈ K, A-t, x.− "���'� ��!"��� m × n �

K���', f 7 Rn�� × Rkm → Rn �)�

f-t, x, u�, . . . , uk. % f�-t, x. J A-t, x.

k∑
i��

ui,

t ∈ R�, x ∈ Rn, ui ∈ Rm, i ∈ K

5�



&� ���)�" (���������" t ∈ R� ��&���*��� &� ������&���
�� &���"���*/ x, u�, . . . , uk, � &� (��������*/ !�����,/
x ∈ Rn, ui ∈ Rm, i ∈ K, !"��"� &� L���#� &� &���"����� t �
���"� ����$ �������#+�� (���' f &��)&�#������,$ ��� ���
�)��#�����,�� ��#��� M&3'� &� &���"�����  ��#��� &���
)�#�"��� ��3��,�

G� ������* �&���#,�1/ &���"����� ������ ��#����* ����
"�������� ��������, � (��"� ��#����� ui ∈ Pi, �)� Pi ⊂
Rm, i ∈ K ��"&����*� "��������� ��"��� T ∈ R� �������,
��* (�������$ � (���' &#��* ������ ��)����� ��#+��
���"��#+�*� �#����"*�$

Ii-u�, . . . , uk. % ϕ-x-T .., i ∈ K, -���.

�)� ϕi 7 Rn → R�, i ∈ K− ��&���*��*� (���'� ��&�#���#+�
�� &��)&�#������,$ ��� )#, #� ��� ������� s ∈ Rm  #� */
��"���� i ∈ K �&����)#�� �����������

@AB
u�∈P�

< s, u� > J · · · J @AB
uk∈Pk

< s, uk >� N. -��	.

?�� �&���#,�1� &���"���* ���)*� ���� (��"����$ �����
�*��,�+ �� �(��"�' � ����1�" ���"��  ���#!����3�"�,
(�!���" ������� � O����$ &� 2��" �� �� ����)�"#�� � �* ���
�&���#,�1/ &���"����� ����#+�*/ ������ � 2��� "�"��� ����
"��� Ǳ��,�, &�!'����� ������� �����  )����, � O���
��$ �������1��� �� ��� &�!'���*/ ��������$ �&��)�#,���,
���#����� �� ��� D�E�

Ǳ���+ (���', g 7 Rn�� → R� ,�#,���, ��&���*��� )((��
���'���"�� (���'�� ���/ ����"�����$ )#, ������� �*&�#�,�
���, �����������

∂g

∂t
-t, x. J

〈∂g

∂x
-t, x., f�-t, x.

〉
� N, -t, x. ∈ Rn��, t � T. -��
.

Ǳ��)&�#��" �����$ ��� )#, ���������� ��#� c ∈ R� "�����
����

Mc % {x ∈ Rn|g-T, x. � c}

�N



���������� Ǳ�#����"

Si∗ % @AB
x∈Mc

ϕi-x., S∗
i % @PQ

x∈Mc

ϕi-x., i ∈ K,

Wc % {-t, x. ∈ Rn��|g-t, x. � c}.
=&��)�#" �� �� &�!'���*/ �������� u����� , . . . , u����k ���/
������ ! ��#��,

u����i %

{
ue

i -t, x., -t, x. /∈ Wc

&��!��#+�*� ������ ! Pi, -t, x. ∈ Wc,
-���.

�)�

〈
-A-t, x..T

∂g-t, x.

∂x
, ue

i -t, x.
〉
% @AB

ui∈Pi

〈
-A-t, x..T

∂g-t, x.

∂x
, ui

〉
, i ∈ K.

9 � � � � " � ���� ����� ����	��

�� �������� �����

��� ������� ������� ��������
�� ��
������
� ��������

S∗ % -S�∗, . . . , Sk∗., S∗ % -S∗
� , . . . , S

∗
k.

��� ����� 
�����
�� ����	�� -t�, x�. ∈ Wc, t� � T.

� � � � ! � � � # + � � � �� ���������� &���!��+$ ���
x-T . ∈ Mc )#, ���/ )�����

x-·. ∈ XDt�, x�, U
����
� , . . . , U����

i−� , U����
i�� , . . . , U����

k E

 ���/ ��"���� i ∈ K � =� &�������� &�/�)" � ��1���������
��"��� i ∈ K  )����,

x∗-·. ∈ XDt�, x�, U
����
� , . . . , U����

i−� , U����
i�� , . . . , U����

k E

���/$ ���

g-T, x∗-T .. > c. -��5.

��



G���������� -��5. ����!"����� ��������#+��$ � �#� g-x�. < c
)�#��� ��1��������+ &��"������ ���"�� -t

′
, t	. ⊂ Dt�, T E ��

��#���� )#�*$ �� ������" (���', g-t, x∗-t. "�������� ��!���
�����  &� 2��" �*&�#�,���, ��#���

-t, x∗-t.. /∈ Wc, t ∈ -t
′
, t	..

�*��#" &�#��� &��!��)��� &� ���"�� �� 2��� (���'
�)�#+ )����,� � �#� -��	.$ -��
. "��"

d

dt
g-t, x∗-t.. %

%
∂g

∂t
-t, x.

∣∣∣
x�x∗
t�

J
〈∂g

∂x
-t, x∗-t.., f�-t, x∗-t.. J

J
∑

j∈K
i�

A-t, x∗-t..ue
j-t, x

∗-t.. J A-t, x∗-t..ui-t.
〉
%

%
∂g

∂t
-t, x.

∣∣∣
x�x∗
t�

J
〈∂g

∂x
-t, x∗-t.., f�-t, x∗-t..

〉
J

J
〈∂g

∂x
-t, x∗-t..,

∑
j∈K
i�

A-t, x∗-t..ue
j-t, x

∗-t.. J A-t, x∗-t.., ui-t.
〉
�

�
∑

j∈K
i�

〈
-A-t, x∗-t..T

∂g

∂x
-t, x∗-t.., ue

j-t, x
∗-t..

〉
J

J
〈
-A-t, x∗-t..T

∂g

∂x
-t, x∗-t.., ui-t.

〉
�

�
∑

j∈K
i�

@AB
uj∈Pj

〈
-A-t, x∗-t..T

∂g

∂x
-t, x∗-t.., uj

〉
J

J@PQ
u∈Pi

< -A-t, x∗-t..T
∂g

∂x
-t, x∗-t.., ui

〉
� N, t ∈ -t

′
, t	..

Ǳ�#������� ����������� &��������� "��������"� ��!������
�� (���' g-t, x∗-t.. �� &��"������ ���"�� -t

′
, t	.. 9����"�

)���!����

��



�� �	������ ���
��

R���"���" )((����'�#+��� ��� ���/ #'$ )��"�� �����
��� �&�*�����, �#�)��1�� ����"�� ��#����*/ )((����'�
�#+�*/ ��������7

Ix % −x − 	y J 
xy J 
y� J u� J v� J w�,

Iy % �x − 	y − �x� − �xy J u� J v� J w�.
-	��.

0)��+ m % n % �,

f�-t, x, y. %

(−x − 	y J 
xy J 
y�

�x − 	y − �x� − �xy

)
, A-t, x, y. %

(
� N
N �

)
.

G� ������* �&���#,�1/ &���"����� ��#����* ���"��������
��������,

u, v,w ∈ P %
{(p�

p�

) ∣∣∣ p�� J p�� � �
}

.

M���� �)��+$ ��� ��#��, -�.	. )#, �/ �*&�#���*�
� (�!���" &����������� ��* !�(�������* ���� Mi $ i %

�, �, 	, "��1� �������������� ��)���������*

r� %

(
N
�

)
, r� %

(
−�

�√

�

)
, r %

(√

�
�
�

)

�������#+�� ����#� ����)���� 4� ���� � )�#+���3�"  �)�"
��!*���+ '�#��*" "��������" ������� G� ��� � &���!���
���&�#����� '�#��*/ "������� ������ �������#+�� &��,�
��� ����"* ����)����

��"��� �������, ��* &�#����" T % � � K���' &#��*
-�.�. ������ �&��)�#" (��"�#�"

ϕi-x-T ., y-T .. %
√

-x-T .− xi.� J -y-T .− yi.�, i % �, �, 	.

�	



R�� �� R��&�#����� '�#��*/ �����

9��" � ��!�"$ &#���� ����� �#��� ������,�� �� (�!�����
������� �&���#,�"��� � O���� � "�"��� �������, ��* )� '��
#����� "�������� 2���� ������ Ǳ�#����"

g-x, y. % x� J �y�, -x, y. ∈ R�.

�*��#" &��!��)��� (���' g � �#� ����"*(
Ix
Iy

)
%

(−x − 	y J 
xy J 
y�

�x − 	y − �x� − �xy

)
.

C"��"〈∂g

∂x
-x., f�-x.

〉
%
〈(�x


y

)
,

(−x − 	y J 
xy J 
y�

�x − 	y − �x� − �xy

)〉
%

% −�x� J �xy − ��y� %
〈(−� �

� −��

)(
x
y

)
,

(
x
y

)〉
< N

)#, ���/ -x, y. ∈ R�, -x, y. �% N. ��#��� -�.
. �*&�#����� ����
������

Mc % {-x, y. ∈ R�|g-x, y. � c} % {-x, y. ∈ R�|x� J �y� � c}

�




��������* &� #� */ !�����,/ ��������* c ∈ R�. G���
 ���/�� ��"&��"���*� �'��� )#, ������ �*��#,���, &�
(��"�#�" -i ∈ {�, �, 	}.

Si∗-c. % @AB

x,y,z�∈Mc

√
-x − xi.� J -y − yi.�,

S∗
i -c. % @PQ


x,y,z�∈Mc

√
-x − xi.� J -y − yi.�.

Ǳ�#����" c % �, �. 9��)�

S�∗ % N, ���
F�, S�∗ % N, �5����, S∗ % N, N�NF�		,

S∗
� % �, �
�	, S∗

� % �, ����
, S∗
 % �, ����.

Ǳ��!��)��, (���' g � �#� ����"* -	.�. !)��+ "���
�)

dg

dt

∣∣∣

,��

%

%
〈∂g

∂x
-x., f�-x.

〉
J
〈∂g

∂x
-x.,

(
u� J v� J w�

u� J v� J w�

)〉
%

% −�x� J �xy − ��y� J �-xu� J �yu�. J

J�-xv� J �yv�. J �-xw� J �yw�..

9��)� ��"&��"���*� ������� ������ � ���������� � �����
��3���" -�.�. �&��)�#,���, ! ��#��,

u����-x, y. % v����-x, y. % w����-x, y. %

%

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
−�

⎛
⎝ x√

x���y�

�y√
x���y�

⎞
⎠ , g-x, y. > c

&��!��#+�*� ������ ! P, g-x, y. � c.

-	��.

R���"���" �����#+�� -&,�+. ����#+�*/ &�!'� -t�,

(
x�
y�

)
.

��



� ���� G�&�"��$ &�!' -t� % N.

A� %

(
N
N

)
, A� %

(
N

N, ��

)
,

A %

(−N, 

N, 5�

)
, A� %

(
N, F�
N, 
�

)
, A� %

(
N, ��
N, ��

)
.

M���� &�����,���,$ ��� )#, ���)�� ! �/ �*&�#���� ��#���

t� < T,

(
x�
y�

)
∈ Wc %

{(x
y

)
∈ R�

∣∣∣ g-x, y. � c
}

.

�#, &��!��#+���� )����, ! &����$ �*/�),1��� ! ����#+���

�� &�#����, -t�,

⎛
⎝x�

y�
z�

⎞
⎠.  &����)������ ��"&��"���*" �� ��

��" �������� -	.�.. �*��#" !�����, &#�� ������  !�����"
/ � �� #� �� Ǳ� �����"� ��� 2� !�����, )�#��* ��/�)�+�, �
&��)�#�/ ��"&��"���*/ �'����$ &�#�����*/ �*3��

9� #'� �

x� I� I� I
A� N, � < �, N < �, F N, � < N, � < �, � N, N < �, � < �, F

A� N, � < N, F < �, � N, � < N, F < �, � N, N < �, N < �, �

A N, � < �, � < �, � N, � < �, � < �, � N, N < �, � < �, F

A� N, � < N, F < �, � N, � < �, N < �, � N, N < N, 5 < �, F

A� N, � < �, N < �, � N, � < �, N < �, � N, N < N, � < �, F

C! )���*/ �� #� � �)��$ ��� ���!���*� (��� )�������#+��
"��� "�����

��&���"$ ��� ������# � ! ������ ��#��,���, �� �������
�$ &��)&�*���"�� �"� ��"&��"���*" �� ���"� ?�������
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��#����, i �� ����$ i ∈ {�, �, 	} �* ����$ ��&�"��$ � �)�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛
⎜⎜⎜⎝

xi−x√

xi−x���
yi−x��

yi−y√

xi−x���
yi−x��

zi−z√

xi−x���
yi−x��

⎞
⎟⎟⎟⎠ , -x, y. �% -xi, yi.

&��!��#+�*� ������ ! S, -x, y. % -xi, yi..

R���"���" )�� ����'�
� &����� ����' ����#+�*� ���� ��!������ ��� �&���

�#,�1� ��!)�����, �#�����*" � ��!�"�
�� ������ ����' 8 � ���������� � ��"&��"���*"
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&�!'�

(
N,

(
N
N

))
. R�!�#+���* ��#���*/ 2��&��"����� !��

����" � �� #� ��

9� #'� �

!���� "#
$�%	�� 
&���#�	�� '��&������	�� 
&���#�	��
�(���) 	��	�� &#��� 	��	�� &#���


#�	���� ��&��) �(��� ��&��) �(���
����	�� 
#�	���� ����	�� 
#�	����
�*�	� �*�	�

+ �,+� �,- +,� �,�
� �,�.. +,+�- +,.-/ �,�/
� �,�0 +,+�+ +,0+ �,�/

9��" � ��!�"$ �������#���� � �����,� &���)�#��+ ����
����� ��"&��"����� �'���� &� �#������" �&���#�� ���
��#+�*/ ������$  �� �� "���� 2���� �)�#��+$ ���)� ����#+�*�
���� &�)��������, ��"&��"���*/ ��������� 9�������
�&���#,�"�� ���� )#, ������ ����' &���!��* �� ��� ��

����� &���!��+$ ��� )#, ����#+��� &�!'(
t�,

(
x�
y�

))
%

(
N,

(
N
N
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u�-x, y. % v�-x, y. % w�-x, y. %

%

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

⎛
⎝ −x√

x���y�

−�y√
x���y�

⎞
⎠ , -x, y. �% N

&��!��#+�*� ������ ! P, -x, y. % N

�)������� ����1�� &�!'� ��* � ����#� ����)��� �� ���"
&��"������ ���"�� Dt�, T E &� #� */ )�����,/ ��������#��

�F



����� ?#�)�����#+��$ 2��� �� �� �������� ,�#,���, ���������
�*" &� G23�� Ǳ� 2��"

Ii-u
�, v�, w�. % ϕi-N, N, N. % �, i % �, �, 	.

Ǳ�����"$ ��� � ��"��/ ��"&��"���*/ �������� ���)*� ����
"���� ������ �#��3�+ 2��� ��!�#+���� Ǳ�#����"

Hu����-x, y. % Hv����-x, y. % Hw����-x, y. %

%

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎛
⎝ −x√

x���y�

−�y√
x���y�

⎞
⎠ , g-x, y, z. > c

⎛
⎝ x∗−x√


x−x∗���
y−y∗��
y∗−y√


x−x∗���
y−y∗��

⎞
⎠ , g-x, y, z. � c.

0)��+

x∗ %
x� J x� J x

	
%

−� J
√
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,

y∗ %
y� J y� J y

	
%

	 J
√
	

5
.

0�"��"$ ��� �������

Hu����, Hv����, Hw����

�&��)�#��* ���������$ �� ��

g-x∗, y∗, z∗. % �, ��F� > c % �, �.

�#, )������ �� ��� �������� !�����, &#�� ������ �#�)���
1�7

I�-Hu
����, Hv����, Hw����. % N, F
�
F� < � % I�-u

�, v�, w�.,

I�-Hu
����, Hv����, Hw����. % N, �
���
 < � % I�-u

�, v�, w�.,

I-Hu
����, Hv����, Hw����. % N, FF�	F� < � % I-u

�, v�, w�..

9��" � ��!�"$ ���)*� ! ������ )�������#+�� &�#��# ���
!�#+���$ #��3�$ ��" &� ����������" �� ��� ���������
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