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ЗАДАЧА ГРАНИЧНОГО УПРАВЛЕНИЯ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМОЙ НА ГРАФЕ

В настоящей работе обосновывается существование граничных управляющих функций и представлен метод

нахождения их в модельной задаче управления колебаниями упругой системы из m струн, закрепленных по

типу графа–звезды, состоящей в переводе процесса колебаний системы из заданного начального состояния в

заданное финальное состояние.
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В классе функций из C2 представлен метод нахождения граничных управляющих воздей-
ствий в задаче управления колебаниями дифференциальной системой на графе, состоящей в
переводе процесса колебаний системы из заданного начального состояния в заданное финаль-
ное состояние. Решение задачи представлено в явной аналитической форме.

Колебания на каждом из ребер графа Γ при произвольном значении времени t ∈ (0, T )
описываются уравнениями
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, t ∈ (0, T ). (2)

К соотношениям (1), (2) добавим граничные условия в граничных узлах:

Ω(0, t)γk
= µk(t) (k = 1,m− 1), Ω(π, t)γm

= ν(t), t ∈ [0, T ], (3)

начальные и финальные условия:

Ω(x, 0) = ϕ(x), ∂
∂t

Ω(x, 0) = ψ(x), x ∈ Γ, (4)

Ω(x, T ) = ϕ̃(x), ∂
∂t

Ω(x, T ) = ψ̃(x), x ∈ Γ. (5)

Получим краевые задачи с начальными (1)–(3), (4) и финальными (1)–(3), (5) условиями; ϕ(x),
ψ(x), ϕ̃(x), ψ̃(x), µk(t), ν(t) — функции класса C(Γ).

Обозначим через Γ0 объединение ребер графа, не содержащих концевых точек: Γ0 = Γ\(∂Γ∪
{ξ}). Областью задания переменных уравнений (1) будем считать цилиндр Ц= Γ0 × (0, T ), со-
отношения (2) задаются на J(Ц)= {ξ} × (0, T ). Решением краевой задачи (1)–(3), (4) (или
(1)–(3), (5)) является функция Ω(x, t) класса C2(Γ × [0, T ]), удовлетворяющая уравнениям (1)
в Ц, соотношениям (2) в J(Ц), начальным условиям (4) при t = 0, x ∈ Γ (или финальным
условиям (5) при t = T , x ∈ Γ) и граничным условиям (3) при x ∈ ∂Γ, t ∈ [0, T ]. Для
функций ϕ(x), ψ(x), ϕ̃(x), ψ̃(x), µk(t), ν(t) имеют место естественные условия согласования,
а также условия гладкости ϕ(x), ϕ̃(x) ∈ C2(Γ0), ψ(x), ψ̃(x) ∈ C1(Γ0) и µk(t) (k = 1,m− 1),
ν(t) ∈ C2[0, T ].

З а д а ч а 1. Задача управления колебаниями дифференциальной системы (1)–(3) состо-
ит в определении времени T и управляющих функций µk(t) (k = 1,m− 1), ν(t) из граничных
условий (3) таких, чтобы в момент времени t = 0 выполнялись начальные условия (4), а в
момент времени t = T выполнялись финальные условия (5).

Для решения задачи 1 будут рассмотрены ее частные случаи.
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З а д а ч а 2. Задача гашения колебаний дифференциальной системы (1)–(3) состоит в
определении времени T и управляющих функций µk(t) (k = 1,m− 1), ν(t) из граничных усло-
вий (3) таких, чтобы в момент времени t = 0 выполнялись начальные условия (4), а в момент
времени t = T выполнялись нулевые финальные условия (5): ϕ̃(x) = 0, ψ̃(x) = 0, x ∈ Γ.

З а д а ч а 3. Задача перевода покоящейся дифференциальной системы (1)–(3) в задан-
ное состояние состоит в определении времени T и управляющих функций µk(t) (k = 1,m− 1),
ν(t) из граничных условий (3) таких, чтобы в момент времени t = 0 выполнялись нулевые
начальные условия (4) (ϕ(x) = 0, ψ(x) = 0, x ∈ Γ), а в момент времени t = T выполнялись
финальные условия (5).

Решение задачи 1 получается как сумма решений задач 2 и 3. Для анализа поставленной
задачи может быть применен метод распространяющихся волн с учетом эффекта отражения в
узлах сети; в работе, однако, используется спектральная техника (анализ Фурье): сравнительно
легко преодолеваются сложности, порожденные геометрией графа, тем более в случае, когда
граф является произвольным деревом. Главный результат исследования представлен в виде
готовых формул, определяющих искомые граничные управления как функции времени.
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The problem of boundary control for a differential system on a graph

We substantiate the existence of boundary control functions and present a method of finding them in a model problem

of controlling the vibrations of an elastic system of m strings attached to the graph type stars, which consists in the

translation process of oscillation of the system from a given initial state to a given final state.
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