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К ВОПРОСУ О ЧЕБЫШЕВСКИХ СИСТЕМАХ

Рассматриваются достаточные условия того, что система линейно независимых непрерывных функций на от-

резке является чебышевской системой.
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Свойства чебышевских систем хорошо изучены (см., например, [1–10] и приведённую в них
литературу). Кроме свойства линейной независимости в заметке [11] подчеркнута важная роль
чебышевских систем для задачи одномерного сглаживания методом наименьших квадратов.

Настоящая работа носит методический характер. Ее цель — выяснить, какие дополнитель-
ные условия достаточно обеспечить, чтобы заключить о наличии чебышевского свойства у
заданной системы линейной независимых непрерывных функций, заданных на отрезке [a, b].

Сначала приведём ряд простых утверждений, которые ограничивают поле наших исследо-
ваний.

У т в е р ж д е н и е 1. Если u1(x), u2(x),. . . , un(x) — линейно независимая система

функций на отрезке [a, b], то отсюда не следует, что эта система линейно независима на

любом отрезке [c, d] ⊂ [a, b].

У т в е р ж д е н и е 2. Если u1(x), u2(x) — линейно независимая система непрерыв-

ных на отрезке [a, b] функций, такая что u2(x) 6= 0 на [a, b], то ∀ε > 0 ∃ [c, d] ⊂ [a, b] : d−c < ε,

а система u1(x), u2(x) линейно независима на отрезке [c, d].

У т в е р ж д е н и е 3. Если u1(x), u2(x) — линейно независимая система непрерыв-

ных на отрезке [a, b] функций, такая что u2(x) 6= 0 на [a, b], то отсюда не следует, что

существует отрезок [c, d] ⊂ [a, b], на котором данная система является чебышевской.

У т в е р ж д е н и е 4. Если u1(x), u2(x) — линейно независимая на отрезке [a, b] си-

стема функций класса C1[a, b], такая что u2(x) 6= 0 на [a, b], тогда существует отрезок

[c, d] ⊂ [a, b], такой что данная система является чебышевской на [c, d].

Следующее утверждение сформулировано (но не доказано) в качестве задачи в монографии
Бернштейна ([1, часть 1, стр. 13, задача 8]). Доказать его можно аналогично рассуждению,
приведенному в книге [3].

У т в е р ж д е н и е 5. Если u1(x), u2(x),. . . , un(x) — система функций класса

C(n−1)[a, b] на отрезке [a, b], причем существует точка x0 ∈ [a, b] такая, что
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6= 0,

то существует отрезок [c, d] : x0 ∈ [c, d] ⊂ [a, b], на котором данная система функций явля-

ется чебышевской.

Имеет место следующая лемма [2, с. 87]. Пусть J обозначает любой из интервалов [a, b], [a, b),
(a, b], (a, b).
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Л е м м а 1. Пусть {uj(t)}
n
j=1 — линейно независимая система скалярных функций, за-

данных на интервале J . Тогда существует n различных точек {si}
n
i=1 ⊂ J таких, что опре-

делитель матрицы Хаара detHn = det{uj(si)}
n n
i=1 j=1 не равен нулю.

Из леммы 1 непосредственно вытекает следующая теорема.

Т е о р е м а 1. Функция u(t) принадлежит подпространству, натянутому на линейно

независимую систему {uj(t)}
n
j=1 тогда и только тогда, когда u(t) есть неподвижная точка

проектора (Qu)(t) =
∑n

j=1 vj(t)u(sj), где (v1(t),. . . ,vn(t)) = (u1(t),. . . ,un(t))H−1
n , H−1

n — мат-

рица, обратная к матрице Хаара.

Л е м м а 2. Функция u(t) обращается в нуль в различных точках {ti}
n
i=1 ⊂ J тогда

и только тогда, когда она принадлежит нуль-пространству конечномерного линейного опе-

ратора (Pu)(t) =
∑n

i=1 ωi(t)u(ti), где {ωi(t)}
n
i=1 есть линейно независимая на интервале J

система скалярных функций.

Т е о р е м а 2. Система скалярных функций {uj(t)}
n
j=1 будет чебышевской на интер-

вале J , если спектральный радиус конечномерного оператора K = (I − P )Q меньше единицы

при любом выборе различных точек {ti}
n
i=1 интервала J .
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