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ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧ УСТОЙЧИВОСТИ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ
СТОХАСТИЧЕСКИХ ФУНКЦИОНАЛЬНО–ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ «W -МЕТОДОМ» Н. В. АЗБЕЛЕВА

Кратко изложены идеи Н.В. Азбелева, получившие развитие в связи с исследованием задач устойчивости ре-

шений линейных стохастических функционально-дифференциальных уравнений.
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Вопросам устойчивости решений стохастических функционально–дифференциальных урав-
нений посвящены многие исследования отечественных и зарубежных математиков (см., на-
пример, монографии [14, 15] и имеющиеся в них ссылки). В основном, в этих работах анализ
устойчивости проводился на основе классического метода Ляпунова–Красовского–Разумихина.
Этот метод предполагает существование подходящей функции Ляпунова или функционала
Ляпунова–Красовского, которые обеспечивают желаемое свойство устойчивости (или более об-
щего асимптотического поведения) решений исследуемых уравнений.

Результаты, основанные на методе Ляпунова–Красовского–Разумихина, безусловно, охва-
тывают многие важные случаи. Однако, не во всех ситуациях этот метод бывает одинаково эф-
фективным. В частности, для уравнений с запаздыванием и их обобщений не все классические
концепции Ляпунова являются естественными и не всегда приводят к желаемым результатам.
Скорее всего, этот эффект может быть объяснён отсутствием у уравнений с последействием
некоторых специфических свойств обыкновенных дифференциальных уравнений [1].

С другой стороны, в теории устойчивости решений детерминированных функционально–
дифференциальных уравнений широкое применение и высокую эффективность показал метод
вспомогательных или «модельных» уравнений — так называемый «W -метод» Н.В. Азбеле-
ва [3]. Этот метод, восходящий к классическим идеям Е.А. Барбашина [2], может быть схема-
тически описан следующим образом. Прежде всего, мы устанавливаем эквивалентность асимп-
тотических свойств решений исследуемого линейного уравнения с принадлежностью этих реше-
ний специальным функциональным пространствам на полуоси или — для получения более пол-
ной информации — доказываем наличие связи между асимптотическим поведением решений
уравнения и допустимостью определенных пар функциональных пространств на полуоси. Для
проверки свойств принадлежности или допустимости, мы выбираем более простое уравнение
(называемое вспомогательным или модельным уравнением), решения которого уже обладают
требуемым асимптотическим свойством. С помощью такого вспомогательного уравнения исход-
ное уравнение преобразовывается к интегральному или, в более общем случае, операторному
уравнению. Если последнее разрешимо в соответствующем функциональном пространстве, то
допустимость, а значит, и устойчивость (или другое асимптотическое свойство) доказаны. Раз-
решимость полученного уравнения проверяется методами функционального анализа. Отметим,
что этот метод во многих случаях оказывается более конструктивным, чем другие методы [3], а
для некоторых стохастических функционально-дифференциальных уравнений даже является
единственным известным методом изучения устойчивости [6].

Главной целью доклада является описание вышеизложенных идей Н.В. Азбелева, которые
авторы в течение вот уже почти четверти века использовали в своих исследованиях проблем
устойчивости решений линейных стохастических функционально-дифференциальных уравне-
ний [4–13].

Главным объектом исследования авторов было линейное функционально-дифференци-
альное уравнение по семимартингалу. Частными случаями такого уравнения являются, на-
пример, функционально-дифференциальные уравнения Ито и их гибриды, функционально-
дифференциальные уравнения в мерах, а также другие стохастические дифференциальные
уравнения с последействием.
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Уместно отметить, что такой объект исследования является стохастическим аналогом об-
щего детерминированного линейного функционально-дифференциального уравнения в форме,
которaя систематически использовалась в работах Н.В. Азбелева, его коллег и учеников [1].
Общность объекта не была самоцелью: с одной стороны, она позволяла охватить большин-
ство известных типов уравнений с последействием, а с другой стороны, границы общности
определялись так, чтобы для разных классов уравнений один и тот же вопрос можно было
изучать в рамках единого подхода. При этом методы анализа исследуемых стохастических
функционально–дифференциальных уравнений выбирались таким образом, чтобы с их помо-
щью можно было, в частности, доказывать результаты, полученные другими методами.
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