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РАЗРЕШИМОСТЬ НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО
УРАВНЕНИЯ С ЗАПАЗДЫВАЮЩИМ АРГУМЕНТОМ

Предлагаются утверждения о существовании решений начальной и краевой задач для нелинейного функцио-

нально-дифференциального уравнения.
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Рассматривается задача Коши

(Lx)(t) ≡ ẋ(t) − p(t)ẋg(t) + q(t)x(t) = f
(

t, x(t), xh(t)
)

, t ∈ [0,∞), (1)

x(0) = α, α ∈ R, (2)

где обозначено

xh(t) =

{

x[h(t)], если h(t) ∈ [0,∞),

0, если h(t) 6∈ [0,∞),

ẋg(t) =

{

ẋ[g(t)], если g(t) ∈ [0,∞),

0, если g(t) 6∈ [0,∞),

в предположениях: p ∈ L∞[0,∞)
(

L∞[0,∞) — пространство функций z : [0,∞) → R измеримых
и ограниченных в существенном на [0,∞)

)

, p > 0; q ∈ Lp[0,∞)
(

Lp[0,∞) — пространство
функций z : [0,∞) → R локально суммируемых со степенью p, 1 6 p < ∞ на каждом конечном
отрезке [0, b] ⊂ [0,∞)

)

; g, h — измеримые функции, g(t) 6 t, h(t) 6 t при почти всех t ∈ [0,∞);
функция f удовлетворяет условиям Каратеодори.

Для v, z ∈ L∞[0,∞) обозначим [v, z] = {x ∈ L∞ : v 6 x 6 z}.
Будем говорить, что функция f(t, u1, u2) удовлетворяет условию L1[v, z] (L2[v, z]) (см., на-

пример, [1]), если существуют такие функции r1

i ∈ Lp (r2

i ∈ Lp), i = 1, 2, что оператор

M1
(

t, u1(t), u2(t)
)

= f
(

t, u1(t), u2(t)
)

+ r1

1
(t)u1(t) + r1

2
(t)u2(t)

(

M2
(

t, u1(t), u2(t)
)

= f
(

t, u1(t), u2(t)
)

+ r2

1(t)u1(t) + r2

2(t)u2(t)
)

является изотонным (антитонным).
Справедливы следующие утверждения о разрешимости задачи (1), (2).

Т е о р е м а 1. Пусть p < 1 и существуют такие функции v, z ∈ L∞, что v 6 z и

выполняются неравенства

(Lv)(t) 6 f
(

t, v(t), vh(t)
)

, (Lz)(t) > f
(

t, z(t), zh(t)
)

,

v(0) 6 α 6 z(0).

Пусть, далее, функция f удовлетворяет условию L1[v, z] с такими коэффициентами r1

i (t),
i = 1, 2, что функция Коши уравнения

(Lx)(t) + r1

1(t)x(t) + r1

2(t)xh(t) = η1(t)

положительна в области ∆ = {(t, s) : 0 6 s 6 t < ∞}. Тогда существует решение x задачи

(1), (2), удовлетворяющее неравенствам

v 6 x 6 z.
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Если, кроме того, функция f удовлетворяет условию L2[v, z] с такими коэффициента-

ми r2

i (t), i = 1, 2, что функция Коши уравнения

(Lx)(t) + r2

1
(t)x(t) + r2

2
(t)xh(t) = η2(t)

положительна в области ∆, то это решение единственно.

Т е о р е м а 2. Пусть p < 1 и существуют такие функции v, z ∈ L∞, что v 6 z и

выполняются неравенства

(Lv)(t) 6 f
(

t, z(t), zh(t)
)

, (Lz)(t) > f
(

t, v(t), vh(t)
)

,

v(0) 6 α 6 z(0).

Пусть, далее, функция f удовлетворяет условию L2[v, z] с такими коэффициентами r2

i (t),
i = 1, 2, что функция Коши уравнения

(Lx)(t) + r2

1
(t)x(t) + r2

2
(t)xh(t) = η2(t)

положительна в области ∆ . Тогда существует решение x задачи (1), (2), удовлетворяющее

неравенствам

v 6 x 6 z.

З а м е ч а н и е 1. Уравнение (1) при p = 0, q(t) = q = const, f
(

t, x(t), xh(t)
)

= sin x(t−
τ), τ > 0 является [2] математической моделью динамики основных производственных фондов
на предприятиях.
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