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К ВОПРОСУ О ЗНАКОПОСТОЯНСТВЕ ФУНКЦИИ ГРИНА
ДВУХТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ
ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

Сформулированы условия знакопостоянства функции Грина двухточечной краевой задачи для функционально-

дифференциального уравнения второго порядка.
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Пусть W 2 — пространство функций x : [a, b] → R, первая производная которых абсолютно
непрерывна на отрезке [a, b]. Это пространство изоморфно прямому произведению L × R

2.
Пусть, далее, W 2S(s) — пространство функций y : [a, b] → R, первая производная которых
абсолютно непрерывна на отрезках [0, s) и [s, b], а в точке s ∈ (a, b) может иметь конечный
разрыв. Вторая производная функций из пространства W 2S(s) суммируема на отрезке [a, b].
Пространство W 2S(s) изоморфно прямому произведению пространств L × R

3.
Рассмотрим двухточечную краевую задачу для функционально-дифференциального урав-

нения второго порядка
{

(Lx)(t) ≡ ẍ(t) + (Tx)(t) = f(t), t ∈ [a, b]

x(a) = 0, x(b) = 0
(1)

Здесь T : W 2 → L — вполне непрерывный оператор.
Пусть задача (1) однозначно разрешима. Тогда ее решение в пространстве W 2 имеет вид

x(t) =
∫

b

a
G(t, s)f(s) ds, где G(t, s) — функция Грина задачи (1). Функция G(t, s) при каждом

фиксированном s ∈ (a, b) является решением краевой задачи
{

(L̃y)(t) = 0, t ∈ [a, b]

y(a) = 0, y(b) = 0, y(s) − y(s − 0) = 1

в пространстве W 2S(s). Оператор L̃ : W 2S(s) → L является расширением оператора L на
пространство W 2S(s).

Н.В. Азбелев сформулировал следующий критерий знакопостоянства функции Грина зада-
чи (1) [1, теорема 2.2, стр. 140]: функция Грина задачи (1) сохраняет свой знак при t, s ∈ (a, b)
тогда и только тогда, когда для всех s ∈ (a, b) и всех τ ∈ (a, b) в пространстве W 2S(s) одно-
значно разрешима краевая задача

{

(L̃y)(t) = 0, t ∈ [a, b]

y(a) = 0, y(b) = 0, y(τ) = 0

Следствием этого критерия являются следующие необходимые условия знакопостоянства
функции Грина.

Т е о р е м а 1. Если задача (1) однозначно разрешима и ее функция Грина сохраняет

знак, то в пространстве W 2 однозначно разрешимы следующие краевые задачи:
{

(Lx)(t) = 0, t ∈ [α, β], a 6 α < β 6 b,

x(α) = 0, x(β) = 0,
{

(Lx)(t) = 0, t ∈ [α, β], a < α < b,

x(α) = 0, ẋ(α) = 0,
(2)

{

(Lx)(t) = 0, t ∈ [α, β], a < β < b,

x(β) = 0, ẋ(β) = 0.
(3)
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Отметим, что в формулировке задач (2) и (3) равенства α = a и β = b невозможны. Пример,
подтверждающий этот факт, был найден среди обыкновенных дифференциальных уравнений.

Действительно, рассмотрим краевую задачу ẍ(t) −
2

t
ẋ(t) = 0, x(0) = 0, x(1) = 0. Эта задача

является сингулярной, но критерий Н.В. Азбелева знакопостоянства функции Грина перено-
сится на такие задачи практически дословно. Функция Грина рассматриваемой задачи имеет

вид G(t, s) =
t3 − s3

3s2
θ(t − s) −

t3(1 − s3)

3s2
, где θ(t) =

{

1, если t > 0,

0, если t < 0.
Очевидно, что G(t, s) < 0

при (t, s) ∈ (0, 1) × (0, 1). Однако задача ẍ(t) −
2

t
ẋ(t) = 0, ẋ(β) = 0, x(0) = 0, ẋ(0) = 0 имеет

нетривиальное решение x(t) = ct3 с произвольной постоянной c. Отметим, что все задачи вида

ẍ(t) −
2

t
ẋ(t) = 0, x(α) = 0, ẋ(α) = 0 при α > 0 однозначно разрешимы.
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