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К ВОПРОСУ О СТРУКТУРЕ МНОЖЕСТВ ПРИТЯЖЕНИЯ

В ТОПОЛОГИЧЕСКОМ ПРОСТРАНСТВЕ1

Исследуются конструкции расширений абстрактных задач о достижимости, реализуемые в классе ультрафиль-

тров широко понимаемых измеримых пространств.
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1. Исследуется абстрактная задача о достижимости в топологическом пространстве (ТП)
при наличии ограничений асимптотического характера на выбор решения. Рассматривается
представление множеств притяжения (МП) с использованием ультрафильтров широко пони-
маемых измеримых пространств. Излагаемый подход допускает аналогию с конструкциями
Дж. Варги в [1, гл. III] (точные, обобщённые и приближенные решения), отметим также ап-
проксимативные конструкции в теории дифференциальных игр (пошаговые и конструктивные
движения в формализации Н.Н. Красовского), существенно используемые при доказательстве
основополагающей теоремы об альтернативе Н.Н. Красовского и А.И. Субботина [2]. Ниже
используются элементы построений [3].

2. Через P(X) (через P ′(X)) обозначаем семейство всех (всех непустых) подмножеств мно-
жества X. Если A и B — множества, то BA есть def множество всех отображений из A в B; при

f ∈ BA и C ∈ P(A) f1(C)
△
= {f(x) : x ∈ C} ∈ P(B). Для всяких множеств X и Y, отображения

f ∈ Y X и семейства X ∈ P ′
(

P(X)
)

f1[X ]
△
= {f1(S) : S ∈ X} ∈ P ′

(

P(Y )
)

.

Если I — множество, то π[I]
△
= {L ∈ P ′

(

P(I)
)

| (∅ ∈ L)&(I ∈ L)&(A ∩ B ∈ L ∀A ∈ L ∀B ∈
L)} (множество всех π-систем в I с «нулём» и «единицей»). В частности, элементами π[I]
являются алгебры и полуалгебры подмножеств I, топологии на I. Отметим, в частности, что
при определении T3-пространства мы следуем [4]; имеется в виду T1-пространство, в котором
для каждой точки замкнутые окрестности образуют локальную базу. Через π̃o[I] обозначаем
множество всех L ∈ π[I] таких, что ∀L ∈ L ∀x ∈ I \ L ∃Λ ∈ L : (x ∈ Λ)& (Λ ∩ L) = ∅). Кроме
того, через Π[I] обозначаем множество всех полуалгебр подмножеств I; Π[I] ⊂ π̃o[I].

Если I ∈ π[I] и Y — непустое множество, то через Bo(I,I, Y ) обозначаем множество всех
ступенчатых (с конечным множеством значений) в смысле (I,I) отображений из Y I . Если r —
метрика на Y, то через B(I,I, Y, r) обозначаем множество всех равномерных в смысле (Y, r)
пределов последовательностей в Bo(I,I, Y ); отображения из B(I,I, Y, r) именуем ярусными в
смысле (I,I).

3. В пределах настоящего пункта фиксируем непустое множество I. Элементы множества

βo[I]
△
= {B ∈ P ′

(

P ′(I)
)

| ∀B1 ∈ B ∀B2 ∈ B ∃B3 ∈ B : B3 ⊂ B1 ∩ B2} суть базы фильтров (БФ)
I. Следуя [3], через F[I] и Fu[I] обозначаем множества всех фильтров и всех ультрафильтров

(у/ф) I соответственно; Fu[I| J ]
△
= {U ∈ Fu[I]| J ⊂ U}. Если B ∈ βo[I], то (I − fi)[B]

△
= {F ∈

P(I)| ∃B ∈ B : B ⊂ F} ∈ F[I]; если при этом t — топология I и x ∈ I, то B
t
⇒x означает, что

(I − fi)[B] содержит фильтр окрестностей точки x (введена сходимость БФ к x в ТП (I, t));

см. [5, гл. I]. При x ∈ I (I − ult)[x]
△
= {F ∈ P(I)|x ∈ F} ∈ Fu[I].

Если I ∈ π[I], то через F∗(I) и F∗
o(I) обозначаем, следуя [3, c. 118], множества всех фильтров

и всех у/ф пространства (I,I) соответственно;

F
∗
o(I|H)

△
= {U ∈ F

∗
o(I) | H ⊂ U} ∀H ∈ P ′(I).

При L ∈ I полагаем ΦI(L)
△
= {U ∈ F∗

o(I) | L ∈ U}. Тогда (UF)[I;I]
△
= {ΦI(L) : L ∈ I} есть база

хаусдорфовой топологии T
∗
I [I] непустого множества F∗

o(I); см. [3, (5.13)]. Если I — алгебра
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подмножеств I, то
(

F∗
o(I),T∗

I [I]
)

— компакт Стоуна. Если I ∈ π̃o[I], то
(

(I,I) − ult
)

[x]
△
= {J ∈

I | x ∈ J} ∈ F∗
o(I) ∀x ∈ I; более того, в этом случае множество {

(

(I,I)− ult
)

[y] : y ∈ I} всюду
плотно в

(

F∗
o(I),T∗

I [I]
)

.

4. Фиксируем непустое множество E в качестве пространства обычных решений. Пусть
L ∈ π[E] и (H, τ) есть T2-пространство (хаусдорфово ТП). Учитываем, что F∗

o(L) ⊂ βo[E], а
потому [5, гл. I] f1[U ] ∈ βo[H] при f ∈ H

E и U ∈ F∗
o(L);

Flim[E;L;H; τ ]
△
= {f ∈ H

E | ∀U ∈ F
∗
o(L) ∃h ∈ H : f1[U ]

τ
⇒h} ∈ P ′(HE). (1)

С учётом (1) и отделимости (H, τ) определяем при f ∈ Flim[E;L;H; τ ] оператор ϕlim[f ] ∈ H
F
∗

o
(L)

посредством условия:
f1[U ]

τ
=⇒ϕlim[f ](U) ∀U ∈ F

∗
o(L).

Если f ∈ Flim[E;L;H; τ ] и S ∈ P
(

F∗
o(L)

)

, то

ϕlim[f ]1(S) = {h ∈ H | ∃U ∈ S : f1[U ]
τ

=⇒h}; (2)

в частности, (2) имеет место при S = F∗
o(L | E), где E ∈ P ′(L).

П р е д л о ж е н и е 1. Если (H, τ) есть T3-пространство [4], то при f ∈ Flim[E;L;H; τ ]
оператор ϕlim[f ] непрерывен в смысле топологий T

∗
L[E] и τ.

Если L ∈ π̃o[E], то ϕlim[f ] ◦
(

(E,L − ult
)

[·] = f ∀f ∈ Flim[E;L;H; τ ]. Это свойство факти-
чески определяет продолжения отображений из множества Flim[E;L;H; τ ], которые в случае
T3-пространства (H, τ) оказываются непрерывными; они соответствуют операции обобщённого
предела.

В соответствии с [3, следствие 3.1] полагаем для всяких ТП (Y, θ), Y 6= ∅, отображения
g ∈ Y E и семейства E ∈ P ′

(

P(E)
)

, что

(as)[E;Y ; θ; g; E ]
△
= {y ∈ Y | ∃U ∈ Fo

u
[E | E ] : g1[U ]

θ
=⇒y}

(используем положения [5, гл. I]), получая МП в ТП (Y, θ). Если L ∈ π̃o[E], (H, τ) есть T3-
пространство, f ∈ Flim[E;L;H; τ ] и E ∈ P ′

(

P(E)
)

, то

ϕlim[f ]1
(

(as)
[

E; F∗
o(L);T∗

L[E];
(

(E,L) − ult
)

[·]; E
]

)

⊂ (as)[E;H; τ ; f ; E ]; (3)

в (3) можно использовать представление (2) при S = (as)[E; F∗
o(L);T∗

L[E];
(

(E,L) − ult
)

[·]; E ],
получая нижнюю оценку основного МП.

5. Полагаем в пределах данного пункта, что L ∈ Π[E] (тогда, в частности, L ∈ π̃o[E]); тогда
(

F∗
o(L),T∗

L[E]) — непустой компакт, а потому (см. предложение 1, [7, предложение 3.2])

(as)[E;H; τ ; f ; E ] = ϕlim[f ]1
(

(as)[E; F∗
o(L);T∗

L[E];
(

(E,L) − ult
)

[·]; E ]
)

∀E ∈ P ′
(

P(E)
)

.

Поскольку (as)[E; F∗
o(L);T∗

L[E];
(

(E,L) − ult
)

[·]; E ] = F∗
o(L| E) ∀E ∈ P ′(L), имеем следующее

положение

Т е о р е м а 1. Если f ∈ Flim[E;L;H; τ ] и E ∈ P ′(L), то

(as)[E;H; τ ; f ; E ] = ϕlim[f ]1
(

F
∗
o(L| E)

)

= {h ∈ H | ∃U ∈ F
∗
o(L | E) : f1[U ]

τ
=⇒h}.

Существо утверждения состоит в том, что мы имеем следующую аналогию с [1, гл. III]:
множества допустимых обобщённых элементов и (допустимых) приближенных решений здесь
могут быть отождествлены с F∗

o(L | E).
Пусть (H, ρ) — полное метрическое пространство, H 6= ∅. При f ∈ B(E,L, H, ρ) согласно [8,

определение 4.1] имеем оператор L[f ] ∈ HF
∗

o
(L) такой, что

∀U ∈ F
∗
o(L) ∀ε ∈]0,∞[ ∃U ∈ U : ρ

(

f(x),L[f ](U)
)

< ε ∀x ∈ U (4)
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(оператор предела по у/ф полуалгебры L). Пусть T есть def топология H, порождённая мет-
рикой ρ. Тогда из (4) следует, что

f1[U ]
T

=⇒L[f ](U) ∀f ∈ B(E,L, H, ρ) ∀U ∈ F
∗
o(L). (5)

Из (1), (5) имеем, что
(

(H = H
)

& (τ = T )
)

⇒
(

B(E,L, H, ρ) ⊂ Flim[E;L;H; τ ]
)

. Обобщим

данное положение: фиксируя непустое множество Γ, рассмотрим случай, когда H
△
= HΓ, а τ

есть топология тихоновской степени ТП (H,T ) с индексным множестом Γ (тогда (H, τ) есть T3-

пространство). При f ∈ H
E и γ ∈ Γ отображение f(·)(γ)

△
=

(

f(x)(γ)
)

x∈E
∈ HE есть компонента

f, отвечающая γ. С учётом этого полагаем, что

B⊗[E;L; H; ρ | Γ]
△
= {f ∈ H

E | f(·)(γ) ∈ B(E,L, H, ρ) ∀γ ∈ Γ}. (6)

Элементы множества (6) — отображения с ярусными компонентами, причём

g1[U ]
τ

=⇒
(

L[g(·)(γ)](U)
)

γ∈Γ
∀g ∈ B⊗[E;L; H; ρ | Γ] ∀U ∈ F

∗
o(L). (7)

Это означает, что B⊗[E;L; H; ρ | Γ] ⊂ Flim[E;L;H; τ ]. Тогда при g ∈ B⊗[E;L; H; ρ | Γ] определён
оператор ϕlim[g] ∈ H

F
∗

o
(L) и согласно (7)

ϕlim[g](U) =
(

L[g(·)(γ)](U)
)

γ∈Γ
∀U ∈ F

∗
o(L). (8)

З а м е ч а н и е 1. Если (fγ)γ∈Γ ∈ B(E,L, H, ρ)Γ, то отображение f ∈ H
E, для которого

f(x)
△
=

(

fγ(x)
)

γ∈Γ
∀x ∈ E, таково, что f(·)(γ̃) = fγ̃ ∀γ̃ ∈ Γ, а тогда f ∈ B⊗[E;L; H; ρ | Γ] и

ϕlim[f ](U) =
(

L[fγ](U)
)

γ∈Γ
∀U ∈ F∗

o(L). Мы получаем достаточно «широкий» и конструктив-

но определяемый класс отображений (см. (6)), которые могут использоваться в построениях,
приводящих к теореме 1.

6. Рассмотрим пример. В дальнейшем E
△
= [a, b], где a ∈ R, b ∈ R и a < b (здесь R — веще-

ственная прямая). Полагаем далее, что I
△
= {Λ ∈ P(E) | ∃c ∈ E ∃d ∈ E : (]c, d[⊂ Λ)&((Λ ⊂

[c, d])}; I ∈ Π[E]. В дальнейшем L есть def алгебра подмножеств E, порождённая полуалгеброй
I. Определены свободные [6] у/ф:

(

U
(−)
t

△
= {L ∈ L | ∃c ∈ [a, t[: [c, t[⊂ L} ∈ F

∗
o(L) ∀t ∈]a, b]

)

&

&
(

U
(+)
t

△
= {L ∈ L | ∃c ∈]t, b] : ]t, c] ⊂ L} ∈ F

∗
o(L) ∀t ∈ [a, b[

)

.

При этом F∗
o(L) = J−∪J+∪{

(

(E,L)−ult
)

[x] : x ∈ E}, где J−
△
= {U

(−)
t : t ∈]a, b]} и J+

△
= {U

(+)
t :

t ∈ [a, b[} (подробнее см. в [9]). Фиксируем E ∈ P ′(L) и полагаем Eo
△
=

⋂

L∈E

L,

T (−)[E ]
△
= {t ∈]a, b] | ∀L ∈ E ∃c ∈ [a, t[: [c, t[⊂ L}, T (+)[E ]

△
= {t ∈ [a, b[| ∀L ∈ E ∃c ∈]t, b] : ]t, c] ⊂ L}.

Тогда множества U
(−)
L

[E ]
△
= {U

(−)
t : t ∈ T (−)[E ]}, U

(+)
L

[E ]
△
= {U

(+)
t : t ∈ T (+)[E ]} и Eo таковы, что

F
∗
o(L | E) = U

(−)
L

[E ] ∪ U
(+)
L

[E ] ∪ {
(

(E,L) − ult
)

[x] : x ∈ Eo}.

При этом U
(−)
L

[E ] ⊂ J− и U
(+)
L

[E ] ⊂ J+. Фиксируем T2-пространство (H, τ), H 6= ∅, и Ψ ∈
Flim[E;L;H; τ ].

Односторонние пределы. При t ∈]a, b] ϕlim[Ψ](U
(−)
t ) ∈ H есть предел слева отображе-

ния Ψ в точке t относительно (H, τ). При θ ∈ [a, b[ ϕlim[Ψ](U
(+)
θ ) ∈ H есть предел справа

отображения Ψ в точке θ относительно (H, τ).
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З а м е ч а н и е 2. Уточним последние утверждения, полагая при h ∈ H, что Nτ (h)

есть фильтр всех окрестностей h в ТП (H, τ); см. [3, c. 115]. Если t ∈]a, b] и p
△
= ϕlim[Ψ](U

(−)
t ),

то
(

∀S ∈ Nτ (p) ∃δ ∈]0,∞[: Ψ(x) ∈ S ∀x ∈]t − δ, t[∩E
)

&

&
(

∀h ∈ H
(

∀S ∈ Nτ (h) ∃δ ∈]0,∞[: Ψ(x) ∈ S ∀x ∈]t − δ, t[∩E
)

=⇒ (h = p)
)

.

Аналогичным образом, если θ ∈ [a, b[ и q
△
= ϕlim[Ψ](U

(+)
θ ), то

(

∀S ∈ Nτ (q) ∃δ ∈]0,∞[: Ψ(x) ∈ S ∀x ∈]θ, θ + δ[∩E
)

&

&
(

∀h ∈ H
(

∀S ∈ Nτ (h) ∃δ ∈]0,∞[: Ψ(x) ∈ S ∀x ∈]θ, θ + δ[∩E
)

=⇒ (h = q)
)

.

П р е д л о ж е н и е 2. Если (H, τ) есть T3-пространство, то

(as)[E;H; τ ; Ψ; E ] = {ϕlim[Ψ](U
(−)
t ) : t ∈ T (−)[E ]} ∪ {ϕlim[Ψ](U

(+)
t ) : t ∈ T (+)[E ]} ∪ Ψ1(Eo).

Согласно замечанию 2 и предложению 2 существенная часть в построении МП (в приме-
ре) состоит в нахождении множеств T (−)[E ], T (+)[E ] и Eo, после чего в точках T (−)[E ] следует
определить предел слева отображения Ψ, в точках T (+)[E ] — предел справа, а в точках Eo —
значение Ψ; тем самым будут реализованы все элементы МП. Как уже отмечалось в предыду-
щем разделе, в качестве Ψ может использоваться (см. замечание 1) отображение, принимающее
значение в тихоновской степени ТП, метризуемого полной метрикой, и имеющее ярусные ком-
поненты (напомним, что, в частности, L ∈ Π[E] для рассматриваемого примера).
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