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В 1967 году В.М. Миллионщиков доказал [1], что всякая линейная система ẋ = A(t)x с ре-
куррентной матрицей A(t) приводима рекуррентным перроновским (ортогональным ляпунов-
ским) преобразованием x = P (t)y к системе ẏ = B(t)y с рекуррентной верхней треугольной
матрицей B(t).

В данной работе рассматривается система с последействием

ẋ(t) =

∫
0

−r
dA(t, s)xt(s), t ∈ R = (−∞,∞) (1)

с рекуррентной по t матричной функцией A(t, s) и исследуются условия, при которых суже-
ние системы (1) на любое конечномерное подпространство существенных (то есть имеющих
конечные показатели Ляпунова) решений асимптотически подобно некоторой системе обыкно-
венных дифференциальных уравнений с ограниченной матрицей коэффициентов. Здесь запись
xt означает функцию s → xt(s)

.
= x(t + s) переменного s ∈ [−r, 0] со значениями в R

n.

Доказанная в этой работе теорема дополняет исследования работ [2], [3].

§ 1. Основные определения и обозначения [2]

В системе (1) интеграл Стилтьеса рассматривается по переменной s при каждом фик-
сированном t, r > 0 и функция A : R× [−r, 0] → M(n, R) удовлетворяет естественным

условиям: функция (t, s) → A(t, s) ограничена в полосе R × [−r, 0], имеет ограниченную ва-
риацию по s, функция t → A(t, 0) равномерно непрерывна на R, A(t,−r) ≡ 0 и для любого
ε > 0 найдется такое δ > 0, что для всех |τ | 6 δ и всех t ∈ R выполнено неравенство∫

0

−r
|A(t + τ, s) − A(t, s)| d s 6 ε.

Далее систему (1) будем отождествлять с задающей ее функцией A, а пространство всех
систем A, удовлетворяющих естественным условиям, обозначать A.

В качестве пространства начальных функций рассматривается пространство S всех непре-

рывных функций u : [−r, 0] → R
n с L2 -нормой ‖u(·)‖2 =

(∫
0

−r
|u(s)|2ds

)1/2

.

Всякое решение t → x(t, t0, u) системы (1), удовлетворяющее при t ∈ [t0−r, t0] начальному
условию x(t) = u(t − t0), порождает движение t → xt(·, t0, u)

.
= xt(t0, u) в пространстве S,

t > t0 (при t0 = 0 вместо xt(·, 0, u) пишем xt(u) ). Таким образом, при всех t0 6 τ 6 t имеет
место равенство xt = X(t, τ)xτ , где X(t, τ) : S → S — оператор Коши системы (1).

Для u ∈ S определим L2 -показатель Ляпунова

κ(u) = lim
t→∞

ln ‖xt(u)‖2

t
, κ(0)

.
= −∞.

Тогда множество S
− .

= {u ∈ S : κ(u) = −∞} образует линейное подпространство в S. Пусть
S

+ — прямое дополнение подпространства S
− до пространства S, то есть S = S

+ ⊕ S
−.

Тогда если u ∈ S
+ и u 6= 0, то κ(u) > −∞.

Зафиксируем в S
+ линейное подпространство S

p
0

размерности p и построим движение
t → xt(S

p
0
)

.
= S

p
t пространства S

p
0
. Будем говорить, что это движение порождено сужением

системы A на подпространство S
p
0
. Такое сужение обозначим (A, S

p
0
).

Наряду с системой (A, S
p
0
) будем рассматривать систему обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений

ẏ = B(t)y, t > 0, y ∈ R
p (2)
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с непрерывной на полуоси R+ матричной функцией t → B(t). Будем далее отождествлять си-
стему (2) с задающей ее матрицей B и называть системой B. По аналогии с подпространством
S

p
t , введем в рассмотрение линейное пространство R

p
t размерности p с базисом y1(t), . . . , yp(t),

образующем столбцы матрицы Коши Y (t, τ) системы B при τ = 0.
Пусть L(Sp

t , R
p
t ) — пространство линейных операторов из S

p
t в R

p
t с нормой ‖ · ‖L2→Rp .

О п р е д е л е н и е 1. Функцию t → L(t) ∈ L(Sp
t , R

p
t ) будем называть обобщенным

ляпуновским преобразованием систем (A, S
p
0
) и B, если:

1) функция t → L(t) непрерывна на R+;
2) при t > 0 оператор L(t) является гомеоморфизмом пространств S

p
t и R

p
t ;

3) выполнено неравенство sup
t>0

(
‖L(t)‖L2→Rp + ‖L−1(t)‖Rp→L2

)
< ∞.

Будем говорить также, что система (A, S
p
0
) приводима обобщенным ляпуновским преобразо-

ванием L к системе B, или что системы (A, S
p
0
) и B асимптотически подобны.

§ 2. Приводимость рекуррентной системы с последействием [3]

О п р е д е л е н и е 2. Функцию (t, s) → A(t, s) (или, что эквивалентно, систему
A ∈ A) , будем называть рекуррентной (по переменной t ), если для любых ε > 0 и T > 0
множество

ΘA(ε, T )
.
= {ϑ ∈ R : max

|t|6T

(
|A(t + ϑ, 0) − A(t, 0)| +

∫
0

−r
|A(t + ϑ, s) − A(t, s)| ds

)
6 ε}

относительно плотно на прямой R.

При каждом s ∈ [−r, 0] сдвиг функции t → A(t, s) на константу τ обозначим Aτ (t, s).
Пусть далее, R(A) — замыкание множества {Aτ (t, s) : τ ∈ R} сдвигов функции A , пони-
маемое в следующем смысле: Â ∈ R(A) в том и только в том случае, если для некоторой
последовательности {τi}

∞
i=1 и любых ε > 0 и T > 0 найдется такой номер i0, что для всех

i > i0 выполнено неравенство

max
|t|6T

(
|Aτi

(t, 0) − Â(t, 0)| +

∫
0

−r
|Aτi

(t, s) − Â(t, s)| ds
)

6 ε.

Для каждой системы Â ∈ R(A) полный набор L2 -показателей Ляпунова системы (Â, S
p
0
)

обозначим λ1(Â), . . . , λp(Â). Будем считать, что λ1(Â) 6 . . . 6 λp(Â).

Т е о р е м а 1. Пусть S
p
0
⊆ S

+, система A ∈ A рекуррентна и для всех Â ∈ R(A) и

некоторой константы κ > −∞ выполнено неравенство λ1(Â) > κ. Тогда найдутся система

B с непрерывной и ограниченной на R верхней треугольной матрицей B(t) и рекуррентное

обобщенное ляпуновское преобразование L, приводящее систему (A, S
p
0
) к системе B.
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