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ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

С ОБОБЩЕННЫМИ ФУНКЦИЯМИ В ПРОСТРАНСТВЕ T ′

Введение

Рассмотрение обыкновенных дифференциальных уравнений с обобщенными функциями
в пространстве обобщенных функций T ′ позволяет сделать запись уравнения корректной, и
формализовать в рамках теории обобщенных функций классический подход, предполагающий
учет способа приближения обобщенных функций обычными функциями.

§ 1. Обобщенные функции с динамическими основными функциями

1. Пусть I ⊂ R — открытый интервал, в общем случае неограниченный, J
.
= [−1

2 , 1
2 ] .

Обозначим через F(J) алгебру функций J → R . Назовем динамической функцией (д.ф.)
отображение f : I → F(J) . Множество д.ф. dF = dF(I) образует алгебру относительно
поточечных операций. Значение f(t)(·) назовем динамическим значением. В случае, если
f(t)(·) постоянно, назовем f(t) ≡ f(t)(·) обычным значением. Если F = F(I) — алгебра
функций I → R , то определено вложение F ⊂ dF . Определим композицию g ∈ F , f ∈ dF

как (g◦f)(t)(·) = g(f(t)(s)) . Назовем c ∈ R пределом д.ф. f справа в точке τ , если для каж-
дого ε > 0 найдется η > 0 такое, что supt∈(τ,τ+η), s∈J |c − f(t)(s)| < ε . обозначим f(τ+)

.
= c

Аналогично определяется предел слева f(τ−) .
Пусть dG ⊂ dF — банахова алгебра д.ф., которые обладают односторонними пределами

f(t+) , f(t−) , f(t)(s+) , f(t)(s−) ( t ∈ I , s ∈ J ). Алгебра dG банахова относительно нормы
‖f‖dG

.
= supt∈I, s∈J |f(t)(s)| . Если C = C(I) — банахова алгебра ограниченных непрерывных

функций, то C ⊂ dG [1]. Пусть D(f) = {t ∈ I : f(t)(·) 6≡ const} . Тогда D(f) не более
чем счетно [1], и можем положить f̂(t) = f(t) на I \ D(f) . Носитель f ∈ dG определяется
равенством

supp(f)
.
= cl{t ∈ I : t ∈ D(f) или f(t) 6= 0}.

Пусть sG ⊂ dG — алгебра динамических функций таких, что f(t)(·) ∈ AC(J) и
f(t−) = f(t)(−1/2) , f(t+) = f(t)(1/2) ( t ∈ I ). Пусть sBV ⊂ sG — алгебра динамических
функций таких, что f̂ ∈ BV(I) и

∑

τ∈D(f)

vars∈J(f(t)(s)) < ∞.

Полагаем f ∈ sBVloc , если для каждого отрезка [c, d] ⊂ I сужение f |(c,d) ∈ sBV(c, d) .

2. Определим пространство динамических основных функций T
.
= {ϕ ∈ dG : supp(ϕ) —

компакт} ; ϕk → ϕ в T тогда и только тогда, когда ϕk → ϕ в dG и supp(ϕk) ⊂ C ( k ∈ N ),
C ⊂ I — компакт. Тогда D

.
= {ϕ ∈ C : supp(ϕ) — компакт} ⊂ T . Пространство обобщенных

функций D′ ( T ′ ) определяется как топологическое сопряженное к D ( T ). Каждая обобщен-
ная функция из D′ допускает продолжение с D на T [1].

Каждая f ∈ Lloc определяет регулярную обобщенную функцию f ∈ T ′ :

(f, ϕ) =

∫

I

f(t)ϕ̂(t)dt (ϕ ∈ T ).

Дельта-функция δα
τ ∈ T ′ определяется равенством

(δα
τ , ϕ) =

∫

J

ϕ(τ)(s)α(s)ds (ϕ ∈ T ),
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где α ∈ L(J) ,
∫

J
α(t)dt = 1 — форма дельта-функции. Для ϕ ∈ D имеем (δα

τ , ϕ) = ϕ(τ), то
есть δα

τ — продолжение классической дельта-функции c D на T .
Определим произведение обобщенной функции f ∈ T ′ и разрывной функции g ∈ dG как

(gf, ϕ) = (f, gϕ),

где ϕ ∈ T , gϕ ∈ T , так что операция умножения коммутативна, ассоциативна и непрерывна.
Определим производную g ∈ sBV в T ′ с помощью равенства ( ϕ ∈ T )

(ġ, ϕ) =

∫

I

ϕ̂(t)dĝc(t) +
∑

τ∈D(g)

∫

J

ϕ(τ)(s)(g(τ)(s))·sds.

В T ′ справедлива формула Лейбница дифференцирования произведения.
Пусть L

n , sBV
n
loc , T n′ — пространства векторно-значных (динамических, обобщенных)

функций с операциями и сходимостью, определяемыми покомпонентно.

§ 2. Дифференциальные уравнения с обобщенными функциями

Пусть G ⊂ I × R
n открыто. Рассмотрим начальную задачу

ẋ = f(t, x) + g(t, x)v, x(t0−) = x0, (1)

где (t0, x0) ∈ G , функция f : G → R
n удовлетворяет условиям Каратеодори по (t, x) ∈ G

и липшицева по x , функция g : G → R
n×n непрерывна по t и липшицева по x . Решени-

ем задачи (1) называется д.ф. x ∈ sBV
n
loc(Ω) , удовлетворяющая (1) в T n′(Ω) , где Ω ⊂ I —

открытый интервал. Обычным решением задачи (1) называется функция x̂ ∈ BV
n
loc(Ω) . Обоб-

щенная функция v = u̇ ∈ T n′ , u ∈ sBV
n
loc . Пусть u(t+)−u(t−) 6= 0 для всех t ∈ D(u) . Тогда

v = ˙̂uc +
∑

τ∈D(u)

〈

u(t+) − u(t−), δατ

τ

〉

,

где 〈, 〉 — покомпонентное произведение в R
n , (δατ

τ , ϕ) =
(

(δ
αi

τ

τ , ϕ)
)n

i=1
, ατ = (αi

τ )ni=1 ∈ L
n(J) .

Найдется h > 0 такое, что решение начальной задачи для (1) существует в sBV
n(t0−h, t0 +h)

и совпадает со всяким другим решением на общем интервале определения.
Если x ∈ sBV

n
loc(Ω) — решение, x̂ ∈ BV

n
loc(Ω) — обычное решение, то

x̂(t) = x0 +

∫ t

t0

f
(

r, x̂(r)
)

dr +

∫ t

t0

g
(

r, x̂(r)
)

dûc(r)+

+
∑

τ<t

(

γτ (1/2) − x̂(τ−)
)

−
∑

τ<t0

(

γτ (1/2) − x̂(τ−)
)

, (2)

где t ∈ Ω , D(u) = {τ} ⊂ Ω , динамическое значение x(τ)(·) = γτ (·) может быть найдено из

γ̇τ (s) = g
(

τ, γτ (s)
)〈

u(τ+) − u(τ−), ατ (s)
〉

, γτ (−1/2) = x̂(τ−) (3)

где x(τ−) = x̂(τ−) , x(τ+) = x̂(τ+)
.
= γτ (1/2) . Обратно, если x ∈ sBV

n
loc(Ω) удовлетворяет

(2)(3), то x — решение начальной задачи (1).
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