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ПОЛНОТА КОРНЕВЫХ ВЕКТОРОВ НЁТЕРОВЫХ ОПЕРАТОРОВ

Пусть B — комплексное банахово пространство, пространство D ⊂ B изоморфно прямо-
му произведению B × Cn . Примеры таких пространств D см. в [1]. Нётерово отображение
G : B → D индекса (−n) в работе [2] названо G -отображением. Пусть δ : D → B и Λ : B → D
есть нётеровы отображения индекса соответственно n и (−n) , причём произведение δΛ есть
тождественное отображение I в пространстве B , r1, . . . , rn — дефектные линейно независи-
мые функционалы отображения Λ . Известно [1], что G : B → D есть G -отображение в том и
только том случае, когда δG есть фредгольмово (нётерово индекса нуль) отображение в B , а
функционалы rjG, j = 1, . . . , n ограничены. Представление о широте класса G -отображений
дают примеры, приведённые в работе [1]. Пусть инъекция Λ , порождающая пространство D ,
принадлежит классу Шэттена S

s
q(B) при q > q0 > 1 . В этом случае все G -отображения

будут вполне непрерывными операторами, принадлежащими тому же классу Шэттена. На
основе теоремы работы [3] доказаны следующие утверждения о полноте корневых векторов
нётеровых операторов в пространстве B .

Т е о р е м а 1. Пусть G : B → D есть инъективное G -отображение с линейно неза-

висимыми дефектными функционалами l1, . . . , ln . Пусть, далее, существует такой линей-

ный ограниченный оператор L : D → B , что сужение L оператора L на подпространство

D0 = ∩n
i=1 Ker li есть дискретный спектральный оператор в B , собственные значения λ ко-

торого, за исключением конечного числа точек, являются простыми полюсами резольвенты

и лежат в некоторой полосе |Imλ| 6 const . Если для некоторого регулярного значения µ
разность δG− δ(L−µI)−1 вполне непрерывна, то G имеет полную в B систему корневых

векторов. Кроме того, существует не менее ν = max{dim Ker(G−λI) : λ ∈ σ(G)} элементов

f1, . . . , fν из B таких, что линейная оболочка семейства {Gkfj : j = 1, . . . , ν, k = 0, 1, . . . }
плотна в B .

Т е о р е м а 2. Пусть инъекция Λ : B → B, порождающая пространство D, имеет

вещественный спектр и её резольвента допускает оценку ‖(Λ−λI)−1 6 γ|Imλ|−1(Imλ 6= 0).
Пусть, далее, для линейного ограниченного оператора L : D → B имеет место разложе-

ние LΛ = I − F1 + F2, где F1 : B → B такой линейный ограниченный оператор, что

‖F1‖ < (γ cosec π
2q0

+ 2)−1 , а линейный оператор F2 : B → B вполне непрерывен. Если

краевая задача Lx = f, rj(x) = 0, j = 1, . . . , n при f = 0 имеет лишь тривиальное ре-

шение, то она однозначно разрешима в D при любом f ∈ B , и оператор Грина этой за-

дачи имеет полную в B систему корневых векторов. Кроме того, существует не менее

ν = max{dim Ker(G − λI) : λ ∈ σ(G)} элементов f1, . . . , fν из B таких, что линейная

оболочка семейства {Gkfj : j = 1, . . . , ν, k = 0, 1, . . . } плотна в B .

Обратимся к иллюстрации сформулированных утверждений.
Возьмём в качестве B банахово пространство Lµ

p суммируемых на [a, b] со степенью p > 1
вектор-функций x : [a, b] → Cµ . Пусть D — пространство вектор-функций x ∈ Lµ

p с абсолют-
но непрерывной (m − 1) -й производной и m -й производной x(m) ∈ Lµ

p . Изоморфизм между
D и Lµ

p × Cm, n = mµ определим формулой Тейлора

x(t) =

∫ t

a

(t − s)m−1

(m − 1)!
x(m)(s) ds +

m−1∑
j=1

x(j)(a)

j!
(t − a)j .

Можно показать, что оператор, порождённый в пространстве Lµ
p дифференциальным выра-

жением Lx = (−1)m/2x(m) и периодическими краевыми условиями, удовлетворяет теореме 1.
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Пусть оператор T1 : Lµ
p → Lµ

p вполне непрерывен, а T2 : ACm−2[a, b] → Lµ
p ограничен.

Здесь ACm−2[a, b] — обычное банахово пространство вектор-функций с абсолютно непрерыв-
ной (m − 2) -й производной. Если краевая задача

(−1)m/2x(m) + T1x
(m) + T2x = f, x(j)(a) = x(j)(b), j = 0, . . . ,m − 1

при f = 0 имеет только тривиальное решение, то оператор Грина G этой задачи суще-
ствует и имеет полную в Lµ

p систему корневых векторов. Кроме того, существует не менее
ν = max{dim Ker(G− λI) : λ ∈ σ(G)} элементов f1, . . . , fν из B таких, что линейная оболоч-
ка семейства {Gkfj : j = 1, . . . , ν, k = 0, 1, . . . } плотна в B .

Следующий пример относится к краевой задаче с квазипроизводной.
Пусть B есть гильбертово пространство L2[a, b] сумируемых с квадратом на [a, b] ска-

лярных функций, инъекция Λ : B → B задаётся равенством (Λf)(t) =
∫ b
a W (t, s)f(s) ds , где

непрерывное симметричное ядро при s 6 t определяется как W (t, s) = w(s)(w(t)−w(b) . Здесь

w(t) =

∫ t

a
h(s) ds/(

∫ b

a
h(s) ds)1/2,

а h(s) — вещественнозначная суммируемая на [a, b] функция, для которой
∫ b
a h(s) ds > 0. Рас-

ширение образа ΛB произведём за счёт подпространства E с базисом u1 = 1, u2 = w . Про-
странство D = ΛB ⊕ E представляет собой совокупность абсолютно непрерывных функций,
для которых существует суммируемое с квадратом дифференциальное выражение
δx = (x

′

/h)
′

.
Оператор Λ вполне непрерывен как оператор, действующий из B в пространство AC[a, b]

абсолютно непрерывных на [a,b] функций, снабжённое нормой ‖x‖ = x(a) +
∫ b
a |x

′

(s)| ds .
Пусть F : B → B,T : AC[a, b] → B — линейные ограниченные операторы, причём

‖F‖ < 1/3 . Если краевая задача

Lx ≡ (I − F )δx + Tx = f, x(a) = x(b)

при f = 0 имеет только тривиальное решение, то оператор Грина G этой задачи существу-
ет и имеет полную в L2[a, b] систему корневых векторов. Кроме того, существует не менее
ν = max{dim Ker(G − λI) : λ ∈ σ(G)} элементов f1, . . . , fν из B таких, что линейная обо-
лочка семейства {Gkfj : j = 1, . . . , ν, k = 0, 1, . . . } плотна в B .
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