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О ГЛОБАЛЬНОМ УПРАВЛЕНИИ ПОКАЗАТЕЛЯМИ ЛЯПУНОВА
ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ В НЕВЫРОЖДЕННОМ СЛУЧАЕ

Рассмотрим линейную управляемую систему

ẋ = A(t)x + B(t)u, x ∈ R
n, u ∈ R

m, t > 0, (1)

с ограниченными кусочно-непрерывными коэффициентами. Если управление u в системе (1)
задано по принципу линейной обратной связи u = U(t)x , где m× n -матрица U также пред-
полагается ограниченной и кусочно-непрерывной, то (1) переходит в однородную замкнутую
систему с ограниченными кусочно-непрерывными коэффициентами

ẋ =
(
A(t) + B(t)U(t)

)
x, x ∈ R

n, t > 0, (2)

и показателями Ляпунова [1, с. 245] λ1(A+BU) 6 . . . 6 λn(A+BU) . В системе (2) матрица U

(коэффициент обратной связи) может, в свою очередь, рассматриваться как новый управляю-
щий параметр. Таким образом, естественно возникает задача глобального управления характе-
ристическими показателями Ляпунова, в которой требуется построить для системы (1) такую
обратную связь u = U(t)x , которая обеспечила бы равенства λi(A + BU) = µi , i = 1, n ,
где µ1 6 . . . 6 µn — заранее заданные вещественные числа. Эта задача является обобщением
широко известной задачи о назначении спектра на случай нестационарных систем.

Существуют различные трактовки такого обобщения, см. например [2, с. 41], [3, с. 303–305].
Одна из них предложена Е.Л. Тонковым и заключается в использовании свойства равномерной
полной управляемости [4, 5] системы (1). В [6] при условии равномерной полной управляемости
системы (1) была доказана глобальная управляемость показателей системы (2) в том случае,
когда матрица B кусочно равномерно непрерывна.

Если матрица B(t) квадратная и является обратимой при всех t > 0 , причем B−1(t) огра-
ничена на всей положительной полуоси, то, независимо от характера непрерывности матрицы
B , система (2), замкнутая управлением Ũ(t) = B−1(t)

(
diag(µ1, . . . , µn)−A(t)

)
, преобразуется

к виду
ẋ = diag(µ1, . . . , µn)x, x ∈ R

n, t > 0,

при этом, очевидно, будут справедливы равенства λi(A + BŨ) = µi , i = 1, n .
В докладе рассматривается вопрос о снятии условия кусочной равномерной непрерывности

матрицы B в доказательстве глобальной управляемости показателей системы (2).
Введем необходимые обозначения. Пусть Mn — пространство вещественных матриц раз-

мерности n×n со спектральной операторной нормой, т.е. нормой, индуцируемой на Mn евкли-
довой нормой в R

n ; E ∈ Mn — единичная матрица.
Для произвольной матрицы H = {hij}

n
i,j=1

∈ Mn обозначим через (H)k ∈ Mk ее ведущую
главную подматрицу [7, с. 479] порядка k , т.е. матрицу, составленную из элементов, стоящих
в первых k столбцах и строках.

Зафиксируем число ρ > 0 и положим H(ρ) := {H ∈ Mn : det(H)i > ρ, i = 1, n } —
множество матриц H ∈ Mn , для определителей всех ведущих главных подматриц которых
выполняется неравенство det(H)i > ρ , i = 1, n .

В дальнейшем матричное управление U будем считать допустимым, если оно является
кусочно-непрерывной и ограниченной на числовой прямой функцией со значениями в Mn .
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Т е о р е м а 1. Если для системы (1) существуют такие числа σ > 0 и α > 0 , что
при всех t0 > 0 выполнено неравенство

t0+σ∫

t0

|det B(τ)| dτ > α,

то существует такая величина θ = θ(ρ) > 0 , что при любом t0 > 0 для всякой матрицы
H ∈ H(ρ) найдется допустимое управление U , при любом t ∈ [t0, t0 + σ] удовлетворяю-
щее оценке ‖U(t)‖ 6 θ‖H − E‖ и обеспечивающее для матрицы Коши системы (2) с этим
управлением выполнение равенства

XU (t0 + σ, t0) = X(t0 + σ, t0)H,

где X(t,s), t, s ∈ R — матрица Коши системы (2) с нулевым управлением.

Т е о р е м а 2. Если выполняются условия теоремы (1), то для любых вещественных
чисел µ1 6 . . . 6 µn существует такое допустимое управление U , что для показателей
Ляпунова системы (2) с этим управлением имеют место равенства

λi(A + BU) = µi, i = 1, n.

В доказательстве этих теорем используются методы, предложенные в [6].
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