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НЕЛИНЕЙНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА
С ОПЕРЕЖЕНИЕМ И ЗАПАЗДЫВАНИЕМ1

§ 1. Постановка задачи

Рассматривается система нелинейных дифференциальных уравнений с опережением и за-
паздыванием следующего вида

ẋ(t) = F
(

t, x(t), x(t − τ), x(t+ τ)
)

, a 6 t 6 b, (1.1)

где τ — величина запаздывания и опережения (величины запаздывания и опережения счита-
ются одинаковыми), −∞ < a < b < +∞ , n ∈ N , F — n -мерная вектор-функция, определен-
ная на множестве [a, b] × R

n × R
n × R

n , удовлетворяющая следующим условиям:
1) F — непрерывна по совокупности аргументов на [a, b] × R

n × R
n × R

n ;
2) F — липшицева по второму, третьему и четвертому аргументам, т.е. существуют такие неот-
рицательные константы Lx, Ly, Lz, что для любых x1, x2 ∈ R

n, y1, y2 ∈ R
n, z1, z2 ∈ R

n,
выполняется неравенство:

‖ F (t, x1, y1, z1) − F (t, x2, y2, z2) ‖ 6 Lx ‖x1 − x2‖ + Ly ‖y1 − y2‖ + Lz ‖z1 − z2‖.

Пусть заданы также какой-нибудь элемент x0 ∈ R
n и какие-нибудь непрерывные n -

мерные вектор-функции ϕ(·) и ψ(·) , определенные на промежутках [a − τ, a) и (b, b + τ ]
соответственно. Будем считать, что вектор-функция ϕ(·) имеет конечный односторонний пре-
дел в точке t = a , а вектор-функция ψ(·) имеет конечный односторонний предел в точке t = b
(можно считать, что функции ϕ(·) и ψ(·) доопределены соответственно в точках a и b по
непрерывности). Пусть также l = b− a > τ > 0 .

Под решением системы (1.1) будем понимать кусочно-непрерывную n -мерную вектор-
функцию x = x(t) , a − τ 6 t 6 b + τ , которая непрерывна на отрезке [a, b] , почти во
всех точках этого отрезка дифференцируема и удовлетворяет системе (1.1), в точке t = a
принимает значение x0 , на промежутке [a− τ, a) совпадает с функцией ϕ(·) , а на промежут-
ке (b, b+ τ ] совпадает с функцией ψ(·)

x(t) = ϕ(t), a− τ 6 t < a; x(a) = x0; x(t) = ψ(t), b < t 6 b+ τ. (1.2)

Требуется исследовать вопрос о существовании и единственности решения краевой зада-
чи (1.1) – (1.2), исследовать свойства решения, а также разработать методы приближенного
нахождения этого решения.

§ 2. Теорема существования и единственности

Т е о р е м а 1. Если при некотором λ > 0 выполняется условие

σλ =
[

Lx

1 − e−λl

λ
+ Ly

e−λτ − e−λ(l+τ)

λ
+ Lz

eλτ − eλ(τ−l)

λ

]

< 1 ,

то краевая задача (1.1) – (1.2) имеет единственное решение. Имеет место непрерывная

зависимость решения (в равномерной метрике) от начальных данных: начального состояния

x0 , начальной функции ϕ и финальной функции ψ , при варьировании последних в нормах

пространств R
n , C[a, a− τ ] и C[b, b+ τ ] соответственно.

1Работа поддержана РФФИ (проект № 05-01-00330).
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§ 3. Численное моделирование

Проведем дискретизацию задачи, используя явную схему Эйлера. Для простоты будем
считать, что b − a = kτ , k ∈ N . В схеме Эйлера будем использовать постоянный шаг дис-
кретизации ∆ , пусть для простоты он входит целое число раз в величину запаздывания, т.е.
∆ = τ/m , где m ∈ N . Тогда b = a+ τk = a+ ∆km = a+ ∆p , где p = km .

Введем сеточное разбиение отрезка [a− τ, b+ τ ] точками ti ∈ {ti}
p+m
i=−m :

ti = a+ ∆ · i ( t
−m = a− τ, ... , t0 = a, ... , tp = b, ... , tp+m = b+ τ ).

Обозначим

ϕ(ti) = ϕi , i = −m, ... ,−1 ; ψ(ti) = ψi , i = p+ 1, ... , p+m .

Пусть x(t) — точное решение задачи (1.1) – (1.2). Будем искать приближение

ui ≈ xi = x(ti) ( ui
k ≈ xi

k = xk(ti) , k = 1, ..., n ) , i = 1, ..., p .

Исходное дифференциальное уравнение аппроксимируем разностной схемой

ui+1 = ui + ∆F
(

ti, u
i, ui−m, ui+m

)

, i = 0, ... , p − 1 .

Получаем систему нелинейных уравнений для нахождения неизвестных ui, i = 1, ..., p :















































u−m = ϕ−m

· · ·
u−1 = ϕ−1

u0 = x0

ui+1 = ui + ∆F
(

ti, u
i, ut−τ , ut+τ

)

, i = 0, ... , p - 1 ,
up+1 = ψp+1

· · ·
up+m = ψp+m .

Эту систему представим в виде U = G(U) и для ее решения воспользуемся методом про-
стых итераций: Uk+1 = G(Uk) . Указываются некоторые условия, при которых этот численный
метод сходится к точному решению.
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