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ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ СЛАБЫХ РЕШЕНИЙ
СТОХАСТИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ

Рассмотрим стохастическое дифференциальное включение

dx(t) ∈ f(t, x(t)) dt + g(t, x(t)) dW (t), x ∈ R
d (1)

с измеримыми по Борелю многозначными отображениями f : R+ × R
d → cl(Rd) ,

g : R+ × R
d → cl(Rd×d), f = (f i), i = 1, . . . , d, g = (gij), i, j = 1, . . . , d.

Для отображения h : R+ × R
d → cl(R) , непрерывного по переменным (xαl+1

, . . . , xαd
) при

каждых фиксированных (t, xα1
, . . . , xαl

) , построим множество Hh =
{

(t, xα1
, . . . , xαl

)
∣

∣ для
любой открытой в R+ × R

l окрестности U(t, xα1
, . . . , xαl

) точки (t, xα1
, . . . , xαl

) существует
a > 0 , что

∫

U(t,xα1
,...,xαl

)

sup
(xαl+1

,...,xαd
)∈B2(0,a)

(

inf
y(t,x)∈g(t,x)

detσα1,...,αl
(τ, x1, . . . , xd)

)

−1
dτ dxα1

. . . dxαl
= ∞

}

,

где σα1,...,αl
(t, x1, . . . , xd) =





yα1

. . .

yαl



 (yT
α1

. . . yT
αl

) , yαi
− αi -я строка матрицы y , являющейся

селектором отображения g , B2(0, a) =
{

(xαl+1
, . . . , xαd

)
∣

∣

√

x2
αl+1

+ . . . + x2
αd

6 a
}

.

Построим отображения

F i(t, x) =
⋂

δ>0

co f i
(

t, [x]δ
)

, Aij(t, x) =
⋂

δ>0

co σij
(

t, [x]δ
)

, i, j = 1, . . . , d,

где σ(t, x) =
{

y(t, x)yT (t, x)
∣

∣ y(t, x) ∈ g(t, x)
}

, σ = (σij), i, j = 1, . . . , d .
Пусть

A
ij
0 (t, x) =

{

σij(t, x), (t, x) ∈ Hc
σij × R

d−l,

Aij(t, x), (t, x) ∈ Hσij × R
d−l,

F i
0(t, x) =

{

f i(t, x), (t, x) ∈ Hc
f i × R

d−l,

F i(t, x), (t, x) ∈ Hf i × R
d−l,

A0(t, x) =
(

A
ij
0 (t, x)

)

, i, j = 1, . . . , d, F0(t, x) =
(

F i
0(t, x)

)

, i = 1, . . . , d,

G0(t, x) =
{

b
1

2 (t, x)
∣

∣ b(t, x) ∈ A0(t, x)
}

, где Hf i , Hσij — множества, описанные выше,

Hc
f i =

{

(t, xi1 , . . . , xil)
∣

∣ t ∈ R+, xi1 ∈ R, . . . , xil ∈ R
}

\Hf i ,

Hc
σij =

{

(t, xij1 , . . . , xijl
)
∣

∣ t ∈ R+, xij1 ∈ R, . . . , xijl
∈ R

}

\Hσij .

Под β -слабым решением включения (1) понимаем процесс x(t) , заданный на некотором
вероятностном пространстве (Ω,F , P ) с потоком σ -алгебр Ft , такой, что

1) существует (Ft) -момент остановки e : Ω → [0,+∞] ;
2) процесс x(t)1[0,e)(t) (Ft) -согласован и имеет непрерывные траектории при t < e , где

1D — характеристическая функция множества D ;
3) существует (Ft) -броуновское движение W (t) , W (0) = 0 п. н.;
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4) существуют процессы v(t), u(t) , заданные на (Ω,F , P ) , такие, что процессы v(t)1[0,e)(t) ,
u(t)1[0,e)(t) измеримы, (Ft) -согласованы и для (µ × P ) -почти всех (t, ω) ∈ R+ × Ω

v(t)1[0,e)(t) ∈ F0

(

t, x(t, ω)
)

1[0,e)(t),

u(t)1[0,e)(t) ∈ G0

(

t, x(t, ω)
)

1[0,e)(t);

5) с вероятностью 1 для всех t ∈ [0, e)

x(t) = x(0) +

t
∫

0

v(τ)dτ +

t
∫

0

u(τ)dW (τ).

Т е о р е м а 1. Если отображения f, g измеримы по Борелю и локально ограничены,

то для любой заданной вероятности ν на
(

R
d,B(Rd)

)

включение (1) имеет β -слабое ре-

шение с начальным распределением ν .
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