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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ СИНГУЛЯРНЫХ ЧИСЕЛ ОПЕРАТОРА
МОНОДРОМИИ В ЗАДАЧЕ УСТОЙЧИВОСТИ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ
СИСТЕМЫ С ПОСТОЯННЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Раcсмотрим линейное периодическое дифференциальное уравнение с запаздыванием

dx(t)

dt
= A(t)x(t) +B(t)x(t− ω), (1)

где x : R → R
n, ω > 0, A и B — ω -периодические кусочно непрерывные матричные

функции, detB(t) 6= 0 при t ∈ [0, ω].

У т в е р ж д е н и е 1 ([1,2]). Для асимптотической устойчивости периодического

дифференциального уравнения с запаздывающим аргументом (1) необходимо и достаточно,

чтобы все собственные числа оператора монодромии имели модули меньше единицы.

Оператор монодромии действует в пространстве C([−ω, 0],Rn) и определяется формулой
(Uϕ)(ϑ) = x(ω + ϑ,ϕ), ϑ ∈ [−ω, 0] , где x(ω + •, ϕ) — отрезок решения системы (1), соот-
ветствующий начальному моменту t0 = 0 и начальной функции ϕ ∈ C([−ω, 0],Rn) [2,3]. Зна-
чения оператора монодромии являются решениями начальной задачи Коши x(0, ϕ) = ϕ(0)
для уравнения

dx(ω + ϑ,ϕ)

dϑ
= A(ϑ)x(ω + ϑ,ϕ) +B(ϑ)ϕ(ϑ), ϑ ∈ [−ω, 0].

Находя их, получим следующее представление оператора

(Uϕ)(ϑ) = X(ϑ)ϕ(0) +

ϑ
∫

−ω

X(ϑ)X−1(s)B(s)ϕ(s)ds, ϑ ∈ [−ω, 0], (2)

где X (X(−ω) = In) — нормированная фундаментальная матрица системы обыкновенных
дифференциальных уравнений

dx

dϑ
= A(ϑ)x, ϑ ∈ [−ω, 0]

Оператор монодромии U допускает продолжение по непрерывности из пространства
C([−ω, 0],Rn) в гильбертово пространство H со следующим скалярным произведением

(ϕ,ψ) = ψ∗(0)ϕ(0) +

0
∫

−ω

ψ∗(ϑ)ϕ(ϑ)dϑ.

Для продолженного оператора сохраняем обозначение U. Для него также сохраняется
представление (2). Полученный оператор является вполне непрерывным и его спектр состоит
из собственных чисел, а также может содержать точку ρ = 0.

Для оператора монодромии сопряженный оператор U∗ будет также вполне непрерывным.
Для него справедливо следующее представление

(U∗ψ)(0) = X∗(0)ψ(0) +

0
∫

−ω

X∗(s)ψ(s)ds, (3)

(U∗ψ)(ϑ) = B∗(ϑ)X∗−1(ϑ)



X∗(0)ψ(0) +

0
∫

ϑ

X∗(s)ψ(s)ds



 при − ω 6 ϑ < 0. (4)

Введем оператор H = (U∗U)1/2. Собственные числа оператора H называются сингуляр-
ными собственными числами оператора U [4].
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У т в е р ж д е н и е 2. Для асимптотической устойчивости уравнения (1) доста-

точно, чтобы все сингулярные числа оператора U были меньше единицы.

Задачу нахождения ненулевых сингулярных чисел s оператора U можно свести к задаче
нахождения условий, при которых система уравнений

Uϕ = sψ, U∗ψ = sϕ (5)

имеет нетривиальное решение.
С помощью формул (2), (3) и (4), определяющих представления операторов U и U∗ ,

система (5) сводится к следующей системе уравнений

X(ϑ)



ϕ(0) +

ϑ
∫

−ω

X−1(s)B(s)ϕ(s)ds



 = sψ(ϑ), ϑ ∈ [−ω, 0],

B∗(ϑ)X∗−1(ϑ)



X∗(0)ψ(0) +

0
∫

ϑ

X∗(s)ψ(s)ds



 = sϕ(ϑ), ϑ ∈ [−ω, 0),

X∗(0)ψ(0) +

0
∫

−ω

X∗(s)ψ(s)ds = sϕ(0).

Полученная система уравнений была сведена к краевой задаче для системы обыкновенных
дифференциальных уравнений.

Т е о р е м а 1. Ненулевые сингулярные собственные числа оператора монодромии U

являются собственными числами следующей краевой задачи для обыкновенных дифференци-

альных уравнений

ψ̇ = A(ϑ)ψ + s−1B(ϑ)ϕ,

ϕ̇ =
(

Ḃ∗(ϑ) −B∗(ϑ)A∗(ϑ)
)

B∗−1(ϑ)ϕ− s−1B∗(ϑ)ψ, ϑ ∈ [−ω, 0),

B∗−1(−ω)ϕ(−ω) = sψ(−ω),

ψ(−0) = sB∗−1(0)ϕ(−0).
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