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Ïðåäèñëîâèå

Êóðñ ¾×èñëåííûå ìåòîäû¿ òðàäèöèîííî ñ÷èòàåòñÿ ñëîæíûì ó
ñòóäåíòîâ, òàê êàê â íåì òðåáóåòñÿ ñî÷åòàòü óìåíèÿ è íàâûêè ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ ñî çíàíèÿìè áàçîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ êóðñîâ. Ïî-
ýòîìó äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðèçâàíî ïîìî÷ü ñòóäåíòàì â îñâî-
åíèè äàííîé äèñöèïëèíû. Îñíîâíûå öåëè è çàäà÷è êóðñà: íàó÷èòü
ïðàâèëüíî îöåíèâàòü ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé, âûïîëíåííûõ íà êîì-
ïüþòåðå ñðåäñòâàìè ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ; îçíàêîìèòü ñ ìåòî-
äàìè ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé ïðè îáðàáîòêå ðåçóëü-
òàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ; îçíàêîìèòü ñ ïðèçíàêàìè ïëîõî îáóñëîâëåí-
íûõ è íåêîððåêòíûõ çàäà÷ è ïîäõîäàìè ê èõ ðåøåíèþ; ñôîðìèðî-
âàòü êóëüòóðó êðèòè÷íîãî îòíîøåíèÿ ê ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì.

Ïîñîáèå ñíàáæåíî òåîðåòè÷åñêîé ÷àñòüþ, â êîòîðîé êðàòêî èçëî-
æåíû ôîðìóëû è àëãîðèòìû êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Ïðè îôîðìëå-
íèè ñïðàâî÷íîé ÷àñòè áûëè èñïîëüçîâàíû ìàòåðèàëû [3, 4, 11]. Äëÿ
ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ ïðåäëîæåí ëàáîðàòîðíûé ïðàê-
òèêóì ñ èíäèâèäóàëüíûìè çàäàíèÿìè è òåìàòèêà äîìàøíèõ ðàáîò.
Ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû êóðñà íàïðàâëåíû íà óãëóáëåíèå è ðàñøèðå-
íèå ëåêöèîííîãî ìàòåðèàëà, ïðèîáðåòåíèå âû÷èñëèòåëüíîãî îïûòà
ïðè ðåøåíèè ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Äîìàøíåå çàäàíèå ïðåäïîëàãàåò
ñîñòàâëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ðàçðàáîòêó ìåòîäà ðåøåíèÿ,
ñîñòàâëåíèÿ ïðîãðàììû íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ïðîâåäåíèå
âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.

Â ðåçóëüòàòå îñâîåíèÿ äèñöèïëèíû îáó÷àþùèéñÿ äîëæåí îáëà-
äàòü òàêèìè îáùåêóëüòóðíûìè êîìïåòåíöèÿìè, êàê ¾çíà÷èòåëüíûå
íàâûêè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñ êîìïüþòåðîì, ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ, èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ îáðàáîòêè èíôîðìàöèè è ÷èñëåííûõ ìå-
òîäîâ ðåøåíèÿ áàçîâûõ çàäà÷¿; è òàêèìè ïðîôåññèîíàëüíûìè êîì-
ïåòåíöèÿìè, êàê ¾íàâûêè ñàìîñòîÿòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà
è åãî àíàëèçà¿; ¾âëàäåíèå ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî è àëãîðèò-
ìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè àíàëèçå è ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ è
èíæåíåðíî�òåõíè÷åñêèõ ïðîáëåì¿.

Èçäàíèå ïðåäíàçíà÷åíî ïðåæäå âñåãî äëÿ ñòóäåíòîâ íàïðàâëå-
íèé ïîäãîòîâêè áàêàëàâðîâ ¾Ìåõàíèêà è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðî-
âàíèå¿, ¾Ìàòåìàòèêà è êîìïüþòåðíûå íàóêè¿, ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòå-
ìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿. Êðîìå òîãî, ïîñîáèå ìîæåò áûòü èñïîëüçî-
âàíî è ñòóäåíòàìè èíæåíåðíûõ íàïðàâëåíèé, à òàêæå áóäåò ïîëåçíî
âñåì, êòî èíòåðåñóåòñÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêîé.
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1. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Âñå ïðÿìûå ìåòîäû îñíîâàíû íà òîì, ÷òî èñõîäíàÿ ñèñòåìà ïðè-
âîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîé, íî èìåþùåé áîëåå ïðîñòóþ ôîðìó ñèñòåìå,
êîòîðóþ ëåã÷å ðåøàòü. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

Ax = b, èëè


a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
· · ·
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn,

(1)

ãäå A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, detA 6= 0, xk � íåèçâåñòíûå
âåëè÷èíû, aij � çàäàííûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Â îòëè÷èå îò ïðÿìûõ ìåòîäîâ, èòåðàöèîííûå ìåòîäû ìîãóò äà-
âàòü òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèøü êàê ðåçóëüòàò åäèíîîáðàçíî-
ãî ïðîöåññà èòåðàöèé. Ìåòîäû ïîðîæäàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðè-
áëèæåííûõ ðåøåíèé x(k), è èñõîäíàÿ ìàòðèöà ó÷àñòâóåò ëèøü â
ìàòðè÷íî�âåêòîðíîì óìíîæåíèÿõ. Ïðè îöåíêå êà÷åñòâà èòåðàöèîí-
íîãî ïðîöåññà ñàìûì âàæíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ ñõîäèìîñòü ïîëó-
÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû è ñêîðîñòü
ýòîé ñõîäèìîñòè. Íå ëèøíèì çäåñü áóäåò è ñâîéñòâî ñàìîèñïðàâëÿå-
ìîñòè òàêèõ ìåòîäîâ. Ýòî ñâîéñòâî äåëàåò èõ ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíû-
ìè ïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷íûìè ìåòîäàìè ê îòäåëüíûì îøèáêàì, äîïó-
ùåííûì ïðè âû÷èñëåíèÿõ.

1.1. Ìåòîä Ãàóññà

Àëãîðèòì ìåòîäà Ãàóññà ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Ïåðâûé ýòàï
íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì õîäîì ìåòîäà è çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèâåäåíèè ìàò-
ðèöû ñèñòåìû ê òðåóãîëüíîìó âèäó ïî ôîðìóëàì: k = 1, 2, . . . , n− 1

aij := aij −
aik

akk
akj , j = k, k + 1, . . . , n;

bi := bi −
aik

akk
bk, i = k + 1, k + 2, . . . , n.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíèâ (n−1) øàã, ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó ñ âåðõíåé
òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé, ïðè÷åì ýòà ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà èñõîäíîé,
à ýëåìåíò akk, íà êîòîðûé ïðîèñõîäèò äåëåíèå, íàçûâàåòñÿ âåäóùèì
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ýëåìåíòîì íà k-ì øàãå. Ðåøåíèå ñèñòåìû ñ òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé
âûïèñûâàåòñÿ ÿâíî è íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì õîäîì ìåòîäà Ãàóññà:

xk =

bk −
n∑

j=k+1

akjxj

akk
, k = n, n− 1, . . . , 1.

Ýòè ôîðìóëû èìåþò ñìûñë, åñëè òîëüêî âñå âåäóùèå ýëåìåíòû
îòëè÷íû îò íóëÿ: akk 6= 0. Íî ýòè îãðàíè÷åíèÿ îáðåìåíèòåëüíû, ïî-
ýòîìó ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Ãàóññà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà. Íà
ïåðâîì øàãå ñðåäè âñåõ ýëåìåíòîâ ïåðâîãî ñòîëáöà íàõîäèì ìàêñè-
ìàëüíûé ïî ìîäóëþ ýëåìåíò: |ak1| = max

16i6n
|ai1|. Äàëåå k-þ ñòðîêó

ìåíÿåì ñ ïåðâîé ñòðîêîé ìåñòàìè, ïðè ýòîì íàéäåííûé ìàêñèìàëü-
íûé ýëåìåíò ñòàíåò âåäóùèì ýëåìåíòîì, è îí îòëè÷åí îò íóëÿ. Âû-
ïîëíÿåì ïåðâûé øàã ìåòîäà Ãàóññà, òî åñòü çàíóëÿåì âñå ýëåìåíòû
ïåðâîãî ñòîëáöà ïîä âåäóùèì ýëåìåíòîì. Äàëåå èùåì ìàêñèìàëü-
íûé ïî ìîäóëþ ýëåìåíò ñðåäè ai2, ãäå 2 6 i 6 n. Ñëåäóþùèå øàãè
äåëàþòñÿ àíàëîãè÷íî, è âñåãäà ìàêñèìàëüíûé ïî ìîäóëþ ýëåìåíò
áóäåò îòëè÷åí îò íóëÿ. Åñëè detA 6= 0, òî âñå âåäóùèå ( ýëåìåí-
òû, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì Ãàóññà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà, áóäóò
îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïîýòîìó íè íà êàêîì øàãå äåëåíèÿ íà íóëü íå áó-
äåò. È íàîáîðîò, åñëè íà êàêîì-òî øàãå íàéäåííûé ìàêñèìàëüíûé
ïî ìîäóëþ ýëåìåíò îêàæåòñÿ ðàâíûì íóëþ, òî ýòî óêàçûâàåò, ÷òî
îïðåäåëèòåëü èñõîäíîé ìàòðèöû áûë ðàâåí íóëþ. Òî÷íîñòü ðåçóëü-
òàòîâ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ òî÷íîñòüþ âûïîëíåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé ïðè ïðåîáðàçîâàíèè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû.

Çàìå÷àíèå. Âìåñòî ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ýëåìåíòà ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò. Íî ïîñêîëüêó ïðîèñõîäèò
äåëåíèå íà ýòîò ýëåìåíò, òî ëó÷øå âñåãî èñïîëüçîâàòü ìàêñèìàëü-
íûé, ÷òî äàñò ìèíèìàëüíóþ ïîãðåøíîñòü.

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä Æîðäàíî�Ãàóññà. Ýòîò ìåòîä îòëè-
÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî ìåòîäà Ãàóññà òåì, ÷òî íà êàæäîì øàãå ïðÿìîãî
õîäà, ïîñëå íàõîæäåíèÿ âåäóùåãî ýëåìåíòà, çàíóëÿþòñÿ ýëåìåíòû
ñòîëáöà íå òîëüêî íèæå âåäóùåãî ýëåìåíòà, íî è âûøå, òî åñòü ìàò-
ðèöà A ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. Òîãäà ðåøåíèå çàïèñûâà-

åòñÿ êàê xi =
bi
aii
, ãäå i = 1, 2, . . . , n. Åñëè åùå íà êàæäîì øàãå ïåðåä

çàíóëåíèåì äðóãèõ ýëåìåíòîâ ñòîëáöà âåäóùóþ ñòðîêó äåëèòü íà âå-
äóùèé ýëåìåíò, òî â ðåçóëüòàòå ïðÿìîãî õîäà ïîëó÷èòñÿ åäèíè÷íàÿ
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ìàòðèöà. À çíà÷èò, îáðàòíûé õîä íå ïîòðåáóåòñÿ, òàê êàê íà ìåñòå
ñòîëáöà ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷èì ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû.

1.2. Ìåòîä LU�ðàçëîæåíèÿ

Òåîðåìà. Åñëè âñå ãëàâíûå ìèíîðû êâàäðàòíîé ìàòðèöû A îò-
ëè÷íû îò íóëÿ, òî ñóùåñòâóþò ìàòðèöû L è U, ãäå L � íèæíÿÿ
òðåóãîëüíàÿ, U � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, è A = LU . Åñëè
æå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû îäíîé èç ìàòðèö çàôèêñèðîâàòü, òî
òàêîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî.

Åñëè çàôèêñèðîâàíû ýëåìåíòû ìàòðèöû L, òî ìàòðèöû L è U
èìåþò âèä:

L =


1 0 0 · · · 0
l21 1 0 · · · 0
l31 l32 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
ln1 ln2 ln3 · · · 1

 , U =


u11 u12 u13 · · · u1n

0 u22 u23 · · · u2n

0 0 u33 · · · u3n

· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 0 unn

 ,

ãäå ýëåìåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

uij = aij −
i−1∑
k=1

likukj (i 6 j), lij =
aij −

j−1∑
k=1

likukj

ujj
(i > j).

Çàìåòèì, ÷òî â ýòèõ ôîðìóëàõ íå áóäåò äåëåíèÿ íà íóëü.
Ïîëüçóÿñü ýòîé òåîðåìîé, ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b óïðîùàåòñÿ.

Èìååì ïðåäñòàâëåíèå LUx = b. Îáîçíà÷èâ Ux = y, ïîëó÷èì Ly = b.
Ðåøåíèå ÑËÀÓ ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ äâóõ ñèñòåì
ñ òðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè. Ïîýòîìó èõ ðåøåíèÿ âûïèñûâàþòñÿ ÿâ-
íî. Ñïåðâà íàõîäèì ðåøåíèå ñèñòåìû Ly = b:

yk = bk −
k−1∑
j=1

lkjyj , k = 1, 2, . . . , n.

Åñëè èçâåñòíû yi, ìîæíî òàêæå ëåãêî íàéòè xi, êàê ðåøåíèå ñè-
ñòåìû Ux = y:

xk =

yk −
n∑

j=k+1

ukjxj

ukk
, k = n, n− 1, . . . , 1.
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Çàìå÷àíèå. LU�ìåòîä ðåøåíèÿ ÑËÀÓ � ýòî òîò æå ìåòîä Ãàóñ-
ñà, çàïèñàííûé â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè. Ìàòðèöà U è âåêòîð y
åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ïîëó÷åííûå ïîñëå ïðÿìîãî õîäà ìåòîäà Ãàóññà
òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà è âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè.

Ïðîâåðêà óñëîâèÿ, ÷òî âñå ãëàâíûå ìèíîðû îòëè÷íû îò íóëÿ �
äîâîëüíî òðóäîåìêèé ïðîöåññ, ïîýòîìó ïðîâåðêó ìîæíî âûïîëíèòü
ïî õîäó âû÷èñëåíèé. Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî íà êàêîì-òî øàãå uii = 0,
òî ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî íå âñå ãëàâíûå ìèíîðû èñõîäíîé ìàòðèöû
áûëè îòëè÷íû îò íóëÿ è LU�ìåòîä çäåñü íå ðàáîòàåò.

Åñëè íàéäåíû ìàòðèöû L è U, òî ëåãêî âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü

èñõîäíîé ìàòðèöû detA = detL · detU =
n∏

i=1

uii.

1.3. Ìåòîä êâàäðàòíûõ êîðíåé (ñõåìà Õîëåöêîãî)

Ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íàÿ,
òî åñòü A = AT . Ïðåäñòàâèì ìàòðèöó A â âèäå A = ST · D · S, ãäå
D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ïðè÷åì ýëåìåíòû äèàãîíàëè di = ±1,
S � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, ST � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê S
ìàòðèöà. Îáùèé âèä ôîðìóë äëÿ íàõîæäåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö D
è S ïðè i = 1, 2, . . . , n

di = sign

(
aii −

i−1∑
p=1

s2pidp

)
, sii =

√√√√∣∣∣∣∣aii −
i−1∑
p=1

s2pidp

∣∣∣∣∣,

sij =
aij −

i−1∑
p=1

spidpspj

disii
, j = i+ 1, i+ 2, . . . , n.

Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ýëåìåíòîâ D è S ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû
ñâîäèòñÿ, êàê è â LU�ìåòîäå ê ðåøåíèþ äâóõ ñèñòåì ñ òðåóãîëüíûìè
ìàòðèöàìè: STDy = b è Sx = y. Ðåøåíèÿ îáåèõ ñèñòåì âûïèñûâàþò-
ñÿ ïî ÿâíûì ôîðìóëàì, òàê êàê ìàòðèöà STD � íèæíÿÿ òðåóãîëü-
íàÿ, à ìàòðèöà S � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ.

Çàìå÷àíèå. ÐàâåíñòâîA = STDS ñîäåðæèò âñåãî
1
2
n(n+1) óðàâ-

íåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ
1
2
n(n+ 1) +n íåèçâåñòíûõ, òî åñòü íà ñàìîì

äåëå n íåèçâåñòíûõ di (i = 1, 2, . . . , n), êàê áû ëèøíèå. Îíè çäåñü ââå-
äåíû èñêóññòâåííî, ìû èõ âûáèðàåì ñàìè, ïîëàãàÿ di = ±1, ÷òîáû
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ìîæíî áûëî èçâëå÷ü êâàäðàòíûå êîðíè âî âñåõ ôîðìóëàõ, ãäå âû-
÷èñëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû S. Ïðè òàêîì âûáîðå
di âñåãäà ðàáîòàåì òîëüêî ñ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè.

Ìîæíî ðàññìîòðåòü è äðóãîé ìåòîä êâàäðàòíûõ êîðíåé, êî-
ãäà èùóò ìàòðèöó S òàêóþ, ÷òî A = STS. Ïðè ýòîì ôîðìóëû òå
æå ñàìûå, òîëüêî áåç ìàòðèöû D, ïîýòîìó ïîäêîðåííûå âûðàæåíèÿ
áóäóò áåç ìîäóëÿ. À çíà÷èò, ìîãóò ïîëó÷èòüñÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà.
Îäíàêî åñëè èñõîäíàÿ ìàòðèöà ñèììåòðè÷íà è ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû
äåéñòâèòåëüíà, à âû÷èñëåíèÿ ïðîâåñòè äî êîíöà, òî â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷èòñÿ äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå äàæå åñëè ïî õîäó ïðèøëîñü èìåòü
äåëî ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.

1.4. Ìåòîä îðòîãîíàëèçàöèè

Äëÿ äàííîãî ìåòîäà ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðòîãîíàëüíûõ
âåêòîðîâ è íà êàêîì-òî øàãå î÷åðåäíîé âåêòîð äàåò ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (1). Îáîçíà÷èì ai,n+1 = −bi, i = 1, 2, . . . , n è çàïèøåì èñõîäíóþ
ñèñòåìó â ðàçâåðíóòîì âèäå:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn + a1,n+1 = 0,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn + a2,n+1 = 0,
· · ·
an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn + an,n+1 = 0.

(2)

Ïóñòü ai = (ai1, ai2, . . . , ain, ai,n+1) � i-àÿ ñòðîêà ðàñøèðåííîé ìàò-
ðèöû, y = (x1, x2, . . . , xn, 1) � âåêòîð íåèçâåñòíûõ. Òîãäà ñèñòåìà (2)
ïðèìåò ýêâèâàëåíòíûé âèä, çàïèñàííûé ÷åðåç ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäå-
íèÿ:

(ai, y) = 0, i = 1, 2, . . . , n. (3)

Çàïèñü ñèñòåìû â âèäå (3) îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ìû íàéäåì (n + 1)-
ìåðíûé âåêòîð y, ïîñëåäíèì ýëåìåíòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ 1, è îí
áóäåò îðòîãîíàëåí âñåì âåêòîðàì ai, òî ïåðâûå n ýëåìåíòîâ ýòîãî
âåêòîðà äàäóò ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû. Åñëè detA 6= 0, òî èñ-
ïîëüçóþò ìåòîä îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàììà�Øìèäòà.

Äîáàâèì ê n ëèíåéíî íåçàâèñèìûì âåêòîðàì {a1, a2, . . . , an}
åùå îäèí (n + 1)-ìåðíûé âåêòîð an+1 = (0, . . . , 0, 1) . Òîãäà ñèñòå-
ìà a1, a2, . . . , an+1 ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Áóäåì ñòðîèòü âåêòîðà
u1, v1, u2, v2, . . . , un+1 ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì.
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Áåðåì ïåðâûé âåêòîð è íîðìàëèçóåì åãî: u1 = a1, v1 =
u1

‖u1‖
,

ãäå ‖u1‖ =
√

(u1, u1). Äàëåå u2 ñòðîèì êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ
âåêòîðà a2 è óæå íàéäåííîãî v1: u2 = a2 − γ21v1. Êîíñòàíòó γ21 âû-
áèðàåì òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííûé âåêòîð áûë îðòîãîíàëåí v1, òî åñòü
(u2, v1) = 0. Îòêóäà γ21 = (a2, v1) è âåêòîð u2 = a2 − γ21v1 îïðå-
äåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïîëîæèì v2 =

u2

‖u2‖
. Çàìåòèì, ÷òî v2 îðòî-

ãîíàëåí v1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, èìååì ïðè
j = 2, 3, . . . , n+ 1:

uj = aj −
j−1∑
i=1

γjivi, vj =
uj

‖uj‖
, ãäå γji = (aj , vi) , i = 1, 2, . . . , n.

Ïîñëåäíèé âåêòîð un+1 = (c1, c2, . . . , cn, cn+1) îðòîãîíàëåí âñåì âåê-
òîðàì ai ïî ïîñòðîåíèþ. Åñëè íîðìèðîâàòü åãî ïîñëåäíþþ êîìïî-
íåíòó, òî ïåðâûå n ýëåìåíòîâ ïîëó÷åííîãî âåêòîðà äàäóò èñêîìîå

ðåøåíèå y =
(

c1
cn+1

, . . . ,
cn
cn+1

, 1
)
.

1.5. Ìåòîä ïðîãîíêè

Ìåòîä ïðîãîíêè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (1) ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, êîòîðûå
â îáùåì ñëó÷àå èìåþò âèä

bixi−1 + cixi + dixi+1 = ri, i = 1, 2, . . . , n, (4)

ãäå b1 = 0, dn = 0, èëè â âåêòîðíî�ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè


c1 d1 0 0 · · · 0 0 0
b2 c2 d2 0 · · · 0 0 0
0 b3 c3 d3 · · · 0 0 0
. . . . . . . . . .
0 0 0 0 · · · bn−1 cn−1 dn−1

0 0 0 0 · · · 0 bn cn




x1

x2

x3

. . .
xn−1

xn

 =


r1

r2

r3

. . .
rn−1

rn

 .

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà (4) ìåòîäîì ïðîãîíêè ñîñòîèò
èç äâóõ ýòàïîâ. Ïðÿìàÿ ïðîãîíêà � ýòî íàõîæäåíèå ïðîãîíî÷íûõ
êîýôôèöèåíòîâ δi è λi ïðè i = 1, 2, . . . , n ïî ôîðìóëàì

δi = − di

ci + biδi−1
, λi =

ri − biλi−1

ci + biδi−1
. (5)
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Òàê êàê b1 = 0, òî ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ δi è λi ìîæíî íà÷àòü ñî

çíà÷åíèé δ1 = −d1

c1
, λ1 =

r1
c1

è ïðîäîëæèòü äàëåå ïî ôîðìóëàì (5)

ïîñëåäîâàòåëüíî ïðè i = 2, 3, . . . , n, ïðè÷åì ïðè i = n â ñèëó dn = 0
ïîëó÷èì δn = 0. Îáðàòíàÿ ïðîãîíêà � ýòî ïîëó÷åíèå íåèçâåñòíûõ
xi ïðè i = n, n− 1, . . . , 1 ïî ôîðìóëå

xi = δixi+1 + λi. (6)

Òîãäà ïîëàãàÿ â ðàâåíñòâå (6) i = n, áóäåì èìåòü

xn = λn =
rn − bnλn−1

cn + bnδn−1
,

ãäå λn−1 è δn−1 � óæå èçâåñòíûå ñ ïðåäûäóùåãî øàãà ÷èñëà. Äàëåå
ïî ôîðìóëå (6) ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäÿòñÿ xi ïðè i = n−1, n−2, . . . , 1
ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ óñïåøíîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ïðîãîíêè íóæíî, ÷òîáû â ïðî-
öåññå âû÷èñëåíèé íå âîçíèêàëî ñèòóàöèé ñ äåëåíèåì íà íóëü, à ïðè
áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ ñèñòåì íå áûëî áûñòðîãî ðîñòà ïîãðåøíîñòè
îêðóãëåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîãîíêà íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè çíàìå-
íàòåëè ïðîãîíî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ (5) íå îáðàùàþòñÿ â íóëü, è
óñòîé÷èâîé, åñëè |δi| < 1 ïðè âñåõ i = 1, 2, . . . , n.

Ïðèâåäåì ïðîñòûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè è óñòîé-
÷èâîñòè ïðîãîíêè, êîòîðûå âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ ìåòîäà âûïîë-
íÿþòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ýòè óñëîâèÿ ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4), à òàêæå âîçìîæíîñòü íàõîæäå-
íèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ìåòîäîì ïðîãîíêè.

Òåîðåìà. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû bi è di ïðè i = 2, 3, . . . , n − 1
óðàâíåíèÿ (4) îòëè÷íû îò íóëÿ, è ïóñòü |ci| > |bi| + |di| ,
i = 1, 2, . . . , n. Òîãäà ïðîãîíêà ïî ôîðìóëàì (5)�(6) êîððåêòíà è
óñòîé÷èâà.

1.6. Ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (1), ãäå detA 6= 0. Ïóñòü ýòó ñèñòåìó êàêèì-
òî îáðàçîì óäàëîñü çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

x = Bx+ c, (7)
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ãäå B � ìàòðèöà, c � âåêòîð. Ôîðìà çàïèñè èñõîäíîé ñèñòåìû (1)
â âèäå (7) óäîáíà òåì, ÷òî îíà ïîçâîëÿåò äëÿ åå ðåøåíèÿ ñòðîèòü
èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

x(n+1) = Bx(n) + c, (8)

è ïîëó÷èòü, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî x(0), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
x(1), x(2), . . . , x(k), . . . , êîòîðàÿ ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ñõîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ (7).

Òåîðåìà 1 (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðîñòûõ
èòåðàöèé). Åñëè ‖B‖ < 1, òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (8) äëÿ ëþáîãî
íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x(0) ñõîäèòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ïðîãðåññèè ê åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû (7).

Òåîðåìà 2 (Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ìå-
òîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé). Ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé (8) ñõîäèòñÿ
äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x(0) ê åäèíñòâåííîìó ðåøåíèþ
ñèñòåìû (7) òîãäà, è òîëüêî òîãäà, êîãäà |λB | < 1.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ‖B‖ 6 q < 1. Òîãäà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (8)
ñõîäèòñÿ ê x∗ ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè x(0) è èìåþò
ìåñòî îöåíêè:∥∥x∗ − x(k)

∥∥ 6
q

1− q

∥∥x(k) − x(k−1)
∥∥ � àïîñòåðèîðè,∥∥x∗ − x(k)

∥∥ 6
qk

1− q

∥∥x(1) − x(0)
∥∥ � àïðèîðè.

Åñëè ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà äëÿ êàêîãî-òî ìåòîäà, òî îíà
ïîçâîëÿåò, âûïîëíèâ âñåãî îäèí øàã ìåòîäà, çàðàíåå óçíàòü, ñêîëüêî
øàãîâ äîñòàòî÷íî áóäåò ñäåëàòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñ íàïåðåä
çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Ê ñîæàëåíèþ, àïðèîðíûå îöåíêè óäàåòñÿ ïîëó-
÷èòü íå äëÿ âñÿêîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà. Àïîñòåðèîðíîé îöåíêîé
óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè òîëüêî ÷òî íàéäåííîãî
k-ãî ïðèáëèæåíèÿ è îñòàíîâèòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, êàê òîëüêî
áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå∥∥∥x(k) − x(k−1)

∥∥∥ 6
1− q

q
ε. (9)

Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (9) ïîëó÷èì, ÷òî
∥∥x∗ − x(k)

∥∥ 6 ε,
òî åñòü íàéäåííîå k-å ïðèáëèæåíèå äàåò ðåøåíèå ñ òî÷íîñòüþ
ε. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì âàæíûé âûâîä: íåðàâåíñòâî∥∥x(k) − x(k−1)

∥∥ 6 ε, êîòîðîå ÷àñòî èñïîëüçóþò äëÿ ïðîâåðêè
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îêîí÷àíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, áóäåò ãàðàíòèåé òîãî, ÷òî è∥∥x∗ − x(k)
∥∥ 6 ε, òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè q 6

1
2
.

Çàìå÷àíèå. Íå âñÿêàÿ ýêâèâàëåíòíàÿ ñèñòåìà âèäà (7) äàåò ñõî-
äÿùèéñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ ñèñòåìû (1). Ñèñòåìó Ax = b
âñåãäà ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

x = x− S(Ax− b) = (E − SA)x+ Sb,

òî åñòü B = E −SA è c = Sb, ãäå S � ëþáàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðè-
öà, êîòîðóþ ïîäáèðàþò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ
òåîðåì ñõîäèìîñòè.

1.7. Ìåòîä ßêîáè

Ìàòðèöó A ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû ìàòðèö A = L+D+R, ãäå

L =


0 0 . . . 0

a21 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
an1 . . . an n−1 0

 ; D =


a11 0 . . . 0 0
0 a12 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . . . . an n

 ;

R =


0 a12 . . . a1n−1 a1n

0 0 . . . a2n−1 a2n

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 an−1 n

0 0 . . . 0 0

 .

Òîãäà Dx = −(L + R)x + b èëè, åñëè aii 6= 0, ∀i = 1, 2, . . . , n, òî
x = −D−1(L+R)x+D−1b. Îáîçíà÷àÿ B = −D−1(L+R) è c = D−1b,
ïîëó÷àåì èç ñèñòåìû (1) ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó (7). Çàïèøåì ïîëó-
÷åííûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (8) â ðàçâåðíóòîì âèäå

x
(k+1)
1 = −(a12x

(k)
2 + a13x

(k)
3 + . . .+ a1nx

(k)
n − b1)/a11,

x
(k+1)
2 = −(a21x

(k)
1 + a23x

(k)
3 + . . .+ a2nx

(k)
n − b2)/a22,

. . .

x
(k+1)
i = −(ai1x

(k)
1 + ai3x

(k)
3 + . . .+ ai i−1x

(k)
i−1+

+ai i+1x
(k)
i+1 + . . .+ ainx

(k)
n − bi)/ai i,

. . .

x
(k+1)
n = −(an1x

(k)
1 + . . .+ an n−1x

(k)
n−1 − bn)/ann.

(10)
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Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (10) íàçûâàåòñÿ
ìåòîäîì ßêîáè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1). Çàìåòèì, ÷òî ìåòîä ßêî-
áè � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé.

Òåîðåìà (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà ßêîáè). Â ñëó-
÷àå äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A èòåðàöèîí-
íûé ïðîöåññ (10) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1) ïðè ëþáîì íà÷àëü-
íîì ïðèáëèæåíèè x(0).

1.8. Ìåòîä Çåéäåëÿ

Ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (8), ãäå äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ âñåõ êîìïîíåíò (k+1)-ãî ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ êîìïî-
íåíòû k-ãî ïðèáëèæåíèÿ. Èäåÿ ìåòîäà Çåéäåëÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òîáû ïðè âû÷èñëåíèè i-é êîìïîíåíòû x

(k+1)
i (k+1)-ãî ïðèáëèæåíèÿ

èñïîëüçóþòñÿ óæå âû÷èñëåííûå ýëåìåíòû x
(k+1)
1 , x

(k+1)
2 , . . . , x

(k+1)
i−1 ,

à îñòàëüíûå ýëåìåíòû x
(k)
i+1, . . . , x

(k)
n áåðóòñÿ èç ïðåäûäóùåãî k-ãî

ïðèáëèæåíèÿ.
Ôîðìóëû ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ñèñòåìó

â âèäå

x
(k+1)
1 = b11x

(k)
1 + b12x

(k)
2 + · · ·+ b1nx

(k)
n + c1,

x
(k+1)
2 = b21x

(k+1)
1 + b22x

(k)
2 + · · ·+ b2nx

(k)
n + c2,

· · ·
x

(k+1)
i = bi1x

(k+1)
1 + bi2x

(k+1)
2 + · · ·+ bii−1x

(k+1)
i−1 +

+biix
(k)
i + · · ·+ binx

(k)
n + ci,

· · ·
x

(k+1)
n = bn1x

(k+1)
1 + bn2x

(k+1)
2 + · · ·+ bnn−1x

(k+1)
n−1 + bnnx

(k)
n + cn.

Ôîðìóëû ìåòîäà ßêîáè, ïðåäñòàâëåíèå A = L+D+R è óñëîâèå
det(L+D) 6= 0 ïðèâîäÿò ê èòåðàöèîííîìó ïðîöåññó ìåòîäà Çåéäåëÿ
â âèäå

x(k+1) = Bx(k) + c, ãäå B = −(L+D)−1R, c = (L+D)−1b. (11)

1.9. Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëÿ è îáðàòíîé ìàòðèöû

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ èñõîäíîé ìàòðèöû ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâîì: ïðè ïåðåñòàíîâêå ñòðîê îïðåäåëèòåëü ìàò-
ðèöû ìåíÿåò çíàê, à ïðè äðóãèõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ, êî-
òîðûå ïðèìåíÿëèñü íà ýòàïå ïðÿìîãî õîäà ìåòîäà Ãàóññà, îïðåäåëè-
òåëü íå ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó âåðíà ôîðìóëà: detA = (−1)s detT, ãäå
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T � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ïîñëå ïðÿìîãî õîäà, s � ÷èñëî ïå-
ðåñòàíîâîê ñòðîê â àëãîðèòìå. Îïðåäåëèòåëü T ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè (âåäóùèõ ýëåìåíòîâ).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ îáðàòíîé ìàòðèöû äîñòàòî÷íî ðå-
øèòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå: AX = E, ãäå A � äàííàÿ ìàòðèöà, E �
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Òîãäà A−1 = X. Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ îïðåäåëå-
íèåì ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, òî äëÿ ýëåìåíòîâ j-ãî ñòîëáöà îáðàòíîé
ìàòðèöû ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé A è ïðàâîé ÷à-
ñòüþ, ðàâíîé j-ìó ñòîëáöó åäèíè÷íîé ìàòðèöû: Ax(j) = ej , ãäå ej �
j-é ñòîëáåö ìàòðèöû E, à x(j) � j-é ñòîëáåö îáðàòíîé ìàòðèöû A−1.
Åñëè ó íàñ åñòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé, òî äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ýëåìåíòîâ îáðàòíîé ìàòðèöû äîñòàòî÷íî ðåøèòü n ñèñòåì,
ïðè÷åì âñå ýòè ñèñòåìû èìåþò îäèíàêîâóþ ìàòðèöó A è îòëè÷àþòñÿ
ëèøü ïðàâîé ÷àñòüþ.

1.10. Ðåøåíèå ÑËÀÓ â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà Ax = b, ãäå A è b èìåþò êîìïëåêñíûå ýëå-
ìåíòû. Òîãäà ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû ìîæíî ñâåñòè ê ðåøåíèþ äðó-
ãîé ñèñòåìû â äåéñòâèòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïóñòü A = A1 + iA2,
b = b1 + ib2, ãäå ýëåìåíòû Aj è bj (j = 1, 2) � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.
Ðåøåíèå ñèñòåìû ïðåäñòàâèì â âèäå x = x1 + ix2. Òîãäà ïîëó÷èì
ñèñòåìó (A1 + iA2) (x1 + ix2) = b1 + ib2. Ïðèðàâíèâàÿ äåéñòâèòåëü-

íóþ è ìíèìóþ ÷àñòè è îáîçíà÷àÿ y =
(
x1

x2

)
, C =

(
A1 −A2

A2 A1

)
,

d =
(
b1
b2

)
, èñõîäíóþ ñèñòåìó çàïèøåì êàê Cy = d.

Èòàê, èñõîäíàÿ ñèñòåìà n-ãî ïîðÿäêà Ax = b íà ìíîæåñòâå êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå Cy = d ñ ìàòðèöåé C ïîðÿäêà
2n × 2n è âåêòîðîì d äëèíîé 2n íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë. Ðåøèâ ñèñòåìó Cy = d, íàéäåì âåêòîð y, ïðè÷åì åãî ïåðâûå
n êîìïîíåíò äàþò äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü, ïîñëåäíèå n êîìïîíåíò �
ìíèìóþ ÷àñòü èñêîìîãî âåêòîðà x.

15



2. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû

Âû÷èñëåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàò-
ðèöû ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ ñëîæíûõ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû.
Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â ñëó÷àå ìàòðèö áîëü-
øèõ ïîðÿäêîâ èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî èòåðàöèîííûå ìåòîäû, â êîòî-
ðûõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, ìèíóÿ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Ðàçëè÷àþò äâå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ
ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè è çíà÷åíèÿìè: ïîëíàÿ ïðîáëåìà ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, êîãäà òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû; ÷àñòè÷íàÿ
ïðîáëåìà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, êîãäà íóæ-
íî íàéòè îäíî èëè íåñêîëüêî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è, âîçìîæíî,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

2.1. Ñòåïåííîé ìåòîä

Ïóñòü âåùåñòâåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà n×n ÿâëÿåò-
ñÿ ìàòðèöåé ïðîñòîé ñòðóêòóðû, òî åñòü èìååò ðîâíî n ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ: x1, x2, . . . , xn. Ïóñòü íóìåðàöèÿ ýòèõ
âåêòîðîâ îòâå÷àåò óïîðÿäî÷åíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ñîáñòâåííûõ
÷èñåë ïî óáûâàíèþ ìîäóëåé (ãäå ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ � ñòðîãîå):
|λ1| > |λ2| > . . . > |λn|.

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ñîá-
ñòâåííîãî çíà÷åíèÿ äëÿ äàííîé ìàòðèöû A. Áåðåòñÿ ïðîèçâîëü-
íûé âåêòîð y(0) 6= 0, ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ ïî ïðà-
âèëó y(k) = Ay(k−1), k = 1, 2, . . . è ïàðàëëåëüíî ðàññìàòðèâàþòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòíîøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò âåêòî-

ðîâ k-é è (k− 1)-é èòåðàöèé
y
(k)
i

y
(k−1)
i

, è íàõîäèòñÿ ïðåäåë ïðè k →∞.

Åñëè ïðåäåë ñóùåñòâóåò, òî îí ðàâåí λ1, åñëè îí íå ñóùåñòâóåò, òî
ðåêîìåíäóåòñÿ âçÿòü äðóãîé íà÷àëüíûé âåêòîð.

Çàìå÷àíèå. Áîëåå ëîãè÷íûì äëÿ ðàñ÷åòîâ ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåå

àðèôìåòè÷åñêîå ýòèõ êîìïîíåíò
1
n

n∑
j=1

y
(k)
j

y
(k−1)
j

→ λ1, k →∞.

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà-
÷åíèÿ äëÿ çíàêîîïðåäåëåííîé ìàòðèöû. Ïóñòü äàíà ìàòðèöà A è åå
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ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå |λ1| = max
i
|λi|. Äëÿ

íàõîæäåíèÿ λn íóæíî: 1) íàéòè λ1 � ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà-
÷åíèå èñõîäíîé ìàòðèöû A; 2) íàéòè λ � ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå ìàòðèöû (A− λ1E); 3) ïîëîæèòü λn = λ1 + λ. Ýòî è åñòü
ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå A. Îïèñàííûé ìåòîä âûãîäíî èñ-
ïîëüçîâàòü, êîãäà òðåáóåòñÿ íàéòè è ìèíèìàëüíîå, è ìàêñèìàëüíîå
ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îäíîâðåìåííî. Åñëè òðåáóåòñÿ íàé-
òè òîëüêî ìèíèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî ìîæíî
îáîéòèñü áåç íàõîæäåíèÿ λ1: 1) íàõîäèì µ1 � ìàêñèìàëüíîå ñîá-

ñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A−1; 2) ïîëàãàåì λn =
1
µ1

ìèíèìàëüíîå

ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A.
Ñòåïåííîé ìåòîä ïîçâîëÿåò íàõîäèòü è ñîáñòâåííûå âåêòîðà, ñî-

îòâåòñòâóþùèå íàéäåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì:

y(k) = λk
1

(
c1x1 + c2

(
λ2

λ1

)k

x2 + . . .+ cn

(
λn

λ1

)k

xn

)
→ c1λ

k
1x1

ïðè k → ∞, òî åñòü ñàì âåêòîð y(k) ñòðåìèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó âåê-
òîðó x1 ñ íåêîòîðûì ñîìíîæèòåëåì. Íî òàê êàê ñîáñòâåííûé âåêòîð
îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ñîìíîæèòåëÿ, òî â ïðåäåëå y(k) äàåò
ñîáñòâåííûé âåêòîð. Çà ñîáñòâåííûé âåêòîð x1 ≈ y(k).

Íåäîñòàòêîì ñòåïåííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åñëè |λ1| > 1,
òî êîìïîíåíòû âåêòîðà y(k) áûñòðî ðàñòóò è ïîëó÷àåòñÿ ÷àñòî ïå-
ðåïîëíåíèå ïàìÿòè ìàøèíû. ×òîáû óñòðàíèòü ýòîò íåäîñòàòîê, èñ-
ïîëüçóþò íîðìèðîâêó ïîëó÷èâøèõñÿ âåêòîðîâ. Äëÿ âåêòîðà y(0) íàé-

äåì z(0) =
y(0)

‖y(0)‖
, à çàòåì âû÷èñëèì y(1) = Az(0), z(1) =

y(1)

‖y(1)‖
,

y(2) = Az(1), . . . ,
y
(k+1)
j

z
(k)
j

→ λ1, z
(k) → x1 ïðè k →∞.

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ âòîðîãî ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîãî
çíà÷åíèÿ: 1) áåðåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð y(0) è ïîñòðîèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü y(k) = Ay(k−1), k = 1, 2, . . . ; 2) íàõîäèì ñòåïåííûì ìåòîäîì
λ1 � ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå A; 3) ñîñòàâèì îòíîøåíèå

y
(k+1)
j − λ1y

(k)
j

y
(k)
j − λ1y

(k−1)
j

→ λ2 ïðè k →∞.
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2.2. Ìåòîä ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé (SP�ìåòîä)

Ïóñòü A � ñèììåòðè÷íàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.
Âû÷èñëèì âåêòîðû y(0), y(1) = Ay(0), . . . , y(k+1) = Ay(k), . . . Ðàññìîò-
ðèì îòíîøåíèÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé:

(
y(k), y(k)

)(
y(k), y(k−1)

) =

n∑
i=1

c2iλ
2k
i x2

i

n∑
i=1

c2iλ
2k−1
i x2

i

→ λ1, k →∞.

Ïðè òàêîì ïîäõîäå, òàê æå êàê è â ñòåïåííîì ìåòîäå, ìîæíî ïî-
ëó÷èòü áîëüøèå ÷èñëà, ïîýòîìó èñïîëüçóþò íîðìèðîâêó. Âîçüìåì

y(0), z(0) =
y(0)

‖y(0)‖
, y(1) = Az(0), z(1) =

y(1)

‖y(1)‖
, . . . , y(k) = Az(k−1),

z(k) =
y(k)

‖y(k)‖
, . . . Òîãäà

(
y(k), y(k)

)(
y(k), z(k−1)

) → λ1, k →∞. Ïîëó÷àåì òàêæå,

÷òî z(k) =
y(k)

‖y(k)‖
→ x1 ïðè k →∞, òî åñòü ñòðåìèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó

âåêòîðó.

2.3. Ìåòîä âðàùåíèé ßêîáè

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ñèììåòðè÷íûå âåùåñòâåííûå ìàòðèöû.
Âñÿêàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà îðòîãîíàëüíî ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé.
Ïîýòîìó åñëè íàéäåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ, êîòîðîå ïðèâåäåò
ìàòðèöó ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, òî ìîæíî íàéòè âñå ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû. Íàøà çàäà÷à � ðåàëèçîâàòü,
õîòÿ áû ïðèáëèæåííî, ðàâåíñòâî Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λn) = XTAX,
êîòîðîå ïîçâîëèëî áû íàéòè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A
(ýëåìåíòû äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû Λ) è âñå ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîá-
ñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A (ñòîëáöû ìàòðèöà X).

Ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêèõ âðàùåíèé èìåþò âèä

Qij =


1 : · · · : 0
· c · · · −s ·
· · · · · · ·
· s · · · c ·
0 : · · · : 1

 (12)
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è ïîëó÷àþòñÿ èç åäèíè÷íîé ìàòðèöû çàìåíîé äâóõ åäèíèö è äâóõ
íóëåé íà ïåðåñå÷åíèÿõ i-õ è j-õ ñòðîê è ñòîëáöîâ ÷èñëàìè c è ±s
òàêèìè, ÷òî c = cosα è s = sinα, ãäå óãîë α îïðåäåëÿåòñÿ êàê

tg 2α =
2aij

aii − ajj
. Óìíîæåíèå ëþáîé ìàòðèöû íà ìàòðèöó Qij èçìå-

íÿåò ó íåå òîëüêî äâå ñòðîêè è äâà ñòîëáöà ïî ôîðìóëàì ïîâîðîòà íà
óãîë α â ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìîé ïàðîé èíäåêñîâ i è j, ïîýòîìó äàí-
íàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé âðàùåíèé. Ìàòðèöà Qij îðòîãî-
íàëüíà ïðè ëþáûõ i, j = 1, 2, . . . , n, è, çíà÷èò, ìàòðèöà B = QT

ij ·A·Qij

ïîäîáíà A, ò.å. èìååò òîò æå íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ÷òî è A.
Èäåÿ ìåòîäà ßêîáè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ïîäîáíûõ ìàòðèö B0 = A,B1, . . . , Bk, . . . òàêèõ, ÷òî
êàæäîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ Bk = QT

ijBk−1Qij îáíóëÿåò ìàêñè-
ìàëüíûé ïî ìîäóëþ âíåäèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû Bk−1. Ñ ïî-
ìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé ïîäîáèÿ

Bk = QT
ij ·Bk−1 ·Qij , (13)

ïðè êîòîðîì íà k-ì øàãå îáíóëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïî ìîäóëþ ýëå-
ìåíò ìàòðèöû Bk−1, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö, ïîäîá-
íûõ èñõîäíîé ìàòðèöå A. Íà êàæäîì øàãå äëÿ èìåþùåãîñÿ Bk−1

îïðåäåëÿåì ìàêñèìàëüíûé ïî ìîäóëþ âíåäèàãîíàëüíûé ýëåìåíò (îá-
ðå÷åííûé ýëåìåíò), ïî íåìó âû÷èñëÿåì ÷èñëà c è s, äàëåå, èñïîëüçóÿ
ìàòðèöó (12) íàõîäèì ïî ôîðìóëå (13) íîâóþ ìàòðèöó Bk è ò.ä. Çà-
ìåòèì, ÷òî íà êàæäîì øàãå òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåñ÷èòûâàþò-
ñÿ òîëüêî äâå ñòðîêè (ñòîëáöà) ïðåäûäóùåé ìàòðèöû. Ïðè óìíîæå-
íèè íåêîòîðîé ìàòðèöû B ñïðàâà íà ìàòðèöó âèäà (12) èçìåíÿþòñÿ
òîëüêî äâà ñòîëáöà, à èìåííî � ñòîëáöû ñ íîìåðàìè i è j ìàòðèöû
B. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè, íàïðèìåð, íàäî âû÷èñëèòü X = BQ, òî
xli = c · bli + s · blj , xlj = −s · bli + c · blj , ãäå l = 1, 2, . . . , n, à îñòàëüíûå
ýëåìåíòû ìàòðèöû X òàêèå æå, ÷òî è ó ìàòðèöû B.

Òåîðåìà. Åñëè íà êàæäîì øàãå â êà÷åñòâå îáðå÷åííîãî ýëåìåí-
òà áðàòü ìàêñèìàëüíûé ïî ìîäóëþ âíåäèàãîíàëüíûé ýëåìåíò, òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö Bk ñõîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîé ìàòðè-
öå.

Ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû A áóäóò ñòîëáöû ìàòðèöû
X = Qi0j0Qi1j1 · · ·Qik−1jk−1 . Çäåñü k � êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, êî-
òîðûå ïîòðåáîâàëèñü äëÿ ïîëó÷åíèÿ èç A äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû Λ
ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.
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2.4. LU�àëãîðèòì äëÿ íåñèììåòðè÷íûõ çàäà÷

×àùå (ïî êðàéíåé ìåðå, â íåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå) àëãîðèò-
ìû ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïîëíûõ ïðîáëåì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
îñíîâûâàþòñÿ íà ïðèâåäåíèè äàííûõ ìàòðèö ê ïîäîáíûì èì ìàò-
ðèöàì íå äèàãîíàëüíîãî, à òðåóãîëüíîãî âèäà. Íàèáîëåå ïðîñòîé èç
òàêèõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îïèðàåòñÿ íà LU�
ðàçëîæåíèå ìàòðèö.

Ïóñòü äàííàÿ n×n ìàòðèöà A ïðåäñòàâëåíà â âèäå A = LU , ãäå L
è U � ñîîòâåòñòâåííî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ òðåóãîëüíûå ìàòðèöû (ñì.
ï.1.2.). LU�àëãîðèòì îïðåäåëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè äâóìÿ ôîðìóëàìè:

Ak = LkUk, Ak+1 = UkLk, (14)

ãäå A0 := A, k = 0, 1, . . . , ïðè÷åì ïåðâàÿ èç ýòèõ ôîðìóë îçíà÷àåò
ïðîöåäóðó òðåóãîëüíîé ôàêòîðèçàöèè ìàòðèöû Ak íà k-îì øàãå, à
âòîðàÿ � ïðîñòîå óìíîæåíèå âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû íà íèæ-
íþþ.

Ïðè ðÿäå îãðàíè÷åíèé íà ìàòðèöó A (ïðîñòåéøèì èç êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, òðåáîâàíèå, ÷òîáû âñå åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà
áûëè ðàçëè÷íû ïî ìîäóëþ) èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (14) îñóùåñòâèì,
è ôîðìèðóåìàÿ èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ak} ñõîäèòñÿ ê òðåóãîëüíîé
ìàòðèöå âèäà


λ1 ∗ · · · ∗
0 λ2 · · · ∗
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · λn

 èëè


λ1 0 · · · 0
∗ λ2 · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
∗ ∗ · · · λn


â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ôèêñèðóåòñÿ åäèíè÷íàÿ äèàãîíàëü ïðè LU�
ôàêòîðèçàöèè ó ìàòðèöû L è U ñîîòâåòñòâåííî.

Îäíèì èç ñåðüåçíûõ ôàêòîðîâ, îãðàíè÷èâàþùèõ ñôåðó ïðèìå-
íåíèÿ LU�àëãîðèòìîâ, ÿâëÿåòñÿ èõ íåäîñòàòî÷íî õîðîøàÿ ÷èñëåí-
íàÿ óñòîé÷èâîñòü (óëó÷øåíèå ýòîãî ïàðàìåòðà ïóòåì ïåðåñòàíîâîê
ñòðîê è ñòîëáöîâ ñèëüíî îòðàæàåòñÿ íà ýêîíîìè÷íîñòè ìåòîäà). Ýòîò
ôàêòîð ìîæåò èãðàòü îñîáåííî ñóùåñòâåííóþ ðîëü íà ôîíå âîçìîæ-
íîñòåé íåóñòîé÷èâîé ñàìîé íåñèììåòðè÷íîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé.
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3. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è
ñèñòåì

Óðàâíåíèå âèäà
f(x) = 0 (15)

íàçûâàåòñÿ íåëèíåéíûì, åñëè ôóíêöèÿ f � íåëèíåéíàÿ. Ðåøèòü
óðàâíåíèå � ýòî çíà÷èò íàéòè òàêîå x, ïðè êîòîðîì óðàâíåíèå ïðå-
âðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî, èëè äîêàçàòü, ÷òî òàêèõ x íå ñóùåñòâóåò. Â
îáùåì ñëó÷àå óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü 0, 1, 2, . . . êîðíåé.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî îäíîé ïåðå-
ìåííîé, òàê è ñèñòåìû èç n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè:

f1 (x1, x2, . . . , xn) = 0,
f2 (x1, x2, . . . , xn) = 0,
. . .
fn (x1, x2, . . . , xn) = 0.

(16)

Ïîëàãàÿ x = (x1, x2, . . . , xn)T
, f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x))T

, ñè-
ñòåìà (16) ïðèìåò âèä (15).

Êàê èçâåñòíî, òîëüêî íåêîòîðûå íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ìîãóò
áûòü ðåøåíû òî÷íî (çà êîíå÷íîå ÷èñëî äåéñòâèé). Ý. Ãàëóà ïîêàçàë:
åñëè èñïîëüçóþòñÿ îáû÷íûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè è îïåðàöèÿ
èçâëå÷åíèÿ êîðíÿ, òî íå ñóùåñòâóåò ôîðìóë äëÿ íóëåé ïðîèçâîëü-
íîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè 5 è âûøå. Ïîýòîìó ðåøèòü ïðîèçâîëüíûå
íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ (äàæå ñ îäíîé ïåðåìåííîé) çà êîíå÷íîå ÷èñëî
îïåðàöèé íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Òàêèì îáðàçîì, âñå ìåòîäû
ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðå-
íû, ÿâëÿþòñÿ èòåðàöèîííûìè. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ ðàñøèðèòü
ïîíÿòèå ðåøåíèÿ.

Ïóñòü x∗ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (15), òî åñòü f(x∗) = 0. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ξ � îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (15), åñëè ∀ε > 0
âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ |f(ξ)| < ε èëè |ξ − x∗| < ε.
Òàê êàê àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íà êîìïüþòåðå âûïîëíÿþòñÿ ñ
îøèáêàìè îêðóãëåíèÿ, òî ýòî îïðåäåëåíèå âïîëíå ëîãè÷íî. Äåëî â
òîì, ÷òî åñëè ñòðîãî ïðèäåðæèâàòüñÿ ïîíÿòèÿ ðåøåíèÿ, òî â ìàøèí-
íîé àðèôìåòèêå, ãäå èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê, ìîæåò íå
íàéòèñü òàêîãî ÷èñëà ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé (çàïÿòîé) x, ÷òî f(x) = 0,
õîòÿ x ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì â êëàññè÷åñêîì ïîíèìàíèè.
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3.1. Ëîêàëèçàöèÿ êîðíåé

Â ñëó÷àå, êîãäà íà îòðåçêå íåñêîëüêî êîðíåé (êîðíè íå îòäåëå-
íû), ìîæíî ¾óäàëèòü¿ óæå íàéäåííûé êîðåíü, ÷òîáû, èñïîëüçóÿ
òîò æå àëãîðèòì åùå ðàç, íàéòè äðóãîé êîðåíü. Åñëè x1 � ïðî-
ñòîé êîðåíü óðàâíåíèÿ (15) è f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøè-

öà íà [a, b], òî âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ g1(x) =
f(x)
x− x1

íåïðåðûâ-

íà, ïðè÷åì âñå íóëè ôóíêöèè f(x) è g1(x) ñîâïàäàþò, çà èñêëþ-
÷åíèåì êîðíÿ x1. Åñëè x1 � êðàòíûé êîðåíü, òî îí áóäåò íóëåì
ôóíêöèè g1(x) êðàòíîñòè, íà åäèíèöó ìåíüøå, îñòàëüíûå íóëè ó
îáåèõ ôóíêöèé ïî-ïðåæíåìó áóäóò ñîâïàäàòü. Ïîýòîìó íàéäåííûé
êîðåíü ìîæíî óäàëèòü, åñëè äàëåå ðåøàòü óðàâíåíèå g1(x) = 0. Åñ-
ëè x2 � êîðåíü óðàâíåíèÿ g1(x) = 0, òî äàëåå ðåøàåì óðàâíåíèå

g2(x) =
g1(x)
x− x2

=
f(x)

(x− x1)(x− x2)
= 0, è ò.ä.

3.2. Ìåòîä ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ

Íàèáîëåå ïðèìèòèâíûì, è â òî æå âðåìÿ è íàäåæíûì àëãîðèò-
ìîì îïðåäåëåíèÿ âåùåñòâåííîãî êîðíÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïîëîâèííîãî
äåëåíèÿ (èëè äèõîòîìèÿ, áèñåêöèÿ, ìåòîä âçÿòèÿ â âèëêó). Ïóñòü
èçâåñòíî, ÷òî íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ f(x) â òî÷êàõ a
è b èìååò ðàçíûå çíàêè, òî åñòü f(a) · f(b) < 0. Òîãäà, êàê èçâåñòíî
èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, íà ýòîì îòðåçêå èìååòñÿ õîòÿ áû
îäèí êîðåíü.

Èäåÿ ìåòîäà: îòðåçîê, ãäå íàõîäèòñÿ õîòÿ áû îäèí êîðåíü, äå-
ëèòñÿ íà äâà ðàâíûõ îòðåçêà è èç íèõ âûáèðàåòñÿ òîò, íà êîíöàõ
êîòîðîãî ôóíêöèÿ îïÿòü èìååò ðàçíûå çíàêè. Äàëåå, ñ ïîëó÷åííûì
îòðåçêîì îïÿòü ïðîäåëûâàåì òó æå îïåðàöèþ. Òàê êàê äëèíà îòðåç-
êà êàæäûé ðàç óìåíüøàåòñÿ â äâà ðàçà, òî ïîñëå n øàãîâ ïîëó÷èì

îòðåçîê äëèíû
b− a

2n
, êîòîðûé ñîäåðæèò êîðåíü x∗. Ïîíÿòíî, ÷òî êà-

êîâà áû íè áûëà äëèíà èñõîäíîãî îòðåçêà, äëÿ ∀ε > 0 ÷åðåç êîíå÷íîå
÷èñëî øàãîâ ïîëó÷èì îòðåçîê äëèíû ìåíüøå ε, êîòîðûé ñîäåðæèò
êîðåíü. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ òî÷êà ξ ýòîãî ïîñëåäíåãî îòðåçêà óäî-
âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó |ξ − x∗| < ε, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâ-
íåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ ε > 0. Ê ïðîñòîìó êîðíþ ìåòîä ïðèâîäèò äëÿ
ëþáîé íåïðåðûâíîé, â òîì ÷èñëå è íåäèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè.
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Ê ñîæàëåíèþ, ìåòîä èìååò ìåäëåííóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè, íî òî÷-
íîñòü îòâåòà âñåãäà ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü.

3.3. Ìåòîä Íüþòîíà�Ðàôñîíà (ìåòîä êàñàòåëüíûõ)

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íà îòðåçêå [a, b], ñîäåðæàùåì êîðåíü ξ óðàâ-
íåíèÿ (15), äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷-
êó x0 ∈ [a, b] è âîñïîëüçóåìñÿ èòåðàöèîííûì ïðîöåññîì:

xn+1 = xn −
f(xn)
f ′(xn)

, n = 0, 1, . . . (17)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ f(x) èìååò êîðåíü,
ïðè÷åì f ′(x) è f ′′(x) íà ýòîì îòðåçêå ñîõðàíÿþò îïðåäåëåííûå çíà-
êè. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x0 ∈ [a, b] òàêîãî,
÷òî f(x0) · f ′′(x0) > 0, ïðîöåññ Íüþòîíà�Ðàôñîíà (17) ñõîäèòñÿ ê
åäèíñòâåííîìó êîðíþ óðàâíåíèÿ (15).

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè èñïîëüçóþò íåðàâåíñòâî:

|ξ − xn| 6
|f(xn)|
m

, ãäå m = min
[a,b]

|f ′(x)| .

Èç ôîðìóëû Íüþòîíà�Ðàôñîíà âèäíî, ÷òî åñëè ïðîèçâîäíàÿ âáëèçè
êîðíÿ ñòàíîâèòñÿ ìàëîé, òî ïîïðàâêè ìîãóò áûòü î÷åíü áîëüøèìè è
î÷åíü òðóäíî áóäåò ïðèáëèçèòüñÿ ê êîðíþ ñ òàêèìè áîëüøèìè øàãà-
ìè. ×åì áîëüøå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé f ′(x) â îêðåñòíîñòè äàííîãî
êîðíÿ, òåì áëèæå ìîæíî ê íåìó ïîäîéòè.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè êîðåíü, ê êîòîðîìó ñõîäèòñÿ ìåòîä
Íüþòîíà�Ðàôñîíà, ïðîñòîé, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ãîðàç-
äî áûñòðåå, ÷åì â ìåòîäå ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ èëè â ìåòîäå ïðîñòûõ
èòåðàöèé.

Çàìå÷àíèå 2. Â ìåòîäå Íüþòîíà�Ðàôñîíà íà êàæäîì øàãå òðå-
áóåòñÿ âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé. Íî âî ìíîãèõ ïðèêëàä-
íûõ çàäà÷àõ íåò âîçìîæíîñòè àíàëèòè÷åñêè çàäàâàòü âûðàæåíèå
äëÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ìîæåò îêàçàòüñÿ ïî-
ëåçíûì ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä Íüþòîíà�Ðàôñîíà

xn+1 = xn −
f(xn)
f ′(x0)

, n = 0, 1, . . . (18)
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Îäíî èç âàæíûõ äîñòîèíñòâ ìåòîäà Íüþòîíà�Ðàôñîíà � ýòî òî,
÷òî îí ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (16).
Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

x(k+1) = x(k) −
(
I
(
x(k)

))−1

f
(
x(k)

)
, k = 0, 1, . . . , (19)

ãäå x(k) =
(
x

(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
n

)
� âåêòîð ðåøåíèÿ, I

(
x(k)

)
� ìàòðèöà

ßêîáè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå x(k) ñ ýëåìåí-
òàìè (

I
(
x(k)

))
ij

=
(
∂fi

∂xj

)
x=x(k)

.

3.4. Ìåòîä ñåêóùèõ (õîðä)

Ïóñòü, êàê è â ìåòîäå ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ, èìååì îòðåçîê [a, b],
ãäå f(a) ·f(b) < 0. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî f(a) < 0,
f(b) > 0 è f ′′(x) > 0 íà âñåì îòðåçêå. Òîãäà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
äëÿ ìåòîäà ñåêóùèõ èìååò âèä:

xn+1 = xn −
f(xn)

f(b)− f(xn)
(b− xn), ãäå x0 = a. (20)

Äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ çàäàíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà òî÷êà b ÿâëÿ-
åòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] óðàâíåíèå (15) èìååò åäèí-
ñòâåííûé êîðåíü è f(a) < 0, f(b) > 0 è f ′′(x) > 0. Òîãäà ìåòîä
ñåêóùèõ (20) ñõîäèòñÿ.

3.5. Êîìáèíèðîâàííûé ìåòîä

Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, êàê è âûøå, ñëó÷àé f ′(x) > 0,
f ′′(x) > 0, f(a) < 0, f(b) > 0. Âîçüìåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ x0 = a è âûïîëíèì îäèí øàã ìåòîäà ñåêóùèõ

x1 = x0 −
f(x0)

f(b)− f(x0)
(b− x0).

Äàëåå âîçüìåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x̄0 = b è âûïîë-
íèì îäèí øàã ìåòîäà Íüþòîíà�Ðàôñîíà

x̄1 = x̄0 −
f(x̄0)
f ′(x̄0)

.

24



Òåïåðü â êà÷åñòâå íîâîãî îòðåçêà âîçüìåì [x1, x̄1], êîòîðûé öåëèêîì
ñîäåðæèòñÿ â èñõîäíîì îòðåçêå a < x1 < ξ < x̄1 < b. Òàêèì îáðàçîì,
ñêîìáèíèðîâàâ ìåòîä ñåêóùèõ è ìåòîä Íüþòîíà�Ðàôñîíà, ïîëó÷èì
èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:

x0 = a, x̄0 = b, xn+1 = xn −
f(xn)

f(x̄n)− f(xn)
(x̄n − xn),

x̄n+1 = x̄n −
f(x̄n)
f ′(x̄n)

, n = 0, 1, . . . ,
(21)

ïðè êîòîðîì íà êàæäîì øàãå áóäåì ïðèáëèæàòüñÿ ê êîðíþ ñëåâà è
ñïðàâà, òî åñòü ñóæàòü èñõîäíûé îòðåçîê ñ äâóõ ñòîðîí, à èç íåðàâåí-
ñòâà xn < ξ < x̄n ïîëó÷àåì âîçìîæíîñòü íà êàæäîì øàãå îöåíèòü,
íàñêîëüêî ïðèáëèçèëèñü ê òî÷íîìó êîðíþ óðàâíåíèÿ. Î÷åâèäíî, ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåì 1 è 2 ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûé ïðî-
öåññ (21) ñõîäèòñÿ ê êîðíþ óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì åñëè íà êàêîì-òî
øàãå x̄n − xn < ε, òî â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
ìîæíî âçÿòü ëþáóþ òî÷êó c ∈ [xn, x̄n] è ïîãðåøíîñòü |c− ξ| < ε.

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëû (21) âûâåäåíû äëÿ îïðåäåëåííîãî ñëó÷àÿ
çíàêîïîñòîÿíñòâà ïðîèçâîäíûõ f ′(x) > 0, f ′′(x) > 0. Îäíàêî ïî ýòèì
æå ôîðìóëàì ìîæíî ñòðîèòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ è â îñòàëüíûõ
ñëó÷àÿõ çíàêîïîñòîÿíñòâà ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ
ôóíêöèè f(x) :
1) åñëè f ′(x) < 0, f ′′(x) < 0, òî ðåøàåì óðàâíåíèå g(x) = 0, ãäå
g(x) = −f(x);
2) åñëè f ′(x) < 0, f ′′(x) > 0, òî ðåøàåì óðàâíåíèå g(x) = 0, ãäå
g(x) = f(−x);
3) åñëè f ′(x) > 0, f ′′(x) < 0, òî ðåøàåì óðàâíåíèå g(x) = 0, ãäå
g(x) = −f(−x).
Ôóíêöèÿ g(x) âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ îáëàäàåò ñâîéñòâîì g′(x) > 0,
g′′(x) > 0, ïîýòîìó ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè (21).

3.6. Ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé

Ïóñòü ñ òî÷íîñòüþ ε íåîáõîäèìî íàéòè êîðåíü óðàâíåíèÿ (15),
ïðèíàäëåæàùèé èíòåðâàëó èçîëÿöèè [a, b]. Ôóíêöèÿ f(x) è åå ïåðâàÿ
ïðîèçâîäíàÿ íåïðåðûâíû íà ýòîì îòðåçêå. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà
èòåðàöèé (ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé) èñõîäíîå óðàâ-
íåíèå f(x) = 0 äîëæíî áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó

x = ϕ(x). (22)
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Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x0 âûáèðàåì ëþáóþ òî÷êó èí-
òåðâàëà [a, b]. Äàëåå èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïîèñêà êîðíÿ ñòðîèòñÿ
ïî ñõåìå:

xn+1 = ϕ(xn), n = 0, 1, . . . (23)

Ïðîöåññ ïîèñêà ïðåêðàùàåòñÿ, êàê òîëüêî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
|xn+1 − xn| < ε èëè ÷èñëî èòåðàöèé ïðåâûñèò çàäàííîå ÷èñëî N .

Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèþ ϕ(x) èòåðàöèîííàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (23) ñõîäèòñÿ ê êîðíþ óðàâíåíèÿ (22).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ξ � êîðåíü óðàâíåíèÿ (22) è ïóñòü ôóíê-
öèÿ ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ξ óñëîâèþ
Ëèïøèöà ñ ïîñòîÿííîé q < 1. Òîãäà ïðè ëþáîì âûáîðå íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ x0 èç ýòîé îêðåñòíîñòè ìîæíî ïîñòðîèòü èòåðàöè-
îííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê åäèíñòâåííîìó
êîðíþ ξ, è èìåþò ìåñòî îöåíêè

|xn − ξ| 6 qn|x1 − x0|
1− q

� àïðèîðè;

|xn − ξ| 6 q|xn − xn−1|
1− q

� àïîñòåðèîðè.

3.7. Ìåòîä ñïóñêà

Ìåòîä ñïóñêà ïðèìåíèì ê ðåøåíèþ ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé. Îãðàíè÷èìñÿ ñèñòåìîé äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè:{

f(x, y) = 0,
g(x, y) = 0, (24)

ãäå ôóíêöèè f è g äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî ñâîèì
àðãóìåíòàì. Ïóñòü

Ψ(x, y) = f2(x, y) + g2(x, y).

Òàê êàê Ψ(x, y) íåîòðèöàòåëüíà ïî îïðåäåëåíèþ, òî ∃(x∗, y∗) :
Ψ(x, y) > Ψ(x∗, y∗) > 0,∀(x, y) ∈ R2, ò.å. (x∗, y∗) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìè-
íèìóìà ôóíêöèè Ψ(x, y). Åñëè êàêèì-òî îáðàçîì ìû íàéäåì òî÷êó
ìèíèìóìà, â êîòîðîé îáðàùàåòñÿ â íóëü ôóíêöèÿ Ψ(x, y), òî äàííàÿ
òî÷êà áóäåò èñêîìûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (24).
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòîé òî÷êè áóäåì èñïîëüçîâàòü êëàññè÷åñêèé
èòåðàöèîííûé ìåòîä ñïóñêà: ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (xk, yk)
ïðèáëèæåíèé ê (x∗, y∗) ïðè k →∞ ïî ðåêóððåêòíûì ôîðìóëàì:(

xk+1

yk+1

)
=
(
xk

yk

)
+ αk

(
pk

qk

)
, k = 0, 1, 2, . . . , (25)

ãäå âåêòîð
(
pk

qk

)
îïðåäåëÿåò íà ïëîñêîñòè íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ

îò k-ãî ïðèáëèæåíèÿ ê ñëåäóþùåìó (k + 1)-ìó, à âåëè÷èíà αk ðåãó-
ëèðóåò äëèíó øàãà â ýòîì íàïðàâëåíèè.

Íàïðàâëåíèå âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ óáûâàëà êàê ìîæíî áûñòðåå. Ôóíêöèÿ íåñêîëüêèõ ïåðå-
ìåííûõ ðàñòåò íàèáîëåå áûñòðî â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ãðàäèåíòà.
Ïîýòîìó â êà÷åñòâå âåêòîðà íàïðàâëåíèÿ âîçüìåì àíòèãðàäèåíò, òî
åñòü (

pk

qk

)
= −grad(Ψ(xk, yk)) = −

(
Ψ′

x(xk, yk)
Ψ′

y(xk, yk)

)
. (26)

Ïîäñòàâèì âûáðàííîå íàïðàâëåíèå â ôîðìóëó (25):(
xk+1

yk+1

)
=
(
xk

yk

)
− αk

(
Ψ′

x(xk, yk)
Ψ′

y(xk, yk)

)
, k = 0, 1, 2, . . . (27)

Äëÿ âûáîðà ÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà αk îïòèìàëüíûì øàãîì â íà-
ïðàâëåíèè àíòèãðàäèåíòà áóäåò òàêîé øàã, ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ
Ψ(xk, yk) áóäåò ïðèíèìàòü íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ñðåäè âñåõ çíà÷å-
íèé â ýòîì ôèêñèðîâàííîì íàïðàâëåíèè. Ïðè ýòîì òî÷êà (xk+1, yk+1)
áóäåò òî÷êîé óñëîâíîãî ìèíèìóìà:

Ψ(xk+1, yk+1) = min
α>0

Ψ(xk + αpk, yk + αqk). (28)

Ìåòîä ïî ôîðìóëàì (27)�(28) íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì íàèñêîðåéøåãî
ñïóñêà.

Íà ïðàêòèêå øàã αk íå âñåãäà óäàåòñÿ âû÷èñëèòü àíàëèòè÷åñêè,
ïîýòîìó ïðèìåíÿþò ÷èñëåííûé ìåòîä îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè è
íàõîäÿò αk ïðèáëèæåííî. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè îäíîé ïå-
ðåìåííîé ψk(α) = Ψ(xk +αpk, yk +αqk) ïðîùå, ÷åì ðåøåíèå íåëèíåé-
íîé ñèñòåìû. Ýôôåêòèâíûì ìîæåò îêàçàòüñÿ òàêîé ïðîñòîé ñïîñîá,
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êîãäà íà êàæäîì øàãå âûáèðàþò äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî α > 0 òà-
êèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå Ψ(xk+1, yk+1) < Ψ(xk, yk).
Åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ, òî ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó, åñëè íå
âûïîëíÿåòñÿ, áåðåì α â äâà ðàçà ìåíüøå è ñíîâà ïðâåðÿåì íåðàâåí-
ñòâî. Òàêîå αk ñóùåñòâóåò ïî îïðåäåëåíèþ ãðàäèåíòà, åñëè âåêòîð
ãðàäèåíòà íå ðàâåí íóëþ. Åñëè æå ãðàäèåíò ðàâåí íóëþ, òî ìû óæå
íàõîäèìñÿ â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå.

Ãëàâíîå äîñòîèíñòâî � ãëîáàëüíàÿ ñõîäèìîñòü: äëÿ ëþáîãî
íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìåòîä ïðèâåäåò ê ñòàöèîíàðíîé òî÷êå
(x∗, y∗). Äëÿ íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ íóæíî òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî
Ψ(x∗, y∗) = 0. Åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ, òî ýòî îòâåò, åñëè íåò, íóæ-
íî âçÿòü äðóãîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.

3.8. Ìåòîä Áðàóíà

Ñèñòåìó ìîæíî çàïèñàòü îäíèì óðàâíåíèåì f(x) = 0 îòíîñè-
òåëüíî âåêòîðíîé ôóíêöèè f âåêòîðíîãî àðãóìåíòà x. Â ìåòîäå
Íüþòîíà�Ðàôñîíà ðàññìàòðèâàëàñü ïîøàãîâàÿ ëèíåàðèçàöèÿ ýòîé
âåêòîðíîé ôóíêöèè f(x) � ñì. (19). Â îòëè÷èè îò ìåòîäà Íüþòîíà�
Ðàôñîíà, Áðàóíîì áûë ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé ìåòîä. Íà êàæäîì
èòåðàöèîííîì øàãå ïðîâîäèì ïîî÷åðåäíóþ ëèíåàðèçàöèþ êîìïî-
íåíò âåêòîð�ôóíêöèè f(x), òî åñòü ëèíåàðèçîâûâàåì â ñèñòåìå (16)
ñíà÷àëà ôóíêöèþ f1, çàòåì f2 è ò.ä., è ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàåì ïîëó-
÷àåìûå òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèÿ. Ðàññìîòðèì äàííóþ èäåþ â äâó-
ìåðíîì ñëó÷àå ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (24). Ïðè âûáðàííûõ íà÷àëü-
íûõ çíà÷åíèÿõ x0, y0 êàæäîå ïîñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå ïî ìåòîäó
Áðàóíà íàõîäèòñÿ ïðè k = 0, 1, 2, . . . ñ ïîìîùüþ ôîðìóë

x̃k = xk −
f(xk, yk)
f ′x(xk, yk)

, qk =
g(x̃k, yk)f ′x(xk, yk)

f ′x(xk, yk)g′y(xk, yk)− f ′y(xk, yk)g′x(x̃k, yk)
,

pk =
f(xk, yk)− qkf

′
y(xk, yk)

f ′x(xk, yk)
, xk+1 = xk − pk, yk+1 = yk − qk,

ñ÷åò ïî êîòîðûì äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ â òîé î÷åðåäíîñòè, â êîòîðîé
îíè çàïèñàíû. Âû÷èñëåíèÿ â ìåòîäå Áðàóíà åñòåñòâåííî çàêàí÷è-
âàòü, êîãäà âûïîëíèòñÿ íåðàâåíñòâî max {|pk−1|, |qk−1|} < ε ñ ðåçóëü-
òàòîì (x∗, y∗) ≈ (xk, yk). Â õîäå âû÷èñëåíèé ñëåäóåò êîíòðîëèðîâàòü
íåìàëîñòü çíàìåíàòåëåé ðàñ÷åòíûõ ôîðìóë. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè
f è g â ýòîì ìåòîäå íåðàâíîïðàâíû, è ïåðåìåíà èõ ðîëÿìè ìîæåò
èçìåíèòü ñèòóàöèþ ñî ñõîäèìîñòüþ.
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4. Ïðèáëèæåíèå ôóíêöèé è àïïðîêñèìàöèÿ

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âîçíèêàþò è èçó÷àþòñÿ ôóíêöèè, îïèñûâàþ-
ùèå ñëîæíûå ðåàëüíûå ïðîöåññû (ôèçè÷åñêèå, õèìè÷åñêèå è ïð.).
Îáû÷íî ýòè ôóíêöèè íå óäîáíû äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ïî òîé
ïðè÷èíå, ÷òî âû÷èñëåíèå èõ çíà÷åíèé òðåáóåò áîëüøèõ çàòðàò ìà-
øèííîãî âðåìåíè èëè èõ çàïîìèíàíèå òðåáóåò äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
îáúåìîâ ïàìÿòè ÝÂÌ. Èíîãäà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü îïðåäåëèòü
ôóíêöèþ ïî ñåòî÷íûì çíà÷åíèÿì, íàéäåííûì ïðèáëèæåííî ñ ïîìî-
ùüþ ýêñïåðèìåíòà. Èñïîëüçóÿ ìåòîäû òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ôóíê-
öèé, óäàåòñÿ ïîäîáðàòü ïðîñòûå è óäîáíûå äëÿ ðàñ÷åòîâ ôóíêöèè,
áëèçêèå ê èñõîäíûì. Òàêàÿ ïîäìåíà ¾ïëîõîé¿ ôóíêöèè f(x) ¾õî-
ðîøåé¿ ôóíêöèåé ϕ(x) íàçûâàåòñÿ àïïðîêñèìàöèåé ôóíêöèè f(x)
ôóíêöèåé ϕ(x). Â êà÷åñòâå ¾õîðîøèõ¿ ôóíêöèé áóäåì èñïîëüçîâàòü
ìíîãî÷ëåíû: èõ äîñòàòî÷íî ëåãêî âû÷èñëÿòü, îíè îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëÿþòñÿ íàáîðîì ñâîèõ êîýôôèöèåíòîâ è ìíîãî÷ëåí ëèíåéíî çàâèñèò
îò ñâîèõ êîýôôèöèåíòîâ. Êîíêðåòíûé ñïîñîá àïïðîêñèìàöèè áóäåò
çàâèñåòü îò òîãî, ê êàêîìó êëàññó ïðèíàäëåæèò àïïðîêñèìèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ f(x), è ÷òî ïîíèìàåòñÿ ïîä ¾áëèçîñòüþ¿ ìåæäó ôóíêöèÿìè
f(x) è ϕ(x).

4.1. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà

Ïóñòü íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f(x) çàäàíà òàáëèöåé ñâîèõ çíà÷åíèé â
íåêîòîðûõ òî÷êàõ xi, íàçûâàåìûõ óçëàìè, f(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n :

x x0 x1 . . . xn

y y0 y1 . . . yn
.

Çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü òàêóþ
ôóíêöèþ ϕ(x), ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ ϕ(xi) = f(xi) â óçëàõ
èíòåðïîëÿöèè, à â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ ϕ(x) áûëà áëèçêà ê
ôóíêöèè f(x). Åñëè â êà÷åñòâå ϕ(x) âçÿòü àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî-
÷ëåí, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì ϕ(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n, òî åãî
íàçûâàþò èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà è îáîçíà÷àþò
Ln(x), ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî íàáîðà óçëîâ {xi}n

i=0 : xi 6= xj ïðè i 6= j è
äëÿ ëþáîãî íàáîðà çíà÷åíèé ôóíêöèè {yi}n

i=0 ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n
Ln(x) ñóùåñòâóåò è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè Ln(xi) = yi,
i = 0, 1, . . . , n.
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Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà èìååò âèä

Ln(x) =
n∑

i=0

yi

∏
j 6=i

(x− xj)∏
j 6=i

(xi − xj)
=

n∑
i=0

yi
ω(x)

(x− xi)ω′(xi)
, (29)

ãäå ω(x) =
n∏

i=0

(x− xi) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn).

Ïîãðåøíîñòü r(x) = f(x)− Ln(x) â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè ïî îïðå-
äåëåíèþ ðàâíà r(xi) = 0 ïðè i = 0, 1, . . . , n. Ïóñòü x ∈ [a, b] è x 6= xi

ïðè i = 0, 1, . . . , n è ïóñòü f(x) èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî
(n+ 1)-ãî ïîðÿäêà íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà ïîãðåøíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ

êàê r(x) = f(x) − Ln(x) =
f (n+1)(ξ)
(n+ 1)!

ω(x), ãäå ξ ∈ [a, b]. Îáîçíà÷èâ

÷åðåç Mn+1 = sup
x∈[a,b]

∣∣f (n+1)(x)
∣∣ , èìååì îöåíêó ïîãðåøíîñòè ìíîãî-

÷ëåíà Ëàãðàíæà

|r(x)| 6 Mn+1

(n+ 1)!
|ω(x)| . (30)

Çàìå÷àíèå. Åñëè f(x) = Pn(x) � ìíîãî÷ëåí n-îé ñòåïåíè, òî
r(x) = 0, òî åñòü Pn(x) = Ln(x). Ëþáîé ìíîãî÷ëåí n-îé ñòåïåíè
îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ñâîåìó n+ 1 çíà÷åíèþ, âçÿòîìó â
ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ.

Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà ìîæíî ïîñòðîèòü ïðè
ëþáîì ðàñïîëîæåíèè óçëîâ èíòåðïîëÿöèè, îäíàêî îí èìååò îäèí ñó-
ùåñòâåííûé íåäîñòàòîê. Åñëè ïîíàäîáèòñÿ óâåëè÷èòü ñòåïåíü ïðè-
áàâëåíèåì íîâîãî óçëà, òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà
ïðèäåòñÿ âû÷èñëÿòü çàíîâî, òàê êàê êàæäûé åãî ÷ëåí çàâèñèò îò
âñåõ óçëîâ èíòåðïîëèðîâàíèÿ. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Íüþ-
òîíà ëèøåí ýòîãî íåäîñòàòêà. Åãî êîýôôèöèåíòû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
ðàçíîñòíûå îòíîøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ.

4.2. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Íüþòîíà

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) çàäàíà òàáëèöåé

x x0 x1 . . . xn

f(x) f(x0) f(x1) . . . f(xn)
.
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Çíà÷åíèÿ òàáëè÷íîé ôóíêöèè f(x0), f(x1), . . . , f(xn) íàçûâàþòñÿ
ðàçäåëåííûìè ðàçíîñòÿìè íóëåâîãî ïîðÿäêà. Ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòü

ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàâíà f(xi, xi+1) =
f(xi+1)− f(xi)

xi+1 − xi
. Îòíîøåíèå

f(xi, xi+1, xi+2) =
f(xi+1, xi+2)− f(xi, xi+1)

xi+2 − xi

íàçûâàåòñÿ ðàçäåëåííîé ðàçíîñòüþ âòîðîãî ïîðÿäêà. Ðàçäåëåííàÿ
ðàçíîñòü k-ãî ïîðÿäêà ðàâíà

f (xi, xi+1, xi+2, . . . , xi+k+1) =

=
f (xi+1, xi+2, . . . , xi+k+1)− f (xi, xi+1, . . . , xi+k)

xi+k+1 − xi
,

ãäå k = 0, 1, . . . , n; i = 0, 1, . . . , n − k − 1. Óñëîâèìñÿ ðàñïîëàãàòü
òàáëèöó ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x0 f(x0)
f(x0, x1)

x1 f(x1) f(x0, x1, x2)
f(x1, x2) f(x0, x1, x2, x3)

x2 f(x2) f(x1, x2, x3) f(x0, x1, . . . , x4)
f(x2, x3) f(x1, x2, x3, x4)

x3 f(x3) f(x2, x3, x4)
f(x3, x4)

x4 f(x4)

Ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè f(x0, x1), f(x0, x1, x2), . . . , f(x0, x1, . . . , xn)
ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè, êîòîðûå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ çàäàííîé òàá-
ëèöåé. Èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Íüþòîíà íàçûâàåòñÿ âû-
ðàæåíèå

Nn(x) = f(x0) + (x− x0)f(x0, x1) + (x− x0)(x− x1)f(x0, x1, x2)+
. . .+ (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn−1)f(x0, x1, . . . , xn)

èëè

Nn(x) = f(xn) + (x− xn)f(xn−1, xn) + (x− xn−1)(x− xn)·
·f(xn−2, xn−1, xn) + . . .+ (x− x1) · · · (x− xn)f(x0, x1, . . . , xn).

Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà è Íüþòîíà ñîâïàäàþò, ýòî
ïðîñòî ðàçëè÷íàÿ ôîðìà çàïèñè è âû÷èñëåíèÿ. Åñëè ïî äàííîé òàá-
ëèöå ïîñòðîåí ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà, òî ïðè äîáàâëåíèè íîâîãî óçëà
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òðåáóåòñÿ ïîëíûé ïåðåñ÷åò ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà, â òî âðåìÿ êàê
äëÿ ìíîãî÷ëåíà Íüþòîíà äîáàâèòñÿ âñåãî ëèøü îäèí ÷ëåí, òàê êàê
íîâûé óçåë ìîæíî ïðèïèñàòü â êîíöå òàáëèöû, íåçàâèñèìî îò åãî
âåëè÷èíû. Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà è Íüþòîíà îòëè÷àþò-
ñÿ òîëüêî ôîðìîé çàïèñè, ïðåäñòàâëåíèå ïîãðåøíîñòè â âèäå (30)
ñïðàâåäëèâî è äëÿ ôîðìóëû Íüþòîíà.

4.3. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà

Ïðè ïîñòðîåíèè ìíîãî÷ëåíîâ Ëàãðàíæà è Íüþòîíà òðåáîâàëîñü
ëèøü ñîâïàäåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè â òî÷êàõ. Èíîãäà, åñëè èìååò-
ñÿ èíôîðìàöèÿ î ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f(x), òðåáóåòñÿ îáåñïå÷èòü
ñîâïàäåíèå è ïðîèçâîäíûõ äî íåêîòîðîãî ïîðÿäêà. Â áîëåå îáùåé ïî-
ñòàíîâêå çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Èìååì íàáîð
óçëîâ x0, x1, x2, . . . , xn : xi 6= xj ïðè i 6= j. Ïóñòü â íåêîòîðûõ óçëàõ
çàäàíà òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ:{

f(xi) = yi, ∀i = 0, 1, . . . , n,
f (j)(xi) = y

(j)
i , j = 1, 2, . . . , Ni − 1, ∀i = 0, 1, . . . , n.

(31)

Ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé â óçëàõ ñîâïàäàåò íå òîëüêî ñî çíà÷åíèÿìè
ôóíêöèè, íî è ïðîèçâîäíûìè çàäàííîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ èíòåð-
ïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ýðìèòà. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî óç-
ëà ìîæåò áûòü ñâîå êîëè÷åñòâî çàäàííûõ ïðîèçâîäíûõ. Îáîçíà÷èì
ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà ÷åðåç Hm(x) :

Hm(x) = amx
m + am−1x

m−1 + . . .+ a1x+ a0,

ãäå ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà m = N0 +N1 + . . .+Nn − 1. Ñóùåñòâîâàíèå
è åäèíñòâåííîñòü ìíîãî÷ëåíà Ýðìèòà ñëåäóåò èç ðåøåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ÑËÀÓ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ai ïðè èñïîëüçîâàíèè óñëîâèé
èíòåðïîëÿöèè (31).

Ïðèìåð. Ïîñòðîèì èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà ïî
òàáëèöå çíà÷åíèé:

xk f(xk) f ′(xk)
1 2 0
3 6 −

.

Ìíîãî÷ëåíîì Ýðìèòà áóäåò êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ

H2(x) = a2x
2 + a1x+ a0
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ñ ïðîèçâîäíîé H ′
2(x) = 2a2x+a1. Èñïîëüçóåì óñëîâèÿ èíòåðïîëÿöèè H2(1) = a2 + a1 + a0 = 2,

H2(3) = 9a2 + 3a1 + a0 = 6,
H ′

2(1) = 2a2 + a1 = 0,

 a2 = 1,
a1 = −2,
a0 = 3.

Òîãäà H2(x) = x2 − 2x+ 3.
Îáîçíà÷èì Ω(x) = (x − x0)N0(x − x1)N1 · · · (x − xn)Nn . Åñëè

f ∈ Cm+1[a, b], òî ïîãðåøíîñòü èìååò âèä

r(x) = f(x)−Hm(x) =
f (m+1)(ξ)
(m+ 1)!

Ω(x). (32)

Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ìíîãî÷ëåíà Ýðìèòà |r(x)| 6 Mm+1

(m+ 1)!
|Ω(x)| ,

ãäå Mm+1 = sup
[a,b]

∣∣f (m+1)(x)
∣∣ .

Çàìå÷àíèå. Åñëè óçëû èíòåðïîëÿöèè x0, x1, x2, . . . , xn ïðîñòûå,
òî åñòü n = m, òî èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà ñîâïàäàåò ñ
ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà Ln, è ñîâïàäàåò îöåíêà ïîãðåøíîñòè. Åñëè
ðàññìîòðåòü äðóãóþ êðàéíîñòü: x0 � åäèíñòâåííûé óçåë êðàòíîñòè
m+1, òî åñòü â òî÷êå x0 çàäàíû ïðîèçâîäíûå äî m-ãî ïîðÿäêà âêëþ-
÷èòåëüíî, òî ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà ñîâïàäàåò ñ ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà

Hm(x) = Pm(x) =
m∑

k=0

f (k)(x0)
k!

(x− x0)k.

4.4. Èíòåðïîëèðîâàíèå ñïëàéíàìè

Ðàññìîòðåííûå âûøå àïïàðàòû ïðèáëèæåíèÿ îêàçûâàþòñÿ
íåóäîâëåòâîðèòåëüíûìè â ðÿäå ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Íàïðèìåð, àë-
ãåáðàè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû îáëàäàþò ðÿäîì íåäîñòàòêîâ êàê àïïàðàò
ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé ñ îñîáåííîñòÿìè è äëÿ ôóíêöèé ñ íåáîëü-
øîé ãëàäêîñòüþ. Ýòè òðóäíîñòè ìîæíî ïðåîäîëåòü, åñëè ðàçáèòü
îñíîâíîé îòðåçîê íà ÷àñòè÷íûå îòðåçêè è íà êàæäîì èç òàêèõ îòðåç-
êîâ àïïðîêñèìèðîâàòü ôóíêöèþ ñâîèì ìíîãî÷ëåíîì. Îäíàêî â ðÿäå
çàäà÷ äîïîëíèòåëüíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðèáëèæàþùàÿ ôóíêöèÿ áû-
ëà äîñòàòî÷íî ãëàäêîé. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïîçàáîòèòüñÿ, ÷òîáû
â ñìåæíûõ òî÷êàõ ïðèáëèæàþùèå àãðåãàòû ñêëåèâàëèñü äîñòàòî÷íî
ãëàäêî. Ýòî, ïî ñóùåñòâó, è ïðèâîäèò íàñ ê ïîíÿòèþ ñïëàéíà.
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Â îáùåì ñëó÷àå, ñïëàéíàìè íàçûâàþò ôóíêöèè, ñêëååííûå èç
ðàçëè÷íûõ êóñêîâ çàäàííûõ ñòàíäàðòíûõ ôóíêöèé. Â âû÷èñëèòåëü-
íîé ìàòåìàòèêå âàæíåéøóþ ðîëü ñðåäè ñïëàéíîâ èãðàþò ôóíêöèè,
ñêëååííûå èç êóñêîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ìû îãðàíè÷èìñÿ
ëèøü òàêèìè ñïëàéíàìè. Ñòîèò îòìåòèòü åùå, ÷òî ïîâåäåíèå ìíîãî-
÷ëåíîâ â îêðåñòíîñòè êàêîé-ëèáî òî÷êè îïðåäåëÿåò èõ ïîâåäåíèå â
öåëîì. Ñïëàéíû ëèøåíû è ýòîãî íåäîñòàòêà.

Ïóñòü íà êîíå÷íîì îòðåçêå [a, b] ⊂ R çàäàíà ñåòêà

∆n : a = x0 < x1 < . . . < xn = b.

Îïðåäåëåíèå. Ïîëèíîìèàëüíûì ñïëàéíîì ñòåïåíè m äåôåêòà
k (1 6 k 6 m), ïîñòðîåííûì íà ñåòêå ∆n, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) ∀x ∈ [xi, xi+1] : Sm,k(x) = Pm(x);
2) Sm,k ∈ C(m−k)[a, b], à ïðîèçâîäíàÿ (m − k + 1)-ãî ïîðÿäêà ìîæåò
èìåòü ðàçðûâû â òî÷êàõ xi, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ óçëàìè ñïëàéíà.

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ Sm,k(xi) = f(xi), i = 0, 1, . . . , n, òî
ñïëàéí íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì.

Îïðåäåëåíèå. Èíòåðïîëÿöèîííûì êóáè÷åñêèì ñïëàéíîì, ïî-
ñòðîåííûì íà ñåòêå ∆n äëÿ ôóíêöèè f, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
S3(x) = S3(x,∆n, f), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì
1) S3(x) = P3(x), x ∈ [xi, xi+1], i = 0, 1, . . . , n− 1;
2) S3(x) ∈ C(2)[a, b];
3) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ èíòåðïîëÿöèè S3(xi) = f(xi), i = 0, 1, . . . , n;
4) âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç êðàåâûõ óñëîâèé:
(I) S(i)

3 (a) = S
(i)
3 (b), i = 1, 2;

(II) S
′

3(a) = an, S
′

3(b) = bn;
(III) S

′′

3 (a) = An, S
′′

3 (b) = Bn;
(IV) S

′′′

3 (x1 − 0) = S
′′′

3 (x1 + 0), S
′′′

3 (xn−1 − 0) = S
′′′

3 (xn−1 + 0).
Óñëîâèå (I) èñïîëüçóåòñÿ, åñëè f(x) � (b−a)-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíê-

öèÿ. Â óñëîâèè (II) ïîëàãàþò an = f ′(a), bn = f ′(b), åñëè ïðîèçâîäíàÿ
ôóíêöèè f ñóùåñòâóåò, èíà÷å � èñïîëüçóþò ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè
ïåðâîãî ïîðÿäêà

an = f(x0, x1) =
f(x1)− f(a)

x1 − a
, bn = f(xn−1, xn) =

f(b)− f(xn−1)
b− xn−1

.

Àíàëîãè÷íî â óñëîâèè (III) ïîëàãàþò An = f ′′(a), Bn = f ′′(b), åñ-
ëè ôóíêöèÿ f èìååò ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà, â ïðîòèâíîì
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ñëó÷àå, ïîëàãàþò ðàâíûì ðàçäåëåííûì ðàçíîñòÿì âòîðîãî ïîðÿäêà
An = f(x0, x1, x2), Bn = f(xn−2, xn−1, xn). Óñëîâèå (IV) îçíà÷àåò, ÷òî
ìû ¾ëèêâèäèðóåì¿ óçëû x1, xn−1.

Êóáè÷åñêèé èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí, óäîâëåòâîðÿþùèé îäíî-
ìó èç êðàåâûõ óñëîâèé (I)�(IV) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííûé.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: fi = f(xi), Mi = S
′′

3 (xi), hi = xi+1 − xi,
i = 0, 1, . . . , n. Òîãäà äëÿ ∀x ∈ [xi, xi+1] ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå
ñïëàéíà èìååò âèä

S3(x) = −Mi

6hi
(x− xi+1)3 +

Mi+1

6hi
(x− xi)3+

+
(
fi+1 − fi

hi
− hi

6
(Mi+1 −Mi)

)
(x− xi) + fi −

Mih
2
i

6
.

(33)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ Mi èìååì ñèñòåìó ïðè i = 1, 2, . . . , n− 1

1
6
hi−1Mi−1+

1
3

(hi−1 + hi)Mi+
1
6
hiMi+1 =

fi+1 − fi

hi
−fi − fi−1

hi−1
, (34)

ê êîòîðîé îñòàëîñü äîáàâèòü êðàåâûå óñëîâèÿ:
â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé (I) òèïà: M0 = Mn, Mn+1 = M1, hn = h0;

â ñëó÷àå (II): 2M0 +M1 =
6
h0

(
f1 − f0
h0

− an

)
,

Mn−1 + 2Mn =
6

hn−1

(
bn −

fn − fn−1

hn−1

)
;

â ñëó÷àå (III): M0 = An, Mn = Bn;

â ñëó÷àå (IV): M0 =
(

1 +
h0

h1

)
M1 −

h0

h1
M2,

Mn =
(

1 +
hn−1

hn−2

)
Mn−1 −

hn−1

hn−2
Mn−2.

Ìàòðèöà ïîëó÷åííîé ñèñòåìû èìååò òðåõäèàãîíàëüíûé âèä, ïðè-

÷åì â ñèëó íåðàâåíñòâà
1
3

(hi + hi−1) >
1
6
hi−1 +

1
6
hi èìååì ìàòðèöó

ñ äîìèíèðóþùåé ãëàâíîé äèàãîíàëüþ. À çíà÷èò, îïðåäåëèòåëü ìàò-
ðèöû íå ðàâåí íóëþ, è ñèñòåìà (34) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Ðåøàÿ ñèñòåìó (34) ìåòîäîì ïðîãîíêè (ñì. 1.5.), íàõîäèì êîýôôèöè-
åíòû Mi. Ïîäñòàâëÿåì èõ â ôîðìóëó (33) äëÿ íàõîæäåíèÿ ñïëàéíà,
ïîëó÷àÿ åãî ïðåäñòàâëåíèå íà êàæäîì îòðåçêå [xi, xi+1].
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Åñëè hi = h = const, òî ìàòðèöà A èìååò ïðîñòîé âèä

A =
h

6
·


4 1 0 0 · · · 0
1 4 1 0 · · · 0
0 1 4 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · 0 1 4


4.5. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Ïðè ïîñòðîåíèè èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ìû òðåáîâàëè
ñîâïàäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè (òî÷íîå
ñîâïàäåíèå). Îäíàêî íà ïðàêòèêå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè çàäàþòñÿ êàê
ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ. Ïðè÷åì õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ òà-
êèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ýòè äàííûå � çàâåäîìî ïðèáëèæåííûå.
Ïîýòîìó íåò ñìûñëà òðåáîâàòü àáñîëþòíîãî ñîâïàäåíèÿ ôóíêöèé
f(x) è ϕ(x) â çàäàííûõ òî÷êàõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èññëåäîâàòåëè
ñòðåìÿòñÿ ê íàêîïëåíèþ êàê ìîæíî áîëüøåãî êîëè÷åñòâà äàííûõ,
ñ òåì ÷òîáû, óñðåäíÿÿ èõ êàêèì-ëèáî îáðàçîì, ïîëó÷èòü òðåáóåìûå
ïàðàìåòðû èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ íàèáîëåå òî÷íî. Íî ïðè óâåëè÷åíèè
êîëè÷åñòâà äàííûõ ðàñòåò ñòåïåíü èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà,
÷òî íå ñîâñåì ëîãè÷íî ñ òî÷êè çðåíèÿ ñàìîé çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè:
âåäü ìû õîòåëè ïîëó÷èòü ôóíêöèþ ïîïðîùå. Ïîýòîìó åñòü ñìûñë çà-
ðàíåå îãðàíè÷èòü ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà, íå ñâÿçûâàÿ åå ñ êîëè÷åñòâîì
çàäàííûõ çíà÷åíèé è íå òðåáóÿ àáñîëþòíîãî ñîâïàäåíèÿ çíà÷åíèé
ñ èñõîäíûìè äàííûìè. Òîãäà ìîæíî ïåðåéòè ê äðóãîé ïîñòàíîâêå
çàäà÷è àïðîêñèìàöèè.

Ïóñòü äàíà òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x) :

x x0 x1 . . . xn

y y0 y1 . . . yn
.

Â êà÷åñòâå àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè ϕ(x) áóäåì áðàòü ìíî-
ãî÷ëåí Qm(x) ñòåïåíè m âíå çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà çàäàííûõ
óçëîâ. Áëèçîñòü ϕ(x) è f(x) áóäåì îïðåäåëÿòü ïî âåëè÷èíå � ñóììà
êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå:

S =
n∑

i=0

(Qm(xi)− yi)
2 → min . (35)
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Áóäåì ñòðîèòü Qm(x) = a0 + a1x + · · · + amx
m, m 6 n, òàêîé,

÷òî ñóììà ðàçíîñòåé â êâàäðàòå ìåæäó çíà÷åíèÿìè ìíîãî÷ëåíà è
òàáëè÷íûìè áûëà áû ìèíèìàëüíîé. Åñëè m = n, òî ìèíèìóì, ðàâ-
íûé íóëþ, äîñòèãàåòñÿ, î÷åâèäíî, äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëå-
íà Ëàãðàíæà, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà m < n. Îáîçíà÷èì
÷åðåç

Sk =
n∑

i=0

xk
i , ∀k = 0, 1, . . . , 2m; tk =

n∑
i=0

yix
k
i , ∀k = 0, 1, . . . ,m,

ãäå S0 = n+1. Òîãäà èìååì ñèñòåìó äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
ìíîãî÷ëåíà ai

S0a0 + S1a1 + · · ·+ Smam = t0,
S1a0 + S2a1 + · · ·+ Sm+1am = t1,
. . .
Sma0 + Sm+1a1 + · · ·+ S2mam = tm.

(36)

Åñëè óçëû ðàçëè÷íû, òî åñòü xi 6= xj ïðè i 6= j è m 6 n, òî îïðå-
äåëèòåëü ñèñòåìû (36) îòëè÷åí îò íóëÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ñèñòå-
ìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Òîãäà ìíîãî÷ëåí Qm(x) ñ òàêèìè
êîýôôèöèåíòàìè áóäåò îáëàäàòü ìèíèìàëüíûì êâàäðàòè÷åñêèì îò-
êëîíåíèåì ñðåäè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè m.

Ïðèìåð. Äàíà òàáëèöà ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà:

x 0 1 2 3
y 1 2 2.5 3.5

.

Ïîñòðîèì ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè, êîòîðûé íàèëó÷øèì îáðà-
çîì àïïðîêñèìèðóåò äàííóþ òàáëè÷íóþ ôóíêöèþ. Ãåîìåòðè÷åñêè
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû õîòèì íà ïëîñêîñòè ïðîâåñòè òàêóþ ïðÿìóþ,
êîòîðàÿ íàèáîëåå áëèçêî ðàñïîëîæåíà ê äàííûì ÷åòûðåì òî÷êàì.

Q1(x) = a0 + a1x; m = 1, n = 3, S0 = n + 1 = 4, S1 =
2∑

i=0

xi = 6,

S2 =
2∑

i=0

x2
i = 14, t0 =

2∑
i=0

yi = 9, t1 =
2∑

i=0

yixi = 17.5. Òîãäà ñèñòåìà

(36) äëÿ íàøåãî ïðèìåðà ïðèìåò âèä
{

4a0 + 6a1 = 9,
6a0 + 14a1 = 17.5. Ðåøàÿ

åå, íàéäåì a1 = 0.8, a0 = 1.05 è ïîëó÷èì îòâåò Q1(x) = 0.8x+ 1.05.
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5. Ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû

5.1. Ðåøåíèå ÑËÀÓ. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðû

Ðåøèòå ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, èñïîëüçóÿ
1. ìåòîä Ãàóññà èëè åãî ìîäèôèêàöèþ;
2. ìåòîä Æîðäàíà�Ãàóññà;
3. ìåòîä LU�ðàçëîæåíèÿ;
4. ìåòîä êâàäðàòíûõ êîðíåé;
5. ìåòîä îðòîãîíàëèçàöèè;
6. ìåòîä ïðîãîíêè;
7. ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé;
8. ìåòîä ßêîáè;
9. ìåòîä Çåéäåëÿ.
10. Ïî âîçìîæíîñòè ñðàâíèòå ðåçóëüòàòû è îöåíèòå ïîãðåøíîñòü,
èëè íàéäèòå íåâÿçêó äëÿ êàæäîãî ìåòîäà.
11. Âû÷èñëèòå îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû äâóìÿ ñïîñîáàìè.
12. Íàéäèòå îáðàòíóþ ìàòðèöó. Îöåíèòå ïîãðåøíîñòü.
13. Ðåøèòå ÑËÀÓ â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå.
14. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû.
15. Íàéäèòå âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåí-
íûå âåêòîðû.

Âàðèàíòû çàäàíèé

Äàíû ìàòðèöà ñèñòåìû A è âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè b:

A =


j 0.5 · j 0 0.2 · l 0

0.5 · j j 0.3 · j 0 0.1 · l
0 0.3 · j 10 −0.3 · j 0.5 · l

0.2 · k 0 −0.3 · j j −0.1 · j
0 0.1 · k 0.5 · k −0.1 · j j

 ,

b =


−j + 0.05 · j2

−0.8 · j + 0.1 · j2 − 0.02 · l · j
−10 + 0.03 · j2 − 0.1 · l · j
−0.2 · k + 0.3 · j + 0.02 · j2
0.01 · k · j − 0.5 · k − 0.2 · j2

 ,

ãäå j = 1.5 + 0.1 · n, n � íîìåð âàðèàíòà.
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Çàäàíèÿ 1�3, 5, 8, 11, 12 âûïîëíèòå ïðè k = n, l = k − 0.1,
çàäàíèÿ 4, 9 � ïðè k = l = n, çàäàíèå 6 � ïðè k = l = 0. Â
çàäàíèè 7 ïîäáåðèòå êîýôôèöèåíò íîðìèðîâàíèÿ c > 0 ìàòðèöû A,
ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì íîðìû ‖cA‖ = c‖A‖ è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé ‖A‖ < 1.

Äëÿ çàäàíèÿ 13 ìàòðèöà ÑËÀÓ A è âåêòîð b èìåþò âèä:

A =

 1− j · i 0 −j · i
−j − 2 · i −j · i 2 + j · i

i 2 j

 , b =

 1 + j − 3j · i
−3j + 4 + 2j · i
2j + (j − 1) · i

 ,

ãäå i � ìíèìàÿ åäèíèöà, j = 1.5 + 0.1 · n, n � íîìåð âàðèàíòà.
Â çàäàíèÿõ 14�15 äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö
èñïîëüçóéòå ìàòðèöó èç çàäàíèÿ 4, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ìàòðèöó
èç çàäàíèÿ 1.

5.2. Ðåøåíèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì

Ðåøèòå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå ìåòîäû:
1. ìåòîä ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ,
2. ìåòîä Íüþòîíà�Ðàôñîíà (êàñàòåëüíûõ),
3. ìåòîä ñåêóùèõ,
4. êîìáèíèðîâàííûé ìåòîä,
5. ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé.

âàðèàíò óðàâíåíèå îòðåçîê

1 ex + x2 − 2 = 0 [−4;−1.2]
2 e−x − x + 2− 0 [1.5; 5]
3 2 sin x− x + 0.4 = 0 [−1;−0.1]
4 2x− 4 cos x− 0.6 = 0 [−0.5; 1.5]
5 ex − x− 2 = 0 [0; 3]

6 ln x− 1

x
= 0 [1.5; 4]

7 x2 − 2 sin x + 0.7 = 0 [0.8; 3]
8 − cos x− x2 + 5 = 0 [2; 3]
9 e−x − 6x2 + 5 = 0 [−6;−4]
10 x− 2 ln x− 2 = 0 [0.1; 3]
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âàðèàíò óðàâíåíèå îòðåçîê

11 ln x− 0.2x2 + 1 = 0 [0.1; 3]

12 ln x− 1

x2
− 1 = 0 [2.5; 5]

13 sin x− 10

x2
+ 1 = 0 [4.6; 6.2]

14
5x

1 + x2
− x = 0 [1.8; 3]

15
5x

1 + x2
− 2 sin x + 2 = 0 [−4.6;−3.3]

16
5x

1 + x2
− 2 cos(2x) + 1 = 0 [−1.5;−1]

17
5x

1 + x2
+ 6− ex = 0 [1; 3]

18 arcsin(x− 1) + x− 2 = 0 [1.1; 1.9]
19 arctg(x− 1) + x− 2 = 0 [1.1; 3]
20 arccos(x− 2) + 2x− 6 = 0 [2.05; 2.8]
21 −3 arcsin x + 3x2 + 0.1 = 0 [−0.5; 0.5]
22 lg x− x + 2 = 0 [1; 3]
23 3 lg x− x2 + 2 = 0 [1; 5]
24 2x − 2x− 0.7 = 0 [0; 1.5]
25 3x − 7 sin x = 0 [1.1; 2.4]

Ðåøèòå ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé{
sin(ax+ b) + cy + d = 0,
cos(ey + f) + gx+ h = 0,

èñïîëüçóÿ
6. ìåòîä Íüþòîíà,
7. ìåòîä ñïóñêà.
8. Ñðàâíèòå òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé äëÿ óðàâíåíèé è ñèñòåì.
Îöåíèòå ïîãðåøíîñòü äëÿ êàæäîãî ìåòîäà èëè íàéäèòå íåâÿçêó.

Êîýôôèöèåíòû a, b, c, d, e, f , g, h äëÿ ñèñòåìû óêàçàíû â òàáëèöå,
i � íîìåð ñîîòâåòñòâóþùåãî âàðèàíòà.
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i a b c d e f g h
1 1 π/2− 1 3 −1.5 1 π 2 −4
2 1 2 −1 −0.2 2 0 1 1
3 2 π/2 1 −3 1 π/2− 1 1 0.5
4 1 −2 1 −0.7 1 π/2 2 −0.6
5 1 π/2− 1 1 −0.5 1 π 1 −3
6 1 0 2 −2 1 −1 1 −0.7
7 1 0.5 −1 −1 1 −2 1 0
8 1 2 −1 −1.5 1 −2 1 −0.5
9 1 π/2 + 0.5 −1 −2 −1 π/2 −2 −1
10 1 π/2− 1 1 −0.7 −1 π/2 2 −2
11 −1 π/2 + 2 1 0 −1 π/2− 0.5 −1 −1
12 1 0 −2 −1.6 1 0.5 1 −0.8
13 1 0.5 −1 −1.2 1 −2 1 0
14 1 π/2− 1 1 −0.5 1 π 1 −3
15 1 0 2 −2 1 −1 1 −0.7
16 1 π/2 1 −1.5 1 π/2− 0.5 2 −1
17 1 3π/2 + 1 2 0 −1 π/2 1 0.4
18 1 0 1 0.4 1 π + 1 2 0
19 1 π/2− 2 1 −0.5 −1 π/2− 2 −1 −1.5
20 1 π/2 + 0.5 1 −1 −1 π/2 −2 −2
21 1 π/2− 1 0 −2 −1 π/2− 1 −1 1
22 1 π/2− 1 1 −0.8 1 π 1 2
23 1 −1 1 −0.8 1 π 1 2
24 1 −1 2 0.5 1 2 1 −2
25 1 π −1 −1.5 1 −2 1 −0.5

5.3. Òåîðèÿ ïðèáëèæåíèÿ è àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé

1. Ïîñòðîéòå èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà äëÿ
ôóíêöèè, çàäàííîé òàáëè÷íî:

1.
x −3 −2 −1 0 1 2

y −180 −19 2 3 8 65
, 2.

x −1 0 1 2 3

y 11 7 7 17 67
,

3.
x −3 −2 −1 0 1 2

y −47 13 7 1 13 133
, 4.

x −2 0 1 2 3

y 67 9 4 −1 17
,

5.
x −3 −2 0 1 2

y 64 14 4 8 34
, 6.

x −2 −1 0 1 2

y 68 21 10 5 0
,
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7.
x −2 −1 0 1 2

y −7 −1 9 11 17
, 8.

x −1 0 1 2 3 4

y −243 −32 −1 0 1 32
,

9.
x −4 −2 −1 0 1 2

y −510 2 3 2 5 66
, 10.

x −1 0 1 2 3

y 17 7 5 11 49
,

11.
x −2 −1 0 1 2 3

y 6 −2 0 9 −4 10
, 12.

x −2 −1 0 1 2

y 68 21 10 5 0
,

13.
x −2 −1 0 1 2

y 17 0 5 8 9
, 14.

x −3 −2 −1 0 1 2

y −26 11 0 1 2 39
,

15.
x −2 −1 0 1 2

y 88 19 4 −5 16
, 16.

x −2 −1 0 1 3

y 86 17 2 −7 161
,

17.
x −2 −1 0 1 2 3

y 6 18 6 0 20 246
, 18.

x −1 0 1 2 3

y 22 8 4 8 24
,

19.
x −3 −2 0 2 3

y 7 11 −3 9 −5
, 20.

x −2 −1 0 1 2 3

y 12 6 −4 2 8 −10
.

2. Ïîñòðîéòå èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà äëÿ çàäàí-
íîé ôóíêöèè f(x) ñ çàäàííûìè óçëàìè. Îöåíèòå ïîãðåøíîñòü èíòåð-
ïîëÿöèè.

âàðèàíò ôóíêöèÿ f(x) óçëû xi

1 sin x 0, π/6, π/4, π/2
2 sin2 x π/6, π/4, π/3, π/2
3 cos2 x 0, π/6, π/4, π/3
4 ctg x π/6, π/4, π/3, π/2
5 tg x 0, π/6, π/4, π/3
6 cos x 0, π/6, π/4, π/3
7 2 sin x π/6, π/4, π/3, π/2
8 5x −1, 0, 1, 2
9 5−x −2, −1, 0, 1
10 4−x −2, −1, 0, 1
11 4x −1, 0, 1, 2
12 x−1 0.25, 0.5, 1, 2
13 2−x −3, −2, −1, 0
14 2x −1, 0, 1, 2
15 3x −1, 1, 2, 3
16 3−x −2, −1, 0, 1
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âàðèàíò ôóíêöèÿ f(x) óçëû xi

17 sin 2x 0, π/12, π/8, π/6
18 32−x −2, −1, 0, 1
19 2x−2 −2, 1, 3, 4
20 23−2x −2, −1, 0, 1, 2

3, 4. Ïîñòðîéòå èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Íüþòîíà äëÿ
ôóíêöèé èç çàäàíèé 1, 2 ñîîòâåòñòâåííî.

5. Ïîñòðîéòå èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ýðìèòà:

1.

x −1 0 1 2

y 9 8 5 0

y′ −24 0 −12 504

y′′ 230 −4 −58

, 2.

x −2 −1 0 1

y 8 −7 −8 −5

y′ 17 0 1

y′′ −176 8 −32

,

3.

x −1 0 1 2

y 0 −5 −4 3

y′ −26 0 −2

y′′ 4 −24

, 4.

x −2 −1 0 1

y 8 0 −4 2

y′ 244 −13 0 31

y′′ 46 6

,

5.

x −1 0 1 2

y −12 −10 −10 18

y′ 43 0 −25

y′′ −298 14 −154

, 6.

x −2 −1 0 1

y −48 34 16 30

y′ −44 0 20

y′′ 86 32 −22

,

7.

x −1 0 1 2

y 191 200 −209 −16

y′ 210 −200 −610 4080

y′′ −330 −420 −330

, 8.

x −2 −1 0 1

y −14 37 14 43

y′ −37 0 79

y′′ −26 50

,

9.

x −1 0 1 2

y −106 −100 −104 204

y′ 31 0 −13 1720

y′′ −4 −22

, 10.

x −1 0 1 2

y 2 1 −4 449

y′ −13 0 −17 2696

y′′ 138 0 −30

,

11.

x −2 −1 0 1

y −72 1 −2 9

y′ −30 3 54

y′′ 138 0 282

, 12.

x −2 −1 0 1

y −5 7 7 1

y′ −13 0 −25

y′′ 90 −6

,

13.

x −1 0 1 2

y 4 8 6 514

y′ 15 0 3

y′′ −78 −6 66

, 14.

x −1 0 1 2

y −2 1 0 481

y′ 17 0 1 2240

y′′ −96 48

,

43



15.

x −1 0 1 2

y 2 1 2 257

y′ −8 0 8 1024

y′′ 56

, 16.

x 0 1 2

y 2 3 130

y′ 0 7 448

y′′ 0 42

,

17.

x −2 −1 0 1

y 3 0 −5 −6

y′ −13 0 −15

y′′ 100 4 −92

, 18.

x −1 0 1 2

y −5 −6 −3 10

y′ 17 0 1

y′′ −176 8 −32

,

19.

x −1 0 1 2

y 11 10 7 2

y′ −24 0 −12 504

y′′ 230 −4 −58

, 20.

x −1 0 1 2

y −5 −10 −9 −2

y′ −26 0 −2

y′′ 4 −24

.

6, 7.Ïîñòðîéòå èíòåðïîëÿöèîííûé êóáè÷åñêèé ñïëàéí äëÿ ôóíê-
öèé èç çàäàíèé 1, 2 ñîîòâåòñòâåííî.

8. Èñïîëüçóÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïîñòðîéòå ïðÿìóþ
ëèíåéíîé ðåãðåññèè, àïïðîêñèìèðóþùóþ ôóíêöèþ, çàäàííóþ òàá-
ëè÷íî:
1.

x −3 −2 −1 0 1 2

y −4 −3 −3 −1 1 0
, 2.

x −2 −1 0 1 2 3

y 12 6 4 2 8 10
,

3.
x −3 −2 −1 0 1 2

y −1.86 −1.91 −1.28 −1.31 −1.84 −1.65
,

4.
x −2 −1 0 1 2 3

y 1 −1 2 1 −1 3
, 5.

x −3 −2 −1 0 1 2

y 2 4 5 3 2 4
,

6.
x −3 −1 1 3 4

y −5 −1 −2 0 2
, 7.

x −3 −1 0 1 3

y −1 1 −2 0 1
,

8.
x −2 −1 1 2 3

y 2 3 1 1 2
, 9.

x −2 −1 0 1 2 3

y −3 −1 2 1 1 3
,

10.
x 0 1 2 3 4 5 6

y 2.131 2.253 2.259 2.197 2.113 2.124 2.318
,

11.
x 0 1 2 3 4 5 6

y −3.31 −3.53 −3.25 −3.19 −3.11 −3.24 −3.38
,

12.
x 0 1 2 3 4 5 6

y 6.312 6.531 6.654 6.918 7.117 7.146 7.289
,

13.
x 0 1 2 3 4 5 6

y 3.312 3.536 3.258 3.191 3.113 3.149 3.185
,

14.
x −1 0 1 2 3

y 7.4 7.3 7.2 6.9 7.1
, 15.

x −3 −2 −1 1 2

y 5.5 5.3 5.2 5.1 5.4
,
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16.
x −2 −1 1 2 3 4 5

y 3.121 3.314 3.276 3.198 3.155 3.142 3.211
,

17.
x 1 2 3 4 5 6 7 8

y 1.13 1.32 1.22 0.99 1.11 1.42 1.53 1.44
,

18.
x −1 0 1 2 3 4 5 6

y 2.122 2.331 2.249 2.901 2.456 2.675 2.721 2.698
,

19.
x −1 0 1 2 3 4 5 6

y 4.198 4.312 4.241 3.976 4.123 4.076 4.342 3.999
,

20.
x −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

y 4.2 3.7 3.2 3.2 3.8 4.0 4.5 4.7 4.6
.

5.4. Ïðèìåðíûå òåìû äîìàøíèõ çàäàíèé

Äîìàøíåå çàäàíèå ñîñòîèò â ñàìîñòîÿòåëüíîì èçó÷åíèè âûáðàí-
íîãî ìåòîäà, íàïèñàíèè ïðîãðàììû è ïîäãîòîâêå îò÷åòà (â ïå÷àò-
íîì âèäå). Îò÷åò äîëæåí ñîäåðæàòü: ïîñòàíîâêó çàäà÷è, îïèñàíèå
èñïîëüçóåìîãî ìåòîäà, êîä ïðîãðàììû, ðåçóëüòàòû åå ðàáîòû íà òå-
ñòîâûõ ïðèìåðàõ, ñïèñîê ëèòåðàòóðû.

1. Ðåøåíèå ÑËÀÓ, èñïîëüçóÿ ìåòîäû, îòëè÷àþùèåñÿ îò çàäàííûõ
â ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå �1.

2. Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
äðóãèìè ìåòîäàìè, íå èñïîëüçóåìûìè â ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå � 1.

3. Ðåøåíèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äðóãèìè ìåòîäàìè, íå ðàñ-
ñìàòðèâàåìûìè â ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå �2.

4. Ðåøåíèå ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äðóãèìè ìåòîäàìè, íå
ðàññìàòðèâàåìûìè â ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå �2.

5. Ïîñòðîåíèå èíòåðïîëÿöèîííûõ ëîìàíûõ.
6. Ýðìèòîâû êóáè÷åñêèå ñïëàéíû.
7. Èíòåðïîëÿöèîííûå ïàðàáîëè÷åñêèå ñïëàéíû (èñïîëüçóÿ îäèí

èç 4 òèïîâ êðàåâûõ óñëîâèé).
8. Èíòåðïîëÿöèîííûå êóáè÷åñêèå ñïëàéíû (èñïîëüçóÿ îäèí èç 4

òèïîâ êðàåâûõ óñëîâèé, íå ðàññìàòðèâàåìûé â ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå
�3).

9. Èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà.

10. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ïîñòðîåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñòå-
ïåíè 2 è âûøå).
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