
    Пузыри в жидкости                    Разряд в магнитном поле 
 

 
 

 
 
     Трещины в сухой глине                 Нейроны в мозге 
 

 
Н.В. Латыпова  

 
 

КОМПЬЮТЕРНАЯ ОБРАБОТКА 
ДАННЫХ 

ФРАКТАЛЫ 
 

 
 

Ижевск 2012 



Ìèíèñòåðñòâî îáðàçîâàíèÿ è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ ¾Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò¿

Êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

Í.Â. Ëàòûïîâà

ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÀß ÎÁÐÀÁÎÒÊÀ ÄÀÍÍÛÕ
ÔÐÀÊÒÀËÛ

Ó÷åáíîå ïîñîáèå

Èæåâñê 2012



ÓÄÊ 519.6ÿ7
ÁÁÊ 22.19ñ51ÿ7

Ë 278

Ðåêîìåíäîâàíî ê èçäàíèþ Ó÷åáíî�ìåòîäè÷åñêèì ñîâåòîì ÓäÃÓ

Í. Â. Ëàòûïîâà

Ë 278 Êîìïüþòåðíàÿ îáðàáîòêà äàííûõ. Ôðàêòàëû: ó÷åá.
ïîñîáèå. Èæåâñê: Èçä-âî ¾Óäìóðòñêèé óíèâåðñèòåò¿, 2012. 78 ñ.,
ïðèë.

Ïðåäëàãàåìîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ êóðñà ïî êîì-
ïüþòåðíîé îáðàáîòêå äàííûõ ñ ïîìîùüþ íîâîãî ñîâðåìåííîãî àïïà-
ðàòà � òåîðèè ôðàêòàëîâ.

Ïîñîáèå âêëþ÷àåò êîíñïåêò ëåêöèé ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè êóð-
ñà, ëàáîðàòîðíûé ïðàêòèêóì è óïðàæíåíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðà-
áîòû. Â Ïðèëîæåíèè äàþòñÿ èëëþñòðàöèè íåêîòîðûõ ôðàêòàëîâ.
Ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ êóðñîâûõ è âûïóñêíûõ êâàëèôèêà-
öèîííûõ ðàáîò.

Ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà.

ÓÄÊ 519.6ÿ7
ÁÁÊ 22.19ñ51ÿ7

c©Í. Â. Ëàòûïîâà, 2012
c©Èçä-âî ¾Óäìóðòñêèé óíèâåðñèòåò¿, 2012



ÎÃËÀÂËÅÍÈÅ

Ïðåäèñëîâèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

Ëåêöèÿ 1. Ââåäåíèå â òåîðèþ ôðàêòàëîâ . . . . . . . . . . . . . . . . .5

Ëåêöèÿ 2. Êîíñòðóêòèâíûå ôðàêòàëû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .7

Ëåêöèÿ 3. Äèíàìè÷åñêèå ôðàêòàëû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

Ëåêöèè 4. Ìåðà è ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à.
Ðàçìåðíîñòü ïîäîáèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

Ëåêöèè 5. Ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

Ëåêöèÿ 6. Ñëó÷àéíûå ôðàêòàëû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

Ëåêöèÿ 7. Âðåìåííûå ðÿäû, èõ ôðàêòàëüíîñòü. Ìåòîä
R/S�àíàëèçà Õåðñòà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

Ëåêöèÿ 8. Ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè
äëÿ âðåìåííîé ðÿäîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

Ëåêöèÿ 9. Ìàññîâûå ôðàêòàëû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

Ëåêöèÿ 10. Ïðèíöèï Ïàðåòî . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

Ëåêöèÿ 11. Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äîêóìåíòàëüíûõ
èíôîðìàöèîííûõ ïîòîêîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

Ëåêöèÿ � 12. Ôðàêòàëüíûå ñâîéñòâà èíôîðìàöèîííîãî
ïðîñòðàíñòâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

Ëàáîðàòîðíûé ïðàêòèêóì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

Èññëåäîâàòåëüñêèå ðàáîòû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

Òåìû äîêëàäîâ è ðåôåðàòîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .63

Âîïðîñû ê çà÷åòó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

Ñïèñîê ðåêîìåíäóåìîé ëèòåðàòóðû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

Ïðèëîæåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

3



Ïðåäèñëîâèå

Òåîðèÿ ôðàêòàëîâ � ïðèìåð ðàçâèòèÿ íîâîãî íàïðàâëåíèÿ
íàóêè, îñíîâàííîãî êàê íà äîñòèæåíèÿõ â âåñüìà àáñòðàêòíûõ
îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè, òàê è íà íîâîì âçãëÿäå íà äàâíî èçâåñò-
íûé ýìïèðè÷åñêèé ìàòåðèàë, êîòîðûé äî ñîçäàíèÿ àäåêâàòíûõ
ìîäåëåé íå ïîääàâàëñÿ äàæå íàó÷íîìó îïèñàíèþ è èíòåðïðåòà-
öèè. Â äàííîì ïîñîáèè ïðåäëîæåíî ïðèìåíåíèå ôðàêòàëüíîãî
ïîäõîäà ê êîìïüþòåðíîé îáðàáîòêå äàííûõ.

Â îòëè÷èå îò òðàäèöèîííîãî ôîðìàòà ìíîãèõ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ êóðñîâ òåîðåìà � äîêàçàòåëüñòâî � ïðèìåð � çàäà÷à,
áîëüøóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè ôðàêòàëîâ ïðåäïîëàãàåòñÿ óäå-
ëèòü êîìïüþòåðíîìó ìîäåëèðîâàíèþ. Êîìïüþòåð ïîçâîëÿåò
ñåé÷àñ óâèäåòü ïîòðÿñàþùèå è âïå÷àòëÿþùèå êàðòèíêè, ñâÿ-
çàííûå ñ ôðàêòàëàìè. Êóðñ äàåò âîçìîæíîñòü ïîïðîáîâàòü
ïðèäóìàòü ñâîè ôðàêòàëüíûå ìíîæåñòâà è ñòðóêòóðû. Â ïðî-
öåññå èçó÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ ðàçäåëîâ êóðñà èñïîëüçóþòñÿ
íîâûå îáðàçîâàòåëüíûå òåõíîëîãèè îáó÷åíèÿ � ïðåçåíòàöèè ñ
èñïîëüçîâàíèåì íîóòáóêà, ìåäèàïðîåêòîðà è ýêðàíà. Ñîäåðæà-
íèå êóðñà ïîñòîÿííî îáíîâëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñëåäíèìè
äîñòèæåíèÿìè â äàííîé îáëàñòè. Òåîðåòè÷åñêàÿ ÷àñòü êóðñà
àêòèâíî èëëþñòðèðóåòñÿ ïðèêëàäíûìè çàäà÷àìè.

Äëÿ óñïåøíîãî óñâîåíèÿ êóðñà äîñòàòî÷íî çíàíèé ïî êóð-
ñó ìàòåìàòè÷åñêîãî è êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòåé, ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è ëèíåéíîé àëãåáðû.

Äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòà ïðåäëîæåíû çàäà-
÷è è óïðàæíåíèÿ, à òàêæå òåìàòèêà èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàáîò,
êîòîðûå íàïðàâëåíû íà ïðèîáðåòåíèå âû÷èñëèòåëüíîãî îïû-
òà ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Äëÿ óãëóáëåíèÿ
è ðàñøèðåíèÿ ëåêöèîííîãî ìàòåðèàëà äàþòñÿ ëàáîðàòîðíûé
ïðàêòèêóì è òåìû äîêëàäîâ è ðåôåðàòîâ.

Ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ñòóäåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòå-
òà. Íî ìîæåò áûòü ïîëåçíî è èíòåðåñíî âñåì, êòî èíòåðåñóåòñÿ
êàê âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêîé, òàê è òåì, êàê óñòðîåí ìèð.
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Ëåêöèÿ � 1. Ââåäåíèå â òåîðèþ ôðàêòàëîâ

Ïîíÿòèÿ ôðàêòàë è ôðàêòàëüíàÿ ãåîìåòðèÿ, ïîÿâèâøèåñÿ
â êîíöå 70-õ, ñ ñåðåäèíû 80-õ ïðî÷íî âîøëè â îáèõîä ìàòåìàòè-
êîâ è ïðîãðàììèñòîâ. Â 1975 ãîäó Áåíóà Ìàíäåëüáðîòîì áûëî
ïðåäëîæåíî îïðåäåëåíèå ôðàêòàëà. Ñîãëàñíî Ìàíäåëüáðîòó,
ñëîâî ôðàêòàë ïðîèñõîäèò îò ëàòèíñêèõ ñëîâ fractus � äðîá-
íûé è frangere � ëîìàòü, ÷òî îòðàæàåò ñóòü ôðàêòàëà, êàê ¾èç-
ëîìàííîãî¿, íåðåãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà. Ìàíäåëüáðîò äàë ñòðî-
ãîå ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ôðàêòàëà, êàê ìíîæåñòâà, õà-
óñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî, ñòðîãî áîëüøå òîïîëîãè÷å-
ñêîé ðàçìåðíîñòè. Íàðÿäó ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì ñóùåñòâóåò åùå
îäíî îïðåäåëåíèå ôðàêòàëà. Ôðàêòàë � ñòðóêòóðà, ñîñòîÿùàÿ
èç ÷àñòåé, êîòîðûå â êàêîì-òî ñìûñëå ïîäîáíû öåëîìó. Ýòî
îïðåäåëåíèå ñîäåðæèò ñóùåñòâåííûé îòëè÷èòåëüíûé ïðèçíàê
� ôðàêòàë âûãëÿäèò îäèíàêîâî, â êàêîì áû ìàñøòàáå ìû åãî
íå íàáëþäàëè.

Ñòðóêòóðû, ïîõîæèå íà ôðàêòàëû, ìîæíî îáíàðóæèòü â
îêðóæàþùåé íàñ ïðèðîäå: ãðàíèöû îáëàêîâ, ãðàíèöû ìîð-
ñêèõ ïîáåðåæèé, òóðáóëåíòíûå ïîòîêè â æèäêîñòÿõ, òðåùèíû
â íåêîòîðûõ ïîðîäàõ, çèìíèå óçîðû íà ñòåêëå è ò. ï. Íî ýòè
îáúåêòû íåâîçìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîé ãåîìåò-
ðèè. Êàê ïîñòðîèòü ìîäåëü ãîðíîãî õðåáòà èëè êðîíû äåðåâà â
òåðìèíàõ ãåîìåòðèè? Êàê îïèñàòü âñþ ñëîæíîñòü ñèñòåìû êðî-
âîîáðàùåíèÿ, ñîñòîÿùåé èç ìíîæåñòâà êàïèëëÿðîâ è ñîñóäîâ è
äîñòàâëÿþùåé êðîâü ê êàæäîé êëåòî÷êå ÷åëîâå÷åñêîãî òåëà?
Êàê ïðåäñòàâèòü ïî÷êè è ëåãêèå, íàïîìèíàþùèå ïî ñòðóêòó-
ðå äåðåâüÿ ñ âåòâèñòîé êðîíîé? Êàêàÿ ìàòåìàòèêà îòâå÷àåò
çà ðèòìû ñåðäöà è ãîëîâíîãî ìîçãà, íàáëþäàåìûå íà ýëåêòðî-
êàðäèîãðàììå è ýíöåôàëîãðàììå? Ìîæíî ëè ìàòåìàòè÷åñêè
îïèñàòü âíåçàïíîå âîçíèêíîâåíèå âîëíû ïàíèêè íà ôèíàíñî-
âûõ ðûíêàõ èëè ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ñîöèàëü-
íîãî ïîâåäåíèÿ?

Îäíèì èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ ôðàêòàëîâ ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäî-
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áèå (ñèììåòðèÿ) � èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëü-
íûõ ïåðåíîñîâ è ñêåéëèíãà (èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà). Â ñàìîì
ïðîñòîì ñëó÷àå íåáîëüøàÿ ÷àñòü ôðàêòàëà ñîäåðæèò èíôîð-
ìàöèþ î âñåì ôðàêòàëå. Òàê ïðè óâåëè÷åíèè ìàëåíüêèå ôðàã-
ìåíòû ôðàêòàëà ïîëó÷àþòñÿ î÷åíü ïîõîæèìè íà áîëüøèå. Â
èäåàëüíîì ñëó÷àå òàêîå ñàìîïîäîáèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
ôðàêòàëüíûé îáúåêò îêàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëü-
íî ðàñòÿæåíèé, òî åñòü åìó ïðèñóùà äèëàòàöèîííàÿ ñèììåò-
ðèÿ, ïðåäïîëàãàþùàÿ íåèçìåííîñòü îñíîâíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
îñîáåííîñòåé ôðàêòàëà ïðè èçìåíåíèè ìàñøòàáà. Áîëüøèíñòâî
ïðèðîäíûõ îáúåêòîâ äåìîíñòðèðóåò ñàìîïîäîáèå � ãëàâíûé
îðãàíèçóþùèé ïðèíöèï ôðàêòàëîâ. Ïîýòîìó ôðàêòàëû áóäóò
íàïîìèíàòü äðóã äðóãà, íåçàâèñèìî îò èñïîëüçóåìîé øêàëû.

Ôðàêòàëû äåëÿòñÿ íà äâà áîëüøèõ êëàññà: êîíñòðóêòèâíûå
è äèíàìè÷åñêèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôðàêòàëû ïî ñïîñîáó çà-
äàíèÿ ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ãðóïïû: ãåîìåòðè÷åñêèå, àëãåáðàè-
÷åñêèå, ñèñòåìû èòåðèðóåìûõ ôóíêöèé, ñòîõàñòè÷åñêèå (ñëó-
÷àéíûå), ìàññîâûå ôðàêòàëû.

Ïîíÿòèå ¾ôðàêòàë¿ óæå äîêàçàëî ñâîþ ïîëüçó â ðÿäå ïðè-
êëàäíûõ îáëàñòåé. Íàïðèìåð, ôðàêòàëüíîå áðîóíîâñêîå äâè-
æåíèå ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ëåñíûå è ãîðíûå ëàíäøàôòû,
ôëóêòóàöèè óðîâíåé ðåê è áèåíèå ñåðäöà. Îáëàäàÿ áîëüøîé
îáúÿñíèòåëüíîé ñèëîé, òåîðèÿ ôðàêòàëîâ ñòèìóëèðóåò ðàçâè-
òèå åñòåñòâîçíàíèÿ. Ïðèìåíåíèå òåîðèè ôðàêòàëîâ ïîçâîëÿåò
âñêðûòü îãðîìíûå, íåèñïîëüçóåìûå ðàíåå ðåçåðâû, è ïðèìå-
íèòü èõ â îáëàñòè ôèçè÷åñêèõ è òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé (íà-
ïðèìåð, èññëåäîâàíèå âîëíîâûõ ÿâëåíèé â íåîäíîðîäíûõ ñðå-
äàõ, ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ è ñîçäàíèå íîâûõ ñðåä äëÿ ïåðåäà-
÷è èíôîðìàöèè, çàäà÷è èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà è ò. ä.), â
åñòåñòâîçíàíèè (ôðàêòàëüíàÿ îáðàáîòêà ìåäèöèíñêîé èíôîð-
ìàöèè, çàäà÷è êëàññèôèêàöèè è êëàñòåðèçàöèè çåìíûõ ïîêðî-
âîâ è îáúåêòîâ, ìîäåëèðîâàíèå êàñêàäíûõ âîäîïàäîâ è òóðáó-
ëåíòíûõ ïðîöåññîâ, îïðåäåëÿþùèõ ïîãîäó è ò. ä.) è èññëåäîâà-
íèå ñîöèàëüíûõ ïðîöåññîâ (îïèñàíèå ñèòóàöèé íà ôèíàíñîâûõ
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ðûíêàõ, ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñîöèàëüíîãî ïî-
âåäåíèÿ). Âïå÷àòëÿþùå êðàñèâûå êàðòèíêè ôðàêòàëüíûõ ìíî-
æåñòâ ìîãóò ñòèìóëèðîâàòü ëþáîãî õóäîæíèêà èëè äèçàéíåðà.

Ëåêöèÿ � 2. Êîíñòðóêòèâíûå ôðàêòàëû

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ êëàññè÷åñêèõ êîíñòðóê-
òèâíûõ ôðàêòàëîâ. Íà÷íåì ñ ìíîæåñòâà Êàíòîðà.

Ãåîðã Êàíòîð (1845�1918) ÿâèëñÿ îäíèì èç îñíîâàòåëåé òåî-
ðèè ìíîæåñòâ. Îí òàêæå ïðèäóìàë îäèí èç ñòàðåéøèõ ôðàê-
òàëîâ � ìíîæåñòâî Êàíòîðà (îïèñàíî èì â 1883). Íà Çàïà-
äå ïîäîáíûå ìíîæåñòâà íàçûâàþò èíîãäà ïûëüþ Êàíòîðà. Ýòî
ìíîæåñòâî õîðîøî èçâåñòíî èç êóðñà ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëè-
çà êàê ïðèìåð ìíîæåñòâà íóëåâîé ìåðû Ëåáåãà, ÷üÿ ìîùíîñòü
ðàâíà ìîùíîñòè êîíòèíóóìà [0, 1]. Ôðàêòàëüíûå ñâîéñòâà ïû-
ëè Êàíòîðà èìåþò îãðîìíîå çíà÷åíèå, îñîáåííî ó÷èòûâàÿ òîò
ôàêò, ÷òî ìíîãèå èçâåñòíûå ôðàêòàëû ÿâëÿþòñÿ áëèçêèìè ðîä-
ñòâåííèêàìè ýòîãî ôðàêòàëà. Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ýòîãî ìíîæå-
ñòâà ñëåäóþùèé. Èç èñõîäíîãî îòðåçêà åäèíè÷íîé äëèíû âû-

áðàñûâàåòñÿ èíòåðâàë

(
1
3
,
2
3

)
. Äàëåå èç êàæäîãî îñòàâøåãîñÿ

îòðåçêà âûáðàñûâàåì ñðåäíèå òðåòè è ò. ä. (ñì. ðèñ. 1 Ïðèëî-
æåíèÿ). Â ïðåäåëå ïîëó÷èì ôðàêòàë Êàíòîðà. Íà ïåðâîì øàãå

èìååì äâà îòðåçêà, äëèíû
1
3
êàæäûé. Íà âòîðîì øàãå èìååì

22 = 4 îòðåçêà äëèíîé
1
32
. Ïîñëå òðåõ øàãîâ áóäåò 23 = 8 îò-

ðåçêîâ, è êàæäûé èìååò äëèíó
1
33
. Ïîñëå n øàãîâ ïîëó÷èì 2n

îòðåçêîâ, êàæäûé äëèíû
1
3n
. Îáùàÿ äëèíà îñòàâøèõñÿ îòðåç-

êîâ ðàâíà

(
2
3

)n

. Îíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êîãäà n → ∞. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî Êàíòîðà èìååò ìåðó Ëåáåãà (ò. å., ãðó-
áî ãîâîðÿ, îáùóþ äëèíó), ðàâíóþ íóëþ, è íóëåâóþ òîïîëîãè-
÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü.
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Ñâîéñòâà ôðàêòàëà Êàíòîðà:
10. Êàíòîðîâà ïûëü åñòü ñàìîïîäîáíûé ôðàêòàë ðàçìåðíî-

ñòè d =
ln 2
ln 3

≈ 0.6309 . . .

20. Êàíòîðîâà ïûëü íå ñîäåðæèò èíòåðâàëîâ ïîëîæèòåëü-
íîé äëèíû (ýòî ñëåäóåò èç ïîñòðîåíèÿ).

30. Ñóììà äëèí èíòåðâàëîâ, óäàëåííûõ ïðè ïîñòðîåíèè â
òî÷íîñòè ðàâíà 1.

40. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâî Êàíòîðà ðàâíà ìîùíîñòè êîíòè-
íóóìà [0, 1].

50. Êëàññè÷åñêàÿ êàíòîðîâà ïûëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðè-
ìåð êîìïàêòíîãî, ñîâåðøåííîãî è âïîëíå ðàçðûâíîãî ìíîæå-
ñòâà. (Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè îíî çàìêíóòî
è îãðàíè÷åíî. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè îíî
çàìêíóòî è íå ñîäåðæèò èçîëèðîâàííûõ òî÷åê. Ãîâîðÿò, ÷òî
ìíîæåñòâî âïîëíå ðàçðûâíî, åñëè âñå êîìïîíåíòû ýòîãî ìíî-
æåñòâà åñòü îäèíî÷íûå òî÷êè.)

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ êîíñòðóêòèâíîãî ôðàêòà-
ëà � ýòî êðèâàÿ Êîõà. Ýòó êðèâóþ ïîñòðîèë Õåëüãå ôîí Êîõ
â 1904 ãîäó, êàê ïðèìåð êðèâîé, êîòîðàÿ íèãäå íå èìååò êàñà-
òåëüíîé, ò. å. íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìà, õîòÿ âñþäó íåïðåðûâ-
íà. Ýòà êðèâàÿ ñàìîïîäîáíà: êàæäàÿ åå ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ êîïèåé
öåëîãî. Ê òîìó æå, êàæäàÿ ÷àñòü êðèâîé èìååò áåñêîíå÷íóþ
äëèíó. Ïðîöåññ åå ïîñòðîåíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
áåðåì åäèíè÷íûé îòðåçîê, ðàçäåëÿåì íà òðè ðàâíûå ÷àñòè è çà-
ìåíÿåì ñåðåäèííûé èíòåðâàë ðàâíîñòîðîííèì òðåóãîëüíèêîì
áåç ýòîãî ñåãìåíòà. Â ðåçóëüòàòå îáðàçóåòñÿ ëîìàíàÿ, ñîñòîÿ-

ùàÿ èç ÷åòûðåõ çâåíüåâ äëèíû
1
3
. Íà ñëåäóþùåì øàãå ïîâòîðÿ-

åì îïåðàöèþ äëÿ êàæäîãî èç ÷åòûðåõ ïîëó÷èâøèõñÿ çâåíüåâ è
ò.ä. (ñì. ðèñ. 2 Ïðèëîæåíèÿ). Ïðåäåëüíàÿ êðèâàÿ è åñòü êðèâàÿ
Êîõà. Â ñâîåì èññëåäîâàíèè, Ìàíäåëüáðîò ìíîãî ýêñïåðèìåí-
òèðîâàë ñ êðèâûìè Êîõà, è ïîëó÷èë ôèãóðû, òàêèå êàê Îñò-
ðîâà Êîõà, Êðåñòû Êîõà, Ñíåæèíêè Êîõà è äàæå òðåõìåðíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ êðèâîé Êîõà, èñïîëüçóÿ òåòðàýäð è ïðèáàâëÿÿ
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ìåíüøèå ïî ðàçìåðàì òåòðàýäðû ê êàæäîé åãî ãðàíè.
Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð ïðîñòîãî ñàìîïîäîáíîãî

ôðàêòàëà � êîâåð Ñåðïèíñêîãî, ïîñòðîåííûé â 1915 ãîäó ïîëü-
ñêèì ìàòåìàòèêîì Âàöëàâîì Ñåðïèíñêèì. Äëÿ åãî ïîñòðîå-
íèÿ áåðåòñÿ êâàäðàò ñ äëèíîé ñòîðîíû, ðàâíîé åäèíèöå. Çàòåì
êàæäàÿ èç ñòîðîí êâàäðàòà äåëèòñÿ íà òðè ðàâíûå ÷àñòè, à
âåñü êâàäðàò, ñîîòâåòñòâåííî, íà äåâÿòü îäèíàêîâûõ êâàäðàòè-

êîâ ñî ñòîðîíîé ðàâíîé
1
3
. Èç ïîëó÷åííîé ôèãóðû âûðåçàåòñÿ

öåíòðàëüíûé êâàäðàò. Çàòåì òàêîé æå ïðîöåäóðå ïîäâåðãàåòñÿ
êàæäûé èç 8 îñòàâøèõñÿ êâàäðàòèêîâ è ò.ä.; ýòîò ïðîöåññ ïðî-
äîëæàåòñÿ íåîãðàíè÷åííî. Ïåðåñå÷åíèå ïîëó÷åííûõ íà êàæäîì
øàãå îáúåäèíåíèé îñòàâøèõñÿ êâàäðàòîâ íàçûâàåòñÿ êîâðîì
Ñåðïèíñêîãî (ðèñ. 3).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåòî Ñåðïèí-

ñêîãî, èñïîëüçóÿ âìåñòî êâàäðàòà òðåóãîëüíèê. Ïðîöåññ ïî-
ñòðîåíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà. Íà ïåð-
âîì øàãå èç öåíòðà óäàëÿåòñÿ ïåðåâåðíóòûé òðåóãîëüíèê, êî-
òîðûé ìåíüøå ïåðâîíà÷àëüíîãî â äâà ðàçà. Íà âòîðîì øàãå
óäàëÿåòñÿ òðè ïåðåâåðíóòûõ òðåóãîëüíèêà èç òðåõ îñòàâøèõñÿ
òðåóãîëüíèêîâ. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, íà n-îì øàãå óäàëÿåì
ïåðåâåðíóòûõ òðåóãîëüíèêîâ èç öåíòðîâ 3n−1 îñòàâøèõñÿ òðå-
óãîëüíèêîâ. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷àåì îáúåêò ñîñòî-
ÿùèé èç îäíèõ òîëüêî äûðîê. Ýòî è åñòü ðåøåòî Ñåðïèíñêîãî
(ñì. ðèñ. 4).

Ñóùåñòâóþò îáúåìíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåòà Ñåðïèíñêî-
ãî � ïèðàìèäà Ñåðïèíñêîãî è êîâðà Ñåðïèíñêîãî � ãóáêà Ìåí-

ãåðà (ðèñ. 5). Ïðè ïîñòðîåíèè òðåõìåðíîé âåðñèè êîâðà èñïîëü-
çóþò îáûêíîâåííûé êóá, èç êîòîðîãî âûðåçàþò ìàëåíüêèå êó-
áû. Â ñâîåé ïðîñòðàíñòâåííîé ôîðìå, ãóáêà Ìåíãåðà ïðåîáðà-
çóåòñÿ â ñèñòåìó ñêâîçíûõ ôîðì, â êîòîðîé êàæäûé ñêâîçíîé
ýëåìåíò ïîñòîÿííî çàìåíÿåòñÿ ñåáå ïîäîáíûì. Ýòà ñòðóêòóðà
î÷åíü ïîõîæà íà ðàçðåç êîñòíîé òêàíè.

Ïðè ïîñòðîåíèè êîíñòðóêòèâíûõ ôðàêòàëîâ èñïîëüçóþò L�
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ñèñòåìû è àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Ïîíÿòèå L�ñèñòåì, òåñíî ñâÿçàííîå ñ ñàìîïîäîáíûìè ôðàê-

òàëàìè, ïîÿâèëîñü òîëüêî â 1968 ãîäó áëàãîäàðÿ Àðèñòðèäó
Ëèíäåíìàéåðó. Èçíà÷àëüíî L�ñèñòåìû áûëè ââåäåíû ïðè èçó-
÷åíèè ôîðìàëüíûõ ÿçûêîâ, à òàêæå èñïîëüçîâàëèñü â áèîëî-
ãè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ñåëåêöèè. Ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî ñòðîèòü
ìíîãèå èçâåñòíûå ñàìîïîäîáíûå ôðàêòàëû, âêëþ÷àÿ ñíåæèí-
êó Êîõà è êîâåð Ñåðïèíñêîãî. Íåêîòîðûå äðóãèå êëàññè÷åñêèå
ïîñòðîåíèÿ, íàïðèìåð êðèâûå Ïåàíî, Ãèëüáåðòà, Ñåðïèíñêîãî,
òàêæå óêëàäûâàþòñÿ â ýòó ñõåìó. È êîíå÷íî, L�ñèñòåìû îòêðû-
âàþò ïóòü ê ïîñòðîåíèþ íîâûõ ôðàêòàëîâ, ÷òî è ïîñëóæèëî
ïðè÷èíîé èõ øèðîêîãî ïðèìåíåíèÿ â êîìïüþòåðíîé ãðàôèêå
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôðàêòàëüíûõ äåðåâüåâ è ðàñòåíèé. Äëÿ ãðàôè-
÷åñêîé ðåàëèçàöèè L�ñèñòåì â êà÷åñòâå ïîäñèñòåìû âûâîäà èñ-
ïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ òåðòë�ãðàôèêà (turtle � ÷åðåïàõà).
Ïðè ýòîì òî÷êà (÷åðåïàøêà) äâèæåòñÿ ïî ýêðàíó äèñêðåòíûìè
øàãàìè, êàê ïðàâèëî, ïðî÷åð÷èâàÿ ñâîé ñëåä, íî ïðè íåîáõîäè-
ìîñòè ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ áåç ðèñîâàíèÿ. Â íàøåì ðàñïîðÿ-
æåíèè èìåþòñÿ òðè ïàðàìåòðà (x, y, α), ãäå (x, y)� êîîðäèíàòû
÷åðåïàøêè, α� íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì îíà ñìîòðèò. ×åðåïàø-
êà îáó÷åíà èíòåðïðåòèðîâàòü è âûïîëíÿòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
êîìàíä, çàäàâàåìûõ êîäîâûì ñëîâîì, áóêâû êîòîðîãî ÷èòàþò-
ñÿ ñëåâà íàïðàâî. Êîäîâîå ñëîâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëü-
òàò ðàáîòû L�ñèñòåìû è ìîæåò âêëþ÷àòü ñëåäóþùèå áóêâû:
F � ïåðåìåñòèòüñÿ âïåðåä íà îäèí øàã, ïðîðèñîâûâàÿ ñëåä,
b � ïåðåìåñòèòüñÿ âïåðåä íà îäèí øàã, íå ïðîðèñîâûâàÿ ñëåä,
[ � îòêðûòü âåòâü, ] � çàêðûòü âåòâü, + � óâåëè÷èòü óãîë α
íà âåëè÷èíó θ, − � óìåíüøèòü óãîë α íà âåëè÷èíó θ. Ðàçìåð
øàãà è âåëè÷èíà ïðèðàùåíèÿ ïî óãëó θ çàäàþòñÿ çàðàíåå è
îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè äëÿ âñåõ ïåðåìåùåíèé ÷åðåïàøêè. Åñ-
ëè íà÷àëüíîå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ α (óãîë, îòñ÷èòûâàåìûé
îò ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè X) íå óêàçàíî, òî ïîëàãà-
þò α ðàâíûì íóëþ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð L�ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùåé ñíåæèíêå
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Êîõà. Îíà çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

θ =
π

3
; axiom = F + +F + +F ; newf = F −F + +F −F.

Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå àêñèîìû F++F++F åñòü ðàâ-
íîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê. ×åðåïàøêà äåëàåò îäèí øàã âïåðåä,

çàòåì óãîë α óâåëè÷èâàåòñÿ íà
2π
3

è ÷åðåïàøêà äåëàåò åùå

îäèí øàã âïåðåä, óãîë α ñíîâà óâåëè÷èâàåòñÿ íà
2π
3
è ÷åðåïàø-

êà äåëàåò åùå øàã. Íà ïåðâîì øàãå êàæäàÿ áóêâà F â ñëîâå�
èíèöèàòîðå F + +F + +F çàìåíÿåòñÿ íà F − F + +F − F :

(F −F + +F −F ) + +(F −F + +F −F ) + +(F −F + +F −F ).

Óáèðàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì:

F − F + +F − F + +F − F + +F − F + +F − F + +F − F.

Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ïîëó÷èì â ïðåäåëå ñíåæèíêó Êîõà.
Îáùàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ êîíñòðóêòèâíûõ ôðàêòàëîâ èñ-

ïîëüçóåò çàäàíèå îñíîâû � ôèãóðà, ê êîòîðîé áóäóò ïðè-
ìåíÿòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, è ôðàãìåíòà, ïîâòîðÿþùåãîñÿ ïðè
êàæäîì óìåíüøåíèè ìàñøòàáà. Âåðøèíû äëÿ îñíîâû è ôðàã-
ìåíòà äîëæíû áûòü çàäàíû ÿâíî. Â ëåêöèè èñïîëüçîâàíû ìà-
òåðèàëû [5,9].

Ëåêöèÿ � 3. Äèíàìè÷åñêèå ôðàêòàëû

Â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêèõ ôðàêòàëîâ ðå÷ü èäåò î íåêîòî-
ðûõ êëàññàõ äâóìåðíûõ íåëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, êîòîðûå
îòíîñÿòñÿ ê äèñêðåòíûì äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì. Àíàëèç òà-
êèõ ñèñòåì ñîïðÿæåí ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè. Ðàññìîò-
ðèì íàèáîëåå èçó÷åííûé ïðèìåð íåëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ,
êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îäíîìåðíîãî êîìïëåêñíî-
ãî îòîáðàæåíèÿ, ñîïîñòàâëÿþùåãî îäíîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó
zn = xn + iyn äðóãîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî zn+1 = xn+1 + iyn+1

ïî èòåðàöèîííîìó ïðàâèëó zn+1 = f(zn), ãäå f(z) � íåêîòîðàÿ
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íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé z, n � íîìåð èòåðàöèè. Êîì-
ïëåêñíûå îòîáðàæåíèÿ òàêîãî ðîäà ïîðîæäàþò ïîïóëÿðíûå â
ïîñëåäíåå âðåìÿ ôðàêòàëû Æóëèà, Ìàíäåëüáðîòà è Íüþòîíà.

Íåïîäâèæíîé òî÷êîé z̃ îòîáðàæåíèÿ zn+1 = f(zn) íàçûâà-
åòñÿ êîðåíü óðàâíåíèÿ f(zn) = zn (åãî òàêæå íàçûâàþò íåïî-
äâèæíîé òî÷êîé ôóíêöèè). Åñëè, ñòàðòîâàâ â íåïîñðåäñòâåí-
íîé áëèçîñòè îò íåïîäâèæíîé òî÷êè, ìû áóäåì â ïðîöåññå èòå-
ðàöèé ê íåé íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàòüñÿ, òî òàêàÿ íåïîäâèæ-
íàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ ïðèòÿãèâàþùåé. Ñîîòâåòñòâåííî, ñòàð-
òîâàâ â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò îòòàëêèâàþùåé íåïî-

äâèæíîé òî÷êè, ìû áóäåì îò íåå óäàëÿòüñÿ. Íåéòðàëüíàÿ
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî, ñòàðòîâàâ â äî-
ñòàòî÷íî ìàëîé åå îêðåñòíîñòè, ìû áóäåì âñå âðåìÿ íàõîäèòüñÿ
â ýòîé îêðåñòíîñòè, íå ïðèáëèæàÿñü è íå óäàëÿÿñü îò òî÷êè.
×òîáû îïðåäåëèòü õàðàêòåð íåïîäâèæíîé òî÷êè z̃ îòîáðàæå-
íèÿ, íàäî âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ f ′(z̃). Èìååò ìåñòî ñëåäóþ-
ùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Åñëè |f ′(z̃)| < 1, òî òî÷êà z̃ ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãè-
âàþùåé, åñëè |f ′(z̃)| > 1, òî îòòàëêèâàþùåé, è, íàêîíåö, åñëè
|f ′(z̃)| = 1, òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíîé.

Ïðè àíàëèçå îòîáðàæåíèé íàðÿäó ñ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè
âàæíóþ ðîëü èãðàþò òàê íàçûâàåìûå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè è
öèêëû, ñîñòîÿùèå èç ýòèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.

Àòòðàêòîðîì íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ òî÷êà
(èëè òî÷êè), ê êîòîðîé ñõîäèòñÿ ïðîöåññ èòåðàöèé zn+1 = f(zn)
ïðè n → ∞. Â êà÷åñòâå òàêîãî àòòðàêòîðà ìîæåò âûñòóïàòü
ïðèòÿãèâàþùàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà èëè ïðèòÿãèâàþùèé öèêë
îïðåäåëåííîãî ïåðèîäà. Èíîãäà òàêèõ àòòðàêòîðîâ ìîæåò áûòü
íåñêîëüêî, îíè òàêæå ìîãóò ñîñòîÿòü èç áåñ÷èñëåííîãî êîëè-
÷åñòâà òî÷åê è ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé íåïðåðûâíóþ ëèíèþ èëè
êàêîå-íèáóäü äðóãîå (íàïðèìåð, êàíòîðîâñêîå) ìíîæåñòâî. Åñ-
ëè æå â ïðîöåññå èòåðàöèé èçîáðàæàþùàÿ èõ òî÷êà óõîäèò íà
áåñêîíå÷íîñòü, òî àòòðàêòîðîì òàêîãî ïðîöåññà ñ÷èòàåòñÿ áåñ-
êîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà.
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Ìíîæåñòâà Æþëèà äàþò íàèáîëåå âïå÷àòëÿþùèå èëëþ-
ñòðàöèè òîãî, êàê ïðîñòîé ïðîöåññ ìîæåò ïðèâåñòè ê ÷ðåçâû-
÷àéíî çàïóòàííûì ìíîæåñòâàì. Èòåðàöèè (îòîáðàæåíèÿ) âèäà
zn+1 = f(zn), n = 0, 1, 2 . . . ñ ïðîñòîé ôóíêöèåé íà êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè âûçûâàþò ïîÿâëåíèå ðàçëè÷íûõ ýêçîòè÷åñêèõ
ôðàêòàëîâ. Íàèáîëåå èçó÷åííûì ïðèìåðîì îòîáðàæåíèé òàêî-
ãî âèäà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîå êîìïëåêñíîå îòîáðàæåíèå

zn+1 = f(zn) = z2
n + c,

ãäå c = a+ib � íåíóëåâàÿ êîìïëåêñíàÿ êîíñòàíòà. Ïîñëå ðàçäå-
ëåíèÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé îòîáðàæåíèå çàïèøåòñÿ
â âèäå:

xn+1 = x2
n − y2

n + a, yn+1 = 2xnyn + b.

Òàêîå îòîáðàæåíèå äàåò ìíîæåñòâî ôðàêòàëîâ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ìíîæåñòâó Æþëèà � J(a, b). Ìíîæåñòâî Æþëèà ôóíê-
öèè f � ýòî ãðàíèöà ìíîæåñòâà òåõ òî÷åê z, êîòîðûå ïðè èòå-
ðèðîâàíèè f(z) ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Æþëèà ïîäðîáíî
èññëåäîâàë ñâîéñòâà òàêèõ ìíîæåñòâ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

f{n}(z) = f (. . . (f(f(z))) . . .)

è çàäàäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zn = f{n}(z) äëÿ n = 1, 2, 3, . . .
Òåîðåìà 1. Ïóñòü |c| < 2, z ∈ C è zn = f{n}(z) äëÿ

n = 1, 2, 3, . . . Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå n0, ÷òî |zn0 | > 2, òî
èìååò ìåñòî lim

n→∞
zn = ∞, ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðà-

öèé {f{n}(z)}∞n=1 ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè è z íå ïðèíàä-
ëåæèò ìíîæåñòâó Æþëèà J(f).

Êàê ñëåäóåò èç ïðèâîäèìîé òåîðåìû (ñì. [5]), â ñëó÷àå
|c| < 2 ìîæíî ïðåêðàòèòü âû÷èñëåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èòå-
ðàöèé, êàê òîëüêî âåëè÷èíû äîñòèãàþò çíà÷åíèÿ 2 ïî ìîäó-
ëþ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðàöèé òàêèõ òî÷åê ãàðàíòèðîâàííî
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.
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Ìíîæåñòâà Æþëèà ôóíêöèè z2 +c îáëàäàþò áîëüøèì ðàç-
íîîáðàçèåì (ñì. ðèñ. 7�8 Ïðèëîæåíèÿ). Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ
c ïîëó÷àåì íîâîå èçîáðàæåíèå, òåì íå ìåíåå ñóùåñòâóåò âñå-
ãî äâà òèïà èçó÷àåìîãî ìíîæåñòâà. Êàæäîå ìíîæåñòâî Æóëèà
ëèáî ñâÿçíî, ëèáî âïîëíå íåñâÿçíî. Èíäèêàòîðîì äëÿ äâóõ òè-
ïîâ ìíîæåñòâ Æóëèà ñëóæèò ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà. Êàæ-
äàÿ òî÷êà â ìíîæåñòâå Ìàíäåëüáðîòà ïðåäñòàâëÿåò çíà÷åíèå
c, äëÿ êîòîðîãî J ñâÿçíî. Êàæäàÿ òî÷êà èç äîïîëíåíèÿ ê ìíî-
æåñòâó Ìàíäåëüáðîòà ïðåäñòàâëÿåò çíà÷åíèå c, äëÿ êîòîðî-
ãî ìíîæåñòâî J âïîëíå íå ñâÿçíî. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî
Ìàíäåëüáðîòà (ñì. ðèñ. 9) � ýòî òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå â ÷åð-
íîé îáëàñòè. Ýòî ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè a.
Ãðàíèöà ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôðàê-
òàë Ìàíäåëüáðîòà.

Ìíîæåñòâî Ìàíäåëüáðîòà M äëÿ ïîëèíîìà f(z) = z2 + c
åñòü ìíîæåñòâî âñåõ c ∈ C, äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èòåðàöèé òî÷êè z = 0 îãðàíè÷åíà, òî åñòü

M =
{
c ∈ C :

{
f{n}(0)

}∞
n=0

îãðàíè÷åíà
}
.

Âûáîð òî÷êè z = 0 â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé ñâÿçàí ñ òåì îá-
ñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî òî÷êà 0 � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, â êîòîðîé
ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(z) = z2 + c îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà Ìàíäåëüáðîòà, ïðèâåäåííîå âûøå,
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ íàïèñàíèÿ ïðîãðàììû, îïðåäå-
ëÿþùåé ïðèíàäëåæíîñòü òî÷êè ìíîæåñòâó M. Çàäà÷à ïðîâåð-
êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èòåðàöèé íà îãðàíè÷åííîñòü óïðîùàåò-
ñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñëåäóþùåé òåîðåìû (ñì. [5]).

Òåîðåìà 2. Åñëè |c| > 2 è |z| > |c|, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èòåðàöèé óñòðåìëÿåòñÿ ê∞. Â ÷àñòíîñòè èç ýòîãî ñëåäóåò,

÷òî òî÷êà c íå ïðèíàäëåæèò M.
Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ òåîðåìîé 1, ïîëó÷àåì,

÷òî ïðîâåðÿòü íóæíî òî÷êè |c| 6 2. Ïðè÷åì â ñëó÷àå |c| < 2,
åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðàöèé äîñòèãàåò ñîñòîÿíèÿ, êîãäà
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åå âåëè÷èíà ïðåâîñõîäèò 2, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíà ñòðåìèòñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîâåðÿåìàÿ òî÷êà íå ïðè-
íàäëåæèò M. Âûáðàííûå ïðè òàêîì óñëîâèè c, êàê è â ñëó÷àå
|c| > 2 âñåãäà ñîîòâåòñòâóþò ôðàêòàëó Æþëèà, íàçûâàåìîìó
ïûëüþ Ôàòó. Òî÷êà c = −2 � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè,
êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Ìàíäåëüáðîòà.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí âèä äèíàìè÷åñêèõ ôðàêòàëîâ � ýòî
ôðàêòàëû Íüþòîíà. Äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ ïîíàäîáèòñÿ ìåòîä
Íüþòîíà�Ðàôñîíà, êîòîðûé äëÿ ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîé ïå-
ðåìåííîé ÷àñòî íàçûâàþò ìåòîäîì êàñàòåëüíûõ. Ìåòîä îïðåäå-

ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà xn+1 = xn−
f(xn)
f ′(xn)

.

Â êóðñå ¾×èñëåííûå ìåòîäû¿ áûëà äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ìå-
òîäà Íüþòîíà ê åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êå íåçàâèñèìî
îò âûáîðà íà÷àëüíîé òî÷êè x0 ∈ [a, b]. Îáëàñòè ñ ôðàêòàëü-
íûìè ãðàíèöàìè ïîÿâëÿþòñÿ ïðè ïðèáëèæåííîì íàõîæäåíèè
êîðíåé íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ f(z) = 0 àëãîðèòìîì Íüþòîíà�
Ðàôñîíà íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ñòàðòîâàâ â íåïîñðåä-
ñòâåííîé áëèçîñòè îò çíà÷åíèÿ êîðíÿ óðàâíåíèÿ f(z) = 0, è,
èñïîëüçóÿ èòåðàöèîííûé àëãîðèòì:

zn+1 = zn −
f(zn)
f ′(zn)

, n = 0, 1, 2 . . . ,

ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, áûñòðî
ñõîäÿùóþñÿ ê ýòîìó êîðíþ. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò âïîëíå çà-
êîíîìåðíûé âîïðîñ, à ÷òî áóäåò, åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà z0 â
ïëîñêîñòè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë âûáðàíà íå âáëèçè îò êîðíÿ, à
ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì? È ìû ïðèõîäèì ê òàê íàçûâàåìîé ïðî-
áëåìå Êýëè, êîòîðóþ â 1977 ãîäó óäàëîñü ðàçðåøèòü ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî (ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà) àìåðèêàíñêîìó ìàòåìàòè-
êó Äæîíó Õàááàðäó (John Hubbard) è åãî ñòóäåíòàì, êîòîðûì
îí ïðåïîäàâàë ìàòåìàòèêó â Ïàðèæñêîì óíèâåðñèòåòå Îðñýé.

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå òðåòüåé ñòåïåíè

z3 − 1 = 0.
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Â ýòîì ñëó÷àå èìååì òðè êóáè÷åñêèõ êîðíÿ èç 1, à èìåííî,

w1 = 1, w2 = −1
2

+ i

√
3

2
è w3 = −1

2
− i

√
3

2
. Íàíåñåííûå íà êîì-

ïëåêñíóþ ïëîñêîñòü, îíè îáðàçóþò ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëü-
íèê, öåíòð êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Ýòè êîðíè
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ïðèòÿãèâàþùèìè íåïîäâèæíûìè òî÷-

êàìè îòîáðàæåíèÿ zn+1 = zn−
z3
n − 1
3z2

n

. Òàê êàêîâà æå ãåîìåòðèÿ

îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ êîðíåé êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ? Ïî àíà-
ëîãèè ñ óðàâíåíèåì âòîðîé ñòåïåíè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
îòâåò âûãëÿäèò ïðèìåðíî òàê, êàê èçîáðàæåíî íà ðèñ. 10 Ïðè-
ëîæåíèÿ. Èìåííî òàêóþ êàðòèíó ïåðâîíà÷àëüíî ïðåäñòàâëÿë
ñåáå Õàááàðä (è ìíîãèå äðóãèå äî íåãî). Îäíàêî òàêîå ïðåä-
ïîëîæåíèå îêàçàëîñü íåâåðíûì. Áîëåå ñêóðïóëåçíîå êîìïüþ-
òåðíîå èññëåäîâàíèå âûÿâèëî, ÷òî ãåîìåòðèÿ ãðàíèö îáëàñòåé
ïðèòÿæåíèÿ èìååò ãîðàçäî áîëåå ñëîæíóþ ôîðìó. Òàê, åñëè
ðàñêðàøèâàòü ðàçíûå îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ðàçëè÷íûì öâåòîì,
òî ìû ïîëó÷èì êàðòèíêó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 11 Ïðèëîæå-
íèÿ. Èç ýòîãî ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòåé ïðèòÿæå-
íèÿ ñîñòîèò èç ñèëüíî ïåðåïëåòåííûõ ñàìîïîäîáíûõ ñòðóêòóð.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íà ãðàíèöå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ öâåòàìè
âñåãäà ðàñïîëîæåíà ãèðëÿíäà îñòðîâêîâ òðåòüåãî öâåòà. Ãðàíè-
öû ýòèõ îñòðîâêîâ, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîñòîÿò èç ãèðëÿíä îñòðîâ-
êîâ ìåíüøåãî ðàçìåðà ñîîòâåòñòâóþùåãî äîïîëíèòåëüíîãî öâå-
òà è ò. ä. Íåïðåðûâíî óìåíüøàÿñü â ðàçìåðàõ, äåòàëè ãðàíèöû
ïîñòîÿííî âîñïðîèçâîäÿò ñàìè ñåáÿ. Â ðåçóëüòàòå îêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà òàêîé ôðàêòàëüíîé ãðàíèöû ñîñåäñòâóåò
ñðàçó ñ òðåìÿ îáëàñòÿìè ïðèòÿæåíèÿ. Â ëåêöèè èñïîëüçîâàíû
ìàòåðèàëû [5,9].

Ëåêöèÿ � 4. Ìåðà è ðàçìåðíîñòü

Õàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à. Ðàçìåðíîñòü ïîäîáèÿ

Â 1919 ãîäó Ô.Õàóñäîðô îïðåäåëèë äðîáíóþ s-ìåðó äëÿ
∀ s > 0 è íà ýòîé îñíîâå êàæäîìó ìíîæåñòâó â åâêëèäîâîì
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ïðîñòðàíñòâå ñîïîñòàâèë ÷èñëî, íàçâàííîå èì ìåòðè÷åñêîé ðàç-
ìåðíîñòüþ. Îí æå ïðèâåë ïðèìåðû ñ äðîáíîé ðàçìåðíîñòüþ
(êàíòîðîâî ìíîæåñòâî, êðèâàÿ Êîõà è äð.). Èäåè Õàóñäîðôà,
íå îïóáëèêîâàâøåãî áîëüøå íè îäíîé ðàáîòû â ýòîì íàïðàâëå-
íèè, áûëè ðàçâèòû À.Ñ.Áåçèêîâè÷åì, êîòîðûé äëèòåëüíîå âðå-
ìÿ áûë àâòîðîì èëè ñîàâòîðîì ïðàêòè÷åñêè âñåõ ðàáîò ïî äàí-
íîé òåìàòèêå. Â ïîñëåäóþùèå ãîäû ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà�
Áåçèêîâè÷à ïîëó÷èëà ïðèìåíåíèå â íåêîòîðûõ ðàçäåëàõ ìàòå-
ìàòèêè, íî òîëüêî áëàãîäàðÿ íàó÷íûì òðóäàì Á.Ìàíäåëüáðîòà
ñòàëà íàñòîëüêî ïîïóëÿðíà â ïîñëåäíèå ãîäû.

Äëÿ ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà�
Áåçèêîâè÷à íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå õàóñäîðôîâîé ìåðû.
Åñëè U ⊂ Rn, òî äèàìåòð U îïðåäåëÿåòñÿ êàê

diamU = sup{||x− y|| : ∀x, y ∈ U},

ò. å. íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáîé ïàðîé òî÷åê ýòîãî
ìíîæåñòâà. Åñëè F ⊂

⋃
i
Ui ñ 0 < diamUi 6 δ ∀i, òî {Ui} íàçû-

âàþò δ�ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà F . Ïóñòü F ⊂ Rn è s > 0. Äëÿ
∀δ > 0 îïðåäåëÿåì

Hs
δ (F ) = inf

{∑
i

(diamUi)
s : {Ui} � δ�ïîêðûòèå F

}
.

Âåëè÷èíó Hs(F ) = lim
δ→0

Hs
δ (F ) íàçûâàþò s�ìåðíîé õàócäîðôî-

âîé ìåðîé ìíîæåñòâà F .
Ìàñøòàáíîå ñâîéñòâî. Åñëè F ⊂ Rn, λF = {λx : x ∈ F} ,

ãäå λ > 0, òî Hs(λF ) = λsHs(F ).
Õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê

DH = dimH F = inf{s : Hs(F ) = 0} = sup{s : Hs(F ) = ∞},

ò. å. Hs(F ) =
{
∞, s < dimH F,
0, s > dimH F.
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Âîçüìåì òåïåðü ïðîèçâîëüíûé íàáîð ïðåîáðàçîâàíèé ïîäî-
áèÿ ïëîñêîñòè f1(x), f2(x), . . . , fm(x) ñ êîýôôèöèåíòàìè ïîäî-
áèÿ ki < 1, äëÿ ëþáîãî i = 1, 2, . . . ,m.

Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íåïóñòîå êîì-

ïàêòíîå ìíîæåñòâî F , äëÿ êîòîðîãî F =
m⋃

i=1
fi(F ). (Ñì. [13]).

Ìíîæåñòâî F íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì,
èëè àòòðàêòîðîì, ñèñòåìû ïðåîáðàçîâàíèé {fi(x)} . Òåîðå-
ìà 3 ïîçâîëÿåò ñòðîèòü íîâûå ôðàêòàëüíûå îáúåêòû. Óêàæåì
ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ àòòðàêòîðà ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé. Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A îïðåäå-

ëèì ìíîæåñòâî Φ(A) =
m⋃

i=1
fi(A). Äëÿ àòòðàêòîðà èìååì ðà-

âåíñòâî F = Φ(F ). Â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ âûáå-
ðåì êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî F0 òàêîå, ÷òî Φ(F0) ⊂ F0, è ïî-
ëîæèì F1 = Φ(F0), F2 = Φ(F1), . . . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
F0, F1, . . . , Fn, . . . áóäåò óáûâàþùåé: F0 ⊃ F1 ⊃ F2 ⊃ . . . è ïåðå-
ñå÷åíèå F =

⋂
Fn åñòü èñêîìûé àòòðàêòîð.

Èòàê, ñ íàáîðîì ïðåîáðàçîâàíèé ïîäîáèÿ {fi(x)} ìîæíî
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàòü êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî F � àò-
òðàêòîð ýòîé ñèñòåìû. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ àòòðàêòîð ÿâëÿ-
åòñÿ ôðàêòàëîì. Âñåãäà ëè ýòî òàê? Ìîæíî ëè îïðåäåëèòü ðàç-
ìåðíîñòü àòòðàêòîðà çàðàíåå, çíàÿ òîëüêî íàáîð êîýôôèöèåí-
òîâ ïîäîáèÿ k1, k2, . . . , km?

Îïðåäåëèì íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî s êàê ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ ks

1 + ks
2 + . . . + ks

m = 1. Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå s äàííîãî
óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ïîäîáèÿ àòòðàêòîðà F :
s = s(F ).

Äëÿ êëàññè÷åñêèõ ôðàêòàëîâ âû÷èñëèòü ÷èñëî s íå ïðåä-
ñòàâëÿåò òðóäà, è ïðè ýòîì ìû âñåãäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
s(F ) = dimH F. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå ýòî ðàâåíñòâî íå âû-
ïîëíÿåòñÿ. Ïðèâåäåì îäíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþ-
ùåå ñîâïàäåíèå õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè è ðàçìåðíîñòè ïî-
äîáèÿ. Ñêàæåì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå Ìîðàíà, åñëè ñóùåñòâó-
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åò íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî V òàêîå, ÷òî
m⋃

i=1
fi(V ) ⊂ V,

fi(V )
⋂
fj(V ) = ∅, i 6= j.

Òåîðåìà 4. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå Ìîðàíà, òî ðàçìåð-

íîñòü ïîäîáèÿ àòòðàêòîðà ñîâïàäàåò ñ åãî õàóñäîðôîâîé ðàç-

ìåðíîñòüþ, ò. å. s(F ) = dimH(F ). (Cì. [13]).
Äëÿ êëàññè÷åñêèõ ôðàêòàëîâ óñëîâèå Ìîðàíà ëåãêî ïðîâå-

ðÿåòñÿ. Òàê, äëÿ ðåøåòà Ñåðïèíñêîãî ìíîæåñòâî V � âíóòðåí-
íîñòü èñõîäíîãî ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, äëÿ êîâðà � ýòî
âíóòðåííîñòü èñõîäíîãî êâàäðàòà. Â ëåêöèè èñïîëüçîâàíû ìà-
òåðèàëû [4,9,13].

Ëåêöèÿ � 5. Ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü

Ïî îïðåäåëåíèþ Ìàíäåëüáðîòà: ôðàêòàë � ýòî ìíîæåñòâî,
õàóñäîðôîâà (ôðàêòàëüíàÿ) ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî áîëüøå òî-
ïîëîãè÷åñêîé. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü � òîïîëîãè÷åñêîå
ñâîéñòâî ôèãóð, íå èçìåíÿþùååñÿ ïðè ëþáûõ äåôîðìàöèÿõ,
ïðîèçâîäèìûõ áåç ðàçðûâîâ è ñêëåèâàíèé (ïðè âçàèìíî îäíî-
çíà÷íûõ è íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿõ). Òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàç-
ìåðíîñòü âñåãäà ðàâíà öåëîìó ÷èñëó: äëÿ ïóñòîãî ìíîæåñòâà
� (−1), äëÿ òî÷êè � 0, äëÿ ëèíèè � 1, äëÿ ïîâåðõíîñòè èëè
ôèãóðû � 2, äëÿ òåëà � 3 è ò. ä.

Â ðàáîòå Ëüþèñà Ðè÷àðäñîíà (1881�1953), îäíîãî ýêñöåí-
òðè÷íîãî ìåòåîðîëîãà, Ìàíäåëüáðîò â 1961 ãîäó îáíàðóæèë
ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ äëèíû çàïàäíîãî Áðèòàíñêîãî ïîáå-
ðåæüÿ è èñïàíî�ïîðòóãàëüñêîé ãðàíèöû. Ðè÷àðäñîí çàìåòèë,
÷òî ðåçóëüòàòû ñèëüíî çàâèñÿò îò ìàñøòàáà, êîòîðûé èñïîëü-
çóåòñÿ íà êàðòå. Êàðòà ñ ìàñøòàáîì 1 ñì � 100 êì ìåíåå ïî-
äðîáíàÿ, ÷åì òóðèñòè÷åñêàÿ êàðòà ñ ìàñøòàáîì 1ñì � 1 êì.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íà òóðèñòè÷åñêîé êàðòå ïîáåðåæüå
ñòàíîâèòñÿ äëèííåå. Ýòîò æå ôåíîìåí ìîæíî îáíàðóæèòü, èñ-
ïîëüçóÿ îäíó êàðòó, íî ïðèìåíÿÿ êàæäûé ðàç âñå áîëåå è áîëåå
ìåëêèå åäèíèöû èçìåðåíèÿ.

19



Ïîëó÷åííûå Ðè÷àðäñîíîì çíà÷åíèÿ ëåæàò âáëèçè ïðÿìîé
ëèíèè â äâàæäû ëîãàðèôìè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, óäîâëå-
òâîðÿþùåé óðàâíåíèþ: lgS ≈ −0.22 lg a+ lgS1, ãäå S � äëèíà
ïîáåðåæüÿ, S1 � äëèíà, ïðè èçìåðåíèè êîòîðîé èñïîëüçîâà-
ëèñü åäèíèöû èçìåðåíèÿ â 1 êì, a � äðóãèå åäèíèöû èçìåðå-
íèÿ (¾ëèíåéêà¿). ×èñëî 0.22 îïðåäåëÿåò óãîë íàêëîíà ïðÿìîé.

Òîãäà S ≈ S1

(
1
a

)0.22

.

Ïîýòîìó, åñëè a óìåíüøàåòñÿ â 32 ðàçà, òî S óâåëè÷èâàåòñÿ
ïðèìåðíî âäâîå. Òåîðåòè÷åñêè, åñëè a → 0, òî S → ∞. Íî òî-
ãäà çàïàäíîå ïîáåðåæüå Áðèòàíèè èìåëî áû áåñêîíå÷íóþ äëè-
íó. ×òî â ðåàëüíîñòè íå òàê. Ïîýòîìó êðèâîëèíåéíîñòü òàêîé
ãðàíèöû îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåíüþ åå èçãèáàíèÿ, ò. å. íåêîòîðûì
÷èñëîì. Ìàíäåëüáðîò äîáàâèë 1 ê óãëó íàêëîíà ïðÿìîé è ïî-
ëó÷èë ÷èñëî, êîòîðîå îí íàçâàë ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ

ïîáåðåæüÿ (ãðàíèöû).
Ìû ââåëè ïîíÿòèå î ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè áåðåãîâîé

ëèíèè. Äàäèì òåïåðü îáùåå îïðåäåëåíèå ýòîé âåëè÷èíû. Ïóñòü
d � îáû÷íàÿ Åâêëèäîâà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîé
íàõîäèòñÿ íàø ôðàêòàëüíûé îáúåêò F. Ïîêðîåì òåïåðü ýòîò
îáúåêò öåëèêîì d�ìåðíûìè ¾øàðàìè¿ ðàäèóñà ε. Ïðåäñòàâèì,
÷òî íàì ïîòðåáîâàëîñü äëÿ ýòîãî íå ìåíåå, ÷åì N(ε) øàðîâ.
Òîãäà, åñëè ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε âåëè÷èíà N(ε) ìåíÿåòñÿ ñ

ε ïî ñòåïåííîìó çàêîíó N(ε) ∼ 1
εD
, ãäå D

.= dimF íàçûâàåòñÿ

õàóñäîðôîâîé èëè ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ ýòîãî îáúåêòà F.
Ôîðìóëó ìîæíî òàê æå çàïèñàòü â âèäå

D = lim
ε→0

lnN(ε)
ln 1

ε

.

Ýòî è ñëóæèò íåñòðîãèì îáùèì îïðåäåëåíèåì ôðàêòàëüíîé
ðàçìåðíîñòè D. Â ñîîòâåòñòâèè ñ íèì âåëè÷èíà D ÿâëÿåòñÿ
ëîêàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé äàííîãî îáúåêòà.

Êðîìå ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè, òàê æå ÷àñòî èñïîëüçó-
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åòñÿ êëåòî÷íàÿ ðàçìåðíîñòü, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò õàóñäîð-
ôîâîé òîëüêî òåì, ÷òî ïðè åå âû÷èñëåíèè áåðóòñÿ íå øàðû,
à êëåòêè (èëè êóáû). Î÷åâèäíî, åñëè ôðàêòàë ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ìíîæåñòâîì ïðÿìîé, òî âìåñòî êâàäðàòîâ íàäî èñïîëüçîâàòü
îòðåçêè. Åñëè æå ôðàêòàë � ïîäìíîæåñòâî òðåõìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, òî êâàäðàòû çàìåíÿþòñÿ êóáàìè. Ãëàâíûé íåäîñòà-
òîê ýòîãî îïðåäåëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïîäñ÷èòàííîå
çíà÷åíèå N(ε) íå ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ÷èñëîì êëåòîê ñî ñòî-
ðîíîé ε, ïîêðûâàþùèõ ôðàêòàë.

Â ñòðîãîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ïîä ìåòðè÷åñêîé
èëè ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ðàçìåðíîñòü
Õàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à, êîòîðóþ ìû óæå ðàññìàòðèâàëè. Îä-
íàêî ýòî äîâîëüíî ñëîæíîå àáñòðàêòíîå ïîíÿòèå è ðàññ÷èòàòü
÷èñëåííî õàóñäîðôîâó ðàçìåðíîñòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äèíà-
ìè÷åñêîãî ôðàêòàëà íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå ââåäåíû ðÿä îïðåäåëåíèé ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè,
äîïóñêàþùèõ ÷èñëåííûé ðàñ÷åò. Âñå îíè ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðû-
ìè îöåíêàìè ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà�Áåçèêîâè÷à. Îïðåäåëå-
íèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ìîãóò áûòü îñíîâàíû òîëüêî
íà ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ìíîæåñòâ, à ìîãóò ó÷èòûâàòü âå-
ðîÿòíîñòíóþ ìåðó Òàêèì îáðàçîì, âñå ôðàêòàëüíûå ðàçìåð-
íîñòè ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ãðóïïû: ÷èñòî ìåòðè÷åñêèå è
âåðîÿòíîñòíî�ìåòðè÷åñêèå. Ðàññìîòðèì íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìå-
íÿåìûå âèäû ôðàêòàëüíûõ ðàçìåðíîñòåé (ñì. [1]).

Åìêîñòü ìíîæåñòâà Dc. Åìêîñòü � ýòî óïðîùåíèå ïîíÿ-
òèÿ õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè. Äðóãîå íàçâàíèå � êëåòî÷íàÿ
ðàçìåðíîñòü. Ïîêðîåì ìíîæåñòâî M ⊂ Rn îäèíàêîâûìè n-

ìåðíûìè êóáèêàìè ñ ðåáðîì ε. Òîãäà èõ êîëè÷åñòâî N ≈ a

εDc
,

ãäå a = const. Âçÿâ ëîãàðèôì è ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ε→ 0, ïîëó-
÷àåì âûðàæåíèå äëÿ Dc, êîòîðîå ìîæíî ñ÷èòàòü îïðåäåëåíèåì

åìêîñòè ìíîæåñòâà: Dc = lim
ε→0

logN(ε)
log ε−1

. Äëÿ ìíîãîîáðàçèé è,

âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, äëÿ ôðàêòàëîâ Dc = DH . Â îáùåì ñëó÷àå
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî: Dc > DH , ò. å. åìêîñòü ñëóæèò îöåí-
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êîé õàóñäîðôîâîé ðàçìåðíîñòè ñâåðõó. Åìêîñòü ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî
ìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ.

Èíôîðìàöèîííàÿ ðàçìåðíîñòü DI . Ýòà õàðàêòåðèñòèêà
àíàëîãè÷íà åìêîñòè, íî ó÷èòûâàåò âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó íà èñ-
ñëåäóåìîì ìíîæåñòâå. Ïîêðûâàåì ìíîæåñòâî òî÷åê â Rn îäè-
íàêîâûìè n�ìåðíûìè êóáèêàìè ñ ðåáðîì ε è íàõîäèì âåðî-
ÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ òî÷êè â êàæäûé êóáèê. Ìîæíî ââåñòè ýí-

òðîïèþ ðàñïðåäåëåíèÿ H(ε) = −
N∑

i=1
Pi log2 Pi, ãäå Pi � âåðî-

ÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ òî÷êè ìíîæåñòâà â i-ì êóáèêå. Èíôîð-

ìàöèîííàÿ ðàçìåðíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê DI = lim
ε→0

H(ε)
log ε−1

.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè(
Pi =

1
N

)
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî DI = Dc. Ïðè ëþáîì äðó-

ãîì ðàñïðåäåëåíèè ýíòðîïèÿ áóäåò ìåíüøå è, ñîîòâåòñòâåííî,
DI < Dc.

Êîððåëÿöèîííàÿ ðàçìåðíîñòü Dcor. Ýòîé õàðàêòåðèñòèêîé
óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðè àíàëèçå âðåìåííûõ ðÿäîâ (êàêèõ-
ëèáî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ). Ïóñòü èìååòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü èç m òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîìó ìíîæå-
ñòâó â Rn : x1, x2, . . . , xi, . . . , xm. Îáîçíà÷èì çà mε(xi) ÷èñ-
ëî òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîïàäàþùèõ â ñôåðó ðàäèóñà
ε ñ öåíòðîì â òî÷êå xi, ïðèíàäëåæàùåé òîé æå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè. Ïðè ε → 0 è m → ∞ ÷èñëî mε(xi) ≈ amεDi ,
ãäå a = const. Âåëè÷èíà Di â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèò îò âû-
áîðà òî÷êè xi. Ðàññìîòðèì ñðåäíåå ïî âñåì òî÷êàì ÷èñëî

mε =
1
m

m∑
i=1

mε(xi) è, â ïðåäåëå ïðè ε → 0, m → ∞, ïðåä-

ñòàâèì åãî â âèäå mε = amεDcor , ãäå ïîêàçàòåëü Dcor ìîæåò

ïðèíèìàòü íåöåëûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà εDcor =
1

am2

m∑
i=1

mε(xi).

×èñëî òî÷åê, ïîïàäàþùèõ â ñôåðó ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå

xi, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê mε(xi) =
1
m

m∑
j=1,j 6=i

ξ (ε− |xi − xj |) ,
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ãäå ξ(·) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà (êóñî÷íî�ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ,
ðàâíàÿ íóëþ äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà, è åäè-

íèöå � äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ). Ïîëó÷àåì εDcor = lim
ε→0

1
a
C(ε),

ãäå C(ε) = lim
m→∞

1
m2

m∑
i=1

m∑
j=1,j 6=i

ξ (ε− |xi − xj |) . Ôóíêöèþ C(ε)

íàçûâàþò êîððåëÿöèîííûì èíòåãðàëîì. Êîððåëÿöèîííàÿ ðàç-

ìåðíîñòü ìíîæåñòâà îïðåäåëÿåòñÿ êàê Dcor = lim
ε→0

logC(ε)
log ε−1

.

Îáîáùåííàÿ ðàçìåðíîñòü Dq. Ìîæíî îáîáùèòü ðàçìåð-
íîñòè Dc, DI , Dcor è ââåñòè ðàçìåðíîñòü ïîðÿäêà q, ïîëü-
çóÿñü îáîáùåííîé ýíòðîïèåé ïîðÿäêà q (ýíòðîïèåé Ðåíüè):

Hq(ε) =
1

1− q
log

(
N∑

i=1
P q

i

)
, ãäå Pi � âåðîÿòíîñòü îáíàðóæå-

íèÿ òî÷êè ìíîæåñòâà â i�ì ýëåìåíòå ïîêðûòèÿ. Òîãäà ðàçìåð-

íîñòü ïîðÿäêà q åñòü Dq = lim
ε→0

logHq(ε)
log ε−1

. Ñïðàâåäëèâû ðàâåí-

ñòâà D0 = Dc, D1 = DI , D2 = Dcor.
Ðàçìåðíîñòü Ëÿïóíîâà DL. Ôðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü àò-

òðàêòîðà äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn

ìîæíî îöåíèòü ñ ïîìîùüþ ñïåêòðà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ëÿïó-
íîâñêèõ ïîêàçàòåëåé (ËÕÏ). Òàêàÿ îöåíêà íàçûâàåòñÿ ðàçìåð-
íîñòüþ DL. Âûñòðîèì ñïåêòð ËÕÏ â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ çíà÷å-
íèé ïîêàçàòåëåé: λ1 > λ2 > . . . > λn. Ëÿïóíîâñêàÿ ðàçìåðíîñòü
çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé Êàïëàíà�Éîðêà:

DL = k +
1

|λk+1|

k∑
i=1

λi,

ãäå öåëàÿ ÷àñòü ðàçìåðíîñòè k îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé
k∑

i=1
λi > 0,

k+1∑
i=1

λi < 0. Òàêèì îáðàçîì, k � ýòî ÷èñëî ïåðâûõ ïî-

êàçàòåëåé â ñïåêòðå ËÕÏ, ñóììà êîòîðûõ åùå íåîòðèöàòåëüíà.
Çàìåòèì, ÷òî òî÷íûé ðàñ÷åò êàêîé-ëèáî èç ðàçìåðíîñòåé â

áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íåâîçìîæåí. Ê òîìó æå íåïîíÿòíî, êà-
êèå èç ïåðå÷èñëåííûõ ðàçìåðíîñòåé áëèæå ê õàóñäîðôîâîé è
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ëó÷øå îòðàæàþò ôðàêòàëüíóþ ñòðóêòóðó èññëåäóåìîãî ìíî-
æåñòâà? Ãðàññáåðãåð è Ïðîêà÷÷à ïîêàçàëè, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå
èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Dcor 6 DI 6 Dc.

Äëÿ áîëüøèíñòâà õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ çíà÷åíèÿ âñåõ ïå-
ðå÷èñëåííûõ ðàçìåðíîñòåé î÷åíü áëèçêè. Ïðè âûáîðå, êàêèì
îïðåäåëåíèåì ðàçìåðíîñòè ëó÷øå âîñïîëüçîâàòüñÿ, îáû÷íî èñ-
õîäÿò èç âîçìîæíîñòåé ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Ïðè ÷èñëåííîì
ìîäåëèðîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íàèáîëåå óäîáíî èñïîëü-
çîâàòü ðàçìåðíîñòü Ëÿïóíîâà èëè åìêîñòü ìíîæåñòâà. Äëÿ
îöåíêè ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè àòòðàêòîðà, ïî ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì äàííûì, ëó÷øå âñåãî ïîäõîäèò êîððåëÿöèîííàÿ ðàç-
ìåðíîñòü. Íåêîòîðûå îòëè÷èÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè ðàçëè÷íûõ
ðàçìåðíîñòåé, ïî-âèäèìîìó, òîæå íåñóò îïðåäåëåííóþ èíôîð-
ìàöèþ î ñòðóêòóðå èññëåäóåìîãî ìíîæåñòâà è ìîãóò ñëóæèòü
âàæíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ åãî äåòàëüíîãî èçó÷åíèÿ. Îäíàêî
ñìûñë ýòèõ òîíêèõ ðàçëè÷èé è èõ âçàèìîñâÿçü ñî ñâîéñòâàìè
õàîñà íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íå äîñòàòî÷íî èññëåäîâàíû. Â ëåê-
öèè èñïîëüçîâàíû ìàòåðèàëû [1,9,10].

Ëåêöèÿ � 6. Ñëó÷àéíûå ôðàêòàëû

Ãàóññîâñêèé ïðîöåññ X(t) íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì áðî-

óíîâñêèì äâèæåíèåì (ÊÁÄ), èëè âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì íà

èíòåðâàëå [a, b], åñëè îí îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1. X(a) = 0, è ôóíêöèÿ X(t) ïî÷òè âñåãäà íåïðåðûâíà (ò. å.

ïî÷òè âñå ðåàëèçàöèè ïðîöåññà X(t) íåïðåðûâíû);
2. ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà 4X = X(t2) − X(t1), t2 > t1, èìå-

åò ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
M(4X) = 0 è äèñïåðñèåé D(4X) = σ2(t2 − t1), ãäå σ � ïîëî-
æèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, ò. å.

P (4X < x) =
1√

2πσ2(t2 − t1)

x∫
−∞

e
− u2

2σ2(t2−t1)du.
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Ñâîéñòâà êëàññè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ

10. Ïóñòü X(t) � ÊÁÄ íà èíòåðâàëå [a; b]. Òîãäà åãî

ïðèðàùåíèÿ ñòàöèîíàðíû, è D
∣∣∣X(t2) − X(t1)

∣∣∣ = σ2 |t2 − t1| ,
∀t1, t2 ∈ [a; b].

20. Ïóñòü X(t) � ÊÁÄ, îïðåäåëåííîå íà îòðåçêå [a; b], ãäå
a 6 t1 6 t′1 6 t2 6 t′2 6 · · · 6 tk 6 t′k 6 b. Òîãäà ïðèðàùå-
íèÿ X(t′1) − X(t1), X(t′2) − X(t2), . . . , X(t′k) − X(tk) ÿâëÿþòñÿ
íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

30. ÊÁÄ ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì.
40. Ïóñòü X(t) � ÊÁÄ íà [a; b]. Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-

äàíèå ìîäóëÿ ïðèðàùåíèÿ ðàâíî

M (|X(t2)−X(t1)|) = σ

√
2
π
|t2 − t1|.

50. ÊÁÄ X(t) íà îòðåçêå [a; b] íåäèôôåðåíöèðóåìî.
60. Ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ðåàëèçàöèè ÊÁÄ ðàâíà

D = 1, 5.

70. Ïðèðàùåíèÿ ðåàëèçàöèè ÊÁÄ îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñòà-
òèñòè÷åñêîãî ñàìîïîäîáèÿ, ò.å.

X(t+ ∆t)−X(t) ,
1√
r

(
X(t+ r∆t)−X(t)

)
äëÿ ëþáîãî r > 0, ãäå çíà÷îê ¾,¿ îçíà÷àåò, ÷òî äâå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû èìåþò îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå è, â ÷àñòíîñòè, îä-
íè è òå æå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ.

Êëàññè÷åñêîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õî-
ðîøóþ ìîäåëü ìàðêîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ôðàêòàëîâ, äëÿ êîòîðûõ
óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî X(t2) äîñòèãíåò îïðåäåëåííîãî
çíà÷åíèÿ ïðè çàäàííîì X(t1) (t1 < t2), çàâèñèò òîëüêî îò t1
è t2, à íå îò ïîâåäåíèÿ X(t) ïðè t < t1. Ñóùåñòâóåò íåîáõîäè-
ìîñòü ââåäåíèÿ òàêîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, êîòîðûé îáëàäàë
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áû íåêîòîðîé ïàìÿòüþ. Òàêîé ïðîöåññ ïîëó÷èë íàçâàíèå ôðàê-
òàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ (ÔÁÄ) è áûë èññëåäîâàí Áå-
íóà Ìàíäåëüáðîòîì è Âàí Íåñîì â 1968 ãîäó.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ
íåò ïðîñòîãî ìåòîäà, âðîäå ñóììèðîâàíèÿ ãàóññîâñêèõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí, êàê â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâè-
æåíèÿ. ÔÁÄ óäîáíî îïðåäåëèòü ïðè ïîìîùè ïàðàìåòðà H,

0 < H < 1. Ïðè H =
1
2
ôðàêòàëüíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå

ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì. Ïàðàìåòð H ñîîòâåòñòâóåò ñòåïåíè
èçðåçàííîñòè ãðàôèêà. Ïðè ìàëûõ H, áëèçêèõ ê 0, ãðàôèê ïî-
ëó÷àåòñÿ ñèëüíî èçðåçàííûì, à ïðè áîëüøèõ H, áëèçêèõ ê 1 �
âåñüìà ïëàâíûì, õîòÿ è íå ãëàäêèì.

Ãàóññîâñêèé ïðîöåññ X(t) íàçûâàåòñÿ ôðàêòàëüíûì áðî-

óíîâñêèì äâèæåíèåì íà [a; b] ñ ïàðàìåòðîì H ∈ (0, 1), åñëè
îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. X(a)=0, è ôóíêöèÿ X(t) ïî÷òè âñåãäà íåïðåðûâíà;
2. ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà 4X = X(t2) − X(t1), t2 > t1,

èìååò ãàóñîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíè-
åì M(4X) = 0 è äèñïåðñèåé D(4X) = σ2(t2 − t1)2H , ãäå σ �
ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, ò. å.

P (4X < x) =
1√

2πσ2(t2 − t1)2H

x∫
−∞

e
− u2

2σ2(t2−t1)2H du.

Ïàðàìåòð H íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì Õåðcòà.
Ñâîéñòâà ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ

10. Ïóñòü X(t) � ÔÁÄ íà èíòåðâàëå [a; b]. Òîãäà åãî ïðè-

ðàùåíèÿ ñòàöèîíàðíû, è M
[
X(t2) − X(t1)

]2
= σ2 |t2 − t1|2H ,

∀t1, t2 ∈ [a; b].
20. Ïóñòü X(t) � ÔÁÄ ñ ïàðàìåòðîì H, 0 < H < 1, íà

îòðåçêå [a; b]. Ïðèðàùåíèÿ X(t) íåçàâèñèìû òîãäà, è òîëüêî

òîãäà, êîãäà H =
1
2
.
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30. ÔÁÄ ñ ïàðàìåòðîì H, 0 < H < 1, íå ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâ-

ñêèì ïðîöåññîì, çà èñêëþ÷åíèÿì ñëó÷àÿ H =
1
2
.

40. Ïóñòü X(t) � ÔÁÄ ñ ïàðàìåòðîì H, 0 < H < 1, íà
èíòåðâàëå [a; b]. Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ìîäóëÿ ïðè-

ðàùåíèÿ ðàâíî M (|X(t2)−X(t1)|) =
√

2
π
σ|t2 − t1|H .

50. ÔÁÄ X(t) ñ ïàðàìåòðîì H, 0 < H < 1, íà îòðåçêå [a; b]
íåäèôôåðåíöèðóåìî.

60. Ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ðåàëèçàöèè ÔÁÄ ðàâíà

D = 2−H.

70. Ïðèðàùåíèå ðåàëèçàöèè ÔÁÄ îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñòà-
òèñòè÷åñêîãî ñàìîïîäîáèÿ, ò. å.

X(t+ ∆t)−X(t) ,
1
rH

(
X(t+ r∆t)−X(t)

)
äëÿ ëþáîãî r > 0, ãäå ¾,¿ îçíà÷àåò, ÷òî äâå ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû èìåþò îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå.

Â ëåêöèè èñïîëüçîâàíû ìàòåðèàëû [5].

Ëåêöèÿ � 7. Âðåìåííûå ðÿäû, èõ ôðàêòàëüíîñòü.

Ìåòîä R/S�àíàëèçà Õåðñòà

Ìíîãèå íàáëþäåíèÿ ïðèðîäíûõ ïðîöåññîâ ïðèâîäÿò ê âðå-
ìåííûì çàâèñèìîñòÿì èëè ðÿäàì èçìåíåíèé. Âðåìåííîé ðÿä �
ýòî ñîâîêóïíîñòü íàáëþäàåìûõ ïàðàìåòðîâ èçó÷àåìîé ñèñòåìû
âî âðåìåíè.

Ìåòîä R/S�àíàëèçà, ïðåäëîæåííûé ïåðâîíà÷àëüíî Õåð-
ñòîì äëÿ àíàëèçà âðåìåííîé çàâèñèìîñòè ñòîêà âîäû èç ðàç-
ëè÷íûõ ðåê è îçåð, ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ îïðåäåëåíèÿ
ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè D è äðóãèõ âðåìåííûõ ðÿäîâ è îä-
íîçíà÷íûõ ñàìîàôôèííûõ êðèâûõ. Ïóñòü X(t) � èññëåäóåìàÿ
âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü íåêîòîðîé âåëè÷èíû X, èçìåðåííîé â
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äèñêðåòíûå öåëî÷èñëåííûå ìîìåíòû âðåìåíè t. Ïðåäñòàâèì ñå-
áå, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé íàêîïëåííîé âåëè÷èíîé è ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñóììà íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ âêëà-
äîâ ξ(t). Íàïðèìåð, åñëè X � êîîðäèíàòà áðîóíîâñêîé ÷àñòè-
öû, òî ξ � ýòî ýëåìåíòàðíûå ñìåùåíèÿ òàêîé ÷àñòèöû. Ðàñ-
ñìîòðèì ïîâåäåíèå âåëè÷èí X è ξ òîëüêî â íåêîòîðîì îãðà-
íè÷åííîì èíòåðâàëå âðåìåíè t îò 1 äî τ . Äëÿ ýòîãî èíòåðâàëà
âðåìåíè ìîæíî âû÷èñëèòü ñðåäíþþ âåëè÷èíó ïðèðàùåíèé ξ:

〈ξ〉τ =
1
τ

τ∑
t=1

ξ(t).

Äëÿ òîãî æå èíòåðâàëà âðåìåíè ìîæíî ïîñòðîèòü íîâóþ
âåëè÷èíó X(t, τ), êîòîðàÿ áóäåò èìåòü ñìûñë íàêîïëåííûõ îò-
êëîíåíèé îò ñðåäíåãî çà äàííûé ïåðèîä:

X(t, τ) =
t∑

u=1

{ξ(u)− 〈ξ〉τ}.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî X(0, τ) = X(τ, τ) = 0, ïîñêîëüêó
ñóììàðíîå îòêëîíåíèå îò ñðåäíåãî çà âðåìÿ, â òå÷åíèè êîòîðî-
ãî ýòî ñðåäíåå èçìåíèëîñü, â òî÷íîñòè ðàâíî 0. Ðàçìàõîì R(τ)
äëÿ çàâèñèìîñòè X(t, τ) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîãî
èçìåíåíèÿ X(t, τ) çà ðàññìàòðèâàåìûé èíòåðâàë âðåìåíè:

R(τ) = max
16t6τ

X(t, τ)− min
16t6τ

X(t, τ).

Äëÿ àíàëèçà ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè D èñõîäíîé êðèâîé
X(t) íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîãî îòíî-
øåíèÿ R/S îò âåëè÷èíû âðåìåííîãî èíòåðâàëà, ãäå S � ñðåä-
íåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ξ îò ñðåäíåãî çà òîò æå èíòåðâàë
âðåìåíè:

S(τ) =

√√√√1
τ

τ∑
u=1

{ξ(u)− 〈ξ〉τ}2.
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Õåðñòîì áûë óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ýìïèðè÷åñêèé çàêîí:

R(τ)/S(τ) ∼ τH ,

ãäå H � ïîêàçàòåëü Õåðñòà, ñâÿçàííûé ñ ôðàêòàëüíîé ðàçìåð-
íîñòüþ D êðèâîé ñîîòíîøåíèåì: D = 2−H.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè
D íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü çàâèñèìîñòü R/S(τ) â äâîéíîì ëîãà-
ðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå è ïðîâåñòè ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ.
Òàíãåíñ óãëà íàêëîíà β íåïîñðåäñòâåííî äàåò çíà÷åíèå ïîêà-
çàòåëÿ Õåðñòà H = β.

Â èçëîæåííîé âûøå ðåàëèçàöèè ìåòîäà Õåðñòà çàâèñèìî-
ñòè R(τ) è S(τ) âñåãäà ðàññ÷èòûâàþòñÿ òîëüêî äëÿ íà÷àëüíîãî
èíòåðâàëà âðåìåíè τ . Ìåòîä ìîæåò áûòü óñîâåðøåíñòâîâàí,
åñëè ïðîâîäèòü óñðåäíåíèå R(τ) è S(τ) ïî íåñêîëüêèì âðåìåí-
íûì îêíàì äëèòåëüíîñòüþ τ , âçÿòûì â ðàçíûõ ïîëîæåíèÿõ íà
àíàëèçèðóåìîé êðèâîé X(t).

Àëãîðèòì. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè a è H, íåîáõîäèìî ñíà-
÷àëà âû÷èñëèòü çíà÷åíèå R/S íåêîòîðîãî âðåìåííîãî ðÿäà.
Ïðîìåæóòîê âðåìåíè τ , íà êîòîðîì àíàëèçèðóåòñÿ âðåìåííàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íàçûâàåòñÿ çàïàçäûâàíèåì. Ñíà÷àëà íà-
äî óìåíüøèòü çàïàçäûâàíèå τ âäâîå, âñëåäñòâèå ýòîãî ïîëó-
÷èì èç èñõîäíîãî âðåìåííîãî ðÿäà äâà íåçàâèñèìûõ çíà÷åíèÿ
R/S, õàðàêòåðèçóþùèõ ïî îòäåëüíîñòè ïîëîâèííûå âûáîðêè.
Çàòåì ñíîâà óìåíüøàåì τ äî òåõ ïîð, ïîêà îíî íå áóäåò ìåíüøå
êàêîãî�òî äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà. Åñëè
íà êàêîì�òî ýòàïå çíà÷åíèå çàïàçäûâàíèÿ âûðàæàåòñÿ íå÷åò-
íûì ÷èñëîì, ò. å. τ = 2k+1, k ∈ N, òî ïðè äåëåíèè åãî ïîïîëàì
ê ïåðâîé ïîëîâèíå îòíîñÿòñÿ ïåðâûå k èçìåðåíèé, à êî âòî-
ðîé � îñòàâøèåñÿ k + 1 èçìåðåíèé. Íî ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî ïîëó÷èâøèåñÿ ïîäèíòåðâàëû èìåþò îäíî è òî æå çíà÷åíèå
çàïàçäûâàíèÿ.

Íà êàæäîì øàãå ÷èñëî íåçàâèñèìûõ îáëàñòåé áóäåò óäâà-
èâàòüñÿ. Ðåçóëüòàòû R/S, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó è òîìó æå

29



çíà÷åíèþ çàïàçäûâàíèÿ τ óñðåäíÿþòñÿ è âìåñòå ñî çíà÷åíè-
ÿìè τ îòêëàäûâàþòñÿ â äâîéíîì ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå
êàê ôóíêöèÿ çàïàçäûâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ íåêîòîðîå
ìíîæåñòâî òî÷åê íà ôðàêòàëüíîé ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ îáðàçî-
âàíà êîîðäèíàòíûìè îñÿìè X = ln τ, Y = ln(R/S). Ïîêàçàòåëü
Õåðñòà H îïðåäåëÿåò çàêîí àïïðîêñèìèðóþùåé ïðÿìîé ôðàê-
òàëüíîé ëèíèè ê îñè àáñöèññ, ò. å. H ðàâåí óãëîâîìó êîýôôè-
öèåíòó ïðÿìîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Çíàÿ çíà÷åíèå H, ìîæíî

íàéòè êîíñòàíòó a =
(R/S)

1
H

τ
.

Êëàññèôèêàöèÿ äëÿ ïîêàçàòåëÿ Õåðñòà H è ôðàê-

òàëüíîé ðàçìåðíîñòè D

1. H =
1
2

(D = 1, 5) óêàçûâàåò íà ñëó÷àéíûé ðÿä. Ñîáû-

òèÿ ñëó÷àéíû è íåêîððåëèðîâàíû. Íàñòîÿùåå íå âëèÿåò íà áó-
äóùåå. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ìîæåò áûòü íîðìàëü-
íîé êðèâîé, îäíàêî, ýòî íå îáÿçàòåëüíîå óñëîâèå. R/S�àíàëèç
ìîæåò êëàññèôèöèðîâàòü ïðîèçâîëüíûé ðÿä áåçîòíîñèòåëüíî
ê òîìó, êàêîé âèä ðàñïðåäåëåíèÿ åìó ñîîòâåòñòâóåò.

2. 0 < H <
1
2

(1, 5 < D < 2). Äàííûé äèàïàçîí ñîîòâåò-

ñòâóåò àíòèïåðñèñòåíòíûì, èëè ýðãîäè÷åñêèì ðÿäàì. Òàêîé
òèï ñèñòåìû ÷àñòî íàçûâàþò ¾âîçâðàò ê ñðåäíåìó¿. Åñëè ñèñòå-
ìà äåìîíñòðèðîâàëà ¾ðîñò¿ â ïðåäûäóùèé ïåðèîä, òî, ñêîðåå
âñåãî, â ñëåäóþùåì ïåðèîäå íà÷íåòñÿ ñïàä. È íàîáîðîò, åñëè
øëî ñíèæåíèå, òî âåðîÿòåí áëèçêèé ïîäúåì. Óñòîé÷èâîñòü òà-
êîãî àíòèïåðñèñòåíòíîãî ïîâåäåíèÿ çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî
H áëèçêî ê íóëþ. Òàêîé ðÿä áîëåå èçìåí÷èâ, ÷åì ðÿä ñëó÷àé-
íûé, ò. ê. ñîñòîèò èç ÷àñòûõ ðåâåðñîâ ñïàä�ïîäúåì. Àíòèïåð-
ñèñòåíòíàÿ âåëè÷èíà H äàåò áîëåå âûñîêóþ ôðàêòàëüíóþ ðàç-
ìåðíîñòü è áîëåå ïðåðûâèñòóþ ëèíèþ, ÷åì êëàññè÷åñêîå áðî-
óíîâñêîå äâèæåíèå, è, ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðèçóåò ñèñòåìó,
áîëåå ïîäâåðæåííóþ ïåðåìåíàì.

3.
1
2
< H < 1 (1 < D < 1, 5). Äàííûé äèàïàçîí ñîîòâåò-
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ñòâóåò ïåðñèñòåíòíûì, èëè òðåíäîóñòîé÷èâûì ðÿäàì. Åñëè
ðÿä âîçðàñòàë (óáûâàë) â ïðåäûäóùèé ïåðèîä, òî, âåðîÿòíî,
÷òî îí áóäåò ñîõðàíÿòü ýòó òåíäåíöèþ êàêîå�òî âðåìÿ â áó-

äóùåì. ×åì áëèæå H ê
1
2
, òåì áîëåå çàøóìëåí ðÿä è òåì ìå-

íåå âûðàæåí åãî òðåíä. Ïåðñèñòåíòíûé ðÿä � ýòî ôðàêòàëüíîå
áðîóíîâñêîå äâèæåíèå, èëè ñìåùåííûå ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ.
Ñèëà ýòîãî ñìåùåíèÿ çàâèñèò îò òîãî, íàñêîëüêî H áîëüøå
1
2
. Ïåðñèñòåíòíûé âðåìåííîé ðÿä äà¼ò áîëåå ãëàäêóþ, ìåíåå

çàçóáðåííóþ ëèíèþ, íåæåëè êëàññè÷åñêîå áðîóíîâñêîå äâèæå-
íèå.

Äëÿ î÷åíü áîëüøîãî êîëè÷åñòâà íàáëþäåíèé τ ìîæíî îæè-

äàòü ñõîäèìîñòè ðÿäà ê âåëè÷èíå H =
1
2
, ò. ê. ýôôåêò ïàìÿ-

òè óìåíüøàåòñÿ äî òîãî óðîâíÿ, êîãäà ñòàíîâèòñÿ íåçàìåòíûì.
Äðóãèìè ñëîâàìè, â ñëó÷àå äëèííîãî ðÿäà íàáëþäåíèé ìîæíî
îæèäàòü, ÷òî åãî ñâîéñòâà ñòàíóò íåîòëè÷èìû îò ñâîéñòâ êëàñ-
ñè÷åñêîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ïîñêîëüêó ýôôåêò ïàìÿòè
ðàññåèâàåòñÿ.

Äëÿ ýêîíîìèêè ðàçìåðíîñòü îïðåäåëÿåò, íàïðèìåð, êàê òà
èëè èíàÿ êîìïàíèÿ áóäåò ðåàãèðîâàòü íà ìèêðî- è ìàêðîýêî-
íîìè÷åñêèå èçìåíåíèÿ ðûíêà. Â ðåçóëüòàòå íåëèíåéíûõ çàêî-
íîâ, ïî êîòîðûì ìîãóò áûòü ïðèíÿòû ðåøåíèÿ íà ôèíàíñîâûõ
ðûíêàõ, ãðàôèê äèíàìèêè ðûíî÷íûõ öåí è äðóãèõ ïîêàçàòåëåé
èìååò âèä ôðàêòàëüíîãî áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ.

Â ëåêöèè èñïîëüçîâàíû ìàòåðèàëû [5,9,10].

Ëåêöèÿ � 8. Ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ôðàêòàëüíîé

ðàçìåðíîñòè äëÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ðàçðàáîòàíî
ìíîæåñòâî ìåòîäîâ.

Ìåòîä Ðè÷àðäñîíà ÿâëÿåòñÿ èñòîðè÷åñêè îäíèì èç ïåðâûõ
ìåòîäîâ îïðåäåëåíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ñàìîïîäîáíûõ
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êðèâûõ. Èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â èçìåðåíèè äëèíû L àíàëè-
çèðóåìîé êðèâîé ïðè âàðüèðîâàíèè äëèíû ýòàëîííîãî îòðåçêà
r, êîòîðûé ìíîãîêðàòíî óêëàäûâàåòñÿ âäîëü êðèâîé. Ìåòîä
áûë âïåðâûå ïðåäëîæåí äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãåîìåòðèè áåðåãî-
âûõ ëèíèé. Ïðè ýòîì àíàëèç âûïîëíÿëñÿ âðó÷íóþ � äëèíà áå-
ðåãîâîé ëèíèè èçìåðÿëàñü ïî êàðòå ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ. Áûëî
ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, ÷òî ÷åì áîëüøå ðàñòâîð öèðêóëÿ r, êî-
òîðûé ôèêñèðîâàëñÿ ïðè ïðîâåäåíèè èçìåðåíèé, òåì ìåíüøå
îêàçûâàëàñü ðåçóëüòèðóþùàÿ äëèíà êðèâîé L. Òàêîé ðåçóëü-
òàò âïîëíå ïîíÿòåí � ÷åì áîëüøå ýòàëîííûé îòðåçîê r, òåì
ñëîæíåå îòñëåäèòü ìåëêèå äåòàëè ãåîìåòðèè êðèâîé, òåì ìåíü-
øå ïîëó÷àåòñÿ ñóììàðíàÿ èçìåðåííàÿ äëèíà L. Îäíàêî, íàðÿäó
ñ ýòèì òðèâèàëüíûì ðåçóëüòàòîì, áûë ïîëó÷åí è áîëåå âàæíûé
è èíòåðåñíûé ðåçóëüòàò. Îêàçàëîñü, ÷òî â äâîéíîì ëîãàðèôìè-
÷åñêîì ìàñøòàáå çàâèñèìîñòü L(r) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ
ëèíèþ, ÷òî ãîâîðèò î ôðàêòàëüíîñòè è ñàìîïîäîáèè áåðåãîâûõ
ëèíèé � ïðè ëþáîé ñòåïåíè óâåëè÷åíèÿ áåðåãîâûå ëèíèè âû-
ãëÿäèò îäèíàêîâî ñëîæíî.

Êîìïüþòåðíàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà Ðè÷àðäñîíà ïîçâîëÿåò
îïðåäåëÿòü ôðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü êðèâûõ ñ ïîâûøåííîé
òî÷íîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè çàäàåòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ êîîðäèíàò (xi, yi) òî÷åê, ïðåäñòàâëÿþùèõ êðè-
âóþ ñ ìàêñèìàëüíîé äîñòóïíîé òî÷íîñòüþ (ïðîñòðàíñòâåííûì
ðàçðåøåíèåì). Íåîáõîäèìî èçìåðèòü äëèíó êðèâîé ñ íåêîòî-
ðûì âûáðàííûì øàãîì. Ïðè ýòîì ñòàðòóþò ñ íà÷àëüíîé òî÷êè
êðèâîé è èùóò ïåðåñå÷åíèå êðèâîé, çàäàííîé íàáîðîì îòðåç-
êîâ, ñ îêðóæíîñòüþ çàäàííîãî ðàäèóñà r. Äàëåå èùåòñÿ íîâîå
ïåðåñå÷åíèå êðèâîé ñ îêðóæíîñòüþ, ïîñòðîåííîé èç ðàíåå íàé-
äåííîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, è ò. ä. Ïðè ýòîì ìîæåò âîçíèêíóòü
íåîäíîçíà÷íîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ òåì, ÷òî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ìî-
æåò îêàçàòüñÿ íåñêîëüêî. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò êàæäûé ðàç
âûáèðàòü ëèáî ñàìóþ óäàëåííóþ, ëèáî íàîáîðîò ñàìóþ áëèæ-
íþþ âäîëü êðèâîé òî÷êó ê öåíòðó îêðóæíîñòè. Îêàçûâàåòñÿ,
ðåçóëüòàò îïðåäåëåíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè íå çàâèñèò
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îò ñïîñîáà âûáîðà ïåðåñå÷åíèÿ â ýòîì ñëó÷àå.
Ñóììàðíàÿ äëèíà L êðèâîé ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê ñóììàðíàÿ

äëèíà âñåõ N ïîëó÷åííûõ îòðåçêîâ äëèíû r ïëþñ ïîñëåäíèé
íåïîëíûé îòðåçîê r′ îò ïîñëåäíåé íàéäåííîé òî÷êè ïåðåñå÷å-
íèÿ äî êîíå÷íîé òî÷êè êðèâîé:

L(r) = N(r) · r + r′.

Â ñëó÷àå, åñëè êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, âåëè÷èíà L äëÿ
äàííîãî r ìîæåò áûòü óòî÷íåíà çà ñ÷åò óñðåäíåíèÿ ðåçóëüòà-
òà èçìåðåíèÿ äëèíû ïî íåñêîëüêèì ïðîèçâîëüíûì ñòàðòîâûì
òî÷êàì. Øàã r äëÿ ðàñ÷åòà L âûáèðàåòñÿ â äèàïàçîíå îò íåêî-
òîðîãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïîðÿäêà äëèíû íàèáîëüøåãî
îòðåçêà ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè òî÷êàìè (xi, yi), çàäàþùèìè
êðèâóþ, äî ìàêñèìàëüíîãî, ñîîòâåòñâóþùåãî ïðèáëèçèòåëüíî
0,3 îò äëèíû L0, èçìåðåííîé ñ ìàêñèìàëüíîé äîñòóïíîé òî÷-
íîñòüþ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè D èññëåäóåìîé
êðèâîé çàâèñèìîñòü L(r) ñòðîÿò â äâîéíîì ëîãàðèôìè÷åñêîì
ìàñøòàáå, ò. å. ñòðîÿò çàâèñèìîñòü logL (log r) è ïðîâîäÿò ëè-
íåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ. Òàíãåíñ óãëà íàêëîíà β ëèíåéíîé àï-
ïðîêñèìàöèè ñâÿçàí ñ âåëè÷èíîé D = 1− β.

Â ñëó÷àå, åñëè òî÷êè (xi, yi) ðàñïîëîæåíû äîñòàòî÷íî ðàâ-
íîìåðíî âäîëü êðèâîé (ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè òî÷êàìè
ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíû), òî ìåòîä Ðè÷àðäñîíà ìîæåò áûòü ðå-
àëèçîâàí â óïðîùåííîì âèäå, áîëåå ïðèñïîñîáëåííîì äëÿ êîì-
ïüþòåðíîãî àíàëèçà. Ïðåäëàãàåòñÿ çàìåíèòü èòåðàòèâíûé ïî-
èñê ïåðåñå÷åíèé îòðåçêîâ, ñîñòàâëÿþùèõ êðèâóþ, ñ îêðóæíî-
ñòÿìè, íà àëãîðèòì ïîäñ÷åòà äëèíû L êðèâîé, èñïîëüçóÿ ñíà÷à-
ëà êàæäóþ òî÷êó êðèâîé, çàòåì êàæäóþ âòîðóþ òî÷êó, êàæ-
äóþ òðåòüþ òî÷êó è ò. ä. Ïðè ýòîì ó÷åòå êàæäîé n-îé òî÷êè
âåëè÷èíû L è r âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L =
m∑

i=1

√
(xni − xn(i−1))2 + (yni − yn(i−1))2 + r′, r =

L− r′

m
,
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ãäåm = [N0/n]� öåëàÿ ÷àñòü îò äåëåíèÿ îáùåãî êîëè÷åñòâà òî-
÷åê êðèâîé N0 íà n, r′ =

√
(xN0−1 − xnm)2 + (yN0−1 − ynm)2 �

äëèíà ïîñëåäíåãî îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî ïîñëåäíþþ òî÷êó ñ
íîìåðîì, êðàòíûì n, è ïîñëåäíþþ òî÷êó êðèâîé. Ôàêòè÷åñêè,
r â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñðåäíÿÿ äëèíà âñåõ îòðåçêîâ,
ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíÿþùèõ âñå òî÷êè ñ íîìåðàìè, êðàòíû-
ìè n, à L � ñóììàðíàÿ äëèíà ýòèõ îòðåçêîâ ïëþñ äëèíà ïî-
ñëåäíåãî îñòàòî÷íîãî îòðåçêà.

Åñëè êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, òî âåëè÷èíû L è r ìîãóò
áûòü äîïîëíèòåëüíî óòî÷íåíû çà ñ÷åò óñðåäíåíèÿ ðåçóëüòàòà
ïî íåñêîëüêèì ñòàðòîâûì òî÷êàì. Ïðè÷åì äëÿ ñëó÷àÿ ó÷åòà
êàæäîé n-îé òî÷êè èìååòñÿ ðîâíî n âàðèàíòîâ âûáîðà ñòàð-
òîâîé òî÷êè. Ïðîöåäóðà óñêîðåíèÿ ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíà è
äëÿ ñëó÷àÿ íåçàìêíóòîé êðèâîé, îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå íåîáõî-
äèìî ó÷èòûâàòü äëèíó äâóõ îñòàòî÷íûõ îòðåçêîâ â íà÷àëå è
â êîíöå êðèâîé. Ñ ïîëó÷åííîé çàâèñèìîñòüþ L(r) ïîñòóïàþò
òî÷íî òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå � èç ëèíåéíîé àï-
ïðîêñèìàöèè çàâèñèìîñòè logL (log r) ïîëó÷àþò âåëè÷èíó òàí-
ãåíñà óãëà íàêëîíà β, äàþùåãî D = 1− β.

Äðóãèì êëàññè÷åñêèì ìåòîäîì àíàëèçà ôðàêòàëüíîé ðàç-
ìåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Êîëìîãîðîâà, êîòîðûé, òàê æå êàê è
ìåòîä Ðè÷àðäñîíà, ïðèìåíèì äëÿ ñàìîïîäîáíûõ ôðàêòàëüíûõ
êðèâûõ. Èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â èçìåðåíèè äëèíû êðèâîé
ïðè ðàçëè÷íîé ñòåïåíè îãðóáëåíèÿ åå ïðåäñòàâëåíèÿ. Ñ ýòîé
öåëüþ ïëîñêîñòü, íà êîòîðîé ïðåäñòàâëåíà êðèâàÿ, ðàçáèâàåò-
ñÿ íà êâàäðàòíóþ ñåòêó ñ øàãîì, ñîîòâåòñòâóþùèì íàèáîëüøå-
ìó ïðîñòðàíñòâåííîìó ðàçðåøåíèþ, ñ êîòîðûì çàäàíà êðèâàÿ.
Îöåíêà äëèíû êðèâîé ïðîèçâîäèòñÿ ïîäñ÷åòîì ÷èñëà ýëåìåí-
òîâ ñåòêè, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò ýòà êðèâàÿ: L(a) = N(a) · a,
ãäå a � ðàçìåð ýëåìåíòà ñåòêè. Çàòåì ñåòêà îãðóáëÿåòñÿ âäâîå
è ðàñ÷åò äëèíû êðèâîé ïîâòîðÿåòñÿ. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïîñëå
îãðóáëåíèÿ äëèíà êðèâîé îêàæåòñÿ ìåíüøå, ò. ê. ýòà ïðîöåäó-
ðà ïðèâîäèò ê ïîòåðå èíôîðìàöèè î ìåëêèõ äåòàëÿõ ãåîìåòðèè
êðèâîé. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà L ðàñ÷èòûâàåòñÿ äëÿ ðàçíî-
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ãî øàãà ñåòêè a (äëÿ ðàçíîé ñòåïåíè îãðóáëåíèÿ). Äàëåå çàâè-
ñèìîñòü L(a) àíàëèçèðóåòñÿ òàê æå, êàê è çàâèñèìîñòü L(r) â
ìåòîäå Ðè÷àðäñîíà.

Îäíèì èç íàèáîëåå òî÷íûõ ìåòîäîâ àíàëèçà ôðàêòàëüíîé
ðàçìåðíîñòè ïðèçíàí ìåòîä Ìèíêîâñêîãî. Â ýòîì ìåòîäå èñ-
ñëåäóåìàÿ êðèâàÿ ïîêðûâàåòñÿ îêðóæíîñòÿìè è ðàññ÷èòûâà-
åòñÿ çàâèñèìîñòü ïëîùàäè ïîëó÷åííîãî ïîêðûòèÿ S îò ðàäèó-
ñà îêðóæíîñòè r. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, êîíñòðóèðîâàíèå òàêîãî
ïîêðûòèÿ è ðàñ÷åò åãî ïëîùàäè ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíîé
çàäà÷åé. Ýòî ïîêðûòèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàëîæåíèå î÷åíü
áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïåðåñåêàþùèõñÿ îêðóæíîñòåé, ïîñòðîåí-
íûõ äëÿ âñåõ òî÷åê àíàëèçèðóåìîé êðèâîé.

Íà ïðàêòèêå äëÿ ïîñòðîåíèÿ çàâèñèìîñòè S(r) ñòðîÿò êàð-
òó Åâêëèäîâûõ ðàññòîÿíèé. Äëÿ ýòîãî ïëîñêîñòü, â êîòîðîé
ïîñòðîåíà êðèâàÿ, ðàçáèâàåòñÿ íà êâàäðàòíóþ ñåòêó è êàæäî-
ìó ýëåìåíòó ñåòêè ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî, ðàâíîå ìèíè-
ìàëüíîìó ðàññòîÿíèþ îò öåíòðà ýòîãî ýëåìåíòà äî êðèâîé. Ïî-
ëó÷åííóþ ìàòðèöó ðàññòîÿíèé ÷àñòî ïðåäñòàâëÿþò â âèäå ïî-
ëóòîíîâîãî èçîáðàæåíèÿ. ×èñëî ýëåìåíòîâ ìàòðèöû N(s 6 r)
ñî çíà÷åíèåì s, ìåíüøèì èëè ðàâíûì ðàäèóñó r, óìíîæåííîå
íà ïëîùàäü îäíîãî ýëåìåíòà a2, ñîâïàäàåò ïëîùàäüþ S(r) ïî-
êðûòèÿ êðèâîé îêðóæíîñòÿìè ðàäèóñà r: S(r) = N(s 6 r) · a2.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè D êðèâîé ìå-
òîäîì Ìèíêîâñêîãî ïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèì ýìïèðè÷åñêèì çà-
êîíîì: S(r) ∼ r2−D. Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
çàâèñèìîñòè logS (log r) äîëæíà äàâàòü âåëè÷èíó òàíãåíñà íà-
êëîíà β, ñîîòâåòñòâóþùóþ D = 2− β.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â èçëîæåííîì âûøå âèäå ìåòîä
Ìèíêîâñêîãî ïðèìåíèì òîëüêî äëÿ àíàëèçà ñàìîïîäîáíûõ êðè-
âûõ. Îäíàêî, äîñòàòî÷íî ïðîñòàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïîçâîëÿåò ïðè-
ìåíÿòü ýòîò ìåòîä äëÿ ñàìîàôôèííûõ êðèâûõ. Íàïðèìåð, â
ñëó÷àå âðåìåííûõ ðÿäîâ íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü ïîêðûòèå êðè-
âîé íå îêðóæíîñòÿìè, à ãîðèçîíòàëüíûìè îòðåçêàìè ðàçíîé
äëèíû, ïàðàëëåëüíûìè îñè âðåìåíè. À äëÿ ïîñòðîåíèÿ êàðòû
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Åâêëèäîâûõ ðàññòîÿíèé â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî èñêàòü ìè-
íèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòà ìàòðèöû äî êðèâîé òîëüêî
â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè.

Ñëåäóþùàÿ ãðóïïà ìåòîäîâ òàê æå, êàê è ìåòîä Ìèíêîâ-
ñêîãî, ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü àíàëèç ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè
êàê ñàìîïîäîáíûõ, òàê è ñàìîàôèííûõ êðèâûõ. Îäíàêî, ýòè
ìåòîäû ïðèìåíèìû òîëüêî ê îäíîçíà÷íûì êðèâûì.

Â ìåòîäå Êîð÷àêà ïðîâîäèòñÿ ñå÷åíèå èññëåäóåìîé êðè-
âîé ãîðèçîíòàëüíûìè ïðÿìûìè ëèíèÿìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè
àáñöèññ. Â ðåçóëüòàòå òàêîé ïðîöåäóðû ïîëó÷àåòñÿ òàêîé íà-
áîð îòðåçêîâ � ñå÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ ñòðîèòñÿ êóìóëÿòèâíàÿ
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ N(w) � ÷èñëî îòðåçêîâ N ñ äëèíîé,
ïðåâûøàþùåé âåëè÷èíó w. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íîé äëÿ
àíàëèçà ñòàòèñòèêè íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ïîðÿäêà 10 ñå÷åíèé
â äèàïàçîíå îò 10% äî 90% îò îáùåãî ðàçìàõà âûñîòû êðèâîé
â èññëåäóåìîì èíòåðâàëå. Êàê ïðàâèëî, â ñòàòèñòèêó âêëþ÷à-
þòñÿ îòðåçêè, ëåæàùèå êàê íàä êðèâîé, òàê è ïîä íåé. Îäíà-
êî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ èíòåðåñíûì îêàçûâàåòñÿ èññëåäîâàíèå
òîëüêî îäíîãî òèïà îòðåçêîâ.

Çàâèñèìîñòü N(w) äëÿ ñàìîàôôèííîé êðèâîé ñ ôðàêòàëü-
íîé ðàçìåðíîñòüþ D äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ïðîñòîìó çàêîíó:

N(w) ∼ w1−D,

ò. å. â äâîéíîì ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå çàâèñèìîñòü N(w)
äîëæíà ñëåäîâàòü ëèíåéíîìó çàêîíó ñ òàíãåíñîì óãëà íàêëî-
íà β = 1 − D. Îäíàêî, ëèíåéíûé çàêîí âûïîëíÿåòñÿ òîëü-
êî äëÿ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà ãðàôèêà
N(w), ïîýòîìó ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çäåñü âåñüìà çàòðóä-
íåíà. Íà ïðàêòèêå àïïðîêñèìàöèþ ïðîâîäÿò âûðàæåíèåì, ó÷è-
òûâàþùèì ýôôåêò îãðàíè÷åíèÿ äèàïàçîíà ñêåéëèíãà, êîòîðûé
ïðîÿâëÿåòñÿ â ýòîì ìåòîäå:

N(w) = k · w1−D · e−
w
ξ ,
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ãäå k � íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò, à âåëè÷èíà ξ èìååò
ñìûñë äëèíû êîððåëÿöèè. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îïðåäåëåíèå ïà-
ðàìåòðà ξ îêàçûâàåòñÿ íå ìåíåå èíòåðåñíûì, ÷åì îïðåäåëåíèå
ñîáñòâåííî ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè D.

Ìåòîä Ðàññà ÿâëÿåòñÿ óïðîùåííîé ðåàëèçàöèåé ìåòîäà
Õåðñòà, ðàññìîòðåííîãî â ïðåäûäóùåé ëåêöèè. Ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ àíàëèçèðîâàòü çàâèñèìîñòü R(τ), ãäå R � ìàêñèìàëüíûé
ðàçìàõ èññëåäóåìîé êðèâîé X(t), íàéäåííûé â ïðåäåëàõ âðå-
ìåííîãî èíòåðâàëà τ . Ïðè ýòîì ðàçìàõ R äëÿ êàæäîãî τ îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ íå òîëüêî íà íà÷àëüíîì ó÷àñòêå, à ïî âñåé êðèâîé.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè D çàâèñèìîñòü
R(τ) ñòðîèòñÿ â äâîéíîì ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå è èç ëè-
íåéíîé àïïðîêñèìàöèè íàõîäèòñÿ òàíãåíñ óãëà íàêëîíà β, êî-
òîðûé äàåò ïîêàçàòåëü Õåðñòà H = β è ôðàêòàëüíóþ ðàçìåð-
íîñòü D = 2−H.

Ìåòîä RMS òàê æå, êàê è ìåòîäû Õåðñòà è Ðàññà, ÿâëÿåò-
ñÿ îêîííûì ìåòîäîì. Äëÿ àíàëèçà ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè
D íåêîòîðîé ñàìîàôôèííîé êðèâîé, çàäàííîé äèñêðåòíûì íà-
áîðîì òî÷åê y(x), ðàñïîëîæåííûõ ëèíåéíî âäîëü îñè àáñöèññ
X, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòü:

RMS(w) =
1
nw

nw∑
j=1

√√√√ 1
w − 2

w∑
i=1

[yi,j − 〈y〉j ]2,

ãäå nw� êîëè÷åñòâî àíàëèçèðóåìûõ îêîí ðàçìåðîì w (ïîä ðàç-
ìåðîì îêíà ïîíèìàåòñÿ êîëè÷åñòâî ñîäåðæàùèõñÿ â í¼ì òî÷åê)
âäîëü êðèâîé, 〈y〉j � ñðåäíåå çíà÷åíèå â j-îì îêíå, yi,j � i-àÿ
òî÷êà â j-îì îêíå. Ïðè ýòîì ïåðåä íà÷àëîì âû÷èñëåíèé â êàæ-
äîì îêíå èç âñåõ òî÷åê âû÷èòàåòñÿ ïðÿìàÿ ëèíèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ëèáî àïïðîêñèìàöèè òî÷åê îêíà, ëèáî ïðÿìàÿ ñîåäèíÿ-
þùàÿ êîíöåâûå òî÷êè ýòîãî îêíà.

Òàêæå, êàê è â ñëó÷àÿõ ìåòîäîâ Õåðñòà è Ðàññà, ëèíåéíàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ çàâèñèìîñòè RMS(w), ïîñòðîåííîé â äâîéíîì
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ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå, äà¼ò òàíãåíñ óãëà íàêëîíà β = H
è ôðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü D = 2−H.

Îòêðûòûì îñòà¼òñÿ âîïðîñ î âûáîðå íàáîðà îêîí äëÿ êàæ-
äîãî ðàçìåðà w, êîòîðûå áóäóò ó÷àñòâîâàòü â àíàëèçå è ïîä-
ñ÷¼òå âåëè÷èíû RMS. Çäåñü ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé ïðîèçâîë.
Ìîæíî äëÿ êàæäîãî w âûáèðàòü îäíî è òî æå ôèêñèðîâàí-
íîå êîëè÷åñòâî îêîí nw, ðàçìåù¼ííûõ ëèáî ëèíåéíî, ëèáî ñëó-
÷àéíûì îáðàçîì íà êðèâîé. Ìîæíî òàêæå âûáèðàòü âñå âîç-
ìîæíûå îêíà ðàçìåðà w, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàçìåùåíû íà
êðèâîé. Ðàçóìíî ïðè ýòîì íàëîæèòü îãðàíè÷åíèå, ÷òîáû âû-
áèðàåìûå îêíà äëÿ äàííîãî w áûëè íåñìåæíûìè.

Ìåòîä ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå áûñò-
ðûì ñïîñîáîì îïðåäåëåíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ñàìî-
àôôèííûõ êðèâûõ, ïîñêîëüêó áûñòðîå Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèå
ïðèñóòñòâóåò â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ïà-
êåòîâ. Îäíàêî, âìåñòå ñ òåì, ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàè-
ìåíåå òî÷íûõ.

Ïðîöåäóðà ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå äàåò íà âûõîäå çíà-
÷åíèÿ àìïëèòóäû c è ôàçû ϕ äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî
ðÿäà ÷àñòîò f , ïî êîòîðîìó ïðîèñõîäèò ðàçëîæåíèå àíàëèçè-
ðóåìîé êðèâîé y(t). Âèä ðàçëîæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì

y(t) =
fmax∑

f=fmin

c(f) · sin (2πft+ ϕ(f)) ,

ãäå f ∈ [fmin, fmax] � íàáîð ÷àñòîò, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå
Ôóðüå, c(f) è ϕ(f) � àìïëèòóäà è ôàçà ñîîòâåòñòâóþùèõ ãàð-
ìîíèê. Àíàëèç ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà ìîùíîñòè c2(f) ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü âåëè÷èíó ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè D äëÿ èññëåäóå-
ìîé êðèâîé. Ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàâèñèìîñòè c2(f), ïðåä-
ñòàâëåííîé â äâîéíîì ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå, äàåò òàí-
ãåíñ óãëà íàêëîíà β, ñâÿçàííûé ñ

D =
4 + β

2
.
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Êëàññèôèêàöèÿ ôðàêòàëüíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ

Íàèáîëåå èçâåñòíîé êëàññèôèêàöèåé ôðàêòàëüíûõ âðåìåí-
íûõ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ïî ñïåêòðó Ôóðüå âðåìåí-

íîãî ðÿäà èëè
1
f
�êëàññèôèêàöèÿ. Ôóðüå-ñïåêòð õàîòè÷åñêèõ

âðåìåííûõ ðÿäîâ îáû÷íî îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

A ∼
1
fd
,

ãäå A � àìïëèòóäà, f � ÷àñòîòà, à d � ïîêàçàòåëü â çàâè-
ñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ïðîöåññ îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç
ïðîöåññîâ.

Â 1968 ãîäó Á.Ìàíäåëüáðîò è Âàí Íåññ ïðåäïîëîæèëè, à â
1989 ãîäó Ôëàíäðèí ñòðîãî äîêàçàë ñâÿçü ïîêàçàòåëÿ d, îïðå-
äåëåííîãî èç ñïåêòðà Ôóðüå âðåìåííîãî ðÿäà, ñ ïîêàçàòåëåì
Õåðñòà H, îïðåäåëåííîãî ïî çíà÷åíèÿì ýòîãî æå âðåìåííîãî
ðÿäà:

d = 2H + 1.

Ñôîðìóëèðóåì ïðèíöèïèàëüíûå ðàçëè÷èÿ â ïîâåäåíèè õà-
îòè÷åñêèõ âðåìåííûõ ðÿäîâ ðàçíîãî òèïà.

Ïðè d = 0 íàáëþäàåìûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ õîðîøî èçó÷åí-
íûì áåëûì øóìîì èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåçàâèñèìûõ,
ðàñïðåäåëåííûõ ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ ïîñòîÿííûì ñðåäíèì
è íåêîòîðîé äèñïåðñèåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ñïåêòð Ôóðüå òà-
êîãî âðåìåííîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé ïðè âñåõ
çíà÷åíèÿõ ÷àñòîòû f.

Èíòåãðàë áåëîãî øóìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äðóãîé íå ìå-
íåå èçâåñòíûé ïðîöåññ: òðàåêòîðèþ îäíîìåðíîãî áðîóíîâñêî-
ãî äâèæåíèÿ, èëè âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Â ýòîì ñëó÷àå d = 2
(H = 0, 5), à òèï ïîâåäåíèÿ íàçûâàåòñÿ êîðè÷íåâûì øóìîì.
Îñíîâíûì ñâîéñòâîì ýòîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ïà-
ìÿòè: ñëåäóþùåå ïðèðàùåíèå ðÿäà íå çàâèñèò îò âñåõ ïðåäû-
äóùèõ.
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Ïðè 1 6 d < 2 (0 6 H < 0, 5) ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ðîçî-
âûì øóìîì. Â òàêèõ ïðîöåññàõ ñóùåñòâóåò ¾îòðèöàòåëüíàÿ¿
ïàìÿòü: åñëè â ïðîøëîì íàáëþäàëîñü ïîëîæèòåëüíîå ïðèðàùå-
íèå, òî â áóäóùåì ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ áóäåò íàáëþäàòüñÿ
îòðèöàòåëüíîå, è íàîáîðîò.

Ïðè 2 < d 6 3 (0, 5 < H 6 1) ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ÷åð-
íûì øóìîì è îáëàäàåò ¾ïîëîæèòåëüíîé¿ ïàìÿòüþ: åñëè â
ïðîøëîì íàáëþäàëîñü ïîëîæèòåëüíîå ïðèðàùåíèå, òî â áóäó-
ùåì ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ áóäåò íàáëþäàòüñÿ ïîëîæèòåëü-
íîå, è íàîáîðîò.

Áîëüøèíñòâî âðåìåííûõ ðÿäîâ íàáëþäàåìûõ â ïðèðîäå è
íàóêå, îáû÷íî ìîæíî îòíåñòè ê îäíîìó èç ðàññìîòðåííûõ êëàñ-
ñîâ. Òàê êîðè÷íåâîìó øóìó ñîîòâåòñòâóåò îäíîìåðíîå áðîóíîâ-
ñêîå äâèæåíèå (òàê æå äîëãîå âðåìÿ ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ýòèì
ïðîöåññîì îïèñûâàåòñÿ ïîâåäåíèå öåí íà áèðæå). Ðîçîâûì øó-
ìàì ñîîòâåòñòâóþò âðåìåííûå ðÿäû, íàáëþäàåìûå â ïðîöåññàõ
òóðáóëåíòíîñòè, ê ýòîìó æå òèïó ïîâåäåíèÿ îòíîñÿòñÿ ðÿäû,
îïèñûâàþùèå öåíû ôèíàíñîâûõ àêòèâîâ. ×åðíûå øóìû ðåãè-
ñòðèðóþòñÿ â ðàçëèâàõ ðåê, ñîëíå÷íîé àêòèâíîñòè, ñòàòèñòèêå
ïðèðîäíûõ è òåõíîãåííûõ êàòàñòðîô, íåêîòîðûå èññëåäîâàòå-
ëè ïîëàãàþò, ÷òî ïîâåäåíèå öåí àêöèé íà áèðæå îòíîñÿòñÿ ê
ýòîìó êëàññó ïðîöåññîâ.

Ðàññìîòðèì åùå ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ òðåíäîâ (Detrended
�uctuation analysis, äàëåå � DFA) è äâå åãî ìîäèôèêàöèè: ñ
ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèåé è àïïðîêñèìàöèåé ÷åòâåðòîãî ïî-
ðÿäêà. Ñëåäóÿ ñëîæèâøåéñÿ â ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ
ïðàêòèêå, óêàçàííûå âàðèàíòû ìåòîäà äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà-
÷àþò ñîîòâåòñòâåííî êàê DFA-1 è DFA-4. Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ
òðåíäîâ ÿâëÿåòñÿ øèðîêî èçâåñòíûì ñðåäñòâîì èññëåäîâàíèÿ
êîððåëÿöèîííûõ çàâèñèìîñòåé âî âðåìåííûõ ðÿäàõ.

Àëãîðèòì ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ òðåíäîâ. Â êà÷åñòâå x(t)
îáîçíà÷èì èññëåäóåìûé âðåìåííîé ðÿä.

1. Ðÿä x(t), ñîäåðæàùèé N çíà÷åíèé, ðàçáèâàåòñÿ íà
N

τ
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íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ. Ïðè ýòîì êàæäûé èíòåðâàë ñî-
äåðæèò τ çíà÷åíèé âðåìåííîãî ðÿäà.

2. Â ïðåäåëàõ êàæäîãî èíòåðâàëà îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèíåé-
íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ðÿäà x(t) (íàïðèìåð, ìåòîäîì íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ): yτ (t) = aτ t + bτ , ãäå aτ è bτ � ïîñòîÿííûå äëÿ
êàæäîãî èíòåðâàëà.

3. Äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà:

F 2
i (τ) =

1
τ

∑
(x(t)− yτ (t))

2 .

Äàëåå ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñëåäóþùèé ïîêàçàòåëü:

F 2(τ) =
τ

N

N
τ∑

i=1

F 2
i (τ).

4. Èñïîëüçóÿ ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ logF (τ) è log τ â
äâàæäû ëîãàðèôìè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è èçìåðÿÿ óãîë
íàêëîí ïîëó÷åííîé çàâèñèìîñòè β, âû÷èñëÿåì ðàçìåðíîñòü
âðåìåííîãî ðÿäà êàê D = 2− β.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ìîäèôèêàöèé ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ
òðåíäîâ. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííàÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî
ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè (âòîðîé ýòàï îïèñàííîé âûøå ïðî-
öåäóðû) ïðèìåíÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ
(íàïðèìåð, â âèäå ìíîãî÷ëåíà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè).

Îäíî èç ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé ôðàêòàëüíîãî àíàëèçà
ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè âçàèìîñâÿçåé âî âðåìåííîì ðÿäó. Äî-
êàçàíî, ÷òî åñëè ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèå 1,5, òî ïðèðàùåíèÿ âî âðåìåííîì ðÿäó íåçàâèñèìû ìåæ-
äó ñîáîé. Ñëó÷àé, êîãäà ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ìåíüøå 1,5,
ñîîòâåòñòâóåò ïåðñèñòåíòíîìó ðÿäó, õàðàêòåðèçóþùåìóñÿ ýô-
ôåêòàìè ¾äîëãîâðåìåííîé ïàìÿòüþ¿. Åñëè ôðàêòàëüíàÿ ðàç-
ìåðíîñòü áîëüøå 1,5 � îòâå÷àåò àíòèïåðñèñòåíòíîìó ïîâåäå-
íèþ âðåìåííîãî ðÿäà.
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Êóðñîâàÿ äèíàìèêà âàëþò ðàçâèòûõ ñòðàí, íå ïîäâåðãøèõ-
ñÿ âàëþòíûì êðèçèñàì, õàðàêòåðèçóåòñÿ íàèáîëåå ñòàáèëüíîé
ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðîé: èõ ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ïðàê-
òè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ îò çíà÷åíèÿ 1,5. Òàêîå ñîñòîÿíèå îáåñ-
ïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì ðàçâèòûõ
ñòðàí.

Ïåðåä âàëþòíûìè êðèçèñàìè êóðñû âàëþò ðàçâèâàþùèõñÿ
ñòðàí îáëàäàþò çàâûøåííûìè èëè çàíèæåííûìè çíà÷åíèÿìè
ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè ïî îòíîøåíèþ ê 1,5. Â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü îòêëîíÿåòñÿ îò çíà÷åíèÿ 1,5
â ìåíüøóþ ñòîðîíó, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î ôîðìèðîâàíèè èí-
âåñòîðàìè ¾ñòàäíîãî¿ ïîâåäåíèÿ.

Ïîñëå çàâåðøåíèÿ âàëþòíîãî êðèçèñà è íàñòóïëåíèÿ ôàçû
ïîñëåêðèçèñíîé ñòàáèëèçàöèè ôðàêòàëüíûå ðàçìåðíîñòè ïðè-
áëèæàþòñÿ ê çíà÷åíèþ 1,5.

Â öåëÿõ èññëåäîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíîé äèíàìèêè ôðàêòàëü-
íîé ðàçìåðíîñòè ïðèìåíÿþò ìåòîä ¾ñêîëüçÿùåãî îêíà¿. Ñóòü
åãî â ñëåäóþùåì. Â íà÷àëå ðÿäà äàííûõ âûäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü çíà÷åíèé, è äëÿ ýòèõ äàííûõ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ôðàê-
òàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü, íàïðèìåð, ìåòîäîì DFA-1 èëè DFA-4.
Äàëåå èíòåðâàë ïåðåäâèãàåòñÿ âïðàâî âäîëü âðåìåííîãî ðÿäà
íà îäíî çíà÷åíèå è ñíîâà âû÷èñëÿåòñÿ ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåð-
íîñòü. Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó â òå÷åíèå èññëåäóåìîãî ïåðè-
îäà, ïîëó÷àåì ëîêàëüíûå çíà÷åíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè.
Â ëåêöèè èñïîëüçîâàíû ìàòåðèàëû [5,9,10].

Ëåêöèÿ � 9. Ìàññîâûå ôðàêòàëû

Ïîä ìàññîâûìè ôðàêòàëàìè ïîíèìàþòñÿ ìîäåëèðóåìûå è
ðåàëüíûå îáúåêòû, ñîñòîÿùèå èç äèñêðåòíîãî íàáîðà ÷àñòèö�
ìîíîìåðîâ, àãðåãèðîâàííûõ â áîëüøèå êëàñòåðû ñ ôðàêòàëü-
íîé ãåîìåòðèåé. ×àñòî ïðè èññëåäîâàíèè òàêèõ îáúåêòîâ ïðè-
áåãàþò ê àíàëèçó ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè
âåùåñòâà (èëè ðàñïðåäåëåíèþ ìàññû îáúåêòà). Îòñþäà è íà-
çâàíèå � ìàññîâûå ôðàêòàëû.
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Ìîäåëü îãðàíè÷åííîé äèôôóçèåé àãðåãàöèè (ÎÄÀ) ÿâëÿ-
åòñÿ íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì ïîäõîäîì äëÿ îïèñàíèÿ îáðàçîâà-
íèÿ ìàññîâûõ ôðàêòàëîâ. Ýòà ìîäåëü ìîæåò áûòü ëåãêî ðåà-
ëèçîâàíà â âèäå êîìïüþòåðíîãî àëãîðèòìà è õîðîøî ïîäõîäèò
äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ôðàêòàëüíîé ãåîìåòðèè òàêèõ
îáúåêòîâ. Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèé âàðèàíò ÎÄÀ � ìîäåëü
÷àñòèöà�êëàñòåð.

Äëÿ îïèñàíèÿ ôðàêòàëüíûõ ñòðóêòóð, âñòðå÷àþùèõñÿ íà
ìèêðîìàñøòàáàõ, øèðîêî èñïîëüçóþò ïîíÿòèå êëàñòåð. Ýòî
ñêîïëåíèå áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ, òåñíî ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðó-
ãîì ÷àñòèö ëþáîé ïðèðîäû (àòîìîâ, ìîëåêóë, èîíîâ è èíî-
ãäà óëüòðàäèñïåðñíûõ ÷àñòèö) îáùèì êîëè÷åñòâîì 2-100 ÷à-
ñòèö. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ òåðìèí êëàñòåð ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è
íà ñèñòåìû, ñîñòîÿùèå èç áîëüøîãî ÷èñëà ñâÿçàííûõ ìàêðî-
ñêîïè÷åñêèõ ÷àñòèö. Ôðàêòàëüíûé êëàñòåð � ýòî õàîòè÷åñêèé
ôðàêòàë, âîñïðîèçâîäèìûé ñèñòåìîé ñ ìíîæåñòâîì õàîòè÷å-
ñêè, áðîóíîâñêè äâèæóùèõñÿ ÷àñòèö, êîòîðûå ñëèïàþòñÿ ïðè
ñîïðèêîñíîâåíèè ñ öåíòðîì àãðåãàöèè, ñ îáðàçîâàíèåì ðàçâåòâ-
ë¼ííîãî êëàñòåðà. Â ëèòåðàòóðå ôðàêòàëüíûé êëàñòåð òàêæå
íàçûâàþò ôðàêòàëüíûì àãðåãàòîì. Ýòîò ïðîöåññ ìîæåò ïðîòå-
êàòü ïðè ðàçíûõ óñëîâèÿõ, ÷òî îòðàæàåòñÿ íà ñâîéñòâàõ îáðà-
çóåìîãî êëàñòåðà. Ñîâîêóïíîñòü ðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ óñëîâèé,
ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ðîñò êëàñòåðà, ñîñòàâëÿåò îñíîâó ìî-
äåëåé, èñïîëüçóåìûõ äëÿ àíàëèçà ïðîöåññà ðîñòà êëàñòåðà è
åãî ñâîéñòâ. Êîìïüþòåðíûå ìîäåëè, èñïîëüçóþùèå îïðåäåë¼í-
íûå àëãîðèòìû äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ è ñëèïàíèÿ òâ¼ðäûõ
÷àñòèö è êëàñòåðîâ â ïðîöåññå ðîñòà ôðàêòàëüíîãî êëàñòåðà,
ïîçâîëÿåò ñêîíñòðóèðîâàòü ôðàêòàëüíûé êëàñòåð è ïðîàíàëè-
çèðîâàòü êàê åãî ñâîéñòâà, òàê è õàðàêòåð ðîñòà.

Èñòîðè÷åñêè ïåðâàÿ êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ
ñáîðêè êëàñòåðà áûëà ïðåäëîæåíà Âèòòåíîì è Ñàíäåðîì â 1981
ãîäó è áûëà íàçâàíà DLA-ìîäåëüþ (àãðåãàöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ
äèôôóçèåé, ñîêðàùåííî ÎÄÀ). Ïðåäñòàâèì êëàñòåð, ðàñòóùèé
ñëåäóþùèì îáðàçîì: âðåìÿ îò âðåìåíè ê íåìó ïðèñîåäèíÿåòñÿ
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îäíà ìîëåêóëà, òàê ÷òî êîãäà ÷àñòèöà âõîäèò â êîíòàêò ñ ðàñòó-
ùèì îáúåêòîì, îíà ïðèëèïàåò ê íåìó è íå èùåò äðóãîãî ìåñòà,
à, ïîïðîñòó ãîâîðÿ, îñòàåòñÿ íà ìåñòå. Òàêîé ïðîöåññ íàçûâàåò-
ñÿ àãðåãàöèåé. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðàéíèé ïðèìåð íåðàâ-
íîâåñíîãî ïðîöåññà ðîñòà, ïîñêîëüêó â íåì ñîâåðøåííî îòñóò-
ñòâóåò ïåðåóïîðÿäî÷åíèå. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷àñòèöû
äèôôóíäèðóþò ê êëàñòåðó â õîäå ñëó÷àéíîãî äâèæåíèÿ, ò. å.
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâ, äëèíà è íàïðàâëåíèå êîòîðûõ îïðå-
äåëÿþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Ôðàêòàëüíàÿ ñòðóêòóðà, ïîëó-
÷åííàÿ ïóòåì ìàøèííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà, íàçûâàåìî-
ãî àãðåãàöèåé, îãðàíè÷åííîé äèôôóçèåé (ñì. ðèñ. 12).

Õîòÿ ïðîöåññ àãðåãàöèè, îãðàíè÷åííîé äèôôóçèåé, ëåãêî
ïîääàåòñÿ îïèñàíèþ è ìîäåëèðîâàíèþ, åãî ïðèðîäà åùå íå äî-
ñòàòî÷íî èçó÷åíà. Ïî÷åìó, íàïðèìåð, ïðîöåññ òàêîé àãðåãàöèè
ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ôðàêòàëîâ, à íå, ñêàæåì, àìîðôíûõ
êîìêîâ, íå îáëàäàþùèõ íèêàêîé ñèììåòðèåé? Ïî÷åìó òàê ðåä-
êî îáðàçóþòñÿ ïåòëè? Êàêèì îáðàçîì ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåð-
íîñòü çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà? Îòâåòû íà ýòè
âîïðîñû îñòàþòñÿ îòêðûòûìè.Îäíàêî â êà÷åñòâåííîì ñìûñ-
ëå ìîæíî ïîíÿòü íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà ïðîöåññà. Äîïó-
ñòèì, ÷òî ïðîöåññ íà÷èíàåòñÿ ñ ãëàäêîãî êëàñòåðà, ê êîòîðîìó
çàòåì ïðèñîåäèíÿþòñÿ ÷àñòèöû â õîäå àãðåãàöèè, îãðàíè÷åí-
íîé äèôôóçèåé; êîãäà êëàñòåð åùå ìàë, íåñêîëüêî ÷àñòèö ìî-
ãóò íàëèïíóòü ÷èñòî ñëó÷àéíî íà êàêîì-òî îäíîì ó÷àñòêå åãî
ïîâåðõíîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, áëàãîäàðÿ ¾øóìó¿, ò. å. íàëè-
÷èþ ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà â ïîâåäåíèè ÷àñòèö, íà ïîâåðõíîñòè
îáúåêòà îáðàçóþòñÿ êðîøå÷íûå áóãîðêè è ÿìêè. Â ëåêöèè èñ-
ïîëüçîâàíû ìàòåðèàëû [10].

Ëåêöèÿ � 10. Ïðèíöèï Ïàðåòî

Â 1897 ãîäó èòàëüÿíñêèé ñîöèîëîã è ýêîíîìèñò Âèëüôðåäî
Ïàðåòî (1848-1923) îáíàðóæèë, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå áîãàòñòâà â
îáùåñòâå îáû÷íî ïîä÷èíÿåòñÿ îïðåäåëåííîìó çàêîíó � ñ óäâî-
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åíèåì ðàçìåðà êîíòðîëèðóåìîé ñîáñòâåííîñòè (áîãàòñòâà), êî-
ëè÷åñòâî ëþäåé, äîñòèãøèõ ñîîòâåòñòâóþùåãî óðîâíÿ ñîêðà-
ùàåòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ïðè÷åì ñ ïðèìåðíî ïî-
ñòîÿííûì ìíîæèòåëåì. Òàêèì îáðàçîì, Ïàðåòî ïðèø¼ë ê âû-
âîäó, ÷òî íåðàâåíñòâî ðàñïðåäåëåíèÿ áîãàòñòâà â îáùåñòâå �
íå÷òî âðîäå åñòåñòâåííîãî çàêîíà ïðèðîäû, ýôôåêò êîòîðîãî
ìîæíî ñãëàäèòü, íî íåâîçìîæíî óñòðàíèòü. Çàêîí Ïàðåòî, èëè
Ïðèíöèï Ïàðåòî, èëè ïðèíöèï 20/80 � ýìïèðè÷åñêîå ïðàâèëî
â íàèáîëåå îáùåì âèäå ôîðìóëèðóåòñÿ êàê ¾20% óñèëèé äàþò
80% ðåçóëüòàòà, à îñòàëüíûå 80% óñèëèé � ëèøü 20% ðåçóëü-
òàòà¿. Ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê áàçîâûé ïðèíöèï äëÿ îïòè-
ìèçàöèè êàêîé-ëèáî äåÿòåëüíîñòè: ïðàâèëüíî âûáðàâ ìèíèìóì
ñàìûõ âàæíûõ äåéñòâèé, ìîæíî áûñòðî ïîëó÷èòü çíà÷èòåëü-
íóþ ÷àñòü îò ïëàíèðóåìîãî ïîëíîãî ðåçóëüòàòà, ïðè÷¼ì äàëü-
íåéøèå óëó÷øåíèÿ íå âñåãäà îïðàâäàíû. Ïðèâîäèìûå â çàêîíå
öèôðû íåëüçÿ ñ÷èòàòü áåçóñëîâíî òî÷íûìè � ýòî ñêîðåå ïðî-
ñòî ìíåìîíè÷åñêîå ïðàâèëî, íåæåëè ðåàëüíûå îðèåíòèðû. Â
äåéñòâèòåëüíîñòè äëÿ êàæäîé çàäà÷è ñëåäóåò ïðîâîäèòü ñîîò-
âåòñòâóþùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ îáðàáîòêó.

Ôîðìàëèçàöèåé ïðèíöèïà Ïàðåòî ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíàÿ
ôóíêöèÿ íåïðåðûâíîãî äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî (α, x0) ðàñïðå-
äåëåíèÿ F (x) = P (X < x) (âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà X ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ìåíüøåå x) è ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ åé ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ϕ(x) ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ ôóíê-
öèè F (x), êîòîðûå çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ñòåïåííîãî âèäà:

F (x) = 1−
(x0

x

)α
, ϕ(x) =

d

dx
F (x) =

α

x0

(x0

x

)α+1
,

ãäå α > 0, x > x0 > 0, èëè ïîñëå íîðìèðîâêè
x

x0
äëÿ íîðìèðî-

âàííîé âåëè÷èíû x

F (x) = 1− x−α, ϕ(x) = αx−α−1, α > 0, x > 1,

ãäå α � ïîêàçàòåëü ñòåïåíè; x0 � ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà-
÷åíèå x. Ïîäîáíûå çàâèñèìîñòè íàçûâàþò ðàïðåäåëåíèÿìè ñ
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¾òÿæåëûìè õâîñòàìè¿ (ÒÕ, heavy tails), � èõ íåëüçÿ ¾îáðå-
çàòü¿, êàê è ïðåíåáðåãàòü êðóïíûìè, íî ðåäêèìè ñîáûòèÿ-
ìè. Ñòåïåííîé ïàðàìåòð α êàê ðàç è õàðàêòåðèçóåò ¾òÿæåëûé
õâîñò¿.

Ãëàâíàÿ íåïðèÿòíîñòü òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé ñîñòîèò â òîì,

÷òî ìîìåíòû äîñòàòî÷íî âûñîêîãî ïîðÿäêà Mq =
∫
xqdF (x) ó

íèõ ðàñõîäÿòñÿ: Mq → ∞ äëÿ q > α. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïà-
ðåòî ñóùåñòâóþò òîëüêî ìîìåíòû ïîðÿäêà, ìåíüøåãî ñòåïåíè
α. Ïðè α 6 1 áåñêîíå÷íî óæå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èëè
ñðåäíåå M1, ïðè α 6 2 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò áåñêîíå÷-
íóþ äèñïåðñèþ, ñâÿçàííóþ ñ M2, è ò. ä. Íà ðàñõîäèìîñòü ìî-
ìåíòîâ âëèÿåò èìåííî ¾òÿæåëûé õâîñò¿, êîãäà âèä ¾ãîëîâû¿
îêàçûâàåòñÿ íå ñóùåñòâåííûì, à ãëàâíóþ ðîëü èãðàåò ëèøü
àñèìïòîòèêà õâîñòà. Ñ ðîñòîì α ðàñïðåäåëåíèå ¾âûðîæäàåò-
ñÿ¿ è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñòðåìèòñÿ ê x0.

Ñàìî ðàñïðåäåëåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñàìîïîäîáèÿ: ëî-
êàëèçàöèÿ çíà÷åíèé, ïðåâûøàþùèõ âåëè÷èíó z0 > x0, òàêæå
õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ïàðåòî:

ψ(z, α, z0) =
ψ(z, α, x0)

1− F (z0, α, x0)
=
α

z0

(z0
z

)1+α
.

¾Òÿæåëûå õâîñòû¿ ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè, êîòîðûå îáû÷-
íî îòñåêàþòñÿ â ðàñïðåäåëåíèÿõ Ãàóññà, ïðè áîëüøèõ çíà÷å-
íèÿõ α ìîãóò ïðîÿâèòü ñåáÿ ñàìûì íåîæèäàííûì ñïîñîáîì:
îòäåëüíûå, õîòÿ è ìàëîâåðîÿòíûå ñëó÷àè â òàêîé ñèñòåìå âñå
æå âîçìîæíû è ìîãóò ïîðîäèòü â íåé êàòàñòðîôè÷åñêèå èçìå-
íåíèÿ. Â ñëó÷àå ÒÕ-ðàñïðåäåëåíèé âûáîðî÷íûå ñðåäíèå çíà-
÷åíèÿ íåóñòîé÷èâû è ìàëîèíôîðìàòèâíû, è ê íèì íåïðèìå-
íèì çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë. Äëÿ âðåìåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ñóììà ýëåìåíòîâ ðÿäà èìååò òàêîé æå ïîðÿäîê, ÷òî è ìàê-
ñèìàëüíûé ýëåìåíò ðÿäà, è îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ ìåäëåííûì
óìåíüøåíèåì ÷èñëà ðåäêèõ ñîáûòèé. Ñòåïåííûå ÒÕ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
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ìíîãèõ ïðîöåññîâ è ïîòîêîâ äàííûõ â ñàìûõ ðàçíûõ íàóêàõ,
îïèñûâàþò àáñîëþòíîå áîëüøèíñòâî êàòàñòðîôè÷åñêèõ ñèòó-
àöèé, êðèçèñíûõ ÿâëåíèé è ñòèõèéíûõ áåäñòâèé ñ áîëüøèìè
óùåðáàìè è ò. ï.

Ëåêöèÿ � 11. Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

äîêóìåíòàëüíûõ èíôîðìàöèîííûõ ïîòîêîâ

Îêàçûâàåòñÿ, âñå ñîçäàííûå ÷åëîâåêîì òåêñòû ïîñòðîåíû
ïî åäèíûì ïðàâèëàì! Íèêîìó íå óäàåòñÿ îáîéòè èõ. Êàêîé áû
ÿçûê íè èñïîëüçîâàëñÿ, êòî áû íè ïèñàë � êëàññèê èëè ãðàôî-
ìàí � âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà òåêñòà îñòàíåòñÿ íåèçìåííîé. Îíà
îïèñûâàåòñÿ çàêîíàìè Äæ.Çèïôà (G.K. Zipf). Çèïô ïðåäïîëî-
æèë, ÷òî ïðèðîäíàÿ ëåíü ÷åëîâå÷åñêàÿ (âïðî÷åì, ýòî ñâîéñòâî
ëþáîãî æèâîãî ñóùåñòâà) âåäåò ê òîìó, ÷òî ñëîâà ñ áîëüøèì
êîëè÷åñòâîì áóêâ âñòðå÷àþòñÿ â òåêñòå ðåæå êîðîòêèõ ñëîâ.
Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì ïîñòóëàòå, Çèïô âûâåë äâà óíèâåðñàëü-
íûõ çàêîíà.

Ïåðâûé çàêîí Çèïôà ¾ðàíã�÷àñòîòà¿. Âûáåðåì ëþáîå ñëîâî
è ïîñ÷èòàåì, ñêîëüêî ðàç îíî âñòðå÷àåòñÿ â òåêñòå. Ýòà âåëè-
÷èíà íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòà âõîæäåíèÿ ñëîâà. Èçìåðèì ÷àñòîòó
êàæäîãî ñëîâà òåêñòà. Íåêîòîðûå ñëîâà áóäóò èìåòü îäèíàêî-
âóþ ÷àñòîòó, ò. å. âõîäèòü â òåêñò ðàâíîå êîëè÷åñòâî ðàç. Ñãðóï-
ïèðóåì èõ, âçÿâ òîëüêî îäíî çíà÷åíèå èç êàæäîé ãðóïïû. Ðàñ-
ïîëîæèì ÷àñòîòû ïî ìåðå èõ óáûâàíèÿ è ïðîíóìåðóåì. Ïîðÿä-
êîâûé íîìåð ÷àñòîòû íàçûâàåòñÿ ðàíã ÷àñòîòû. Òàê, íàèáîëåå
÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ ñëîâà áóäóò èìåòü ðàíã 1, ñëåäóþùèå çà
íèìè � 2 è ò. ä. Ðàñïðåäåëåíèå ñëîâ åñòåñòâåííîãî ÿçûêà ïîä÷è-
íÿåòñÿ ïðîñòîìó çàêîíó: f ·r = c, ãäå f � ÷àñòîòà âñòðå÷àåìîñòè
ñëîâà â òåêñòå; r � ðàíã (ïîðÿäêîâûé íîìåð) ñëîâà â ñïèñêå;
c � ýìïèðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Çíà÷åíèå êîíñòàíòû c
â ðàçíûõ ÿçûêàõ ðàçëè÷íî, íî âíóòðè îäíîé ÿçûêîâîé ãðóïïû
îñòàåòñÿ íåèçìåííî, êàêîé áû òåêñò ìû íè âçÿëè: äëÿ àíãëèé-
ñêèõ òåêñòîâ êîíñòàíòà Çèïôà ðàâíà ïðèáëèçèòåëüíî 0.1, äëÿ
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ðóññêîãî ÿçûêà êîýôôèöèåíò Çèïôà ïîëó÷èëñÿ ðàâíûì 0.06�
0.07.

Ðàññìàòðèâàÿ ïåðâûé çàêîí, ìû îòìàõíóëèñü îò ôàêòà, ÷òî
ðàçíûå ñëîâà âõîäÿò â òåêñò ñ îäèíàêîâîé ÷àñòîòîé. Çèïô óñòà-
íîâèë, ÷òî ÷àñòîòà è êîëè÷åñòâî ñëîâ, âõîäÿùèõ â òåêñò ñ ýòîé
÷àñòîòîé, òîæå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Åñëè ïîñòðîèòü ãðàôèê,
îòëîæèâ ïî îäíîé îñè (îñè X) ÷àñòîòó âõîæäåíèÿ ñëîâà, à ïî
äðóãîé (îñè Y ) � êîëè÷åñòâî ñëîâ â äàííîé ÷àñòîòå, òî ïî-
ëó÷èâøàÿñÿ êðèâàÿ áóäåò ñîõðàíÿòü ñâîè ïàðàìåòðû äëÿ âñåõ
áåç èñêëþ÷åíèÿ ñîçäàííûõ ÷åëîâåêîì òåêñòîâ! Êàê è â ïðåäû-
äóùåì ñëó÷àå, ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî â ïðåäåëàõ îäíîãî ÿçû-
êà. Îäíàêî è ìåæúÿçûêîâûå ðàçëè÷èÿ íåâåëèêè. Íà êàêîì áû
ÿçûêå òåêñò íè áûë íàïèñàí, ôîðìà êðèâîé Çèïôà îñòàíåòñÿ
íåèçìåííîé. Ìîãóò íåìíîãî îòëè÷àòüñÿ ëèøü êîýôôèöèåíòû,
îòâå÷àþùèå çà íàêëîí ãèïåðáîëû. Ïóñòü N � êîëè÷åñòâî ñëîâ
â òåêñòå, W (A) � ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ ñëîâà A. Òîãäà âòîðîé
çàêîí Çèïôà èìååò âèä N · W (A) = C, ãäå C åñòü âåëè÷èíà
ïîñòîÿííàÿ.

Çàêîíû Çèïôà óíèâåðñàëüíû. Â ïðèíöèïå, îíè ïðèìåíèìû
íå òîëüêî ê òåêñòàì. Â àíàëîãè÷íóþ ôîðìó âûëèâàåòñÿ, íàïðè-
ìåð, çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà ãîðîäîâ îò ÷èñëà ïðîæèâàþùèõ â
íèõ æèòåëåé. Õàðàêòåðèñòèêè ïîïóëÿðíîñòè óçëîâ â ñåòè Èí-
òåðíåò � òîæå îòâå÷àþò çàêîíàì Çèïôà. Òàêàÿ æå çàêîíîìåð-
íîñòü äåéñòâóåò äëÿ äîëè ðûíêà ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ,
áåçàëêîãîëüíûõ íàïèòêîâ, àâòîìîáèëåé, êîíôåò. Íåîäíîêðàò-
íî ïóáëèêîâàëèñü ðàáîòû, èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî ïîäîáíûé
òèï ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîìèìî ëèíãâèñòèêè, õàðàêòåðåí äëÿ îáú-
åêòîâ â îáëàñòè: áèîëîãèè, ýêîíîìèêè, ñîöèîëîãèè, íàóêîâåäå-
íèÿ è ò. ï.

Çàêîí Çèïôà áûë îòêðûò ýêñïåðèìåíòàëüíî â 1949 ãî-
äó. Ïÿòü ëåò ñïóñòÿ çíàìåíèòûé ìàòåìàòèê Áåíóà Ìàíäåëü-
áðîò âíåñ íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ â ôîðìóëû Çèïôà, äîáèâ-
øèñü áîëåå òî÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ òåîðèè ïðàêòèêå. Ïîçä-
íåå Á.Ìàíäåëüáðîò ïðåäëîæèë åãî òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâà-
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íèå. Ìàíäåëüáðîò ïîëàãàë, ÷òî ìîæíî ñðàâíèâàòü ïèñüìåííûé
ÿçûê ñ êîäèðîâàíèåì, ïðè÷åì âñå çíàêè äîëæíû èìåòü îïðåäå-
ëåííóþ ¾ñòîèìîñòü¿. Èñõîäÿ èç òðåáîâàíèé ìèíèìàëüíîé ñòîè-
ìîñòè ñîîáùåíèé, Á.Ìàíäåëüáðîò ìàòåìàòè÷åñêèì ïóòåì ïðè-
øåë ê àíàëîãè÷íîé çàêîíó Çèïôà çàâèñèìîñòè frγ = c, ãäå
γ � âåëè÷èíà (áëèçêàÿ ê åäèíèöå), êîòîðàÿ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ
â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ òåêñòà.

Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò γ � âåëè÷èíà ïåðåìåííàÿ. Ïîñòîÿí-
ñòâî êîýôôèöèåíòà γ ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî íà ñðåäíåì ó÷àñòêå
ãðàôèêà ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòîò ó÷àñòîê ïðèíèìàåò ôîðìó ïðÿ-
ìîé, åñëè ãðàôèê âûøåïðèâåäåííîé çàêîíîìåðíîñòè ïîñòðî-
èòü â ëîãàðèôìè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Ó÷àñòîê ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ γ = const íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé çîíîé ðàíãîâîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ (çíà÷åíèå àðãóìåíòà íà ýòîì ó÷àñòêå èçìåíÿåòñÿ îò ln r1
äî ln r2). Çíà÷åíèÿì àðãóìåíòà îò 0 äî ln r1 ñîîòâåòñòâóåò çîíà
ÿäðà ðàíãîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, à çíà÷åíèÿì àðãóìåíòà îò ln r2
äî ln r3 �� òàê íàçûâàåìàÿ çîíà óñå÷åíèÿ. Êàêîé æå ñìûñë çà-
ëîæåí â ñóùåñòâîâàíèè òðåõ ÿâíî ðàçëè÷àåìûõ çîí ðàíãîâûõ
ðàñïðåäåëåíèé? Åñëè ïîñëåäíåå îòíîñèòñÿ ê òåðìèíàì, ñîñòàâ-
ëÿþùèì êàêóþ-ëèáî îáëàñòü çíàíèÿ, òî ÿäåðíàÿ çîíà, èëè çîíà
ÿäðà ðàíãîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîäåðæèò íàèáîëåå îáùåóïî-
òðåáèòåëüíûå, îáùåíàó÷íûå òåðìèíû. Öåíòðàëüíàÿ çîíà ñî-
äåðæèò òåðìèíû, íàèáîëåå õàðàêòåðíûå äëÿ äàííîé îáëàñòè
çíàíèé, êîòîðûå â ñîâîêóïíîñòè âûðàæàþò åå ñïåöèôè÷íîñòü,
îòëè÷èå îò äðóãèõ íàóê, ¾îõâàòûâàþò åå îñíîâíîå ñîäåðæàíèå¿.
Â çîíå óñå÷åíèÿ æå ñîñðåäîòî÷åíû òåðìèíû, ñðàâíèòåëüíî ðåä-
êî óïîòðåáëÿþùèåñÿ â äàííîé îáëàñòè çíàíèé. Ãðàôèê ðàíãî-
âîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàïîëíåí ãëóáîêèì ñìûñëîì: âåäü ïî îò-
íîñèòåëüíîé âåëè÷èíå òîé èëè èíîé çîíû íà ãðàôèêå ìîæíî
ñóäèòü î õàðàêòåðèñòèêàõ âñåé îáëàñòè çíàíèé. Ãðàôèê ñ îá-
øèðíîé ÿäåðíîé çîíîé è ìàëîé çîíîé óñå÷åíèÿ îòíîñèòñÿ ê
äîñòàòî÷íî øèðîêîé è ñêîðåå âñåãî êîíñåðâàòèâíîé îáëàñòè
çíàíèé. Äëÿ äèíàìè÷íûõ îòðàñëåé íàóêè õàðàêòåðíà óâåëè-
÷åííàÿ çîíà óñå÷åíèÿ. Ìàëàÿ âåëè÷èíà ÿäåðíîé çîíû ìîæåò
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ãîâîðèòü îá îðèãèíàëüíîñòè îáëàñòè çíàíèé, ê êîòîðîé îòíî-
ñèòñÿ ïîñòðîåííîå ðàíãîâîå ðàñïðåäåëåíèå è ò. ä. Òàê, íà îñíî-
âàíèè àíàëèçà ðàíãîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îêàçàëîñü âîçìîæíûì
äàòü êà÷åñòâåííûå îöåíêè äîêóìåíòàëüíûì èíôîðìàöèîííûì
ïîòîêàì â ñîîòâåòñòâèè ñ òåìè îòðàñëÿìè íàóêè, ãäå îíè ôîð-
ìèðîâàëèñü.

Âàæíîå ýìïèðè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ìàññèâà ïóáëèêàöèé
â öåëÿõ àíàëèçà íàó÷íîé ïðîäóêòèâíîñòè, ïðèíàäëåæàùåå
À.Ëîòêå, ïîÿâèëîñü â 1926 ãîäó. Ðàñïðåäåëåíèå íîñèò íàçâà-
íèå çàêîíà À.Ëîòêè èëè çàêîíà îáðàòíûõ êâàäðàòîâ: ÷èñëî
ó÷åíûõ, íàïèñàâøèõ äàííîå ÷èñëî ñòàòåé, îáðàòíî ïðîïîðöèî-
íàëüíî êâàäðàòó ýòîãî ÷èñëà ñòàòåé

n(x) =
A

x2
,

ãäå n(x) � ÷èñëî ó÷åíûõ, íàïèñàâøèõ x ñòàòåé, A � ÷èñëî
ó÷åíûõ, íàïèñàâøèõ âñåãî îäíó ñòàòüþ; x = 1, 2, . . . , xmax (ìàê-
ñèìàëüíàÿ ïðîäóêòèâíîñòü ó÷åíîãî). Çàêîí ìíîãîêðàòíî ïðî-
âåðÿëñÿ íà ðàçëè÷íûõ èíôîðìàöèîííûõ ìàññèâàõ è îêàçàëñÿ
ñïðàâåäëèâûì äëÿ âñåãî äèàïàçîíà íàó÷íîé ïðîäóêòèâíîñòè,
êðîìå ñàìûõ íèçêèõ (n = 1) è ñàìûõ áîëüøèõ çíà÷åíèé (¾êðàå-
âûå ýôôåêòû¿). Ðàñïðåäåëåíèå íàó÷íîé ïðîäóêòèâíîñòè íîñèò
àñèììåòðè÷åñêèé, íåðàâíîìåðíûé õàðàêòåð. Èíâàðèàíòíîñòü
è óñòîé÷èâîñòü ýòîãî çàêîíà âî ìíîæåñòâå íàó÷íûõ îáëàñòåé
ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü î íåì êàê îá îäíîì èç âàæíåéøèõ áèáëèî-
ìåòðè÷åñêèõ çàêîíîâ.

×àñòíûì ñëó÷àåì çàêîíà Çèïôà ÿâëÿåòñÿ çàêîí Áðýä-

ôîðäà, íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàííûé óæå íå ñ ðàñïðåäåëåíèåì
ñëîâ â òåêñòå, à ñ ðàñïðåäåëåíèåì äîêóìåíòîâ âíóòðè êàêîé-
ëèáî òåìàòè÷åñêîé îáëàñòè. Àíãëèéñêèé õèìèê è áèáëèîãðàô
Ñ.Áðýäôîðä, èññëåäóÿ ñòàòüè ïî ïðèêëàäíîé ãåîôèçèêå è
ñìàçêå, çàìåòèë, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ íàó÷íûõ æóðíàëîâ, ñî-
äåðæàùèõ ñòàòüè ïî ñìàçêå, è æóðíàëîâ, ñîäåðæàùèõ ñòà-
òüè ïî ïðèêëàäíîé ãåîôèçèêå, èìåþò îáùèé âèä. Íà îñíîâà-
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íèè óñòàíîâëåííîãî ôàêòà Ñ.Áðýäôîðä ñôîðìóëèðîâàë çàêî-
íîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïóáëèêàöèé ïî èçäàíèÿì. Îñíîâ-
íîé ñìûñë çàêîíîìåðíîñòè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: åñëè íàó÷íûå
æóðíàëû ðàñïîëîæèòü â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ÷èñëà ñòàòåé ïî
êîíêðåòíîìó âîïðîñó, òî æóðíàëû â ïîëó÷åííîì ñïèñêå ìîæíî
ðàçáèòü íà òðè çîíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êîëè÷åñòâî ñòàòåé
â êàæäîé çîíå ïî çàäàííîìó ïðåäìåòó áûëî îäèíàêîâûì. Ïðè
ýòîì â ïåðâóþ çîíó, òàê íàçûâàåìóþ çîíó ÿäðà, âõîäÿò ïðî-
ôèëüíûå æóðíàëû, íåïîñðåäñòâåííî ïîñâÿùåííûå ðàññìàòðè-
âàåìîé òåìàòèêå. Êîëè÷åñòâî ïðîôèëüíûõ æóðíàëîâ â çîíå ÿä-
ðà íåâåëèêî. Âòîðóþ çîíó îáðàçóþò æóðíàëû, ÷àñòè÷íî ïîñâÿ-
ùåííûå çàäàííîé îáëàñòè, ïðè÷åì ÷èñëî èõ ñóùåñòâåííî âîç-
ðàñòàåò ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñëîì æóðíàëîâ â ÿäðå. Òðåòüÿ çîíà,
ñàìàÿ áîëüøàÿ ïî êîëè÷åñòâó èçäàíèé, îáúåäèíÿåò æóðíàëû,
òåìàòèêà êîòîðûõ âåñüìà äàëåêà îò ðàññìàòðèâàåìîãî ïðåäìå-
òà. Ïðè ðàâíîì ÷èñëå ïóáëèêàöèé ïî îïðåäåëåííîé òåìàòèêå â
êàæäîé çîíå ÷èñëî íàèìåíîâàíèé æóðíàëîâ ðåçêî âîçðàñòàåò
ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé çîíû ê äðóãîé. Ñ.Áðýäôîðä óñòàíîâèë,
÷òî êîëè÷åñòâî æóðíàëîâ â òðåòüåé çîíå áóäåò ïðèìåðíî âî
ñòîëüêî ðàç áîëüøå, ÷åì âî âòîðîé çîíå, âî ñêîëüêî ðàç ÷èñëî
íàèìåíîâàíèé âî âòîðîé çîíå áîëüøå, ÷åì â ïåðâîé. Îáîçíà-
÷èì P1 � ÷èñëî æóðíàëîâ â 1-é çîíå, P2 � âî 2-é, P3 � ÷èñëî
æóðíàëîâ â 3-é çîíå. Åñëè a � îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà æóðíà-
ëîâ 2-é çîíû ê ÷èñëó æóðíàëîâ 1-é çîíû, òî çàêîíîìåðíîñòü,
âñêðûòàÿ Ñ.Áðýäôîðäîì, ìîæåò áûòü çàïèñàíà òàê:

P1 : P2 : P3 = 1 : a : a2 èëè P3 : P2 = P2 : P1 = a.

Á.Âèêåðè óòî÷íèë ìîäåëü Ñ.Áðýäôîðäà. Îí âûÿñíèë, ÷òî
æóðíàëû, ïðîðàíæèðîâàííûå (âûñòðîåííûå) â ïîðÿäêå óìåíü-
øåíèÿ â íèõ ñòàòåé ïî êîíêðåòíîìó âîïðîñó, ìîæíî ðàçáèòü íå
íà òðè çîíû, à íà ëþáîå íóæíîå ÷èñëî çîí. Åñëè ïåðèîäè÷åñêèå
èçäàíèÿ ðàñïîëîæèòü â ïîðÿäêå óìåíüøåíèÿ â íèõ êîëè÷åñòâà
ñòàòåé ïî êîíêðåòíîìó âîïðîñó, òî â ïîëó÷åííîì ñïèñêå ìîæ-
íî âûäåëèòü ðÿä çîí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò îäèíàêîâîå
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êîëè÷åñòâî ñòàòåé. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: x � êîëè÷åñòâî ñòàòåé
â êàæäîé çîíå, Tx � êîëè÷åñòâî æóðíàëîâ, ñîäåðæàùèõ x ñòà-
òåé, T2x � êîëè÷åñòâî æóðíàëîâ, ñîäåðæàùèõ 2x ñòàòåé, ò. å.
ñóììà íàèìåíîâàíèé æóðíàëîâ â 1-é è âî 2-é çîíàõ, T3x � êî-
ëè÷åñòâî æóðíàëîâ, ñîäåðæàùèõ 3x ñòàòåé, ò. å. ñóììà íàèìå-
íîâàíèé æóðíàëîâ â 1-é, 2-é è â 3-é çîíàõ, T4x � êîëè÷åñòâî
æóðíàëîâ, ñîäåðæàùèõ 4x ñòàòåé. Òîãäà ýòà çàêîíîìåðíîñòü
áóäåò èìåòü âèä

Tx : T2x : T3x : T4x : . . . = 1 : a : a2 : a3 : . . .

Äàííîå âûðàæåíèå íàçûâàþò çàêîíîì Áðýäôîðäà â òîëêîâàíèè

Á.Âèêåðè.
Åñëè çàêîí Çèïôà õàðàêòåðèçóåò ìíîãèå ÿâëåíèÿ ñîöè-

àëüíîãî è áèîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà, òî çàêîí Áðýäôîðäà �
ýòî ñïåöèôè÷åñêèé ñëó÷àé ðàñïðåäåëåíèÿ Çèïôà äëÿ ñèñòå-
ìû ïåðèîäè÷åñêèõ èçäàíèé ïî íàóêå è òåõíèêå. Èç ýòèõ çà-
êîíîìåðíîñòåé ìîæíî èçâëå÷ü âûâîäû îãðîìíîé ïðàêòè÷åñêîé
ïîëüçû. Çàêîíîìåðíîñòè êîíöåíòðàöèè è ðàññåÿíèÿ íàó÷íî-
òåõíè÷åñêîé èíôîðìàöèè âî ìíîæåñòâå äîêóìåíòîâ ïîçâîëÿþò
âûáèðàòü èìåííî òå èçäàíèÿ, êîòîðûå ñ íàèáîëüøåé âåðîÿòíî-
ñòüþ ñîäåðæàò ïóáëèêàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåííîìó
ïðîôèëþ çíàíèé. Ñóùåñòâóþùåå ðàññåÿíèå ïóáëèêàöèé íåëüçÿ
îöåíèâàòü òîëüêî êàê âðåäíîå ÿâëåíèå. Â óñëîâèÿõ ðàññåÿíèÿ
óëó÷øàþòñÿ âîçìîæíîñòè äëÿ ìåæîòðàñëåâîãî îáìåíà èíôîð-
ìàöèåé.

Ôîðìóëà Áðóêñà óòî÷íÿåò çàêîí Áðýäôîðäà è ñîñòîèò èç
äâóõ óðàâíåíèé:

Rn = anb (1 6 n 6 c),

Rn = k logb

n

s
(c < n 6 N),

ãäå Rn � ñóììàðíîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé ïî äàííîé îòðàñëè, ñî-
äåðæàùååñÿ â n ïåðèîäè÷åñêèõ èçäàíèÿõ, ïðîðàíæèðîâàííûõ
â ïîðÿäêå óìåíüøåíèÿ ¾ïðîäóêòèâíîñòè¿; n � ðàíã (ïîðÿäêî-
âûé íîìåð) ïåðèîäè÷åñêîãî èçäàíèÿ â ñïèñêå ïî óáûâàþùåé
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ïðîäóêòèâíîñòè æóðíàëà; a � êîëè÷åñòâî ðåëåâàíòíûõ ïóáëè-
êàöèé â ñàìîì ïðîäóêòèâíîì æóðíàëå; c � ÷èñëî ïåðèîäè÷å-
ñêèõ èçäàíèé â ¾ÿäðå¿; N � îáùåå êîëè÷åñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ
èçäàíèé â ðàíãîâîì ñïèñêå; b, k, s � ýìïèðè÷åñêèå êîýôôèöè-
åíòû. Ïåðâîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò íà÷àëüíûé ó÷àñòîê êðèâîé,
êîòîðûé èìååò ýêñïîíåöèàëüíûé õàðàêòåð, à âòîðîå � ïðÿìî-
ëèíåéíóþ ÷àñòü êðèâîé Áðýäôîðäà. Â çàâèñèìîñòè îò ñîîò-
íîøåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äåëàþò çàêëþ÷åíèå î ñîñòîÿíèè íà-
ó÷íîãî íàïðàâëåíèÿ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ óçêîñïåöèàëèçèðî-
âàííûõ îáëàñòåé íàóêè s 6 1, à âåëè÷èíà c > 3 è ñâÿçàíà ñ s
ïðÿìîé çàâèñèìîñòüþ.

Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî îïðåäåëÿòü íå òîëüêî êîëè÷åñòâåí-
íûå ïàðàìåòðû ñîâîêóïíîñòåé íàó÷íûõ äîêóìåíòîâ, íî è ñî-
âîêóïíîñòåé ýëåìåíòîâ ïðèçíàêîâ íàó÷íûõ äîêóìåíòîâ: àâòî-
ðîâ, òåðìèíîâ, èíäåêñîâ êëàññèôèêàöèîííûõ ñèñòåì, íàèìåíî-
âàíèé èçäàíèé, ò. å. íàèìåíîâàíèé ýëåìåíòîâ, õàðàêòåðèçóþ-
ùèõ ñîäåðæàíèå íàó÷íûõ äîêóìåíòîâ. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàñ-
ïîëîæèòü æóðíàëû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ÷èñëà ïå÷àòàþùèõñÿ â
íèõ àâòîðîâ, â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ñðåäíåé âåëè÷èíû ïóáëèêóþ-
ùèõñÿ â íèõ ñòàòåé èëè óïîðÿäî÷èòü ñîâîêóïíîñòü äîêóìåíòîâ
ïî ëþáîìó åå ýëåìåíòó. Â.È. Ãîðüêîâà äîêàçàëà, ÷òî îäíèì èç
êðèòåðèåâ, ïîçâîëÿþùèõ îöåíèòü ðàçâèòèå îòäåëüíûõ íàó÷íûõ
äèñöèïëèí è èõ ñîñòàâëÿþùèõ, ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ñðåäíÿÿ ñêî-
ðîñòü ðîñòà êîëè÷åñòâà ïóáëèêàöèé çà èíòåðâàë âðåìåíè ∆t.
Â.È. Ãîðüêîâîé ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

V =
∆N
N ·∆t

,

ãäå N � ÷èñëî ïóáëèêàöèé â áàçèñíîì ãîäó; ∆N � ïðèðîñò
çà ïåðèîä ∆t; V � ñêîðîñòü ðîñòà ÷èñëà ïóáëèêàöèé, îïðåäå-
ëÿåìàÿ èõ ïðèðîñòîì (∆N) âî âðåìåíè (∆t) ïî îòíîøåíèþ ê
áàçèñíîìó ãîäó (N) ïî äàííûì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-
íèé çà ðÿä ëåò (áîëåå 5).

Â ëåêöèè èñïîëüçîâàíû ìàòåðèàëû [14,15,16].
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Ëåêöèÿ � 12. Ôðàêòàëüíûå ñâîéñòâà

èíôîðìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èíôîðìàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî â öåëîì,
ââèäó åãî îáúåìîâ è äèíàìèêè èçìåíåíèÿ, ïðèíÿòî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ñòîõàñòè÷åñêîå. Âî ìíîãèõ ìîäåëÿõ èíôîðìàöèîí-
íîãî ïðîñòðàíñòâà èçó÷àþòñÿ ñòðóêòóðíûå ñâÿçè ìåæäó òåìà-
òè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè, âõîäÿùèìè â ýòî ïðîñòðàíñòâî. Ïðè
ýòîì ÷èñëåííûå õàðàêòåðèñòèêè ýòèõ ìíîæåñòâ ïîä÷èíÿþòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêîìó çàêîíó (ñ âîçìîæíûìè ñòåïåííûìè ïîïðàâ-
êàìè). Ñåãîäíÿ â ìîäåëèðîâàíèè èíôîðìàöèîííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà âñå ÷àùå èñïîëüçóåòñÿ ôðàêòàëüíûé ïîäõîä, áàçèðóþùèé-
ñÿ íà ñâîéñòâå ñàìîïîäîáèÿ èíôîðìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà,
ò. å. ñîõðàíåíèå âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ìíîæåñòâ ïðè èçìåíå-
íèÿõ èõ ðàçìåðîâ èëè ìàñøòàáîâ èõ ðàññìîòðåíèÿ èçâíå.

Èíôîðìàöèîííûé ïîèñê � íàóêà, èçó÷àþùàÿ ïîèñê èíôîð-
ìàöèè â äîêóìåíòàõ, ðàñïîëîæåííûõ â áàçå äàííûõ. Ïðè ýòîì
áàçà äàííûõ ìîæåò áûòü êàê àâòîíîìíîé, òàê è ñåòåâîé, òàêîé
êàê ¾Âñåìèðíàÿ ïàóòèíà¿ (World Wide Web). Ñóùíîñòü âñåõ
çàäà÷ èíôîðìàöèîííîãî ïîèñêà ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó èíôîðìà-
öèè ïî íåêîòîðîìó çàïðîñó ñ äàëüíåéøåé îáðàáîòêîé ðåçóëü-
òàòîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ñâÿçè ñ øèðîêèì ðàñïðîñòðàíåíè-
åì ñåòè Èíòåðíåò çàäà÷è ïîäîáíîãî ðîäà ñòàëè îñîáåííî àê-
òóàëüíûìè. Ñàìûé íàãëÿäíûé ïðèìåð ñèñòåì, ðåøàþùèõ ýòè
çàäà÷è, � èíôîðìàöèîííî�ïîèñêîâûå ñèñòåìû, ïîçâîëÿþùèå
ïîëüçîâàòåëþ ââåñòè çàïðîñ íà åñòåñòâåííîì ÿçûêå è ïîëó÷èòü
áîëåå èëè ìåíåå ðåëåâàíòíûå ðåçóëüòàòû, ò. å. äîêóìåíòû, ñå-
ìàíòè÷åñêè ñâÿçàííûå ñ çàïðîñîì.

Êëàñòåðèçàöèÿ â èíôîðìàöèîííîì ïîèñêå ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç ñïîñîáîâ ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ïîèñêà. Êëàñòåð (àíãë.
cluster ñêîïëåíèå) � îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ îäíîðîäíûõ ýëå-
ìåíòîâ, êîòîðîå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñàìîñòîÿòåëüíàÿ
åäèíèöà, îáëàäàþùàÿ îïðåäåë¼ííûìè ñâîéñòâàìè. Ïîñêîëüêó
íè îäèí èç ñóùåñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ ñåìàíòè÷åñêîãî àíàëèçà
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òåêñòîâîé èíôîðìàöèè íå ìîæåò ðàáîòàòü áåçîøèáî÷íî, îñî-
áóþ âàæíîñòü ïðèîáðåòàåò âîçìîæíîñòü ðàñïðåäåëèòü ðåçóëü-
òàòû ïîèñêà ïî ãðóïïàì (êëàñòåðàì), ÷òîáû îáëåã÷èòü äëÿ
ïîëüçîâàòåëÿ ïðîöåññ èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ.

Íåñêîëüêî ëåò íàçàä ðÿäîì èññëåäîâàòåëåé áûëî ïðåäëîæå-
íî ïðèìåíèòü äëÿ èññëåäîâàíèÿ êëàñòåðíûõ ñèñòåì ôðàêòàëü-
íûé ïîäõîä. Â 2002 ã. ðîññèéñêèé èññëåäîâàòåëü Ñ.À. Èâàíîâ,
îáîáùèâ ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò è ñîáñòâåííûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, ïðåäëîæèë òåîðèþ ñòîõàñòè÷åñêèõ ôðàêòàëîâ äëÿ
êëàñòåðíûõ òåìàòè÷åñêèõ îáðàçîâàíèé â ìèðîâîé ñèñòåìå ïå-
ðèîäè÷åñêèõ è ïðîäîëæàþùèõñÿ èçäàíèé.

Ñàìîïîäîáèå èíôîðìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà âûðàæàåòñÿ,
ïðåæäå âñåãî â òîì, ÷òî ïðè åãî ëàâèíîîáðàçíîì ðîñòå â ïî-
ñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ, ÷àñòîòíûå è ðàíãîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ïî-
ëó÷àåìûå â òàêèõ ðàçðåçàõ, êàê èñòî÷íèêè, àâòîðû, òåìàòè-
êà ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿþò ñâîåé ôîðìû. Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå
òåîðèè ôðàêòàëîâ ïðè àíàëèçå èíôîðìàöèîííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ïîçâîëÿåò ñ îáùåé ïîçèöèè âçãëÿíóòü íà çàêîíîìåðíîñòè,
ñîñòàâëÿþùèå îñíîâû èíôîðìàòèêè. Íàïðèìåð, òåìàòè÷åñêèå
èíôîðìàöèîííûå ìàññèâû ñåãîäíÿ ïðåäñòàâëÿþò ðàçâèâàþùè-
åñÿ ñàìîïîäîáíûå ñòðóêòóðû, êîòîðûå ïî ñâîåé ñóòè ÿâëÿþòñÿ
ñòîõàñòè÷åñêèìè ôðàêòàëàìè, ò. ê. èõ ñàìîïîäîáèå ñïðàâåäëè-
âî ëèøü íà óðîâíå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, íàïðèìåð, ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ êëàñòåðîâ ïî ðàçìåðàì. Â èíôîðìàöèîííîì ïðî-
ñòðàíñòâå âîçíèêàþò, ôîðìèðóþòñÿ, ðàñòóò è ðàçìíîæàþòñÿ
êëàñòåðû � ãðóïïû âçàèìîñâÿçàííûõ äîêóìåíòîâ.

Íå òàê äàâíî â Èíòåðíåò ïîÿâèëñÿ ñåðâèñ Touchgraph
(www.touchgraph.com), êîòîðûé íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò ïîÿâ-
ëåíèå êëàñòåðíûõ îáðàçîâàíèé, ñôîðìèðîâàííûõ ïîäîáèåì èí-
ôîðìàöèîííûõ îáúåêòîâ, â ÷àñòíîñòè, Web-ñàéòîâ (Touchgraph
Google Browser). Ïðèìåð òàêîé âèçóàëèçàöèè ñì. íà ðèñ. 13.

×åì æå îïðåäåëÿåòñÿ ïðèðîäà ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðû èí-
ôîðìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäàåìûì òàêèìè êëàñòåð-
íûìè ñòðóêòóðàìè? Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïàðàìåòðàìè ðàíãîâûõ
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ðàñïðåäåëåíèé, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìåõàíèçìîì ðàçâèòèÿ èí-
ôîðìàöèîííûõ êëàñòåðîâ, êîòîðûé îòðàæàåò ïðèðîäó èíôîð-
ìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîÿâëåíèå íîâûõ ïóáëèêàöèé óâå-
ëè÷èâàåò ðàçìåðíîñòü óæå ñóùåñòâóþùèõ êëàñòåðîâ è ÿâëÿ-
åòñÿ ïðè÷èíîé îáðàçîâàíèÿ íîâûõ. Ôðàêòàëüíûå ñâîéñòâà õà-
ðàêòåðíû äëÿ êëàñòåðîâ èíôîðìàöèîííûõ Web-ñàéòîâ, íà êî-
òîðûõ ïóáëèêóþòñÿ äîêóìåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåí-
íûì òåìàòèêàì. Ýòè êëàñòåðû, êàê íàáîðû òåìàòè÷åñêèõ äî-
êóìåíòîâ, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôðàêòàëüíûå ñòðóêòóðû, îáëà-
äàþùèå ðÿäîì óíèêàëüíûõ ñâîéñòâ. Íàïðèìåð, ðîññèéñêèìè
èññëåäîâàòåëÿìè (Ñ.Èâàíîâ è äð.), îïðåäåëåíà ôðàêòàëüíàÿ
ðàçìåðíîñòü ïîäîáíûõ èíôîðìàöèîííûõ ìàññèâîâ, èçìåíÿþ-
ùàÿñÿ â ïðåäåëàõ îò 1.05 äî 1.50, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î íåáîëü-
øîé ïëîòíîñòè çàïîëíåíèÿ êëàñòåðîâ äîêóìåíòàìè ïî îäíîé
òåìå. Êàê îäèí èç îñíîâíûõ çàêîíîâ îòðàæàþùèõ ñàìîïîäîáèå
èíôîðìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî íàçâàòü çàêîí Çèïôà.
Ñóùåñòâóþò òàêæå çàêîíîìåðíîñòè, îòêðûòûå äðóãèìè ó÷åí-
íûìè (ïðåæäå âñåãî, Áðýäôîðäîì � äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ èçäà-
íèé è Ëîòêè � äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ àâòîðîâ), ÿâëÿþùèåñÿ óòî÷-
íÿþùèìè ñëåäñòâèÿìè çàêîíîìåðíîñòåé Çèïôà, è òàêæå ñâè-
äåòåëüñòâóþùèìè î ñàìîïîäîáèè èíôîðìàöèîííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà.

Òåîðèÿ ôðàêòàëîâ òåñíî ñâÿçàíà ñ êëàñòåðíûì àíàëèçîì,
ðåøàþùèì çàäà÷ó âûäåëåíèÿ êîìïàêòíûõ ãðóïï îáúåêòîâ
ñ áëèçêèìè ñâîéñòâàìè. Êëàñòåðèçàöèÿ ñåãîäíÿ ïðèìåíÿåòñÿ
ïðè ðåôåðèðîâàíèè áîëüøèõ äîêóìåíòàëüíûõ ìàññèâîâ, îïðå-
äåëåíèè âçàèìîñâÿçàííûõ ãðóïï äîêóìåíòîâ, äëÿ óïðîùåíèÿ
ïðîöåññà ïðîñìîòðà ïðè ïîèñêå íåîáõîäèìîé èíôîðìàöèè, íà-
õîæäåíèÿ óíèêàëüíûõ äîêóìåíòîâ èç êîëëåêöèè, âûÿâëåíèÿ
äóáëèêàòîâ èëè áëèçêèõ ïî ñîäåðæàíèþ äîêóìåíòîâ.

Ôðàêòàëüíûé ïðèíöèï ñàìîïîäîáèÿ ïðåäïîëàãàåò áåñêî-
íå÷íîå äðîáëåíèå íàáîðà îáúåêòîâ ñ ñîõðàíåíèåì èõ ñâîéñòâ.
Â òåìàòè÷åñêèõ èíôîðìàöèîííûõ ïîòîêàõ, íàïðèìåð, ìîæ-
íî íàáëþäàòü ïîäîáèå ñþæåòíûõ öåïî÷åê, ïîëó÷àåìûõ ïðè
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óòî÷íåíèè çàïðîñà (êîíå÷íî, â îïðåäåëåííûõ ðàìêàõ). Âìå-
ñòå ñ òåì, ñåãîäíÿ ìíîãèìè èññëåäîâàòåëÿìè ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ íå äðîáëåíèå, à åñòåñòâåííûé ðîñò ðàçìåðîâ èíôîðìàöè-
îííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ñâîéñòâà ñàìîïîäîáèÿ ôðàãìåíòîâ èí-
ôîðìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò íîâûé
èíòåðôåéñ ïðåäñòàâëåííûé íà âåá-ñàéòå ñëóæáû News Is Free
(http://newsisfree.com). Íà ýòîì ñàéòå îòîáðàæàåòñÿ ñîñòîÿíèå
èíôîðìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà â âèäå ññûëîê íà èñòî÷íèêè è
îòäåëüíûå ñîîáùåíèÿ (ñì. ðèñ. 14). Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ äâà
îñíîâíûõ ïàðàìåòðà îòîáðàæåíèÿ � ðàíã ïîïóëÿðíîñòè è ¾ñâå-
æåñòü¿ èíôîðìàöèè. Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè ìîæíî íàáëþäàòü
¾äðîáëåíèå¿ ãðóïï èñòî÷íèêîâ ïðè óâåëè÷åíèè ðàíãà ïîïóëÿð-
íîñòè è ¾ñâåæåñòè¿ èçäàíèé. Êîãäà ýòîò ðàíã ñòàíîâèòñÿ äî-
ñòàòî÷íî âûñîêèì, äðîáëåíèå íå ïîçâîëÿåò áåç îñîáûõ óñèëèé
÷èòàòü íàçâàíèÿ èñòî÷íèêîâ è èäåíòèôèöèðîâàòü îòäåëüíûå
äîêóìåíòû.

Web-ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿÿñü, ïîæàëóé, ñàìîé äèíàìè÷íîé
÷àñòüþ èíôîðìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà, õàðàêòåðèçóåòñÿ áîëü-
øîì êîëè÷åñòâå ñêðûòûõ â íåì íåÿâíûõ ýêñïåðòíûõ îöåíîê,
ðåàëèçîâàííûõ â âèäå ãèïåðññûëîê. Â íîÿáðå 1999 ãîäà îäèí
èç ðóêîâîäèòåëåé èíñòèòóòà ïîèñêà è àíàëèçà òåêñòîâ, âõî-
äÿùåãî â èññëåäîâàòåëüñêîå ïîäðàçäåëåíèå IBM, Àíäðåé Áð¼-
äåð (Andrei Broder) è åãî ñîàâòîðû èç êîìïàíèé AltaVista,
IBM è Compaq ìàòåìàòè÷åñêè îïèñàëè ¾êàðòó¿ ðåñóðñîâ è ãè-
ïåðñâÿçåé. Èññëåäîâàíèÿ îïðîâåðãëè ðàñõîæåå ìíåíèå, áóäòî
Internet � ýòî åäèíîå ãóñòîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðîñëåäèâ ñ ïî-
ìîùüþ ïîèñêîâîãî ìåõàíèçìà AltaVista ñâûøå 200 ìëí. Web-
ñòðàíèö è íåñêîëüêî ìèëëèàðäîâ ññûëîê, ðàçìåùåííûõ íà
ýòèõ ñòðàíèöàõ, ó÷åíûå ïðèøëè ê âûâîäó î ñòðóêòóðå Web-
ïðîñòðàíñòâà êàê îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, â êîòîðîì âåðøè-
íû ñîîòâåòñòâóþò Web-ñòðàíèöàì, à ðåáðà � ñîåäèíÿþùèì ýòè
ñòðàíèöû ãèïåðññûëêàì.

Íîâîñòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ èíôîðìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà
Èíòåðíåò ñåãîäíÿ íàñòîëüêî çíà÷èòåëüíà ïî ñâîèì îáúåìó è
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äèíàìèêå, ÷òî ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìîùíûé èíôîðìà-
öèîííûé ïîòîê. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ñèñòåìà, ñêàíèðóþùàÿ íî-
âîñòíóþ èíôîðìàöèþ ñ âåá-ñàéòîâ ñåòè Èíòåðíåò (ëèáî ëþáîé
äðóãîé èíôîðìàöèîííîé ñðåäû) ïî ìåðå ïóáëèêàöèè ýòîé èí-
ôîðìàöèè. Äðóãèìè ñëîâàìè, íà âõîäå òàêîé ñèñòåìû � âåá-
ñàéòû Èíòåðíåò, à íà âûõîäå � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîîáùåíèé,
ñëåäóþùèõ îäíî çà äðóãèì ïî ìåðå ïóáëèêàöèè. Ïîä èíôîðìà-
öèîííûì ïîòîêîì ïîíèìàåòñÿ äèñêðåòíûé ÷èñëîâîé ðÿä, ÷ëå-
íû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò êîëè÷åñòâó ïóáëèêàöèé çà åäèíè-
öó âðåìåíè, âûäàâàåìûõ òàêîé ñèñòåìîé. Äðóãèìè ñëîâàìè,
àíàëèçèðóåòñÿ ïîòîê ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö êîíòåíòà. Â êà÷å-
ñòâå òàêîé åäèíèöû ðàññìàòðèâàåòñÿ äîêóìåíò. Ïðè÷åì ïîòîê
äîñòàòî÷íî íåîäíîðîäíûé, êîòîðûé ìîæåò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ
áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïàðàìåòðîâ, ñðåäè êîòîðûõ âûäåëÿþò-
ñÿ òàêèå, êàê èñòî÷íèêè èíôîðìàöèè (âåá-ñàéò) è òåìàòèêè.
Èìåííî èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê ëåæàùèå íà ïîâåðõíî-
ñòè îñíîâû äëÿ êëàñòåðèçàöèè.

Îáúåìû ñîîáùåíèé â òåìàòè÷åñêèõ èíôîðìàöèîííûõ ïîòî-
êàõ îáðàçóþò âðåìåííûå ðÿäû. Âðåìåííûå ðÿäû, ïîðîæäàåìûå
òåìàòè÷åñêèìè èíôîðìàöèîííûìè ïîòîêàìè, òàêæå îáëàäàþò
ôðàêòàëüíûìè ñâîéñòâàìè è ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñòîõà-
ñòè÷åñêèå ôðàêòàëû. Ýòîò ïîäõîä ðàñøèðÿåò îáëàñòü ïðèìåíå-
íèÿ òåîðèè ôðàêòàëîâ íà èíôîðìàöèîííûå ïîòîêè, äèíàìèêà
êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ñðåäñòâàìè òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ Ñ.À. Èâàíîâà, äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñîîáùåíèé òåìàòè÷åñêèõ èíôîðìàöèîííûõ ïîòîêîâ â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ñàìîïîäîáèÿ, êîëè÷åñòâî ñîîáùåíèé,
ðåçîíàíñîâ íà ñîáûòèÿ ðåàëüíîãî ìèðà ïðîïîðöèîíàëüíî íåêî-
òîðîé ñòåïåíè êîëè÷åñòâà èñòî÷íèêîâ èíôîðìàöèè (êëàñòåðîâ)
è èòåðàöèîííî ïðîäîëæàåòñÿ â òå÷åíèå îïðåäåëåííîãî âðåìåíè.
Òî÷íî òàê æå, êàê è â òðàäèöèîííûõ íàó÷íûõ êîììóíèêàöèÿõ,
ðàñòóùåå ìíîæåñòâî ñîîáùåíèé â Èíòåðíåò ïî îäíîé òåìàòè-
êå âî âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèíàìè÷åñêóþ êëàñòåðíóþ
ñèñòåìó, âîçíèêàþùóþ â ðåçóëüòàòå èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ.
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Ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü â êëàñòåðíîé ñèñòåìå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé òåìàòè÷åñêèì èíôîðìàöèîííûì ïîòîêàì, ïîêàçû-
âàåò ñòåïåíü çàïîëíåíèÿ èíôîðìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ñîîá-
ùåíèé â òå÷åíèå îïðåäåëåííîãî âðåìåíè:

N = (εNk(t))
D ,

ãäå N � ðàçìåð êëàñòåðíîé ñèñòåìû (îáùåå ÷èñëî ýëåêòðîí-
íûõ ïóáëèêàöèé â èíôîðìàöèîííîì ïîòîêå); Nk � ðàçìåð
(÷èñëî) êëàñòåðîâ (òåìàòèê èëè èñòî÷íèêîâ), D � ôðàêòàëü-
íàÿ ðàçìåðíîñòü èíôîðìàöèîííîãî ìàññèâà; ε � êîýôôèöèåíò
ìàñøòàáèðîâàíèÿ. Â ïðèâåäåííîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó êîëè÷å-
ñòâîì ñîîáùåíèé è êëàñòåðîâ ïðîÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ
âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà ïðè èçìåíåíèè ìàñøòàáîâ
åãî âíåøíåãî ðàññìîòðåíèÿ. Ïî ìíåíèþ Èâàíîâà, âñå îñíîâíûå
çàêîíû íàó÷íîé êîììóíèêàöèè, òàêèå êàê çàêîíû Ïàðåòî, Ëîò-
êè, Áðåäôîðäà, Çèïôà, ìîãóò áûòü îáîáùåíû èìåííî â ðàìêàõ
òåîðèè ñòîõàñòè÷åñêèõ ôðàêòàëîâ.

Â ëåêöèè èñïîëüçîâàíû ìàòåðèàëû [6,15].

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàæèòå ñâîéñòâà ôðàêòàëà Êàíòîðà (ñì. Ëåêöèþ � 2).
2. Íàéäèòå ôðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü: À) êðèâîé Êîõà,

ñíåæèíêè è êðåñòà Êîõà; Á) êîâðà è ðåøåòà Ñåðïèíñêîãî;
Â) ïèðàìèäû Ñåðïèíñêîãî è ãóáêè Ìåíãåðà; Ã) êðèâîé Ïåà-
íî; Ä) êðèâîé è îñòðîâà Ëåâè; Å) êðèâîé Ìèíêîâñêîãî.

3. Îïðåäåëèòå ðàçìåðíîñòü ôðàêòàëîâ, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ,
êàê óêàçàíî íà ðèñ. 15 Ïðèëîæåíèÿ.

4. Îïðåäåëèòå ðàçìåðíîñòü ôðàêòàëîâ, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ,
êàê óêàçàíî íà ðèñ. 16 Ïðèëîæåíèÿ.

5. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ, ¾âûêè-
íóòûõ¿ ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåòà Ñåðïèíñêîãî, ðàâíÿåòñÿ ïëî-
ùàäè èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà.
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6. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóììà ïëîùàäåé êâàäðàòîâ, ¾âûêèíó-
òûõ¿ ïðè ïîñòðîåíèè êîâðà Ñåðïèíñêîãî, ðàâíÿåòñÿ ïëîùàäè
èñõîäíîãî êâàäðàòà.

7. ßâëÿþòñÿ ëè êîâåð Ñåðïèíñêîãî è ðåøåòî Ñåðïèíñêîãî
ñîâåðøåííûìè ìíîæåñòâàìè? Îáîñíóéòå îòâåò.

8. ×åìó ðàâåí ïåðèìåòð êàðêàñà êîâðà è ðåøåòà Ñåðïèí-
ñêîãî (ò. å. ñóììà ïåðèìåòðîâ êâàäðàòîâ èëè òðåóãîëüíèêîâ,
âõîäÿùèõ â ìíîæåñòâî)?

9. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàíèöà ñíåæèíêè Êîõà èìååò áåñêîíå÷-
íóþ äëèíó.

10. Íàéäèòå ôðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü ìîäèôèöèðîâàííî-
ãî ìíîæåñòâà Êàíòîðà, â êîòîðîì íà êàæäîì øàãå âûáðàñûâà-
åòñÿ öåíòðàëüíàÿ ïÿòàÿ ÷àñòü êàæäîãî èíòåðâàëà.

11. Îïðåäåëèòå ôðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü îáîáùåííîãî
ìíîæåñòâà Êàíòîðà, â êîòîðîì íà êàæäîì øàãå âûáðàñûâàåòñÿ

èíòåðâàë äëèíû 1− 2r ñ öåíòðîì â òî÷êå
1
2
, ãäå 0 < r <

1
2
.

12. Ðàññìîòðèòå ôðàêòàë, êîòîðûé ñòðîèòñÿ, êàê óêàçàíî
íà ðèñ. 17 Ïðèëîæåíèÿ. Çàïèøèòå áåñêîíå÷íûé ðÿä äëÿ ñóììû
ïëîùàäåé ÷àñòåé, êîòîðûå áûëè óäàëåíû ïðè ïîñòðîåíèè. Íàé-
äèòå ñóììó ýòîãî ðÿäà. Îïðåäåëèòå ôðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü
äàííîãî ôðàêòàëà.

13. Ïðèäóìàéòå ïðèìåð ôðàêòàëà, ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåð-
íîñòü êîòîðîãî ðàâíà åäèíèöå.

14. Ïðèäóìàéòå ìíîæåñòâî è íàéäèòå åãî ðàçìåðíîñòü Õàó-
ñäîðôà à) ñîâïàäàþùóþ, á) íå ñîâïàäàþùóþ ñ òîïîëîãè÷åñêîé
ðàçìåðíîñòüþ.

15. Ïîñòðîéòå L�ñèñòåìó äëÿ îñòðîâà Êîõà, îðèåíòèðîâàí-
íîãî âíóòðü òðåóãîëüíèêà (ðèñ. 18.)

16. Ïîñòðîéòå L�ñèñòåìó äëÿ îñòðîâà Ëåâè.
17. Ïîñòðîéòå L�ñèñòåìó äëÿ êðèâîé Ïåàíî.
18. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå: Åñëè E ⊂ F ⊂ Rn, òî ìåðà

Õàóñäîðôà óäîâëåòâîðÿåò Hs(E) 6 Hs(F ), â ÷àñòíîñòè, åñëè
{Fi} � ëþáîé ñ÷åòíûé íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ áîðåëåâñêèõ
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ïîäìíîæåñòâ, òî Hs (
⋃∞

i=1 Fi) =
∞∑
i=1

Hs(Fi).

19. Ïóñòü F � ïëîñêèé äèñê åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â ïðî-
ñòðàíñòâå R3. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà dimHF.

20. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà dimHF, ãäå

à) F =
{

(x, y) :
x2

a2
+
y2

b2
= 1

}
; á) F =

{
(x, y) :

x2

a2
+
y2

b2
6 1

}
;

â) F =
{

(x, y, z) :
x2

a2
+
y2

b2
= 1, z = 0

}
;

ã) F =
{

(x, y, z) :
x2

a2
+
y2

b2
6 1, z = 0

}
;

ä) F =
{

(x, y, z) :
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

}
;

å) F =
{

(x, y, z) :
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
6 1

}
.

21.Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) = z3+c.Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè |c| > 2,
òî îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè.

22. ×òî æå ïðîèçîéäåò â ñëó÷àå óâåëè÷åíèÿ ñòåïåíè â îòîá-
ðàæåíèè f(z) = zk − 1 ïðè èñïîëüçîâàíèè èòåðàöèîííîãî ïðî-
öåññà Íüþòîíà?

Ëàáîðàòîðíûé ïðàêòèêóì

Çàäàíèå 1. Ïîñòðîåíèå äèíàìè÷åñêèõ ôðàêòàëîâ.
1. Èñïîëüçóÿ êîìïüþòåð, ïîñòðîéòå ìíîæåñòâî Ìàíäåëü-

áðîòà äëÿ ôóíêöèè f(z) = zk + c, k = 3, 4, 5 è ò. ä.
2. Èñïîëüçóÿ êîìïüþòåð, ïîñòðîéòå ôðàêòàë Æóëèà äëÿ

ôóíêöèè f(z) = zk + c, k = 3, 4, 5 è ò. ä.
3. Èñïîëüçóÿ êîìïüþòåð, ïîñòðîéòå ôðàêòàëû Íüþòîíà äëÿ

ôóíêöèè a) f(z) = zk − c, k = 4, 5, 6; b) g(z) = z3 − z.
4. Ïîñòðîéòå äèíàìè÷åñêèé ôðàêòàë äëÿ Âàøåé ôóíê-

öèè f(z).
Çàäàíèå 2. Ïîñòðîåíèå êîíñòðóêòèâíûõ ôðàêòàëîâ. Íàïè-

øèòå ïðîãðàììó äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíñòðóêòèâíûõ ôðàêòàëîâ,
èñïîëüçóÿ îäèí èç ðàññìîòðåííûõ ñïîñîáîâ.
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Çàäàíèå 3. Âû÷èñëåíèå ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè. Íàïè-
øèòå ïðîãðàììó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè,
èñïîëüçóÿ îäèí èç ìåòîäîâ äëÿ:
à) êîíñòðóêòèâíûõ ôðàêòàëîâ;
á) äèíàìè÷åñêèõ ôðàêòàëîâ;
â) ôðàêòàëüíûõ êëàñòåðîâ;
ã) âðåìåííûõ ðÿäîâ.

Çàäàíèå 4. Èññëåäîâàíèå âðåìåííûõ ðÿäîâ. Íàéäèòå
ôðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü íåêîòîðîãî âðåìåííîãî ðÿäà (òåì-
ïåðàòóðà, îñàäêè, êóðñû âàëþò è àêöèé, è äð.), èñïîëüçóÿ

ìåòîä Õåðñòà;
ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ òðåíäîâ;
îäèí èç ìåòîäîâ, ðàññìîòðåííûõ â Ëåêöèè � 8.
Çàäàíèå 5. Ïðèäóìàéòå è ðåàëèçóéòå íà êîìïüþòåðå L�

ñèñòåìû, ðåçóëüòàòîì ðàáîòû êîòîðûõ áûëè áû Âàøè ñîáñòâåí-
íûå âàðèàíòû ôèãóð:

ñíåæèíêà èëè îñòðîâ (ñ ãðàíèöåé áåç ðàçðûâîâ);
ìîçàèêà èëè îñòðîâà (ñ ðàçðûâíîé ãðàíèöåé);
êóñò èëè ñîðíÿê.

Èññëåäîâàòåëüñêèå ðàáîòû

1. Íàéäèòå ôðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü ãðàíèöû Óäìóðòèè,
ïîâòîðèâ ýêñïåðèìåíò Ðè÷àðäñîíà è èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå êàð-
òû è ìàñøòàáû.

2. Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå ôðàêòàëüíûõ ñâîéñòâ êëàñòåðà
êàêîãî-íèáóäü èíôîðìàöèîííîãî Web-ñàéòà.

3.Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå êàêîãî-íèáóäü òåêñòà, èñïîëüçóÿ
çàêîí Äæ.Çèïôà.

4. Èññëåäîâàíèå ñàìîïîäîáèÿ èíôîðìàöèîííîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ñ ïîìîùüþ çàêîíà Ëîòêè (äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ àâòîðîâ) èëè
ñ ïîìîùüþ çàêîíà Áðýäôîðäà (äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ èçäàíèé).

5. Èñïîëüçîâàíèå çàêîíà Ïàðåòî è ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî.
6. Èññëåäîâàíèå âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Õåð-

ñòà (íîðìèðîâàííîãî ðàçìàõà).
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7. Ïðîâåðüòå, óäîâëåòâîðÿþò ëè ãîðîäà Ðîññèè ïî ÷èñëåí-
íîñòè íàñåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèþ Äæ.Çèïôà.

8. Ïðîâåäèòå èññëåäîâàíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ ôðàêòàëüíûõ
ñâîéñòâ: à) ðàñòåíèÿ ñ ïåðåêðåñòíûì îïûëåíèåì (ñîöâåòèÿ);
á) âîñòî÷íîãî îðíàìåíòà; â) ìîçàèêè; ã) ôðàêòàëüíîé ìóçûêè.

9. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ ôðàêòàëü-
íîé ðàçìåðíîñòè.

10. Ñæàòèå èçîáðàæåíèé ñ ïîìîùüþ ôðàêòàëîâ.
11. Êëåòî÷íûå àâòîìàòû.
12. Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äîêóìåíòàëüíûõ èíôîðìàöèîí-

íûõ ïîòîêîâ.

Òåìû äîêëàäîâ è ðåôåðàòîâ

1. Ôðàêòàëû Ëåâè è Ìèíêîâñêîãî.
2. Êðèâûå Ïåàíî è Ãèëüáåðòà.
3. Ôðàêòàëû ¾Äðàêîíû¿.
4. Ôðàêòàëû: ñïèðàëè, çâåçäû, äåðåâüÿ.
5. Ïîñòðîåíèå ôðàêòàëîâ ñ ïîìîùüþ L�ñèñòåì.
6. Ïîñòðîåíèå ôðàêòàëîâ ñ ïîìîùüþ àôôèííûõ ïðåîáðàçî-

âàíèé.
7. Ñâÿçü ôðàêòàëîâ è ñèñòåì ñ÷èñëåíèÿ.
8. Ôðàêòàëû Ìàíäåëüáðîòà è Æóëèà.
9. Ïðîáëåìà Êýëè è ôðàêòàëû Íüþòîíà.
10. Ñèñòåìû èòåðèðóåìûõ ôóíêöèé.
11. Êëàññè÷åñêîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå.
12. Ôðàêòàëüíîå áðîóíîâñêîå äâèæåíèå.
13. Ôðàêòàëû â ïðèðîäå.
14. Çàêîí Ïàðåòî.
15. Ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî.
16. Ôðàêòàëüíûé ïîäõîä â ìîäåëèðîâàíèè èíôîðìàöèîííî-

ãî ïðîñòðàíñòâà.
17. Ôðàêòàëüíûå ñâîéñòâà äëÿ êëàñòåðîâ èíôîðìàöèîííûõ

Web�ñàéòîâ.
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18. Çàêîí Çèïôà êàê îäèí èç îñíîâíûõ çàêîíîâ îòðàæàþ-
ùèõ ñàìîïîäîáèå èíôîðìàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà.

19. Çàêîíû (çàêîíîìåðíîñòè) Ëîòêè è Áðýäôîðäà êàê óòî÷-
íÿþùèå ñëåäñòâèÿ çàêîíà Çèïôà.

20. Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äîêóìåíòàëüíûõ èíôîðìàöèîí-
íûõ ïîòîêîâ.

21. Ïðèëîæåíèÿ ôðàêòàëîâ.

Âîïðîñû ê çà÷åòó

1. Êîíñòðóêòèâíûå ôðàêòàëû. Ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ è ñâîé-
ñòâà.

2. Äèíàìè÷åñêèå ôðàêòàëû.
3. Ñëó÷àéíûå ôðàêòàëû. Êëàññè÷åñêîå è ôðàêòàëüíîå áðî-

óíîâñêîå äâèæåíèå, èõ ñâîéñòâà.
4. Õàóñäîðôîâà ìåðà è ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà�

Áåçèêîâè÷à, èõ ñâîéñòâà.
5. Ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè: êëå-

òî÷íàÿ ðàçìåðíîñòü (åìêîñòü), èíôîðìàöèîííàÿ è êîððåëÿöè-
îííàÿ ðàçìåðíîñòè, ðàçìåðíîñòü Ëÿïóíîâà è äð.

6. Ñâîéñòâî ñàìîïîäîáèÿ. Ðàçìåðíîñòü ïîäîáèÿ è åå ñâÿçü ñ
ðàçìåðíîñòüþ Õàóñäîðôà.

7. Ìåòîä R/S�àíàëèçà Õåðñòà è ïîêàçàòåëü Õåðñòà, åãî
ñâÿçü ñ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ.

8. Ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè.
9. Ìàññîâûå ôðàêòàëû. Ôðàêòàëüíûå êëàñòåðû. Ìîäåëè

îãðàíè÷åííîé äèôôóçèåé àãðåãàöèè.
10. Ïðèíöèï è ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî.
11. Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ äîêóìåíòàëüíûõ èíôîðìàöèîí-

íûõ ïîòîêîâ.
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Рис. 1. Множество Кантора 

 

 

Рис. 2. Построение кривой Коха 



 

 

Рис. 3. Построение ковра Серпинского 

 

 

Рис. 4. Построение решета Серпинского 

 

Рис. 5.  Губка Менгера 

 

 

 

3
2π  

3
2π

0=n  1=n  2=n  
 

Рис. 6.  Построение снежинки Коха с помощью L‐системы 



 

Рис. 7. Фрактал Жулиа 

 

Рис. 8. Фрактал Жулиа (пыль Фату) 

 

 

 

 

Рис. 9. Множество Мандельброта 

 



Рис. 10. Корни уравнения  

 

Рис. 11. Фрактал Ньютона 

 

Рис. 12. Фрактальный кластер 



 

Рис. 13. Объединение Web‐сайтов по признаку подобия 

 

Рис. 14. Кластеры публикаций службыNewsIsFree 

Рис. 15. Построения к упр. 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 16. Построения к упр.  4 
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Рис. 17. Построения к упр. 12 

 

Рис.18. Остров Коха, ориентированный вовнутрь (упр. 15) 
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